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Omavektorid ja omavaartused

Olgu A n—jarku ruutmaatriks

ajp Ay ... Aain

a a Lo.oa
A— 21 22 2n

anl anz “ee ann

Vaatleme aritmeetilise vektorruumi R" vektoreid Uiheveeruliste
maatriksitena, so
X1

X2

X=X =

Xn



Omavektori ja omavaartuse definitsioon

Definitsioon
Ruutmaatriksi A omavektoriks nimetatakse vektorit X # 6 kui

a;p Ay ... Aain X1 X1
a a ...oa X X - -
An1 an2 ... Qamn Xn Xn

kus A on mingi skalaar. Skalaari A nimetatakse maatriksi A
omavaartuseks ja teldakse, et X on omavaartusele \ vastav
omavektor.



Omavaartuste ja omavektorite leidmine

Omavaartuste ja omavektorite leidmiseks kirjutame tingimuse
AX = XX kujul AX = AEX, mis on ekvivalentne tingimusega

(A— \E)X = 6.
ehk pikemalt
a;; — A ajo . aAin X1 0
aoq arn — A\ ... aon X2 _ 0
a1 e .. am—3 \x) \0O

See on lineaarne homogeenne varrandististeem.



Karakteristlik vOrrand

See vorrandistiisteem omab mittetriviaalseid lahendeid parajasti
siis, kui

a;; — by ajo e ain
anl an2 e ann - )\

Seda vorrandit nimetatatakse maatriksi A karakteristlikuks
vorrandiks. Selle vorrandi lahendid on maatriksi A
omavaartused.

Lause
Kui A on n—jarku ruutmaatriks. Siis A on maatriksi A
omavaartus parajasti siis, kui

det(A— A\E) =0.



Naide 1

Naide
Leida maatriksi A karakteristlik vorrand ja omavaartused, kui
5 —-19 13
A=[3 -9 5
3 -7 3

Moodustame karakteristliku vorrandi
5—-x -19 13
3 -9-\ 5 |=0,
3 -7 3=
millest parast determinadi arvutamist leiame

N4+ _4)r—4=0.

Omavaartuste leidmiseks tuleb lahendada viimane voérrand.



Naide 1 - omavaartuste leidmine

Kuna karakterisliku vorrandi vasak pool on alati polinoom, siis
selle teguriteks lahutamiseks vBime kasutada Horneri skeemi
vOi sobivaid algebralisi teisendusi. Antud juhul saame kasutada
algebralisi teisendusi

N4 A 4N —4=2A+1) -4 +1) =
=M\ +1)N-4)=\+1)(A+2)(A\-2)=0,

millest leiame, et maatriksi A omavaartused on:

M=-1 d=-2 \3=2.



Naide 2

Naide
Leida maatriksi B karakteristlik vorrand ja omavaartused, kui
2 2 3
B=|0 1 5]|.
0 01
Seega

millest leiame omavaartused
M=2, My=X=1.

Antud juhul 6eldakse, et A = 1 on kahekordne omavaartus.



Karakteristlik poltinoom

Tuginedes determiandi omadustele saame jareldada, et
n—jarku ruutmaatriksi A karaktertistliku vorrandi

det(A — AE) = 0 vasak pool on muutuja A suhtes n—astme
poliinoom, so

det(A—AE) = (—1)"(A" + p2A" t+p2A" 2+ + Pt A+ Pn).

Oeldut kinnitavad ka eespool esitatud naited.



Karakteristlik poltinoom

Tuginedes determiandi omadustele saame jareldada, et
n—jarku ruutmaatriksi A karaktertistliku vorrandi

det(A — AE) = 0 vasak pool on muutuja A suhtes n—astme
poliinoom, so

det(A—AE) = (—1)"(A" + p2A" t+p2A" 2+ + Pt A+ Pn).
Oeldut kinnitavad ka eespool esitatud naited.

Vastavalt algebra pdhiteoreemile on igal n—astme poliinoomil
Ule kompleksarvude korpuse (kordsust arvestades) n juurt,so

det(A — AE) = (=1)"(A — M)A — A2) ... (A — An).



Karakteristlik poltinoom

Tuginedes determiandi omadustele saame jareldada, et
n—jarku ruutmaatriksi A karaktertistliku vorrandi

det(A — AE) = 0 vasak pool on muutuja A suhtes n—astme
poliinoom, so

det(A—AE) = (—1)"(A" + p2A" t+p2A" 2+ + Pt A+ Pn).
Oeldut kinnitavad ka eespool esitatud naited.

Vastavalt algebra pdhiteoreemile on igal n—astme poliinoomil
Ule kompleksarvude korpuse (kordsust arvestades) n juurt,so

det(A — AE) = (=1)"(A — M)A — A2) ... (A — An).

NB! Kéeoleva kursuse raames vaatleme ainult niisuguseid
maatrikseid, mille kdik omavaartused on reaalarvulised.



Lause
Kui maatriksi A omavaartused on A1, A2, ..., Ap, Siis

det(A) =AA2... An.
Toestus.
Vétame karakteristlikus polinoomis
det(A—XE) = (—1)"A = A)XA = X2)...(A = \n)

muutuja A = 0, millest jareldubki vaide.



Lause
Kui maatriksi A omavaartused on A1, A2, ..., Ap, Siis

det(A) =AA2... An.
Toestus.
Vétame karakteristlikus polinoomis
det(A—XE) = (—1)"A = A)XA = X2)...(A = \n)
muutuja A = 0, millest jareldubki vaide.
Samuti saame, et karkteristliku poliinoomi vabaliige

pn = (—1)"det(A). Sellest jareldub, et regulaarse maatriksi A
Ukski omavaartus ei ole vérdne nulliga.



Omavaartuse algebraline kordsus

Olgu n—jarku ruutmaatriksil k erinevat omavaartust
A1, A2, ..., M. Siis karakteristliku poliinoomi saame esitada
kujul

det(A — AE) = (—1)"(A — A)™ (A — A2)™ ... (A — A)™,

kusny+n,+...+ng=n.



Omavaartuse algebraline kordsus

Olgu n—jarku ruutmaatriksil k erinevat omavaartust
A1, A2, ..., M. Siis karakteristliku poliinoomi saame esitada
kujul

det(A—AE) = (=1)"(A = X)) (A = X2)"2 ... (A — )™,
kusny+n,+...+ng=n.

Sellisel juhul 6eldakse, et omavéartuse \; (i € {1,2,...,k})
algebraline kordsus on n;.



Lause
Maatriksi A erinevatele omavaartustele vastavd omavektorid

Vi,Va,...,Vi on lineaarselt sGltumatud.
Toestus.
Olgu V1, V>, ..., Vi omavaartustele \q, \o, ..., )\ vastavad

omavektorid.

Oletame vaite vastaselt, et Vi, V>, ..., Vi on lineaarselt sdltuvad
ja konstrueerime vastuolu.

Olgu nende vektorite hulgas r lineaarselt sdlumatut vektorit.
Kuna uks nullvektorist erinev vektor on lineaarselt séltumatu,
siis 1 <r <Kk.

Eeldame, et just esimesed r vektorit on lineaarselt séltumatud
(vektorite tmbernummerdamise teel on niisugune olukord alati
saavutatav).



Seega vektorid Vi, Vs, . .., Vi, V; 1 on lineaarselt sdltuvad, st
leidub niisugune mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, et

PV + p2Va + . A Ve 4 pirg1Vep1 = 6. (*)
Kuna vy, Va, ..., Vi, Vi1 on maatriksi A omavektorid, siis
A\71 = )\1\71, R ,A\Tr = AV, AVH_]_ = )\r+1Vr+1.

A(paV1 + poVa + .o+ Ve + piraVe 1) = AG = 6.
MV + 222V + A AV + 1A aVegr = 6. ()

Korrutame (*) teguriga A1 ja lahutame (**)-(*)

(M = Aep)Va 4 2(A2 = Aepat)Va + o4 e (Ar = Arga )V = 6.



Kuna vektorid Vi, Vs, ..., V, on lineaarselt sélumatud, siis kdik
viimase lineaarkombinatsiooni kordajad on nullid

p1(Ar = A1) = p2(A2 = Arg1) = ..o = pr(Ar — A1) = 0.
Kuna kdik omavaartused A1, A2, ..., Ar, Ar 11 On erinevad, siis
jareldub, et

w1 =pp=...=pur =0.

(*) = pry1Vepr = g. Kuna Vii1 # g, siis
pr+1 = 0.

Olemegi saanud vastuolu, sest nullvektori saame ainult siis, kui
kdik lineaarkombinatsiooni (*) kordajad on nullid, so

p1=pz=...=pr = pry1 =0.

Tekkinud vastuolu tdestabki meie vaite.



Naide 3

Naide
Leida maatriksi A omavektorid, kui
5 —-19 13
A=[3 -9 5
3 -7 3

Lahendus.
Naites 1 leidsime, et selle maatriksi omavaartused on:

AM=-1 X=-2 A3=2.
Omavektorite leidmiseks tuleb iga omavaartuse A korral
lahendada lineaarne homogeenne varrandististeem:

5-\ -19 13 X1 0
3 9-) 5 x| = [0
3 7 3-) \xs 0



Naide 3 - lahendus

6 —19 13 X1 =C,
M=-1= 1|3 -8 5 = { X =C,

3 -7 4 X3 = C,

7 —-19 13 X1 = —C,
M=-2= |3 -7 5 = { X, = C,

3 *7 5 X3 — 2C,
3 —-19 13 X1 = 2c,
A3=2 = 3 -11 5 = X2 = C,
3 -7 1 X3 = C,



Naide 4
Naide
Leida maatriksite A ja B omavektorid, kui

001 10 0
A=|0 1 0|, B=[(1 1 o0
100 11 -1

det(A — \E) = (-1)*(A —1)’(A+1) =0.

Lahendus.

det(B — \E) = (-1)3(A - 1)’(A+1) =0.

Maatriksitel A ja B on kaks erinevat omavaartust
AM=1 A =-1,

kusjuures omavaartuse \; algebraline kordsus on 2.



Leiame maatriksi A kahekordsele omavaartusele \; = 1
vastavad omavekrorid.

-1 0 1 X1 = Cy,
A =10 0 O = Xo = Cg,
1 0o -1 X3 = Cy,
millest
X1 1 0
X2l =10]ci+|1]c= C]_\71 + C2\72.
X2 1 0

Seega iga omavektor avaldub kahe lineaarselt s6ltumatu
omavektori V; ja Vs lineaarse kombinatsioonina. Teisiti 6eldes,
kahekordsele omavéaartusele \; = 1 vastavad omavektorid v;
ja Vo, moodustavad kahemddtmelise omaruumi .



Maatriksi B kahekordse omavaéartuse A; = 1 korral
kahemddtmelist omaruumi ei teki.

00 O X1 = 0,
B =110 O = X, =2¢C,
11 -2 X3= C,
millest
X1 0
Xo| =12 c=cv.
X2 1

Naeme, et antud juhul vastab omavaartusele A\, = 1, mille
algebraline kordsus on 2, ainult them&6tmeline omaruum.

Maatrikiste A ja B omavaartusele A\, = —1 vastab
Uhemddtmeline omaruum.



Omavaartuse geomeetriline kordrsus

Definitsioon
Maatriksi A omavéaartusele A\ vastava omaruumi méddet
nimetatakse selle omavaartuse geomeetriliseks kordsuseks

Lause
Maatriksi omavaartuse geomeetriline kordsus ei Uleta selle
algebralist kordsust.

Naeme, et naites 4 saadud tulemus, ei ole viimase lause
vditega vastuolus .



