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Ortogonaalsete vektorite slisteem

Def. Oeldakse, et vektorid @, @s, . . . , @, moodustavad
ortogonaalsete vektorite stisteemi , kui

Jz--cij:() |ga 1,7 =1,2,...,m.

Eukleidilised ruumid — p. 2/15



Ortogonaalsete vektorite slisteem

Def. Oeldakse, et vektorid @, @s, . . . , @, moodustavad
ortogonaalsete vektorite stisteemi , kui

Jz--cij:() |ga 1,7 =1,2,...,m.

Lause. Ortogonaalsesse vektorite stisteemi, mis el sisalda
nullvektorit, kuuluvad vektorid on lineaarselt soltumatud.
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

Def. Oeldakse, et vektorid @, @s, . . . , @, moodustavad
ortogonaalsete vektorite stisteemi , kui

Ji-ajzo |ga 1,7 =1,2,...,m.

Lause. Ortogonaalsesse vektorite stisteemi, mis el sisalda
nullvektorit, kuuluvad vektorid on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Moodustagu vektorid ay, as, ..., d,, ortogonaalse
vektorite stisteemi, mis el sisalda nullvektorit.
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

Def. Oeldakse, et vektorid @, d, . .., d,, moodustavad
ortogonaalsete vektorite stisteemi , kui

@--le:o |ga 1,7 =1,2,...,m.

Lause. Ortogonaalsesse vektorite stisteemi, mis el sisalda
nullvektorit, kuuluvad vektorid on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Moodustagu vektorid ay, as, ..., d,, ortogonaalse
vektorite stisteemi, mis el sisalda nullvektorit.

Uurime, millistel tingimustel nendest vektoritest moodustatud
lineaarne kombinatsioon esitab nullvektrori, so

Aa1 + ...+ Ae_1Qp—1 + Apar + )\k+1c_ljk+1 + o Ay, = 5
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

ANa1-ag+. . -‘|‘)\k—16k—1'5k+)\k6k'5k+)\k+15k+1'C_ik‘l‘- A = 0.

A Q- =0 = A = 0 1ga k korral.
£0
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

ANa1-ag+. . -‘|‘)\k—1c_ik—1'5k+Akak'5k+Ak+lak+1'C_ik‘l‘- A = 0.

A Q- =0 — A, =0 lga k korral.
#0

Seega, vaadeldav lineaarkomibatasioon esitab nullvektori ainult
siis, kui see on triviaalne.
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

101G+ . -‘|‘)\k—1c_ik—1‘6k+)\kak‘5k+)\k+15k+1'C_ik‘l‘- A = 0.

A Q- =0 — A, =0 lga k korral.
#0

Seega, vaadeldav lineaarkomibatasioon esitab nullvektori ainult
siis, kui see on triviaalne.

Jareldus. Eukleidilise ruumi E,, ortogonaalste vektorite stisteem
vOib koosneda maksimaalselt n vektorist.
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Ortogonaalsete vektorite slisteem

101G+ . -‘|‘)\k—1c_ik—1‘5k+Akak‘ak+Ak+lak+1'C_ik‘l‘- A = 0.

A Q- =0 — A, =0 lga k korral.
#0

Seega, vaadeldav lineaarkomibatasioon esitab nullvektori ainult
siis, kui see on triviaalne.

Jareldus. Eukleidilise ruumi E,, ortogonaalste vektorite stisteem
vOib koosneda maksimaalselt n vektorist.

Lause. Eukleidilise vektoruumi igale lineaarselt soltumatute
vektorite slsteemile saab seada vastavusse ortogonaalsete
vektorite stisteemi.

Eukleidilised ruumid — p. 3/15



Ortogonaliseerimine

Naide. Konstrueerime lineaarselt s6ltumatute vektorite e7, e
pShjal ortognaalsete vektorite siisteemi { f, 2}. Valime vektoriks
h vektori €7, seega

—

f=a.
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Ortogonaliseerimine

Naide. Konstrueerime lineaarselt s6ltumatute vektorite e7, e
pShjal ortognaalsete vektorite siisteemi { f, 2}. Valime vektoriks

h vektori €7, seega

—

f =ej.
Teise vektori i valime risti vektoriga f = &)
h = €y + pey, kus hl €.
Leiame kordaja u selliselt, et ristumise ndue oleks taidetud.

e

i
I
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Ortogonaliseerimine

Kuna h L e7, SIS

— "I - — —»2
e1-h=eiex + pe” =0,
€1 - €2

6_12

millest lelame kordaja ;1 = —
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Ortogonaliseerimine

Kuna h L e7, SIS

— "I — — -9
e1-h=eiex + pe” =0,

. . . €1 - €2
millest lelame kordaja 1 = ———
e1

Kasutades meetrilise maatriksi elemente, saame leitud kordaja

esitada kujul p = _o ja parast selle asendamist vektori h
gi1

avaldisse saame
—g12€1 + g11€2 1 |g11 912

E p— - —
gi1 gi1 | e €2
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Ortogonaliseerimine

Kokkuvotteks margime, et eukleidilise vektorruumi lineaarselt
soOltumatute vektorite stistemi ortogonaliseerimine ei ole
maaratud uUheselt, sest siin vaadeldud protsess soltub oluliselt
baasivektorite jarjestusest.

Tahtis on, et me saame ortogonaalse sltsteemi alati
konstrueerida.
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Ristbaas

Eukleidilises vektorruumis E,, on vdimalik defineerida sellised
baasid, mille korral on skalaarkorrutise arvutamine tunduvalt
lihtsam kui me seda eespool nagime.
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Eukleidilises vektorruumis E,, on vdimalik defineerida sellised
baasid, mille korral on skalaarkorrutise arvutamine tunduvalt
lihtsam kui me seda eespool nagime.

Def. Eukleidilise vektorruumi E,, baasi B+ = {4}, is,...,i,}, Mis
koosneb ristuvatest Uhikvektoritest, nimetatakse ristbaasiks
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Ristbaas

Eukleidilises vektorruumis E,, on vdimalik defineerida sellised
baasid, mille korral on skalaarkorrutise arvutamine tunduvalt
lihtsam kui me seda eespool nagime.

Def. Eukleidilise vektorruumi E,, baasi B+ = {4}, is,...,i,}, Mis
koosneb ristuvatest Uhikvektoritest, nimetatakse ristbaasiks

Oletame, et vektorruumis on olemas ristbaas. Leiame sellele
baasile vastava meetrilise maatriksi. Ristbaasi definitsioonis
antud geomeetrilise kirjelduse jargi saame arvutada

baasivektorite skalaarkorrutised iy, - i; = |iz||#;| cos a.. Arvestades
asjaolu, et baasivektorid on ristuvad thikvektorid, saame

— = 5 1,kU|k:l,
1 -1 = —
TR T ) 0 kui k£ L
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Ristbaas

Vektorite

a4 = ai€] +ages + ...+ anén, ning E: bie1 + boes + ...+ b€,
(10 ... 0\ [br)
5 0O 1 ... 0 bo

J-bz(m as ... an> S N

\6 o .. i) \b'n)

skalaarkorrutis avaldub kujul

millest saame
J-EI a1bi + asbs + ...+ a,by,.

Seega avaldub vektorite skalaarkorrutis ristbaasil vektorite
vastavate koordinaatide korrutiste summana.
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Ristbaas

Kui n-mootmelises eukleidilises vektorruumis on fikseeritud
ristbaas ning sellel antud vektorid @ = (a1, a9, ..., a,) ja

b= (b1, bo,...,by,), siis saame Cauchy-Bunjakovski vorratuse
Kirjutada valja kujul, nagu see esineb aritmeetikas

(a1by 4 asbo + ... +apby)? < (af + a5 + ... +a2)(b] + b3+ ... +b2).
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Suunakoosinused

Vaatame lahemalt kolmemootmelist eukleidilist vektorruumi Es
ja selles fikseeritud ristbaasi B+ = {i, j, k}.

zZ

Olgu valitud reeperi suhtes antud vektor @ = (ay, ay, a,).
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Suunakoosinused

Selle vektori pikkus on |d@| = /a2 + a2 + aZ. Vektori @
L . a . . .
suunadhikvektor on @° = @’ mille koordinaadid on
a
a - Y Y
az +ai +ai /az+ai+aZ \/az+a;+ a3

Arvutame vektori ¢ suunanurkade koosinused

S|

a-i a-J -k
coOSx = ——, COSf0=—=, COs?Yy=—.
l al
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Suunakoosinused

Kui nendes valemites asendada vektori a pikkus ja
skalaarkorrutised vastavate koordinaatkujuliste seostega, siis

saame suunakoosinuste jaoks valemid
a a a
cos o = - , cosf = / , COS7Y = - :
az + az + az az + az + az az + az + az
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Suunakoosinused

Kui nendes valemites asendada vektori a pikkus ja
skalaarkorrutised vastavate koordinaatkujuliste seostega, siis
saame suunakoosinuste jaoks valemid
a a a
cos o = - , cosf = / , COS7Y = - :
az + az + az az + az + az az + az + az

Jarelikult on vektori @ = (a,, ay, a,) suunathikvektori
koordinaatideks selle vektori suunakoosinused , s.o
a % = (cos o, cos B3, cos v), kusjuures suunakoosinused
rahuldavad tingimust

cos® a + cos® B + cos®y =1,

sest @ ° on Uhikvektor.
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Suunakoosinused

Analoogilist mottekaiku voime kasutada igas n-mootmelises
eukleidilises ruumis, seejuures suunanurkade ja
suunakoosinuste arv on vordne ruumi mootmega. Seega,
n-mootmelises eukleidilises ruumis on ristreeperi suhtes antud

vektoril @ = (ay, a9, . .., a,) n suunanurka, mille koosinused
rahuldavad tingimust

2 2 2

cos“ o] +cos“ag+...+cos“a, =1

ja suunakoosinused on selle vektori suunathikvektori
koordinaatideks

a° = (cosa,cosan,...,cosay).

Uhikvektori sihi maaramiseks piisab siin samuti vaid (n — 1)-st
suunanurgast.
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Suunakoosinused

Vaatame I6puks sama olukorda kahemootmelises eukleidilises
ruumis.

.
QY

Vektori @ = (a,, a,) suunathikvektor on @° = (cos a, cos 3),
millest oluline on vaid tks suunanurk, sest cos 5 = sin a.
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Suunakoosinused

Seega vektori @ suunaline thikvektor ristbaasi B+ = {7, j}
suhtes on @9 = (cos a;, sin «r), kKus

Ay : :
COS (¥ = ja simmoa =

2 2 2 2
az + aj az + aj

Ay

ning suunakoosinuste tingimusest saame trigonomeetria
pohiseose

2

cos” o + sin?

a=1.
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