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LVS

Uurime, millistel tingimustel lineaarne vorrandististeem

)
a11r1 + ap®s + ... + apxy, = b1,
a21T1 + a22%2 + ... + a2,Ty = by,

L Om1Z1 + Gm2Z2 + . .. + AmpTn = by,

on lahenduv.
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LVS

Uurime, millistel tingimustel lineaarne vorrandististeem

)
a11r1 + ap®s + ... + apxy, = b1,
a21T1 + a22%2 + ... + a2,Ty = by,

on lahenduv.

Eelmistes loengutes selgus, et iga lineaarne vorrandististeem
on esitatav vektorkujul, st

r1A1 + 19045 + ...+ 2,4, =D,

kus A, Ao, ..., A,, B on laiendatud maatriksi A;, veergudest
moodustatud uheveerulised maatriksid ehk veeruvektorid.
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Kronecker-Cappelli teoreem

Teoreem. Lineaarne vorrndististeem on lahenduv parajasti siis,
kui sisteemimaatriksi ja laiendatud maatriksi astakud on
vordsed, so

rank(A) = rank(Ay).
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Kronecker-Cappelli teoreem

Teoreem. Lineaarne vorrndististeem on lahenduv parajasti siis,
kui sisteemimaatriksi ja laiendatud maatriksi astakud on
vordsed, so

rank(A) = rank(Ay).

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vorrandisusteem on lahenduy,
st leiduvad niisugused reaalarvud arvud o4, as, ..., o, €t

a1A1 + avlo + ... +a, A, = B.
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Kronecker-Cappelli teoreem

Teoreem. Lineaarne vorrndististeem on lahenduv parajasti siis,
kui sisteemimaatriksi ja laiendatud maatriksi astakud on
vordsed, so

rank(A) = rank(Ay).

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vorrandisusteem on lahenduy,
st leiduvad niisugused reaalarvud arvud o4, as, ..., o, €t

a1A1 + avlo + ... +a, A, = B.

Peame tOestama, et kehtib astakutingimus.
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Toestus. Tarvilikkus

Vorrandisusteemi laiendatud maatriks on:

(an a2 ... Qin b1\

\aml aAmo ... Qmn bm)
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Toestus. Tarvilikkus

Vorrandisusteemi laiendatud maatriks on:

( aii a9 .. A1n b1 \
asi a9 c .. aon, bg
\ Aml Am2 .. Gmn | bm )

Teisenadame selle maariksi viimast veergu jargmiselt:
lahutame viimasest veerust a; kordse esimese veeru,

/041 a2 ... aip | b1 —aqarg \
a9

1 G2 ... a9p | bo —ajao

\ Uml Am2 ... Amn bm — d10m1 )
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Toestus. Tarvilikkus

Siis a kordse teise veeru jne. LOpuks «,, kordse eelviimase
veeru, seega

( aii a9 .. A1n bl — 1411 — 212 — ... — Opa1n \

asi a9 .. aAon, bg — (14921 — (20922 — ... — Opaon

\ a/ml a/m2 S a/mn bm - alaml - OéQCLmQ T e e e anamn )
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Toestus. Tarvilikkus

Siis a kordse teise veeru jne. LOpuks «,, kordse eelviimase
veeru, seega

( aii a9 .. A1n bl — 1411 — 212 — ... — Opa1n \
asi a9 .. aAon, bg — (14921 — (20922 — ... — Opaon
\ a/ml a/m2 e o o a/mn bm - alaml - OéQCLmQ T e e o anamn )
Jarelikult
( aill a9 ce A1n 0 \
a1 a9 ce. aAon, 0

\aml Amo ... Qmn O)
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Toestus. Tarvilikkus

Siis a kordse teise veeru jne. LOpuks «,, kordse eelviimase
veeru, seega

( aii a9 .. A1n bl — 1411 — 212 — ... — Opa1n \
asi a9 .. aAon, bg — (14921 — (20922 — ... — Opaon
\ a/ml amQ e o o amn bm - alaml - CEQCLmQ T e e o anamn )
Jarelikult
( aill a9 ce A1n 0 \
a1 a9 ce. aAon, 0
\ Aml Am2 .. Qmn | O )

Seega susteemimaatiksi A ja laiendatud maatriksi A;, astakut
maaravad miinorid langevad kokku ja jarelikult astakuktingimus
on taidetud.
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Toestus. Piisavus

Oletame, et astakutingimus
rank(A) = rank(Ay).

on taidetud ja naitame, et vorrandististeem on lahenduv.
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Toestus. Piisavus

Oletame, et astakutingimus
rank(A) = rank(Ay).
on taidetud ja naitame, et vorrandististeem on lahenduv.

Oletame, et laiendatud maatriksi astak on r ja astakut maarav
miinor paikneb maatriksi tlemises vasakus nurgas:

( aill .. Ay Al r+1 ... Q1n b1 \
a1l .. Q9p a2 r+4+1 ...  Qon bg
Ap =
aﬂr-]_ o o o a/rwr a/r7 /r-_l_]_ o o o aﬂrn b/r-
\ aml S a/m/r- a/m, /r-_|_1 o o o amn bm )
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Toestus. Piisavus

Niisuguse olukorra voime alati saavutada, kui paigutame
susteemis Umber vorrandeid ja vajadusel muudame muutujate
tahistusi.
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Toestus. Piisavus

Niisuguse olukorra voime alati saavutada, kui paigutame
susteemis Umber vorrandeid ja vajadusel muudame muutujate
tahistusi.

Varem toestatud lause pohjal on maariksi A, esimesed r
veeruvektorit A1, Ao, ..., A, lineaarselt s6ltumatud ja
veeruvektor vektor B on avaldatav nende lineaarse
kombinatsioonina, st leiduvad niisugused reaalarvud

A1, A2, ..., A\, €1
B =XA; + XA+ ...+ N A,
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Toestus. Piisavus

Niisuguse olukorra voime alati saavutada, kui paigutame
susteemis Umber vorrandeid ja vajadusel muudame muutujate

tahistusi.
Varem toestatud lause pohjal on maariksi A, esimesed r

veeruvektorit A1, Ao, ..., A, lineaarselt s6ltumatud ja
veeruvektor vektor B on avaldatav nende lineaarse
kombinatsioonina, st leiduvad niisugused reaalarvud

ALy A2, ...y Ay, €1
B =XMA1 4+ XA+ ...+ NA,.
Vottes
T1=A,T2 =A9, ..., Tpr = Ap, Tpyr1 =0,...,2, =0

naeme, et olemegi konstrueerinud esialgsele vorrandisisteemile
lahendi.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Olgu antud lineaarne vorrandististeem

)
a1121 + a1922 + ... + a1, = b1,
9121 + a99x9 + ... + agnxy, = ba,
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Olgu antud lineaarne vorrandististeem

)
a1121 + a1922 + ... + a1, = b1,
9121 + a99x9 + ... + agnxy, = ba,

ja sellele vastav homogeenne vorrandististeem

’
ai1x1 + apxre + ... +apx, =0,
a1x1 + as9xr9 + ...+ aspx, = 0,

| Qm1%1 + Am2Z2 + ... + Gy = 0,

Kus a;;, b; € R, ehk maatrikskujul vastavalt AX = B ja AX = O.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Uurime koigepealt homogeense lineaarse vorrandiststeemi
lahendeid.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Uurime koigepealt homogeense lineaarse vorrandiststeemi
lahendeid.

Kronecker-Capelli teoreemist jareldub, et homogeenne
vorrandististeem on kooskolaline, sest astakutingimus on alati
taidetud (nullidest koosnevast vabaliikmete veerust el soltu

laiendatud maatriksi astak).
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Uurime koigepealt homogeense lineaarse vorrandiststeemi
lahendeid.

Kronecker-Capelli teoreemist jareldub, et homogeenne
vorrandististeem on kooskolaline, sest astakutingimus on alati
taidetud (nullidest koosnevast vabaliikmete veerust el soltu
laiendatud maatriksi astak).

Homogeenne lineaarne vorrandisisteem omab alati lahendit

£ =(&1,&2,...,6n), kus
f1=8=...=6 =0,

mida nimetatkse vorrandisusteemi triviaalseks lahendiks
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Uurime koigepealt homogeense lineaarse vorrandiststeemi
lahendeid.

Kronecker-Capelli teoreemist jareldub, et homogeenne
vorrandististeem on kooskolaline, sest astakutingimus on alati
taidetud (nullidest koosnevast vabaliikmete veerust el soltu
laiendatud maatriksi astak).

Homogeenne lineaarne vorrandisisteem omab alati lahendit

£ =(&1,&2,...,6n), kus
f1=8=...=6 =0,

mida nimetatkse vorrandisusteemi triviaalseks lahendiks

Vorrandisusteemi AX = © mistahes teist lahendit, kus vahemalt
tks &; # 0, nimetatakse mittetriviaalseks
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Homogeene lineaarne vorrandisisteem omab
mittetriviaalseid lahendeid parajasti siis, kui rank(A) < n (n
muutujate arv).
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Homogeene lineaarne vorrandisisteem omab
mittetriviaalseid lahendeid parajasti siis, kui rank(A) < n (n
muutujate arv).

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vOrrandisusteem AX = ©
omab mittetriviaalset lahendit. Siis stisteemimaatriksi A
veeruvektorid on lineaarselt soltuvad, sest neist moodustaud
mittetrivaalne lineaarkombinatsioon on nullvektor. Jarelikult
lineaarselt soltumatute veeruvektorite arv on vaiksem muutujate
arvust, st rank(A) < n.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Homogeene lineaarne vorrandisisteem omab
mittetriviaalseid lahendeid parajasti siis, kui rank(A) < n (n
muutujate arv).

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vOrrandisusteem AX = ©
omab mittetriviaalset lahendit. Siis stisteemimaatriksi A
veeruvektorid on lineaarselt soltuvad, sest neist moodustaud
mittetrivaalne lineaarkombinatsioon on nullvektor. Jarelikult
lineaarselt soltumatute veeruvektorite arv on vaiksem muutujate
arvust, st rank(A) < n.

Piisavus. Olgu r = rank(A) < n. Siis maatriks A sisaldab r
lineaarselt sOltumatut veeruvektorit ja tlejaanud (n — r)
veeruvektorit avalduvad nende lineaarselt soltumatute
veeruvektorite lineaarse kombinastsioonina. Selle lineaarse
kombinatsiooni kordajad sobivad vorrandistuisteemi AX = ©
mittetriviaalse lahendi komponentideks.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Olgu & = (&1,&2,...,&:) jan= (m,n2, .-, mn)
vorrandiststeemi AX = B kaks lahendit. Siis £ — n on
vOrrandististeemi AX = © lahend.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Olgu & = (&1,&2,...,&:) jan= (m,n2, .-, mn)
vorrandiststeemi AX = B kaks lahendit. Siis £ — n on

vorrandisusteemi AX = O lahend.

Toestus. Kasutame vorrandististeemi maatrikskuju:

Al —n)= A — An=B - B=0.

Lineaarse

d vorrandiststeemid — p. 11/18



Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Olgu & = (&1, &, ... ,&,) vOrrandislisteemi AX = B
mingi lahend. Siis selle vorrandististeemi mingi teine lahend ¢

avaldub kujul ¢ = & +n, kus n = (91,72, ..,1,) ON
vorrandisisteemi AX = © lahend.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Olgu & = (&1, &, ... ,&,) vOrrandislisteemi AX = B
mingi lahend. Siis selle vorrandististeemi mingi teine lahend ¢

avaldub kujul ¢ = & +n, kus = (91,72, ..,m,) ON
vorrandisisteemi AX = © lahend.

Toestus. Olgu € ja ¢ vorrandiststeemi AX = B kaks lahendit.
Eelmisest lausest jareldub, et

Al =¢) =6,
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Olgu & = (&1, &, ... ,&,) vOrrandislisteemi AX = B
mingi lahend. Siis selle vorrandististeemi mingi teine lahend ¢
avaldub kujul ¢ = & +n, kus = (91,72, ..,m,) ON
vorrandisusteemi AX = © lahend.

Toestus. Olgu € ja ¢ vorrandiststeemi AX = B kaks lahendit.
Eelmisest lausest jareldub, et

Al =¢) =6,

millest jareldub, et n = ¢ — £ on vorrandisisteemi AX = ©
lahend. Jarelikult

=&+
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Kokkuvotteks vOime Gelda, et mittehomogeense
vorrandisusteemi iga lahend on avaldatav selle
vorrandisisteemi mingi lahendi ja sellele vastava homogeense

vorrandisusteemi lahendi summana.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Vorrandisusteemil AX = B on ainult uks lahend
parajasti siis, kui rank(A) = rank(Ar) = n.

Toestus Tarvilikkus. Oletame, et rank(A) = rank(Ar) = n ja
tdestame, et vorrandiststeemil on tks lahend.
Astakutingimusest rank(A) = rank(Ay ) jareldub, et
vOrrandisusteemil eksisteerib lahend. Vorduse rank(A) = n ja
varem toestatud lausete pohjal

=&+,

kus n = ©. Jarelikult ( = ¢ ja vorrandiststeemi AX = B lahend
on maaratud uUheselt.
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Toestus. Piisavus

Oletame, et vorrandisusteemi AX = B lahend on méaaratud
uheselt.

Lahendi olemasolu tottu on astakutingimus rank(A) = rank(Ay)
taidetud. Lahendi Uhesuse tottu rank(A) = n, sest laiendatud
maatrksi A;, vabaliikmete veerg avaldub theselt
susteemimaatriksi A veeruvektorite lineaarse kombinatsioonina.

Jarelikult rank(A) = rank(Ar) = n.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Lineaarset vBrrandististeemi A’ X = B’ nimetatakse
vorrandisusteemi AX = B jarelduseks, kui sisteemi AX = B
iga lahendi & korral A’¢ = B,
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Lineaarset vBrrandististeemi A’ X = B’ nimetatakse
vorrandisusteemi AX = B jarelduseks, kui sisteemi AX = B
iga lahendi & korral A’¢ = B,

Def. Lineaarset vOrrandit
(Aa11 + -+ Apami)T1 + ..o+ (Main + - oo+ An@mn)Tn =
= A1b1 + ...+ X\b,

kKus Ai,..., A\, € R, nimetatakse vOrrandististeemi AX = B
vorrandite lineaarseks kombinatsiooniks

Lineaarsed vorrandiststeemid — p. 16/18



Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Vorrandisiusteemi AX = B voOrrandite iga lineaarne
kombinatsioon on selle stisteemi jarelduseks.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Lause. Vorrandisiusteemi AX = B voOrrandite iga lineaarne
kombinatsioon on selle stisteemi jarelduseks.

Téestus. Olgu & = (&1, &, . .., &) vBrandislisteemi mingi lahend,
st A¢ = B. Selle stisteemi vorrandistest moonustatud lineaarse
kombinatsiooni saame teisendada kujule
(CL11£IZ‘1 +a12T9 + ...+ a1y — bl))\l == 00
+(amiT1 + amaxs + . . . + Gmn®n — b)) A = 0.
Tingimuse A¢ = B tottu on koik sulgavaldised vordsed nulliga ja

jarelikult £ on lineaarsele kombinatsioonile vastava vorrandi
lahendiks. Seega

AX =B = lineaarsele kombinatsioonile vastava vorrandi lahend.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Kahte lineaarset vorrandisisteemi nimetatakse
samavaarseteks ehk lineaarselt ekvivalentseteks , kui
mistahes Uhe susteemi lahend osub teise vorrandististeemi
lahendiks.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Kahte lineaarset vorrandististeemi nimetatakse
samavaarseteks ehk lineaarselt ekvivalentseteks , kui
mistahes Uhe sisteemi lahend osub teise vorrandististeemi

lahendiks.

Jargmised laused on eelmiste definitsioonide vahetud
jareldused.

Lause. Kaks lineaarset vorrandisiisteemi on samavaarsed
parajasti siis, kui neist igaiks on teise jarelduseks.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Kahte lineaarset vorrandististeemi nimetatakse
samavaarseteks ehk lineaarselt ekvivalentseteks , kui
mistahes Uhe sisteemi lahend osub teise vorrandististeemi

lahendiks.

Jargmised laused on eelmiste definitsioonide vahetud
jareldused.

Lause. Kaks lineaarset vorrandisiisteemi on samavaarsed
parajasti siis, kui neist igaiks on teise jarelduseks.

Lause. Kaks lineaarset vorrandistusteemi on samavaarsed
parajasti siis, kui nende lahendite hulgad landevad kokku.
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Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendite omadused

Def. Lineaarse vorrandisusteemi elementaarteisndusteks
nimetatakse teisendusi:

1. vOrrandiststeemi mingi vorrandi korrutamist nullist erineva
skalaariga;

2. vorrandistusteemi mingile vorrandile mingi skalaari kordse
teise vorrandi juurdeliitmine;

3. vorrandisusteemis vorrandite Umberpaigutamine,

4. lineaastete vorrandite, mille muutujate koik kordajad ja
vabaliige on vordsed nulliga, vorrandisisteemi lisamine ja
ara jatmine.
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