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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Def. Maatriksi r-jarku miinoriks  nimetatakse determinanti, mis
on moodustatud selle maatriksi mingi r rea ja r veeru uhistest
elementidest.
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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Def. Maatriksi r-jarku miinoriks  nimetatakse determinanti, mis
on moodustatud selle maatriksi mingi r rea ja r veeru uhistest
elementidest.

Maatriksi r—jarku miinorit, mis on moodustatud ridade
11,172, ...,1, jJa veergude j1, jo, ..., j, Uhistest elementidest,
tahistatakse

ail,jl ail,jg ... ail,jr
J15J2505Jr Ais,j1 Ain,jo - oo Qi g,
11,12,...50p )

air,j1 aimb ... air,jr

Kus i1 <o <...< i jJaj1 <jo<...<Jp
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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Juhul, kui radgime lintsalt maatriksi r—jarku miinorist ja seda
moodustavad read ning veerud ei ole olulised, siis kasutame
miinori jaoks tahist M,..
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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Juhul, kui radgime lintsalt maatriksi r—jarku miinorist ja seda
moodustavad read ning veerud ei ole olulised, siis kasutame
miinori jaoks tahist M,..

Determinantide arendusvalemis kasutasime deteminandi
elemendile a;; vastavat mi-

inorit M;;, mis n-jarku deteminandi korral on (n —1)—jarku miinor.
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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Juhul, kui radgime lintsalt maatriksi r—jarku miinorist ja seda
moodustavad read ning veerud ei ole olulised, siis kasutame
miinori jaoks tahist M,..

Determinantide arendusvalemis kasutasime deteminandi
elemendile a;; vastavat miinorit A;;, mis n-jarku deteminandi
korral on (n — 1)—jarku miinor.

Vastavalt definitsioonile saame niisuguse miinori siis, kui
n—jarku detreminandile vastavas maatriksis vaatame nende
ridade ja veergude Uhiseid elemente, mis ei sisalda elementi a;;.
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Maatriksi 7-jarku miinori moiste

Juhul, kui radgime lintsalt maatriksi r—jarku miinorist ja seda
moodustavad read ning veerud ei ole olulised, siis kasutame
miinori jaoks tahist M,..

Determinantide arendusvalemis kasutasime deteminandi
elemendile a;; vastavat miinorit A;;, mis n-jarku deteminandi

korral on (n — 1)—jarku miinor.

Vastavalt definitsioonile saame niisuguse miinori siis, kui
n—jarku detreminandile vastavas maatriksis vaatame nende
ridade ja veergude Uhiseid elemente, mis ei sisalda elementi a;;.

Kasutades eespool olnud tahistust, saame determinandi
elemendile a;; vastava miinori M/;; esitada kujul

a2 1,410
M;j = Ml,Q,...,i—l,z'—l—l,...,n :
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Maatriksi astak

Def Oeldakse, et maatriksi A astak on r, kui selle maatriksi
elementidest saame moodustada vahemelt Ghe nullist erineva
r—jarku miinori ja mitte Uhtegi nullist erinevat (r + 1)—jarku
miinorit.

Asjaolu, et maatriksi A astak on r tahistatakserank(A) = r.
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Naide. Leida maatriksi A astak

(223014\
L 000000
103016
\0 0000 1
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Naide. Leida maatriksi A astak

(223014\
4 000000
1 03016
\0 0 0 00 1)

Kirjutame véalja maatriksi A moned miinord:

2l

0, M =

Y

1,56
+0, M3, =

I

£0

2,36
M1,3,4 —

N @) BTN

— Oy
O =N
O =

S O N
S W W

KOik selle maatriksi neljandat jarku miinorid on vordsed nulliga,
sest need peavad sisaldama teise rea elemente.

Lineaarsed vorrandisusteemid — p. 5/??



Naide. Leida maatriksi A astak

(223014\
4_|000000
103016
\0 0 0 00 1)

Kirjutame véalja maatriksi A moned miinord:

2 1
0, M2 —

Y

1,56
+0, M3, =

I

£0

2,3,6
M5’y =

I

S = N
S = =
= Oy &~

o W W
— Oy

S O N

KOik selle maatriksi neljandat jarku miinorid on vordsed nulliga,
sest need peavad sisaldama teise rea elemente.

Jarelikult maatrksi astak rank(A) = 3. Paneme tahele, et
maatriksi A astakut maarav miinor ei ole maaratud theselt.
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Astakut maarava miinori paigutus

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et maatriksi A astakut

maarav miinor

M, =

ail A1r
a1 a2y

£
ari ores

paikneb maatriksi Glemises vasakus nurgas

( ai1

a21

A1y ay,r+1 ... Qln \
A2y az,r+1 ... Qa2np
Apy Ar,r+1 ... 0prn

Amr  Am,r+1  --- Omn )
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Rea- ja veeruvektorite omadused

Lause. Maatriksi reavektorid, mis vastavad astakut maaravale
miinorile, on lineaarselt soltumatud; tlejaanud reavektorid
avalduvad nende vektorite lineaarse kombinatsioonina.
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Rea- ja veeruvektorite omadused

Lause. Maatriksi reavektorid, mis vastavad astakut maaravale
miinorile, on lineaarselt soltumatud; tlejaanud reavektorid
avalduvad nende vektorite lineaarse kombinatsioonina.

Toestus. Olgu maatriksi A astak r. Tahistame astakut
maaravale miinorile vastavad reavektorid jargmiselt:

Al = (a11,012, -+, A1y, - -+, Q1n),

As = (a21,022,...,A2r, ..., 02,),
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Toestuse jatk

Oletame vaite vastaselt, et need vektorid on lineaarselt sdltuvad,
so mittetriviaalne lineaarkombinatsioon

culffl + OMQ%YQ 9 o0 T curff,« = 5
Oletame, et nateks kordaja a1 # 0.

Korrutame maatriksi A esimest rida oy —ga ja liidame sellele
juurde as teise rea, siis a3—kordse kolmanda rea, jne kuni o —
kordse r—nda rea. Nuud on teisendatud maatriksi esimese rea
elementideks vektori

Oélffl -+ 042141)2 + ...+ QfoYr

koordinaadid.
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Toestuse jatk

Seega

(alan +...1T+0rQp1 ... X1QA1p T+ ... T OpQprp ... Q1Q1p + ... T ozram\
a1 oo agy o« o agn,
Al Aoy Arn

\ aAm1 Clmr Amn, )
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Toestuse jatk

Lineaarse soltuvuse tottu on kdik selle maatriksi esimese reas
olevad elemendid vordsed nulliga

(] 0 ... 0 0 ... 0 )
a1 ... Qay a2 r+1 ... 0Aa2n
Y
afr'l o o o aﬂr-fr- afr" fr'_|_1 o o o afr'n
\ aml o o amlr' am’rr_'_l o o amn )

millest jareldub, et maatriksi astak rank(A) < r, mis on vastuolus
tingimusega rank(A) = r.
Jarelikult maatriksi A reavektorid on lineaarselt s6ltumatud.
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Toestuse jatk

Jaab veel naidata, et kui rank(A) < m, siis maatriksi A
ulejaanud (m — r) reavektorit avalduvad astakut maarava miinori
reavektorite lineaarkombinatsioonina.
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Toestuse jatk

Jaab veel naidata, et kui rank(A) < m, siis maatriksi A
ulejaanud (m — r) reavektorit avalduvad astakut maarava miinori
reavektorite lineaarkombinatsioonina. Moodustame

(r + 1)—jarku determinandi

ail ... Qair Qg
az1 ... Qa2 Q2
A= :
Arl ... Qppr Grg
aslz ... Qi Ak

kusindeksie {r+1,r+2,.... m}jake {1,2,...,r,...,n}.
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Toestuse jatk

Jaab veel naidata, et kui rank(A) < m, siis maatriksi A
ulejaanud (m — r) reavektorit avalduvad astakut maarava miinori
reavektorite lineaarkombinatsioonina. Moodustame

(r + 1)—jarku determinandi

a1 ... QA1 a1k
az1 ... Qa2 Q2
A= :
Arl ... Qppr Grg
a;1 ... Q4 Qi

kusindeksie {r+1,r+2,.... m}jake {1,2,...,r,...,n}.

Kui k£ < r, siis on selles determinandis on kaks vordset veergu ja
determinandi omaduste pohjal A = 0.
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Toestuse jatk

Uurime juhtumit, kui k& > r.
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Toestuse jatk

Uurime juhtumit, kui k& > r.

Siis determinant A on maatiksi A Uheks (r 4 1)-jarku miinoriks.
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Toestuse jatk

Uurime juhtumit, kui k& > r.

Siis determinant A on maatiksi A Uheks (r 4 1)-jarku miinoriks.
Kuna rank(A) = r, siis maatriksi astaku definitsiooni tottu A = 0.

Lineaarsed voOrrandiststeemid — p. 12/??



Toestuse jatk

Uurime juhtumit, kui k& > r.

Siis determinant A on maatiksi A Uheks (r 4 1)-jarku miinoriks.
Kuna rank(A) = r, siis maatriksi astaku definitsiooni tottu A = 0.
Kirjutame valja determinandi A arenduse viimase veeru jargi:

a1 A1k + aop Aok + ... + arpArg + a M, = 0,

kus M, = A;.
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Toestuse jatk

Uurime juhtumit, kui k& > r.

Siis determinant A on maatiksi A Uheks (r + 1)-jarku miinoriks.
Kuna rank(A) = r, siis maatriksi astaku definitsiooni tottu A = 0.
Kirjutame valja determinandi A arenduse viimase veeru jargi:

a1 A1k + aop Aok + ... + arpArg + a M, = 0,

kus M, = A;.
Astaku tingimuse tottu M, =~ 0 ja vimase summa saame
teisendada kujule:

ik = Q101K + @209k + ... + aparr k€ {1,2,...,n},

A Aoy, A
M,’

kUSOélZ_ _M,...,a/r M.
r T
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Toestuse lopp

Viimastest valemitest jareldub, et maatriksi A reavektor

—

A; = (a1, a2, .-, Qip)

avaldub vektorite astakut maarava miinori reavektoritr lineaarse
kombinatsioonina

ffi — 04114)1 —I—OfoYQ—I—...—I—OszYT,.

kusie {r+1,r+2,...,m}.
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Rea- ja veeruvektorite omadused

Lause. Maatriksi veeruvektorid, mis vastavad astakut maaravale
miinorile, on lineaarselt soltumatud; tlejaanud veeruvektorid
avalduvad nende vektorite lineaarse kombinatsioonina.
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Rea- ja veeruvektorite omadused

Lause. Maatriksi veeruvektorid, mis vastavad astakut maaravale
miinorile, on lineaarselt soltumatud; tlejaanud veeruvektorid
avalduvad nende vektorite lineaarse kombinatsioonina.

Lause. Maatriksi lineaarselt sOltumatute rea- ja veeruvektorite
arv on vordne.
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