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Determinant

Olgu antud determinant

A

a11

a;1

a,lj

A1n
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Alamdeterminant

Def. Determinandi |A| elemendi a;; algebraliseks taendiks ehk

alamdeterminandiks

ai1

a;i—1,1
Aij — 0

a;41,1

anl

nimetatakse determinati

arj-1 0 arj4
;—1,j—1 Ai—1,5+1
0 1 0
ai+1—1 O ajg145+1
anj-1 0 anj+

A1n

A;—1,n

Ai+1,n
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Arendusteoreem

Lause. Determinat on vordne rea (veeru) elementide ja nende
algebraliste taiendite korrutiste summaga.
Toestus.

= la;1 +0+...

ail

a1

a1l

alj

+0

O+...+a7;j+...+0

O+ ...+ a;,| =
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Toestus

ail] ... alj .. Qqn ailp ... alj .. Qqn
= | a;1 0 O[+...4+410 @i 0 |+
anl Anyj Ann anl Anyj Ann
a1 iy A1n
+1 0 0 Ain
an1l Anyj Ann
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Toestus

Kasutades omadust voime igas liidetavas uUhise teguri tuua

determinandi margi ette:

Al = air

aii

alj

A1n

+—...%—Cuj
ali
anl

ai; ... Qln
1 0
Anyj Ann
aqj A1n
0 1
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Toestus

Kasutades omadust saame :-nda rea elemendi 1 kohale ja alla
jdavad elemendid teisendada nullideks. Vaatame konkteetsuse
mottes esimeses liidetavas olevat determinanti. Liidame selle

esimese rea elementidele juurde —a;; kordse i-nda rea, teisele

reale —aoy kordse i-ndarea, ..., vimasele reale —a,,; kordse
1-nda rea, seega:

aip ... Qai; ... Qin 0 ce. Q15 ... QlIn
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Toestus

Analoogiliselt, koik Glejadnud liidetavateks olevad determinandid
on vordsed elemendile vastava algebralise taendiga, jarelikult:

n
’A‘ — a1 A +... + aiinj + ...t an Al = Z (lz'pAZ'p.
p=1
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Toestus

Analoogiliselt, koik Glejadnud liidetavateks olevad determinandid
on vordsed elemendile vastava algebralise taendiga, jarelikult:

n
’A‘ — a1 A +... + aiinj + ...t an Al = Z (lz'pAZ'p.
p=1

Seda valemit nimetatakse determinandi arendusvalemiks
1—nda rea jargi.
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Toestus

Analoogiliselt, koik Glejadnud liidetavateks olevad determinandid
on vordsed elemendile vastava algebralise taendiga, jarelikult:

n
’A‘ — a1 A +... + CLiinj + ...t an Al = Z (lz'pAZ'p.
p=1

Seda valemit nimetatakse determinandi arendusvalemiks
1—nda rea jargi.
Arendusvalem j—nda veeru jargi on kujul:

n
’A‘ = alelj = o T aijAz'j U oo T anjAnj = Z CijApj.
p=1
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Determinantide teooria pohivalemid

Asendame arendusvalemis i—nda rea elemnendid a;1, . . ., a;,
vastavate elementidega k—ndast reast a1, ..., ax,, Seega

n

ap1Aip + ...+ aijij + .ot ap, A = Z akpAip = 0,
p=1

kuna kirjeldatud summa esitab determinandi, milles on kaks
vordset rida.
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Determinantide teooria pohivalemid

Asendame arendusvalemis i—nda rea elemnendid a;1, . . ., a;,
vastavate elementidega k—ndast reast a1, ..., ax,, Seega

n
ap1Aip + ...+ aijij + .ot ap, A = Z CLkpAip = 0,
p=1

kuna kirjeldatud summa esitab determinandi, milles on kaks
vordset rida.

Need arendusvalemid saame kokku votta jargmiselt:

n
ai1Ap1 + ...+ CLZ'jAkj + ...+ ainAr, = Z CLipAkp = ’A‘(Szk
p=1
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Determinantide teooria pohivalemid

Need arendusvalemid saame kokku votta jargmiselt:

n

a1 A1+ ...+ az-jAkj + ..t Ay = Z aipAkp — ’A‘(gzk
p=1
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Determinantide teooria pohivalemid

Need arendusvalemid saame kokku votta jargmiselt:

n
a1 A1 + ...+ az’jAkj + ...+ ain A, = Z aipAkp = ’A‘(Szk
p=1

Kuna determinandi read ja veerud on samavaarsed, siis kehtib
samasugune valem veergude jaoks

n
a1; A1 + ...+ ajkAjk + . ..t ay Al = Z apiApk —= ’A‘(Szk
p=1
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Determinantide teooria pohivalemid

Need arendusvalemid saame kokku votta jargmiselt:

n

a1 A1+ ...+ aijAkj + ..t Ay = Z aipAkp — ’A‘(gzk
p=1

Kuna determinandi read ja veerud on samavaarsed, siis kehtib
samasugune valem veergude jaoks

n
a1; A1 + ...+ ajkAjk + . ..t ay Al = Z CLpiApk —= ’A‘(Szk
p=1

Neid valemeid nimetatakse determinantide teooria
pohivalemiteks .
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Miinor

Def. Determinandi |A| elemendile a;; vastavaks miinoriks

nimetatakse determinanti, mis saadakse esialgsest
determinandist : — nda rea ja j—nda veeru elementide ara

jatmisel, so
11
a;—1,1
sz — ‘ ’
Ai+1,1
anl

Aj—1,5—1

Aj+1,5—1

Ap,5—1

ALl

alz_la]‘l'l
41,541

Un,j+1

A1n

A;—1,n

Aj+1,n
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Miinori ja alamdeterminandi seos

Vorreldes elemendile q;; vastava alamdeterminandi 4;; ja

miinori M;; elemente, naeme, et suur osa neist langevad kokku.

Seetdttu tekib kiisimus, kuidas on omavahel seotud

alamdeterminant ja miinor. Uurime koigepealt elemendile a4
vastavat alamdeterminanti

1 0 0 0
0 az2 a23 ... Qa2n
0 aAn2 Aan3 Ann

a22
a32

an?2

a23
a33

an3

A2n

A3n

ann

§ (o)
— (_1) a1a1a2a2a3a3 e o o anan —
Py,
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Miinori ja alamdeterminandi seos

1 0 0 0
0 azo2 a3 ... 0A9n
o
All — — 5 (_1) Al 205,305 + - - Aney,, =
P
0 an2 an3 ... Qpn
a9 a3 ... Qon
Z as2 as3 ... Qa3zn
—
— (_1) 10/2@261/3&3 o o o a/nan — — Ml]_,
P, _.
Ap2 An3 ... 0Apn

kus P,_; on elementidest (2, 3, ..., n) moodustatud

permutatsioonide hulk ja 7 = inv(ae, as, . . ., a, ). Jarelikult
elemendile a;; vastava algebralise taiendi ja miinori korral kehtib

vordus A1 = M.
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Miinori ja alamdeterminandi seos

Uurime jargnevalt elemendile a;; vastava alamdeterminandi A;;
ja miinori M;; vahelist seost.

a1l

ai—1,1

i+1,1

;1,51
0

Aj+1,5—1

Ap,5—1

Rl

aZ—l,]+1

Q41,541

(n,j+1

A1n

A;—1,n

Aj+1,n
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Miinori ja alamdeterminandi seos

= (-1

ai1

ai—1,1

i+1,1

Aj—1,5—1

Aj+1,5—1

Ap,5—1

Dl gl

aZ_l)]"‘l
Q41,541

(n,j+1

Aj—1n| —

Aj+1,n
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Miinori ja alamdeterminandi seos

ai1

ai—1,1

i+1,1

0

Aj—1,5—1

Aj+1,5—1

Ap,5—1

0

Dl gl

aZ_l)]"‘l
41,541

Un,j+1

Aj;—1n| -

Aj+1,n

Determinandid — p. 16/19



Miinori ja alamdeterminandi seos

Parast lintsustamist ja esimese rea ning veeru elementide ara
jatmist saame

aill S a1,5—1 a1,541 S A1n
Lo |i—11 .. Qi—14—1 Qi—1441 ... Qi—1n g
o {1\t | L =1L, 2J T 1\t .
AZJ — ( 1) — ( ].) MZ]‘
Aj+1,1 -+ Qi415—1 Qitlj+1  --- Qifln

Determinandid — p. 17/19



Miinori ja alamdeterminandi seos

Parast lintsustamist ja esimese rea ning veeru elementide ara
jatmist saame

aill S a1,5—1 a1,541 S A1n
14 | Ag—-11 ... Q3—145-1 Qi—145+1 --. Qij—1n +J
o {1\t | L =1, 2J T 1\t .
AZ] — ( 1) — ( 1) MZ]‘
Ai+1,1 -+ Gip15-1 Ai4l5+1 -+ Qitln
a/nl o o a/n’]_l a/n’]_|_1 o o o a/nn

Jarelikult elemendi a;; algebralise taiendi ja miinori vaheline
Seos on:

Aij = (—1)i+jMZ'j.
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Arenusvalem miinorite kaudu

Kasutades leitud seost saame arendusvalemid esitada kujul

n

Al =D (=1)"*Pay, M,

p=1

n

Al =) (1M ap; M.

p=1
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Omadus 8

Arendades determinanti, mille kdik elemendid peadiagonaali all
on nullid, esimese veeru jarqi:

ail] aij2 ... Qin
a22 A2n
0 az2 ... QAa9n
2 B B .| = oo =Qa11022 ...017n.
0 Ann,
0 0 ... apn
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