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Permutatsiooni moiste

Def. LOpliku hulga H elementide imberjarjestust, milles hulga
H iga element esineb tapselt Uks kord, nimetatakse hulga H
permutatsiooniks.
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Permutatsiooni moiste

Def. LOpliku hulga H elementide imberjarjestust, milles hulga
H iga element esineb tapselt Uks kord, nimetatakse hulga H
permutatsiooniks.

Rohutame, et hulgateoorias hulga H = {hq, ho, ..., h,}
elementide jarjestus ei ole oluline, kuid selle hulga elementidest
moodustatud permutatsioonide korral on elementide paigutus

oluline.
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Permutatsiooni moiste

Def. LOpliku hulga H elementide imberjarjestust, milles hulga
H iga element esineb tapselt Uks kord, nimetatakse hulga H
permutatsiooniks.

Rohutame, et hulgateoorias hulga H = {hq, ho, ..., h,}
elementide jarjestus ei ole oluline, kuid selle hulga elementidest
moodustatud permutatsioonide korral on elementide paigutus
oluline.

Vaatleme jargnevalt hulka N,, = {1,2,...,n}. Selle hulga
elementidest moodustatud permutatsiooni tahistatakse

(&1,&2,...,ai,...,an),

kus «; € N,, Ja indeks : fikseerib elemendi «; asukoha
permutatsioonis.
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Permutatsioonide arv

Lause. Hulga N,, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.
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Permutatsioonide arv

Lause. Hulga N,, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

Toestus. Permutatsiooni (aq, as, ..., 4, ..., a,) €SIMese
elemendi o1 valimiseks on n vdimalust, elemendi a5 valimiseks

on n — 1 vOimalust.
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Permutatsioonide arv

Lause. Hulga N,, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

Toestus. Permutatsiooni (aq, as, ..., 4, ..., a,) €SIMese
elemendi o1 valimiseks on n vdimalust, elemendi a5 valimiseks

on n — 1 vOimalust.

Vastavalt korrutamisreeglile on permutatsiooni esimese ja teise
elemendi valimiseks n(n — 1) voimalust jne.
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Permutatsioonide arv

Lause. Hulga N,, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

TOestus. Permutatsiooni (o, ao, ..., a4, ..., q,) €SIMese
elemendi o1 valimiseks on n vdimalust, elemendi a5 valimiseks
on n — 1 voimalust.

Vastavalt korrutamisreeglile on permutatsiooni esimese ja teise
elemendi valimiseks n(n — 1) voimalust jne.

Tahistades hulga N,, permutatsioonide arvu P(n), siis eespool
Oeldust jareldub, et

Pn)=n-n—1)-(n—2)-...-2-1=nl
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Permutatsioonide arv

Lause. Hulga N,, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

TOestus. Permutatsiooni (o, ao, ..., a4, ..., q,) €SIMese
elemendi o1 valimiseks on n vdimalust, elemendi a5 valimiseks
on n — 1 voimalust.

Vastavalt korrutamisreeglile on permutatsiooni esimese ja teise
elemendi valimiseks n(n — 1) voimalust jne.

Tahistades hulga N,, permutatsioonide arvu P(n), siis eespool
Oeldust jareldub, et

Pn)=n-n—1)-(n—2)-...-2-1=nl

Hulga N,, kdoikvOimalike permutatsioonide hulka tahistame P,,.
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Inversiooni moiste

Naide. Jarelikult N3 = {1, 2,3} korral

P = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1)}.

Determinandid — p. 4/22



Inversiooni moiste

Naide. Jarelikult N3 = {1, 2,3} korral
Ps = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1)}.
Def. Oeldakse, et permutatsioonis
(1,00, .., 04, ..., 0, .. O)
elemendid o; jJa a; moodustavad inversiooni kui
a; > a5 (1< j),

st suurem element paikneb eespool.
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Paaris- ja paaritu permutatsioon

Permutatsiooni, mille inversioonde arv on paarisarv (paaritu
arv), nimetatakse paarispermutatsiooniks (paarituks
permutatsiooniks).
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Paaris- ja paaritu permutatsioon

Permutatsiooni, mille inversioonde arv on paarisarv (paaritu
arv), nimetatakse paarispermutatsiooniks (paarituks
permutatsiooniks).

Permutatsiooni kahe elemendi imberpaigutamisel muutub selle
paarsus vastupidiseks.
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Paaris- ja paaritu permutatsioon

Permutatsiooni, mille inversioonde arv on paarisarv (paaritu
arv), nimetatakse paarispermutatsiooniks (paarituks
permutatsiooniks).

Permutatsiooni kahe elemendi imberpaigutamisel muutub selle
paarsus vastupidiseks.

Hulga IP,, paaris ja paaritute permutatsioonide arv on vordne,

see on
n!

5
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Determinandi definitsioon

Def. Olgu A = (a;;) reaalarvuliste elementidega n-jarku
ruutmaatriks. Ruutmaatriksi A determinandiks nimetatakse
reaalarvu |A|, mis leitakse vastavalt eeskirjale

A] =) (—1)™ene2tnlgy asq, . . . Gna,.

Py,
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Determinandi definitsioon

Def. Olgu A = (a;;) reaalarvuliste elementidega n-jarku
ruutmaatriks. Ruutmaatriksi A determinandiks nimetatakse
reaalarvu |A|, mis leitakse vastavalt eeskirjale

A] =) (—1)™ene2tnlgy asq, . . . Gna,.

a1 | az | InV(ag, az)
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Determinandi definitsioon

Def. Olgu A = (a;;) reaalarvuliste elementidega n-jarku
ruutmaatriks. Ruutmaatriksi A determinandiks nimetatakse
reaalarvu |A|, mis leitakse vastavalt eeskirjale

A] =) (—1)™ene2tnlgy asq, . . . Gna,.

P
ay | az | Inv(ag, o)
1 | 2 0)
2 | 1 1
a1l a12

inv(1,2 inv(2,1 o
= (—1) ( )a11a22+(—1) ( )a12a21 — (11022— 412021 .

az1 a2
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TAHELEPANU EKSAM!

Eksamil tuletada definitsioonist kolmandat jarku determinandi
arvutamise reegel.

Determinandid — p. 7/22



Determinandi omadused

Om 1. Determinat, mille migis reas (veeru) koik elemendid on
nullid, on vordne nulliga.
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Determinandi omadused

Om 1. Determinat, mille migis reas (veeru) koik elemendid on
nullid, on vordne nulliga.

Toestus. Oletame, et deteminandi 7—nda reas on nullid

anl

_ § :(_1)|nv(a1,a2,...,an)a1ala2a2 -

Py

a12

an?2

A1n

ann

~~

n! liidetavat

sest koik :—nda rea elemendid a;,, = 0.

. aﬂnan —

0...0npa, =0+...+£0=0,
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Determinandi omadused

Om 2. Deteminandi reast (veerust) voib Uhise teguri tuua
determinandi margi ette.
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Determinandi omadused

Om 2. Deteminandi reast (veerust) voib Uhise teguri tuua

determinandi margi ette.
ToOestus. Oletame, et determinandi :—nda elemendid on teguri A

kordsed, tuleb tdoestada, et kehtib vordus:

ai a9 C e A1n ai a9 c .. A1in
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Determinandi omadused

Om 2. Deteminandi reast (veerust) voib Uhise teguri tuua

determinandi margi ette.
ToOestus. Oletame, et determinandi :—nda elemendid on teguri A

kordsed, tuleb tdoestada, et kehtib vordus:

ai a9 C e A1n ai a9 c .. A1in
a1 Aago A@in| = Alain  ap am
anl aAn?2 Ann Anl an2 Ann
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Determinandi omadused

Om 3. Determinant, mille mingi rea (veeru) koik elemendid
koosnevad kahest lildetavast, siis determinant avaldub kahe
determinandi summana, kus esimese determinandi rida (veerg)
koosneb esimestest liidetavatest ja teise determinandi rida
(veerg) kooseneb teistest lildetavatest, koik tlejaanud read
(veerud) jadvad muutumatuteks.
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Determinandi omadused

Om 3. Determinant, mille mingi rea (veeru) koik elemendid
koosnevad kahest lildetavast, siis determinant avaldub kahe
determinandi summana, kus esimese determinandi rida (veerg)
koosneb esimestest liidetavatest ja teise determinandi rida
(veerg) kooseneb teistest lildetavatest, koik tlejaanud read
(veerud) jadvad muutumatuteks.

Toestus. Oletame, et determinandi :—nda elemendid on
esitatud summana a;; = b;; + ¢;; SO
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Determinandi omadused

On vaja tbestada, et

aiq a9 50 0 A1n
bir+cin big+cio ... biptcin| =
anl An?2 Ann
a1 a2 A1n ajlp a2 A1n
= | bi1 b2 bin, | + i1 Ci2 Cin
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Determinandi omadused

Kasutame tOestatava vorduse vasakul pool oleva determinandi
jaoks definitsiooni:

Z(_1>inV(Oé170427..-7Oén)allala2a2 L (b’LOéZ _I_ C’LOQ) L anan —
P

E : Inv(ay ,0z,...,0,
— (_1) ( ! 2 )azlala2a2 e o o bzal e o o anan_l_
Pr

E : Inv(aq ,0a,...,0,
_|_ (_].> ( ! 2 )azlala2a2 e o o Czaz o o anan.
Py,
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Determinandi omadused

Kasutame tOestatava vorduse vasakul pool oleva determinandi
jaoks definitsiooni:

Z(_1)inV(a17a27..-7an)a1ala2a2 L (b’LOAZ _|_ C’LOAZ) L anan —
P

2 : Inv(ay ,0z,...,0,
_ (_1) ( 1,062 )a1a1a2a2 . e biOéi 0. a’TLC\{n_|_
P

E : Inv(aq ,0a,...,0,
_|_ (_1) ( ! 2 )azlala2a2 o o o Czaz o o o anan.
Py,

Avame sulud ja votame eraldi kokku liidetavad, mille i—nda rea
elemendid sisaldavad vastavalt tegurit b;,, ning c;,,. Need
liidetavad on definitsioonid vorduse paremal pool olevatele
determinantidele.
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Determinandi omadused

Om 4. Determinant, mille kaks rida (veergu) koosnevad
vordsetest elementidest, on vordne nulliga.
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Determinandi omadused

Om 4. Determinant, mille kaks rida (veergu) koosnevad
vordsetest elementidest, on vordne nulliga.

ToOestus. Oletame, et determinandi :—nda ja j—nda rea
elemendid on vordsed, so

a;1 = Q451,02 = Q52,...,0ipn = Ajn
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Determinandi omadused

Om 4. Determinant, mille kaks rida (veergu) koosnevad
vordsetest elementidest, on vordne nulliga.

ToOestus. Oletame, et determinandi :—nda ja j—nda rea
elemendid on vordsed, so

a;1 = Q451,02 = Q52,...,0ipn = Ajn

ning tuleb tdestada, et kehtib vordus:

aii ai9 C e A1n
a;1 a;2 ... Ain
= (.
a;1 a;2 ... Ain
an1 anp2 ... 0pnp
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Om 4. Toestus

Kirjutame determinandi definitsiooni pohjal valja kaks liidetavat
(—1)0a1a1a2a2 C .. CLZ'OQ. C .. ajaj ... anan,

(—1)7-0/1@1 a2a2 o o o azaj e o o a]az o o o anan,
kKus i < 7 ning o jJa 7 on inversioonide arvud veeruindeksitest
moodustatud permutatsioonides
o=inv(og,a,...,0;...05...,0p),
T=InV(og, 0, ..,05...04...,0n).
Need veeruindeksite jargi moodustatud permutatsioonid

erinevad Uhe transpositsiooni vorra, jarelikult neist ks on paaris
ja teine paaritu permutatsioon, seega
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Om 4. Toestus

Asjaolust, et ;—nda ja j—nda rea elemendid on vordsed,
jareldub, et

a/’l:Oéi :a/jOéi7 a/’l:Oéj :a/jOéj7

mistottu vaadeldavad liikmed erinevad vaid margi poolest ning
liitmisel koonduvad. Seega, determinandi koik lildetavad
koonduvad paarikaupa ja tbestatav vordus kehtib, so

aii ai9 C e A1n
a;1 a;2 C e Ain
= (.
a;1 a;2 Ain
anl AaAn?2 Ann
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Determinandi omadused

Om 5. Determinandi kahe rea (veeru) elementide
Umbertostmisel, muutub determinandi méark vastupidiseks.

Tuleb t0estada, et kehtib vordus

aix ai2 ... Qin aixp ai2 ... Qin
a;1 442 Qin as1  Aaj2 Ajn
aj;1  A452 0 a1 Q42 Qin
anpl Ap2 ... GApn anpl Ap2 ... GApn
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Om 5. Toestus

Moodustame abideterminandi, mille kaks rida on vordsed

ail

a;1 + aji1

a1 + ;1

a12

a;2 + ;2

a2 + ;2

A1n

Qi Ajn

ajn + Ain
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Om 5. Toestus

a11 12 co a1n
a;1 a;2 Ain
— -
a;1 + @31 G52 + G2 Gjn + Gin

An1 an2 Ann
all ai9 c. A1n
41 a 452 Ajn

_I_ —
a1 + @31 G52 + G52 Qjn + Gin

an1 aAn2 Ann
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Om 5. Toestus

aii a2 ... Qin ai a2 ... Qain
a;1 a;2 c e Ain a;1 a;2 oo Qin
— SR +

ajl CLjQ c . ajn a;1 a;2 co. Qin

a/nl a/n2 e o ann a/nl a/n2 o o an’n,
a1lp ai2 A1n ajlp dai2 A1n
a51 Q42 Ajn a51 Q42 Ajn

+ A+ —

a1 Qj52 Ajn a1 Q42 Qin
a/nl an2 e o o a/nn a/nl an2 o o o a’n,’n,
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Determinandi omadused

Om 6. Determinant, mille kahe rea (veergu) vastavad elemendid
on vordelised, on vordne nulliga.
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Determinandi omadused

Om 6. Determinant, mille kahe rea (veergu) vastavad elemendid
on vordelised, on vordne nulliga.

Om 7. Determinandi vaartus el muutu, kui selle mingile reale
(veerule) juurde liita mingi arvu kordne mingi rida (veerg).
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Determinandi omadused

Om 6. Determinant, mille kahe rea (veergu) vastavad elemendid
on vordelised, on vordne nulliga.

Om 7. Determinandi vaartus el muutu, kui selle mingile reale
(veerule) juurde liita mingi arvu kordne mingi rida (veerg).

TOestus. Liidame determinandi j—ndale reale )\ kordse :—nda
rea elemendid:
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Om 7. Toestus

ail a9 ... Ain
;1 ;92 0270
a1 + Aa;l ajo =+ Qo Qjn 1 A,

anl an?2 Ann
ailr ai2 A1n ailr ai2 A1n ailp ai2 A1n
a;1 a;2 Ain a;1 a;2 Ain a;1 a;2 Ain

p— . —I— A p—

as;1  Aj52 Ajn a;1 452 Qin aj1  Aj2 A jn
anl1 Aan2 oo Anpn anl1 an?2 oo Anpn anl1 Aan2 oo Anpn
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Determinandi omadused

Om 8. Determinant, mille koik elemendid Uhel pool
peadiagonaali on vordsed nulliga, on vordne peadiagonaali

elementide korrutisega, so

a1
0

0

a12
a22

0

A1n

a2n

ann

— ai11a22 ...0ann.

Determinantide arvutamiseks kasutatakse omadusi 1 - 8.
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