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Lineaarkombinatsioon

Olgu V vektorruum Ule reaalarvude hulga R.
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Lineaarkombinatsioon

Olgu V vektorruum Ule reaalarvude hulga R.
Valime k£ vektorit ja £ reaalarvu

ai,ao,...,ar €V nNiNg A, A, ..., A\p € R.
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Lineaarkombinatsioon

Olgu V vektorruum Ule reaalarvude hulga R.
Valime k£ vektorit ja £ reaalarvu

ai,ao,...,ar €V nNiNg A, A, ..., A\p € R.

Kasutades vektorruumi lineaartehteid, saame neist
moodustada uue vektori

A1a1 + Xoas + ...+ A\par € V.
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Lineaarkombinatsioon

Olgu V vektorruum Ule reaalarvude hulga R.
Valime k£ vektorit ja £ reaalarvu

ai,ao,...,ar €V nNiNg A, A, ..., A\p € R.

Kasutades vektorruumi lineaartehteid, saame neist
moodustada uue vektori

A1a1 + Xoas + ...+ A\par € V.

—

Seda vektorit nimetatakse vektorite a1, as, ..., ax
lineaarkombinatsiooniks . Reaalarve A\, Ao, ..., A\
nimetatakse lineaarkombinatsiooni kordajateks
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Triviaalne ja mittetrviaalne lineaarkombinatsioon

Def. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks , kui selle
kOik kordajad on vordsed nulliga, s.t
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Triviaalne ja mittetrviaalne lineaarkombinatsioon

Def. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks , kui selle
kOik kordajad on vordsed nulliga, s.t

Al=A=...= ) =0.

Lineaarkombinatsioon, mille kordajate seas leidub vahemalt
tks nullist erinev, on mittetriviaalne .
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Triviaalne ja mittetrviaalne lineaarkombinatsioon

Def. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks , kui selle
kOik kordajad on vordsed nulliga, s.t

Al =AM =...= A =0.

Lineaarkombinatsioon, mille kordajate seas leidub vahemalt
tks nullist erinev, on mittetriviaalne .

Triviaalne lineaarkombinatsioon esitab alati nullvektori, sest

051+052+...+05k:§.

Vektorruum — p. 3/10



Lineaarne soOltuvus ja lineaarne soltumatus

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, do, . .., ax on lineaarselt
sOltuv , kui leidub nendest vektoritest moodustatud mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga.
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Lineaarne soOltuvus ja lineaarne soltumatus

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, do, . .., ax on lineaarselt
sOltuv , kui leidub nendest vektoritest moodustatud mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga.

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, ds, . .., ax on lineaarselt
sOltumatu , kui nendest vektoritest moodustatud
lineaarkombinatsioon on vordne nullvektoriga ainult siis, kui see
lineaarkombinatsioon on triviaalne.
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Lineaarne soOltuvus ja lineaarne soltumatus

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, do, . .., ax on lineaarselt
sOltuv , kui leidub nendest vektoritest moodustatud mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga.

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, ds, . .., ax on lineaarselt
sOltumatu , kui nendest vektoritest moodustatud
lineaarkombinatsioon on vordne nullvektoriga ainult siis, kui see
lineaarkombinatsioon on triviaalne.

Pange tahele asjaolu, et triviaalne lineaarkombinatsioon on alati
vordne nullvektoriga, kuid lineaarselt s6ltumatute vektorite korral
on see ainus lineaarkombinatsioon, mis on nullvektoriga vordne.
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Lineaarne soOltuvus ja lineaarne soltumatus

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, do, . .., ax on lineaarselt
sOltuv , kui leidub nendest vektoritest moodustatud mitte-
triviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga.

Def. Oeldakse, et vektorite stisteem @y, ds, . .., ax on lineaarselt
sOltumatu , kui nendest vektoritest moodustatud
lineaarkombinatsioon on vordne nullvektoriga ainult siis, kui see
lineaarkombinatsioon on triviaalne.

Pange tahele asjaolu, et triviaalne lineaarkombinatsioon on alati

vordne nullvektoriga, kuid lineaarselt s6ltumatute vektorite korral
on see ainus lineaarkombinatsioon, mis on nullvektoriga vordne.

Miks vektorite sisteem , mitte hulk ?
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vektorite stisteem, mis sisaldab mingit vektorit
korduvalt, on lineaarselt soltuv.

Toestus. ]

Vektorruum — p. 5/10



Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vektorite stisteem, mis sisaldab mingit vektorit
korduvalt, on lineaarselt soltuv.

Tdestus. Olgu vektorite siisteemis a1, as, . . . , ay kaks vordset vektorit.
Naiteks @, = a4, kus p < g < k.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vektorite stisteem, mis sisaldab mingit vektorit
korduvalt, on lineaarselt soltuv.

Tdestus. Olgu vektorite siisteemis a1, as, . . . , ay kaks vordset vektorit.

Naiteks @, = a4, kus p < g < k.

Mida tuleb teha vektorite slisteemi lineaarse soltuvuse voi soltumatuse
uurimiseks?
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vektorite stisteem, mis sisaldab mingit vektorit
korduvalt, on lineaarselt soltuv.

Tdestus. Olgu vektorite siisteemis a1, as, . . . , ay kaks vordset vektorit.
Naiteks @, = a4, kus p < g < k.

Mida tuleb teha vektorite slisteemi lineaarse soltuvuse voi soltumatuse
uurimiseks?

Moodustame lineaarkombinatsiooni

0@1+. . .40ap—_14+18y+0Tpr1+. . .40G;_1—1Gy+0a s 14 . .+0d); = 6.

[
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vektorite stisteem, mis sisaldab mingit vektorit
korduvalt, on lineaarselt soltuv.

Tdestus. Olgu vektorite siisteemis a1, as, . . . , ay kaks vordset vektorit.
Naiteks @, = a4, kus p < g < k.

Mida tuleb teha vektorite slisteemi lineaarse soltuvuse voi soltumatuse
uurimiseks?

Moodustame lineaarkombinatsiooni
Odq1+. . .+06p_1+16p+05p+1+. : .+an_1—16q+05q+1+. ..+0a, = 6.

Selle kaks kordajat on nullist erinevad, st nullvektori saime mittetriviaalsel
viisil. ]
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Uhest vektorist koosnev vektorite siisteem on lineaarselt
sOltuv parajasti siis, kui see koosneb ainult nullvektorist, s.t

a=>.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Uhest vektorist koosnev vektorite siisteem on lineaarselt
sOltuv parajasti siis, kui see koosneb ainult nullvektorist, s.t

a=>.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et @ = 6. Siis A\ # 0, korral A\a = A0 = 6.
Seega on mittetriviaalne lineaarkombinatsioon vordne nullvektoriga ja vektorite
susteem on lineaarselt soltuv.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Uhest vektorist koosnev vektorite siisteem on lineaarselt
sOltuv parajasti siis, kui see koosneb ainult nullvektorist, s.t

a=2~0.
Téestus. Tarvilikkus. Eeldame, et @ = 6. Siis A = 0, korral A\@ = A0 = 6.

Seega on mittetriviaalne lineaarkombinatsioon vordne nullvektoriga ja vektorite
susteem on lineaarselt soltuv.

Piisavus. Eeldame, et vaadeldav vektorite stisteem on lineaarselt soltuv, s.t

- 1
A =0ja)#0.Sis1 = X)\’ millest

1 1
i=1d=(3Na= 5

X (A@) =

Seega on suisteemi kuuluv vektor @ nullvektor. O
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Lineaarselt sGltumatu vektorite stisteemi iga
alamsusteem on lineaarselt s6ltumatu.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Lineaarselt sGltumatu vektorite stisteemi iga
alamsusteem on lineaarselt soltumatu.

Tdestus. Olgu vektorite siisteem a1, 9, . . . , a; lineaarselt sdltumatu.

Vektorruum — p. 7/10



Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Lineaarselt sGltumatu vektorite stisteemi iga
alamsusteem on lineaarselt soltumatu.

Tdestus. Olgu vektorite siisteem a1, 9, . . . , a; lineaarselt sdltumatu.
Oletame vaite vastaselt, et selle alamsiisteem ay, as, . . . ,C_L'p (p < k) on
lineaarselt soltuv.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Lineaarselt sGltumatu vektorite stisteemi iga
alamsusteem on lineaarselt soltumatu.

Tdestus. Olgu vektorite siisteem a1, 9, . . . , a; lineaarselt sdltumatu.
Oletame vaite vastaselt, et selle alamsiisteem ay, as, . . . ,C_L'p (p < k) on

lineaarselt soltuv.
Seega saab nendest vektoritest moodustada mittetriviaalse

lineaarkombinatsiooni selliselt, et

A1aq + Aoao + ... —I—)\pc?p — 5
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Lineaarselt sGltumatu vektorite stisteemi iga
alamsusteem on lineaarselt soltumatu.

Tdestus. Olgu vektorite siisteem a1, 9, . . . , a; lineaarselt sdltumatu.
Oletame vaite vastaselt, et selle alamsiisteem ay, as, . . . ,d'p (p < k) on
lineaarselt soltuv.

Seega saab nendest vektoritest moodustada mittetriviaalse
lineaarkombinatsiooni selliselt, et

A1aq + Aoao + ... —|—>\pC_L}Q — 5

Liidame selle avaldise vasakule poolele nullvektori 6, siis vektorruumi
kolmanda aksioomi pohjal

A1aq +A252+...+Ap5p+05p+1 —|—Oc_ip+2—|—...—|—0_)k — 67

—

0

L]
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vahemalt kahest vektorist koosnev vektorite stisteem on
lineaarselt soOltuv parajasti siis, kui selles stisteemis leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vahemalt kahest vektorist koosnev vektorite stisteem on
lineaarselt soOltuv parajasti siis, kui selles stisteemis leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vektorite siisteemis a1, do, . . . , 4 leidub

vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse kombinatsioonina.
L]
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vahemalt kahest vektorist koosnev vektorite stisteem on
lineaarselt soOltuv parajasti siis, kui selles stisteemis leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vektorite siisteemis a1, do, . . . , 4 leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse kombinatsioonina.

Olgu selleks vektor a,, (p < k), seega

(l_]; — \ay + Xoas + ...+ Ap_lap_l =F Ap+16p+1 + ...+ G
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vahemalt kahest vektorist koosnev vektorite siisteem on
lineaarselt soOltuv parajasti siis, kui selles stisteemis leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vektorite siisteemis a1, do, . . . , 4 leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse kombinatsioonina.

Olgu selleks vektor a,, (p < k), seega

CL_]; — \ay + Xoas + ...+ Ap_lap_l =F Ap+16p+1 + ...+ G

Liidame viimase vorduse molemale poolele vektori afp vastandvektori
—ay, = (—1)a, ja kasutame vektorruumi aksioome, leiame

A1a1+ Aoy +. .. —I—)\p_ld’p_l -+ (—1)&;+Ap+15p+1 + . A = 5

[
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Vahemalt kahest vektorist koosnev vektorite siisteem on
lineaarselt soOltuv parajasti siis, kui selles stisteemis leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vektorite siisteemis a1, do, . . . , 4 leidub
vektor, mis avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse kombinatsioonina.

Olgu selleks vektor a,, (p < k), seega

CL_]; — \ay + Xoas + ...+ Ap_lap_l =F Ap+16p+1 + ...+ G

Liidame viimase vorduse molemale poolele vektori afp vastandvektori
—ay, = (—1)a, ja kasutame vektorruumi aksioome, leiame

A1a1+ Aoy +. .. —I—)\p_ld’p_l -+ (—1)&;+Ap+15p+1 + . A = 5

Siin )\p = —1 # 0. Seega lineaarkombinatsioon on mittetriviaalne ja
vaadeldav vektorite stisteem on lineaarselt soOltuv. ]
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Piisavus. Oletame, et a1, as, ..., a; moodustavad lineaarselt
sOltuva stisteemi ja tOestame, et selles stisteemis leidub vektor,
mis avaldub Ulejaanute lineaarse kombinatsioonina.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Piisavus. Oletame, et a1, as, ..., a; moodustavad lineaarselt
sOltuva stisteemi ja tOestame, et selles stisteemis leidub vektor,
mis avaldub Ulejaanute lineaarse kombinatsioonina.

Lineaarse sOltuvuse tottu leidub lineaarkombinatsioonis

A1a1 + Aoao + ...+ )\p_lc?p_l -+ )\pa/_{) -+ )\p+1d’p+1 + o+ Apar = 5

vahemalt ks nullist erinev kordaja, olgu selleks A, # 0.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Piisavus. Oletame, et a1, as, ..., a; moodustavad lineaarselt
sOltuva stisteemi ja tOestame, et selles stisteemis leidub vektor,
mis avaldub Ulejaanute lineaarse kombinatsioonina.

Lineaarse sOltuvuse tottu leidub lineaarkombinatsioonis

A1a1 + Aoao + ...+ )\p_lc?p_l -+ )\pa; -+ )\p+1d’p+1 + o+ Apar = 5

vahemalt ks nullist erinev kordaja, olgu selleks A, # 0.

Korrutame viimast lineaarkombinatsiooni reaalarvuga 3 ja
p

kasutame vektorruumi aksioome, saame

Ay = ——0a] — —Qa9 — ... — Ap—1 — ——0Qpt1... — —0ak.
p p p
Ap Ap Ap Ap Ap
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Piisavus. Oletame, et a1, as, ..., a; moodustavad lineaarselt
sOltuva stisteemi ja tOestame, et selles stisteemis leidub vektor,
mis avaldub Ulejaanute lineaarse kombinatsioonina.

Lineaarse sOltuvuse tottu leidub lineaarkombinatsioonis

A1a1 + Aoao + ...+ )\p_lc?p_l -+ )\pa; -+ )\p+1d’p+1 + o+ Apar = 5

vahemalt ks nullist erinev kordaja, olgu selleks A, # 0.

Korrutame viimast lineaarkombinatsiooni reaalarvuga —— ja

A
P
kasutame vektorruumi aksioome, saame
- A1 = A2 = Ap—1 . Ap+1 . Ak =
p = —3 a1 — a2 — ... — p—1 — —~ Ap+1... — Ak
>\p >‘p >‘p >‘p >\p

Jarelikult vektor a,, avaldub Ulejaanud vektorite lineaarse
kombinatsioonina. u
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Kuil lineaarselt soltumatute vektorite stisteemi
ai,ds, ... ,a talendamisel vektoriga a saame lineaarselt soltuva

vektorite susteemi, siis vektor a avaldub vektorite a1, as, ..., a
lineaarse kombinatsioonina, so

a = M\aji+ Xoas + ...+ \pag.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Kuil lineaarselt soltumatute vektorite stisteemi
ai,ds, ... ,a talendamisel vektoriga a saame lineaarselt soltuva

vektorite susteemi, siis vektor a avaldub vektorite a1, as, ..., a
lineaarse kombinatsioonina, so

a = M\aji+ Xoas + ...+ \pag.

Def. Oeldakse, et vektorid @ ja b on kollineaarsed , kui leidub
selline reaalarv )\, et @ = \b.
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Lineaarse soltuvuse ja soltumatuse omadusi

Lause. Kuil lineaarselt soltumatute vektorite stisteemi
ai,ds, ... ,a talendamisel vektoriga a saame lineaarselt soltuva

vektorite susteemi, siis vektor a avaldub vektorite a1, as, ..., a
lineaarse kombinatsioonina, so

a = M\aji+ Xoas + ...+ \pag.

Def. Oeldakse, et vektorid @ ja b on kollineaarsed , kui leidub
selline reaalarv )\, et @ = \b.

Def. Oeldakse, et vektorid &, 5ja ¢ on komplanaarsed , kui
leiduvad sellised reaalarvud \ ja u, et @ = AG@ + pb.
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