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Komplekstasandtasand

Kompleksarve saab kujutada komplekstasandil punktidena.
Selleks kasutasime tasandil ristkoordinaatide stisteemi, kus

tasandi igal punktil on kaks reaalarvulist koordinaati.
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Komplekstasandtasand

Kompleksarve saab kujutada komplekstasandil punktidena.
Selleks kasutasime tasandil ristkoordinaatide stisteemi, kus

tasandi igal punktil on kaks reaalarvulist koordinaati.
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Tasandi igat punkti saame kirjeldada kahe koordinaadiga, s.0
arvupaariga (x,y).
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Polaarkoordinaadid

Tasandi punktide kirjeldamiseks voime valida ka teistsuguse
koordinaatide stuisteemi. Selleks fikseerime tasandil punktist O
valjuva Kkiire.
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Polaarkoordinaadid

Tasandi punktide kirjeldamiseks voime valida ka teistsuguse
koordinaatide stuisteemi. Selleks fikseerime tasandil punktist O
valjuva Kkiire.

NUld saame tasandi punkti X kirjeldamiseks kasutada samulti
kahte reaalarvu:

* p - punktide O ja X vaheline kaugus;
* »— nurk kiire ja sirgloigu OX vahel.
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Polaarkoordinaadid

Tasandi igale punktile X saame vastavusse seada kaks
koordinaati, ehk X (p, ¢). Selliselt konstrueeritud punkti X
koordinaate nimetatakse polaarkoordinaatideks
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Polaarkoordinaadid

Tasandi igale punktile X saame vastavusse seada kaks
koordinaati, ehk X (p, ¢). Selliselt konstrueeritud punkti X
koordinaate nimetatakse polaarkoordinaatideks

Punkti X koordinaati p nimetatakse polaarraadiuseks |,
koordinaati ¢- polaarnurgaks . Punkti O nimetatakse
pooluseks |a sellest valjuvat kiirt polaarteljeks .
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Polaarkoordinaatide maaramispiirkond

Tasandi Uhekordseks katmiseks polaarkoordinaatidega, peavad
need omandama vaartused

0<p<oo jJa —a<p<m.
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Polaarkoordinaatide maaramispiirkond

Tasandi Uhekordseks katmiseks polaarkoordinaatidega, peavad
need omandama vaartused

0<p<oo jJa —a<p<m.

Vastavalt kokkuleppele loetakse nurgad, mida moddetakse
kellaosuti likumisele vastassuunas, positiivseteks ja kellaosuti
liikumise suunas moodetud nurgad loetakse negatiivseteks .

Kompleksarvud — p. 5/26



Polaarkoordinaatide vork

90°
120° 60°
150° 30°
180° 0°
210° 330°
240° 300°

270°
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Polaarkoordinaatide vork

9(Q°
120° 60°
150° 30°
180° 0°
210° 330°
240° 300°
270°

NB! Koordinaatide alguspunkti koordinaadid el ole theselt

maaratud!
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Polaarkoordinaatide kasutamine
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Polaar- ja ristkoordinaatide vaheline seos

Im

Ve
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Seome komplekstasandiga polaarkoordinaadid nii, et
koordinaatide alguspunkt O on pooluseks ja reaaltelje postitiivhe
suund maarab polaartelje.
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Polaar- ja ristkoordinaatide vaheline seos

Im

Ve
N

Seome komplekstasandiga polaarkoordinaadid nii, et
koordinaatide alguspunkt O on pooluseks ja reaaltelje postitiivhe
suund maarab polaartelje.

Joonisel olevast taisnurksest kolmnurgast leiame, et

T = pCos p,
Yy = psin Q.
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Polaar- ja ristkoordinaatide vaheline seos

Im
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N

Uleminekuvalemid polaarkoordinaatidelt ristkoordinaatidele

T = pPCos p,
Yy = psin Q.
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Polaar- ja ristkoordinaatide vaheline seos

Im

Ve
N

Uleminekuvalemid polaarkoordinaatidelt ristkoordinaatidele

T = PCOS Y,
Yy = psin Q.
Kompeksarvu algebralisest kujust leiame:

z=x+ iy = pcosy +ipsinyp = p(cosp + isin p).
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Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

Im

2=z + 1y = p(cos p + isin )

Seda nimetatakse kompleksarvu trigonomeetriliseks kujuks
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Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

Im

z=1x + iy = p(cos p + isin @)

Seda nimetatakse kompleksarvu trigonomeetriliseks
kujuks .

Polaarraadiust p nimetatakse kompleksarvu z mooduliks ja
nurka ¢ argumendiks ning tahistatakse ¢ = Arg(z).
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Kompleksarvu moodul

Im

2=z 41y = p(cos p + isin )

Pythagorase teoreemi pohjal:

p=lzl = Vaz = Va2 + 2
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Kompleksarvu argumendi peavaartus

Im

2=z 41y = p(cos p + isin )

Kompleksarvu z argumenti, mis kuulub poolldiku (—, 7],
nimetatakse argumendi peavaartuseks ja tahistatakse arg(z),
seega

—7 < arg(z) < 7.
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Kompleksarvu argument

Jarelikult:

Arg(z) = arg(z) + 2kw, kus ke Z.
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Kompleksarvu argument

Jarelikult:
Arg(z) = arg(z) + 2kw, kus ke Z.

Kokkuvotteks voime sdOnastada:

Jareldus 1. Kaks trigonomeetrilisel kujul esitatud kompleksarvu on vordsesd
parajasti siis, kui

® nende kompleksarvude moodulid on vordsed,;

® nende kompleksarvude argumentide vahe on 27 kordne.
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Kaaskompleksarv

Olgu antud kompleksarv z = p(cos ¢ + i sin ).
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Kaaskompleksarv

Olgu antud kompleksarv z = p(cos ¢ + i sin ).
Sellele kompeksarvule vastav kaaskompleksarv on

z = p(cosp —ising) = p(cos(—¢p) + isin(—¢p)).
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Kaaskompleksarv

Olgu antud kompleksarv z = p(cos ¢ + i sin ).
Sellele kompeksarvule vastav kaaskompleksarv on

z = p(cosp —ising) = p(cos(—¢p) + isin(—¢p)).
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).

Arvutame nende korrutise.
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).
Arvutame nende korrutise.

z122 = p1p2(cos 1 + isin p1)(cos pa + isingg) =
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu
21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).
Arvutame nende korrutise.

z129 = p1p2(cos p1 + isin 1 )(cos 2 + isingg) =
= p1p2((cos p1 cos pa — sin 1 sin p2) + i(cos p1 sin g + sin g cos p2)) =
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu
21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).
Arvutame nende korrutise.

z122 = p1p2(cos 1 + isin p1)(cos w2 + isin @a) =
= p1p2((cos p1 cos pa — sin 1 sin p2) + i(cos p1 sin g + sin g cos p2)) =
= p1p2( cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2)).
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Korrutamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu
21 = p1(cos 1 +isinwy), 2o = p2(cos s + 7 sin o).
Arvutame nende korrutise.

z122 = p1p2(cos 1 + isin p1)(cos w2 + isin @a) =
= p1p2((cos p1 cos pa — sin 1 sin p2) + i(cos p1 sin g + sin g cos p2)) =
= p1p2( cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2)).

Kokkuvotteks:

2122 = p1P2(COS(901 + p2) +isin(p1 + 902))-

Kompleksarvud — p. 15/26



Jagamine ja astendamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos ] +isiny), 2o = p2(cospso +isinpy) 29 # 0.
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Jagamine ja astendamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinpy), 22 = pa(cosya +isings) 22 # 0.
Jagamise reegel (eksamil tuletada)

21 p1 .
— = —(cos(p1 — Y2) +1sm(p1 — Y2)).
., pQ( (o1 — ¢2) (o1 — 92))
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Jagamine ja astendamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinpy), 22 = pa(cosya +isings) 22 # 0.
Jagamise reegel (eksamil tuletada)

21 p1 .
— = —(cos(p1 — Y2) +1sm(p1 — Y2)).
., pQ( (o1 — ¢2) (o1 — 92))

Kui z = p(cos ¢ + i sin @)

Zn:\p,.”.e(cos(ép—k...—kgg)—H’sin(éo—k...—kgg))

N~ N~ N~

n tegurit n liidetavat n liidetavat
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Jagamine ja astendamine trigonomeetrilisel kujul

Olgu trigonomeetrilisel kujul antud kaks kompleksarvu

21 = p1(cos 1 +isinpy), 22 = pa(cosya +isings) 22 # 0.
Jagamise reegel (eksamil tuletada)

21 p1 .
— = —(cos(p1 — Y2) +1sm(p1 — Y2)).
., pQ( (o1 — ¢2) (o1 — 92))

Kui z = p(cos ¢ + i sin @)

Zn:\p,.”.e(cos(ép—k...—kgg)—H’sin(éo—k...—kgg))

N~ N~ N~

n tegurit n liidetavat n liidetavat

n

2" = p"(cos(np) +isin(ng)) n > 0.
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Astendamine trigonomeetrilisel kujul

NOuame, et kompleksarvude korral kehtiksid reaalarvude
aritmeetikast tuntud reeglid

=1 ja a™m=—.

Kui n = 0, sSiis

20 = p°(cos(0¢) + isin(0p)) = 1(cos0 + isin0) = 1.
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Astendamine trigonomeetrilisel kujul

Oletame, et n = —m, kus m on positiivne taisarv. Siis

n m

2" = p"(cosp+isinp)” = p " (cosp +ising) " =
1 1

p(cosp +ising)™  p™( cos(mp) + isin(mp))
1

— p—m(cos(mgp) — isin(myp)) = p~™ (cos(—mep) + isin(—mep)) =

= p"(cos(nyp) + isin(ny)).
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Astendamine trigonomeetrilisel kujul

Oletame, et n = —m, kus m on positiivne taisarv. Siis

n m

2" = p"(cosp+isinp)” = p " (cosp +ising) " =
1 1

p(cosp +ising)™  p™( cos(mp) + isin(mp))

— pim ( cos(mp) — isin(mg&)) = ,O_m(COS(—mSD) + isin(—mgp)) —
= p"(cos(nyp) + isin(ny)).
Kokkuvotteks:

n

2" = p"(cos(np) + isin(ny)), neZ.
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Moivre’l valem ja kompleksarvude juurimine

Erijuhul, kui p = 1, siis astendamise valemist jareldub
(cosp 4+ isin )™ = cos(ny) + isin(ny),

mida nimetatakse Moivre'l valemiks .
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Moivre’l valem ja kompleksarvude juurimine

Erijuhul, kui p = 1, siis astendamise valemist jareldub
(cosp 4+ isin )™ = cos(ny) + isin(ny),
mida nimetatakse Moivre’i valemiks .

Kompleksarvu z n-astme juureks (n € N) nimetatakse
niisugust kompleksarvu w, mille korral w™ = z, s.0

Ve=w & W=z

Kompleksarvud — p. 19/26



Moivre’l valem ja kompleksarvude juurimine

Erijuhul, kui p = 1, siis astendamise valemist jareldub
(cosp 4+ isin )™ = cos(ny) + isin(ny),
mida nimetatakse Moivre’i valemiks .

Kompleksarvu z n-astme juureks (n € N) nimetatakse
niisugust kompleksarvu w, mille korral w™ = z, s.0

Ve=w & W=z
Olgu

z=p(cosp+ising) ja w = pi(cosy] +isinyr).
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Moivre’l valem ja kompleksarvude juurimine

Erijuhul, kui p = 1, siis astendamise valemist jareldub
(cosp 4+ isin )™ = cos(ny) + isin(ny),
mida nimetatakse Moivre’i valemiks .

Kompleksarvu z n-astme juureks (n € N) nimetatakse
niisugust kompleksarvu w, mille korral w™ = z, s.0

Ve=w & W=z
Olgu

z=p(cosp+ising) ja w = pi(cosy] +isinyr).

n

z = p(cosp + ising) = pi' (cos(nypr) + isin(np1)) = w
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Kompleksarvude juurimine

z = p(cos  + isinp) = p' (cos(nyr) + isin(ne)) = w"

Kaks trigonomeetrilisel kujul esitatud kompleksarvu on vordsesd
parajasti siis, kui
* nende kompleksarvude moodulid on vordsed,
* nende kompleksarvude argumentide vahe on 27 kordne.
Seega
py = p, ne1— @ =2kmw, Kus k€ Z,

millest

2k
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Kompleksarvude juurimine

@+ 2km
B n

01 , kus £€{0,1,2,....n—1,n,n+1,...}
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Kompleksarvude juurimine

2k
P = go—l-n 7T, kus £ €{0,1,2,....n—1,n,n+1,...}
k=20 gOlzf
n
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Kompleksarvude juurimine

2%
o1 = 2T hus ke {0,1,2, . n—1nn+1,...)
n
k=20 gplzf
n
2
A 901:904- r
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Kompleksarvude juurimine

2k
o1 = 2T hus ke {0,1,2, . n—1nn+1,...)
n
k=0 901—£
n
2
L — 1 S01290-|-7T
n
o +2nTt @
E=n ¢ = = = 2
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Kompleksarvude juurimine

= SOZQIW, kus £ €{0,1,2,....n—1,n,n+1,...}
k=0 9012%

k=1 901290227T

k=n gplzgp_l—anT—%—l—Qw

kF=n+1 901:SO+2(Z+1)7T—¢—;27T+27T
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Kompleksarvude juurimine

Kokkuvotteks, kui z = p(cos ¢ + isin @), SiiS

2k 2k
{L/}:Q/ﬁ(cos@_F 7T—Hlsimgp_F 7T), ke{0,1,2,...,n—1}

n n
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Kompleksarvu eksponentkuju

Matemaatilise anallsi kursuses naidatakse, et pidevalt
diferentseeruv funktsioon f(xz) on esitatav Maclaurini reana.
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Kompleksarvu eksponentkuju

Matemaatilise anallsi kursuses naidatakse, et pidevalt
diferentseeruv funktsioon f(xz) on esitatav Maclaurini reana.
Naiteks:

1 1 1 1 1
€T 2 3 4 5% E : n
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Kompleksarvu eksponentkuju

Matemaatilise anallsi kursuses naidatakse, et pidevalt
diferentseeruv funktsioon f(xz) on esitatav Maclaurini reana.
Naiteks:

1 1 1 1 1
9 2 3 4 5} . n
e —1+:c+—2!:c +—3!:c +—4!:c +—5!:c SR E i
n=0
L 1 2 1 4 L EOO: n a;.2n

n=0
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Kompleksarvu eksponentkuju

Matemaatilise anallsi kursuses naidatakse, et pidevalt
diferentseeruv funktsioon f(xz) on esitatav Maclaurini reana.
Naiteks:

1 1 1 1 1
m 2 = 3 - .4 =005 . S on
e —1+:c+2!:c +3!:c +4!:c +5!:c +...—Zn!aﬁ,

n=0

L 1 2 1 4 L — ann

Cosx—l—iaz +4—!:1: —...—Z(—l) ook

n=0
. B 1 . 1 - B o0 . x2n—|—1
SINT =2 — 1% +am —...= ) (-1 Gn T 1)
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Euleri valem

Asendame e* Maclaurini reas oleva muutuja x imaginaararvuga
1o, Saame kompleksarvude summa:

| 11, 1 1 1
e = 1+ ip+ 53 (i0)° + 5(i9)° + 5(i9)" + ()" + ..
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Euleri valem

Asendame e* Maclaurini reas oleva muutuja x imaginaararvuga
1o, Saame kompleksarvude summa:

1 1 1 1 1

e = 1+ ip+ 53 (i0)° + 5(i9)° + 5(i9)" + ()" + ..

Teisendame paremal pool oleva kompleksarvu algebarlisele
kujule

: 1 1 1 1
ip __ 4_ ' . _
e —(1 2'g0 +4'g0 )—H(gp 3'g0 +5'g0 )

7

Cos go sin go
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Euleri valem

Asendame e* Maclaurini reas oleva muutuja x imaginaararvuga
1o, Saame kompleksarvude summa:

1 1 1 1 1

e = 1+ ip+ 53 (i0)° + 5(i9)° + 5(i9)" + ()" + ..

Teisendame paremal pool oleva kompleksarvu algebarlisele
kujule

: 1 1 1 1
ip __ 4_ ' . _
e —(1 2'g0 +4'g0 )—H(gp 3'g0 +5'g0 )

7

Cos go sin go

Euleri valem
e'¥ = cos p + isin .
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Kompleksarvu eksponentkuju

Euleri valem
e'¥ = cos p + i sin .
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Kompleksarvu eksponentkuju

Euleri valem
e'¥ = cos p + i sin .

Kasutades komplekarvu trigonomeetrilist kuju ja Euleri valemit

z = p(cos p + isin @) = pe'®.
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Kompleksarvu eksponentkuju

Euleri valem
e'¥ = cos p + i sin .

Kasutades komplekarvu trigonomeetrilist kuju ja Euleri valemit

z = p(cos p + isin @) = pe'®.
Kompeksarvu eksponentkuju on

z = pe'?.
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Tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega

Olgu kompleksarvud z; ja zo esiatatud eksponentkujul:

21 = p1e¥t ja  z9 = poe't2.
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Tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega

Olgu kompleksarvud z; ja zo esiatatud eksponentkujul:

21 = p1e¥t ja  z9 = poe't2.

2129 = ,01,0261(cpl+(p2);
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Tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega

Olgu kompleksarvud z; ja zo esiatatud eksponentkujul:
21 = p1e¥tja 29 = pae'?”.

2129 = P1P2€Z(¢1+¢2);

Z2 P2
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Tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega

Olgu kompleksarvud z; ja zo esiatatud eksponentkujul:

21 = p1e¥t ja  z9 = poe't2.

2129 = prpgetlPrten);
<1 1 (o —
AL Py 902)7 29 # 0;
Z2 P2

n n _ingy

' = pe’r, n e
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Tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega

Olgu kompleksarvud z; ja zo esiatatud eksponentkujul:

21 = p1e¥t ja  z9 = poe't2.

22y = pipaelPrte);
<1 1 il —
AL Py 902)7 29 # 0;
Z2 P2
v = pte™?, n€eZ;

p+2km

Vz=t/pe », ke{0,1,2,...,n—1}
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