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Ulesande pustitus

Olgu LP esitatud kanoonilisel kujul:
z=c'x — max
Ax = b,
x>0,

mille lubatavate lahendite hulk on

Q={x|Ax=Db,x>0}.



Eeldame, et kitsenduste siisteemi Ax = b, maatriksi

a age ain
a a ... a

A= | @1 92 " =(ay ap ... an)
am ame amn

kus astak on m (m < n). See tdhendab, et stisteemi kuuluvad
vorrandid on lineaarselt séltumatud ja kitsenduste
vorrandististeem on lahenduv.
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Kui rank(A) = m, siis leidub selle veeruvektorite hulgas m
lineaarselt séltumatut vektorit, olgu nendeks

aj,, aj,,...,a;

m*

Nende vektorite lineaarse soltumatuse tottu saame neid
vaadelda, kui eukleidilise ruumi E,, baasi.

Téahistame baasiindeksite hulka simboliga / ja Glejaanud
indekste hulka simboliga J, st

= {it,ioy...,in} ja J={jlj¢1}={1.2,....n\L

Muutujat x;, kus i € I nimetame baasimuutujaks ehk
pohimuutujaks. Nende muutujate arv on vordne maatriksi A
astakuga m = rank(A).
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Muutujat x;, kus i € J nimetame baasivaliseks muutujaks ehk
vabaks muutujaks. Baasivaliste muutujate arv on n — m.

Maatriksi A astakut maarava miinori saame alati teisendada
diagonaalkujule, st kujule kus maatriks A sisaldab m
Uhikvektorit

e=(0...010...07 iel={1,2....,m}
i

N0OGd kitsenduste sisteemi maatriks on kujul
A=(e1 e ... em @mi1 ... @n)

Jarelikult saame vorrandisiisteemi Ax = b esitada kujul

X+ apx=b, i€l
jed
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X+ apx=b, icl.
jed
Tahistame b; = ajp, saame viimase vorrandisisteemi
teisendada kujule

x,-:a,-o—Za,-jxj:b,-, iel
jed

Seega kitsendustele vastav vorrandisiisteem on lahendatud
baasimuutujate (pdhimuutujate) suhtes.

Siin kdigi baasivaliste muutujate muutujate (vabade muutujate)
vaartusi vbime valida vabalt.

Varrandisisteemi lahendit, mis saadakse vabade muutujate
komplekti fikseerimisel, nimetatakse erilahendiks.
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Xi=ap— Y ajx=by, i€l
jed
Kui valime vabade muutujate komplekti selliselt, nende kdik
vaartused on nullid, siis vastavat erilahendit nimetatakse
planeerimistlesande baasilahendiks.

Seega baasilahendi x° komponendid ehk koordinaadid

XX =ajg (iel), =0 (jeJ).

Koordinaate x? = ajy (i € /) nimetatakse baasilahendi x°
baasikoordinaatideks.

Koordinaate xj° =0 (j € J) nimetatakse baaislahendi x°
baasivalisteks koordinaatideks.
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Baasilahendit, mille kéik komponendid on nullist erinevad,
nimetatakse regulaarseks ehk mittekidunud baasilahendiks,
st

x?=ay#0, Viel.

Baasilahendit, mille komponentide hulgas leidub nulle,
nimetatakse kidunud baasilahendiks, st

Jiel xP=ap=0.

Jarelikult regulaarse baasilahendi mullist erinevate
komponentide arv on m = rank(A).

Baasilahend x° on planeerimisiilesande lubatud lahend, kui

x?=ajp>0 Viel
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Teoreem (1)
Kui lineaarne vorrandislisteem on lahenduv, siis leidub sellel
vdhemalt liks baasilahend.

Toestus.

Kasutades Gaussi meetodit, saame vorrandisiisteemi Ax = b,
ststeemimaatriksi A veergude hulgast alati valida m lineaarselt
sOltumatut veeruvektorit ja lugeda need baasivektoriteks.

Anname n — m baasivélisele ehk vabale muutujale vaartuse
null. Siis saame m baasimuutujast koosneva lineaarse
vorrandislisteemi, mille slisteemimaatriks on regulaarne ja
selle vorrandislisteemi lahend on maaratud theselt.

Selle stisteemi lahend koos baasivaliste muutujate vaartusega
0 annab vorrandisisteemi Ax = b lahendi, mis on definitsiooni

jargi baasilahend.
L]
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Teoreem (2)

Kui planeerimisiilesandel leidub lubatav lahend, siis on tal
olemas ka lubatav baasilahend.

Jargnevat selgitame baasilahendi geomeetrilist olemust.

Kumera hulga tipuks nimetatakse selle hulga iga sellist punkii,
mis ei ole Uhegi taielikult sinna hulka kuuluva 16igu
sisepunktiks, st

x € X on hulga tipp

)
kui teda ei ole voimalik esitada kujul
X=Xxy + (1 - A)x2

Uhegixs € Xjax, € X (X1 #X2)ning 0 < A < 1 korral.



Teoreem (3)
Planeerimisiilesande

z=¢c'x = max
AX = b,
x>0,

iga lubatav baasilahend on selle lilesande lubatava lahendite
hulga
Q={x|Ax=b,x>0}.

tipp ja vastupidi: lubatava hulga Q tipp on planeerimistilesande
baasilahend.



Tdestus.
Eeldame, etx = (x1 X2 ... xn)T on lubatav baasilahend ja
tdestame, et ta on hulga Q tipp.



Tdestus.
Eeldame, etx = (x1 X2 ... xn)T on lubatav baasilahend ja
tdestame, et ta on hulga Q tipp.

Vastavalt baasilahendi definitsioonile
Xj >0 (IE/) ja Xi=0 (I#/)

Seegax >0ja
AX = Z Xia; = b.
icl
Oletame vaite vastaselt, et x ei ole hulga Q tipp. Sellisel juhul
leiduvad teineteisest erinevad lubatud lahendid x” # x” ning
reaalarv \ € (0,1) selliselt, et

X=X+ (1 = \)x’



X=X+ (1 = \)x"
ehk koordinaatkujul
X=X +(1-=-\x" (i=1,2,...,n)

SinA>0, 1-A>0, x>0, x;>0, x{'>0.



x=Xx"+ (1 =)’
ehk koordinaatkujul
X=X +(1-=-\x" (i=1,2,...,n)
SinA>0, 1-A>0, x>0, x;>0, x{'>0.
Baasilahendi korral vabad muutujad x; = 0 (i ¢ /). Jarelikult
xi=x'=0 (i¢]).

Seega x, X’ ja x” on koik Uhele ja samale baasile vastavad
lubatavad baasilahendid ning jarelikult

> xai=b ja > x'a=b.

iel iel



x=Xx"+ (1 =)’
ehk koordinaatkujul
X=X +(1-=-\x" (i=1,2,...,n)
SinA>0, 1-A>0, x>0, x;>0, x{'>0.
Baasilahendi korral vabad muutujad x; = 0 (i ¢ /). Jarelikult
xi=x'=0 (i¢]).

Seega x, X’ ja x” on koik Uhele ja samale baasile vastavad
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> xai=b ja > x'a=b.
iel iel
Lahutame esimesest vordusest teise

> (xi—x)a;=0.

iel
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> (xi—xa;=0.
iel

Kuna x’ # x” , siis 3i € I, mille korral x; — x;" # 0.

Saadud tulemus on vastuolus baasivektorite a; lineaarse
s6ltumatuse néudega.

Jéarelikult x on hulga Q tipp. Tarvilikkus on tdestatud.

Piisavus.
Oletame vastupidi, st olgu x lubatavate lahendite hulga Q tipp
ja tdestame, et x on siis lubatav baasilahend.

Tahistame siimboliga I tipu x = (Xy X ... X,)' positiivsete
koordinaatidega indeksite hulka, st

IF={i]x>0}
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Kuna x € Q, siisx >0 ja

AX = Zx,-a,- = Zx,-a,- —b.

icl iel+
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nullid, nii et
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Kuna x € Q, siisx >0 ja

AX = Zx,-a,- = Zx,-a,- —b.

icl el

Naitame, et vektorid a;, kus i € I, on lineaarselt soltumatud.
Oletame vastupidist, et need vektorid on lineaarselt séltuvad.
Seega leiduvad kordajad d; (i € I'), mis koik korraga ei ole
nullid, nii et

Z da;, =0

ielt
Liidame X kordse viimase avaldise eelviimasega

Z(X/ + Adj)a; =b.

ielt



Z(X/ + Adj)a; =b.

iel+
Seega vektor x* koordinaatidega
. X; + Ad;, Kui ielr
"o, kui ¢ It

on vorrandististeemi Ax = b lahendiks iga A korral.
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Z(X/ + Adj)a; =b.
iel+
Seega vektor x* koordinaatidega
. Xi+Ad, kui oielt
"o, kui ¢ It
on vorrandististeemi Ax = b lahendiks iga A korral.
Analoogiliselt on selle vorrandististeemi lahendiks vektor x**,
mille koordinaadid on
o X A, kui jelt
o, kui 7¢It

]

Kuna hulk /" on 16plik ja x; > 0, voime valida A > 0 nii
vaiksena, etiga i € I korral

Xi+Ad; >0 ja X; — Ad; > 0.
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Jarelikult vektorid x* ja x** on lubatavad lahendid.

Loigu x* ja x** keskpunktiks on x, sest

2 25
Jarelikult x ei ole hulga Q tipp.
See on vastuolu eeldusega, et x on hulga Q tipp.

Antud vastuolu tulenes eeldusest, et vektorid a;, kus i € /T, on
lineaarselt soltuvad. Jarelikult need vektorid on lineaarselt
sOltumatud.
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Vektorid a; on m—mdootmelised ja seega hulk
{aj|iel"y={a;| x>0}
ei saa sisaldada rohkem kui m elementi.

Kui neid on vahem, siis voime seda hulka tdiendada maaitriksi
A uute veeruvektoritega, kuni saame ruumi E,, baasi.

Tahistame uue baasi indeksite hulka siimboliga /. Siis It C /ja
vaadeldava tipu x € Q korral

AX = Zx,-a,- = Zx,-a,- =b,

iel iel+

st tipp x on planeerimisilesande lubatav baasilahend.



