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Kolmemoodtmeline ruum

Vaatleme kolmemd&dtmelist eukleidilist punktiruumi R3.

Varasemast teame, et skalaarkorrutis rihiruumis véimaldab
arvutada vektorite pikkusi, punktidevahelisi kaugusi,
vektoritevahelisi nurki, kujundite pindalasid ja kehade
ruumalasid.

Eukleidilise geomeetria paljude Ulesannete lahendamiseks on
kasulik defineerida eukleidilises vektorruumis veel méned uued
tehted vektoritega.



Pareme kae reeper

Definitsioon

Oeldakse, et reeper Rt = {O,T,f, E} on parema kéae reeper ,
kui selle vektor i on suunatud parema kae nimetissérme
suunas, vektori fsuund Uhtib parema kée Pika Peetril suunaga
ja vektori k suund uihtib parema kae poidla suunaga.

Figure : Vasaku ja parema kéae kolmikud

1S8rmede rahvaparased nimetused alates pdidlast: poial ehk taitapp,
nimetissérm ehk kotinGel, Pikk Peeter, Nimeta Mats ja Vaike Ats.



Kruvireegel
Sageli kasutatakse ruumis orientatsiooni maaramiseks
kruvireeglit .

Definitsioon

Oeldakse, et ruumi mistahes punktist rakendatud kolm
mittekomplanaarset vektorit &, b ja ¢ moodustavad parema kae
kolmiku, kui vektori & poéramisel méoda lihimat péoret vektori
b poole on vektor ¢ suunatud sellese poolruumi, kuhu liigub
sellel poordel vektoritega a ja b ristuv parema kae kruvi.

Parema kdie kolmik Vasaku kée kolmik

Figure : Vasaku ja parema ké&e kolmikud
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Vektorite 4 ja b vektorkorrutiseks —nimetatakse vektorit 3 x b,
millel on jargmised omadused:
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Vektorkorrutise definitsioon

Vektorite 4 ja b vektorkorrutiseks —nimetatakse vektorit 3 x b,
millel on jargmised omadused:

1. vektor & x b on risti vektoritega & ja b;

2. vektori pikkus & x b| = |&]|b|sin a, kus « on vektorite & ja
b vaheline nurk;

3. vektorid &, b ja & x b moodustavad parema kée kolmiku.



Vektorkorrutis

Vektorite 4 ja b vektorkorrutist on illustreeritud joonisel.




Vektorkorrutise omadused

Omadus
Vektorite vektorkorrutis on antikommutatiivne, s.t

VacR3 Vb cR® korral d&xb=—bxa.

Toestus.

See omadus tuleneb asjaolust, et vektorkorrutise b x &
leidmiseks tuleb vektorit b poorata modda lihimat pooret
vektori a poole ja seetdttu muutub parema kéae kruvi liikumise
suund.




Vektorkorrutise omadused

Omadus
Vektorite vektorkorrutis on assotsiatiivhe arvuga korrutamise

suhtes, s.t
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Vektorkorrutise omadused

Omadus
Vektorite vektorkorrutis on assotsiatiivne arvuga korrutamise

suhtes, s.t
vae R, vb e R, VA€ R korral (Ad)xb = ax(Ab) = A(@xb).
Omadus

Vektorite a # 6 ja b # § vektorkorrutis on nullvektor parajasti
siis, kui vektorid & ja b on kollineaarsed, s.t

dxb=0 <« a|b.



Vektorkorrutise omadused

Omadus -
Vektorite a ja b vektorkorrutise pikkus on vérdne nendele
vektoritele ehitatud roopkuliku pindalaga, s.t

S=|dxbhb]|.



Vektorkorrutise omadused

Omadus -
Vektorite a ja b vektorkorrutise pikkus on vérdne nendele
vektoritele ehitatud roopkuliku pindalaga, s.t

S=|dxbhb]|.
Omadus
Vektorkorrutis on distributiivne vektorite liitmise suhtes, s.t

va e R3,vb € R3, V¢ e R® korral (A+Db)xE=3axC+bxC.



Reeperivektorite vektorkorrutised

Kasutades vektorkorrutise definitsiooni, saame koostada
ristreeperi W+ = {0, i,],k} vektorite jaoks korrutustabeli.



Reeperivektorite vektorkorrutised

Kasutades vektorkorrutise definitsiooni, saame koostada
ristreeperi R~ = {0, 1], K} vektorite jaoks korrutustabeli.
Tabelist reeperivektorite korrutise leidmiseks tuleb esimene
tegur valida tabeli esimesest veerust ja teine tegur esimest
reast ning leida korrutis valitud rea ja veeru ristumiskohast.

X i i K
i 0 kK | 4
i K 7 i
K i S )




Vektorkorrutise arvutamine

Selgitame, kuidas arvutada vektorite a ja b vektorkorrutist, kui
teame nende vektorite koordinaate valitud ristreeperi suhtes.
Olgu .

a=(ax,ay,az) ja b=(by,by,b;).



Vektorkorrutise arvutamine

Selgitame, kuidas arvutada vektorite a ja b vektorkorrutist, kui
teame nende vektorite koordinaate valitud ristreeperi suhtes.
Olgu .

a=(ax,ay,az) ja b=(by,by,b;).

Kasutades eespool olevaid omadusi ja sailitades baasivektorite
korrutamise jarjekorra, leiame

= axby (i x |)+axby( % J) + axby (i x K) +
_|_

+ aybx(J )+ayby(le)+aybz(fx
+ azby (K x 1)+ azby (K x ]) +azb, (K



Vektorkorrutise arvutamine

Pérast korrutustabeli kasutamist ja reeperivektorite jargi
rihmitamist saame tulemuse, mille esitame kujul

—

ay ay Q
b

by b,
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bx by




Vektorkorrutise arvutamine

Pérast korrutustabeli kasutamist ja reeperivektorite jargi
rihmitamist saame tulemuse, mille esitame kujul

— _’_ ay aZ ._’7 i

axb =1y b "o by Tl byl <
ehk koordinaatkujul

— _’_ ay a.z - ax a.z ax ay

aXb_<by by|" " by bs|” |by by>'




Vektorkorrutise arvutamine

Kasutades kolmerealise determinandi arendusteoreemi
esimese rea jargi, saame vektorkorrutise arvutuseeskirja
kirjutada kolmerealise determinandina
T T K
axb=la, a, a.
bx by b,



Vektorkorrutise arvutamine

Kasutades kolmerealise determinandi arendusteoreemi
esimese rea jargi, saame vektorkorrutise arvutuseeskirja
kirjutada kolmerealise determinandina
T T K
axb=la, a, a.
bx by b,

Esitades korrutustabeli maatriksina, saame vektorkorrutise
arvutamise reegli kirjutada maatrikskujul

dxb=(ax a, a;)|-K



Vektorkorrutise arvutamine

Rd&hutame veel kord, et kdiki tuletatud vektorkorrutise
arvutamise valemeid saab kasutada ainult siis, kui vektorite
koordinaadid on antud parema kéae ristreeperi suhtes.
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Segakorrutise definitsioon

Eukleidilises ruumis R® saame skalaarkorrutise ja
vektorkorrutise abil defineerida veel tihe korrutise.
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Segakorrutise definitsioon

Eukleidilises ruumis R® saame skalaarkorrutise ja
vektorkorrutise abil defineerida veel tihe korrutise.

Definitsioon
Vektorite &, b ja C segakorrutiseks nimetatakse reaalarvu

(Abc)E (@xDb)-C.

Vektorite segakorrutis on veidi tavaparatu, sest see peab alati
sisaldama kolme tegurit, kbik seni vaadeldud korrutised
sisaldasid kahte tegurit.



Segakorrutise arvutamine

Olgu eukleidilises ruumis R2 parema kae ristreeperi suhtes
antud kolm vektorit

az(ax,ay7az)7 Bz(bx7by,bz) Ja EI(CX7Cy,Cz).



Segakorrutise arvutamine

Olgu eukleidilises ruumis R2 parema kae ristreeperi suhtes
antud kolm vektorit

éz(ax,ay’az)’ Bz(bx’by,bz) Ja EI(CX’Cy,Cz).
Vektorkorrutise arvutamise valemi pdhjal leiame

ay ay
by b,

ay ay
by b,

ax ay

XB)-GZ by by

o

(

X Cz.
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Segakorrutise arvutamine

Olgu eukleidilises ruumis R2 parema kae ristreeperi suhtes
antud kolm vektorit

éz(ax,ay’az)’ Bz(bx’by,bz) Ja EI(CX’Cy,Cz).
Vektorkorrutise arvutamise valemi pdhjal leiame

ay ay
by b,

ay ay
by b,

ax ay
by by

><5)-62

o

(

X Yy CZ'

Kasutades kolmandat jarku determinandi arendusteoreemi
viimase rea jargi ja segakorrutise definitsiooni, saame
segakorrutise arvutamiseks valemi

B ax ay &
Cx C C;



Segakorrutise omadused

R&hutame, et segakorrutise arvutamise valem on tuletatud
eeldusel, et me kasutame ristkoordinaate.



Segakorrutise omadused

R&hutame, et segakorrutise arvutamise valem on tuletatud
eeldusel, et me kasutame ristkoordinaate.

Kolme vektori segakorrutisel on jargmised omadused.



Segakorrutise omadused

R&hutame, et segakorrutise arvutamise valem on tuletatud
eeldusel, et me kasutame ristkoordinaate.
Kolme vektori segakorrutisel on jargmised omadused.

Omadus
Kolme vektori segakorrutise absoluutvaérus on vérdne nendele

vektoritele ehitatud rédptahuka ruumalaga, s.t

V =|(a@bd)|.



Omaduse toestus

Toestus.

Konstrueerime vektoritele &, b ja C rooptahuka (vt joonis
jargmisel slaidil). Loeme selle ro6ptahuka pdhjaks vektoritele a
ja b ehitatud roopkuliku. Jarelikult on selle rédptahuka pdhja
pindala S, = |a x 6| ja kbrguseks olev 16ik h kollineaarne
vektoriga & x b. Kasutades vektorite vahelise nurga leidmise
valemit ja segakorrutise definitsiooni, voime kirjutada

(@b ¢)=(axb)-¢=|dxDb|¢|cosn.

Joonisel olevast taisnurksest kolmnurgast saame ré6ptahuka
kdrguse

h = |C|cos~. Viimane avaldis osutub negatiivseks, kui v on
ndrinurk.

Kuna rodptahuka ruumala V = Sy h on positiivne ja arvestades
leitud seost, saamegi ro6ptahuka ruumala arvutamise

valemi. O



Omaduse toestus, joonis

axb
j - ///
c //
— 7
h b //
Y / Vo

<

Figure : Segakorrutis



Segakorrutise omadused

Omadus
Kolm nullvektorist erinevat vektorit &, b ja ¢ on komplanaarsed
parajasti siis, kui nende segakorrutis on null, s.t

(@bc)=0 <« &b ja ¢ onkomplanaarsed.



Segakorrutise omadused

Omadus
Kolm nullvektorist erinevat vektorit &, b ja ¢ on komplanaarsed
parajasti siis, kui nende segakorrutis on null, s.t

(@bc)=0 <« &b ja ¢ onkomplanaarsed.

Tdestus.

Jareldub vahetult eelImise omaduse tbestusest, sest nurk
™

_T 0
7T



Segakorrutise omadused

Omadus

Kolm nullvektorist erinevat vektorit a, Bja ¢ moodustavad
parema kae kolmiku, kui nende segakorrutis on positiivne ja
vasaku kée kolmiku, kui nende segakorrutis on negatiivne, s.t

Oy

@ g ) {> 0, parema kae kolmik,

< 0, vasaku kae kolmik.



Segakorrutise omadused

Omadus

Kolm nullvektorist erinevat vektorit a, Bja ¢ moodustavad
parema kae kolmiku, kui nende segakorrutis on positiivne ja
vasaku kée kolmiku, kui nende segakorrutis on negatiivne, s.t

Oy

@ g ) {> 0, parema kae kolmik,

< 0, vasaku kae kolmik.

Toestus.
Jareldub vahetult omaduse ruulaga seotud omaduse
tbestusest.



Omaduse toestus, joonis

(@b¢)=(axb)-¢=|dxb|¢|cosn.

— —_
axb
//
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C
—_ 7
h b l/
’Y / 7R
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Figure : Segakorrutis



Segakorrutise omadused

Omadus
Vektorite &, b ja ¢ segakorrutises tegurite Umbertdstmisel
kehtib reegel

(Abc)=(bca)=(cab)=—(bac)=—(

jShI1
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Naide

Naide

Tetraeedri tipud on A(2,-2,1), B(-1,2,2),C(1,1,2) ja
D(4,—3,-5). Arvutada tetraeedri ruumala ning tipust D
tdmmatud kérgus.



Naide

Naide

Tetraeedri tipud on A(2,-2,1), B(-1,2,2),C(1,1,2) ja
D(4,—3,-5). Arvutada tetraeedri ruumala ning tipust D
tdmmatud kérgus.

Lahendus. Arvutame mingist_t)ipust, naiteks A,Lélljuvad
tetge)edri servade vektorid AB = (-3,4,1),AC=(-1,3,1)
jaAD = (2, -1, —6).



Naide, joonis
Selle tetraeedri ruumala on 5 nendele vektoritele ehitatud

o 1 .
rébptahuka ruumalast, sest tetraeeder on = prismast, mille

pbhjaks on kolmnurk ABC, selle prisma ruumala on aga pool
vastava rooptahuka ruumalast (vt joonis).




Naide
Arvutame vektorkorrutise

AB x AC = (1, 2, -5).



Naide
Arvutame vektorkorrutise
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Naide
Arvutame vektorkorrutise
AB x AC = (1, 2, -5).

ja segakorrutise

mis on rédptahuka ruumala.

Seega tetraeedri ruumalaV = = - 30 = 5. Nendele vektoritele

ehitatud tetraeedril ja rédptahukal on sama kdrgus, siis jagame
réoptahuka ruumala tema pdhja pindalaga ning saame

ol

(ABACAB)| 30 .-
h: — == == 30.
|AB x AC| V30
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