8 Read

8.1 Rida. Rea summa

Reaks nimetatakse lopmatut summat
u1+u2—|—...+uk—|—...:Zuk (8.1)
k=1

Liidetavaid selles summas nimetatakse rea liikmeteks ja liiget u; rea
dldliskmeks. Uldliikmest saame indeksile k viidrtusi andes konkreetsed liik-
med.

Kui rea liikmed on reaalarvud, nimetatakse rida arvreaks. Kui aga liitkmed
on muutuja z funktsioonid, st uy = ux(x), k = 1, 2, ..., nimetatakse rida
funktsionaalreaks. Esmalt vaatleme arvridu.

Tuntumad arvread on geomeetriline rida

s +ag+ad+ ... Fad+ ... :Zalqk (8.2)
ja harmooniline rida

1 1 1 =1
1+=-4+—+ ... += ~-:§‘ .
+2+3+ +k+ p (8.3)

Osasummadest

tekib rea osasummade jada
S1, So, ooy Sh, . (8.4)

Definitsioon. Rida (8.1) nimetatakse koonduvaks, kui osasummade jadal
(8.4) on olemas 16plik piirvadrtus

lim S, =S

n—oo



Seda piirvadrtust S nimetatakse rea summaks ja kirjutatakse

S = iuk
k=1

Kui osasummade jadal (8.4) piirvédrtust ei eksisteeri voi piirvadrtus on
I6pmatu, nimetatakse rida (8.1) hajuvaks.
Lopliku arvu litkmete drajatmine rea algusest ei mojuta selle koonduvust.
Kui koondub rida -
D uk
k=1

siis iga fikseeritud n védrtuse korral koondub ka
oo
D s
k=n+1

ja vastupidi.
Naiide 1. Geomeetrilist jada (8.2) nimetatakse hddbuvaks, kui |¢| < 1.
Selle jada n-is osasumma on

g — ai(l—q")
ja summa
1—q" n
S = lim —al( a) = lim — lim L ,
sest tingimuse |¢| < 1 tottu
lim ¢" =
n— oo
Naiide 2. Rea
=~ 1
—~ k(k+1)

1 1 1 1 1
S, = =
;k(mm 12 23 33 T amrD
. 1+1 1+1 1+ 1 1 1
a 2 2 3 3 4 7' n n+1 n+1



Rea summa

. 1
= lim (1— ) =1
Naiide 3. Rea
DD =1-141—14. 4+ (-1 4+
k=1

osasummade jada paarisarvuliste indeksitega litkmed

sest nendes osasummades on liidetavaid 1 ja —1 vordselt. Osasummade jada
paarituarvuliste indeksitega litkmed

SQn—l = 17
sest liidetavaid 1 on iihe vorra rohkem. Jarelikult osasummade jadal
1,0, 1,0, ...

piirvaartus puudub, st rida on hajuv.

8.2 Rea koonduvuseks tarvilik tingimus

Oletame, et rida (8.1) koondub ja selle summa on S, st

lim S, =5

n—oo

Kirjutades n-ndas osasummas viimase liikme eraldi, saame

n n—1
Sn:E uk:E U + Uy,
k=1 k=1

ehk
Sn = Sn—l + Up,

millest
Up = Sn - Sn—l
Eelduse kohaselt rida koondub, jarelikult

lim u, = lim S, — lim S,,_1=5—-5=0
n—oo n—o0 n—oo

Sellega oleme saanud olulise tulemuse, nn rea koonduvuseks tarviliku tin-
gumause.
Teoreem 1. Kui rida (8.1) koondub, siis rea tildliikme piirvéértus

lim u, =0 (8.5)

n—oo



Tarvilik on see tingimus selle tottu, et ilma selle tingimuse téidetuseta
rida koonduda ei saa.

Eelmise punkti néites 3 vaadeldud rida on ka selle tingimuse jargi hajuv,
sest {ildliikme u = (—1)**! piirvisrtus piirprotsessis & — oo puudub.

Tuleb rohutada, et tingimus (8.5) on rea koonduvuseks tarvilik, aga mitte
piisav, st selle taidetusest ei jareldu rea koonduvus. Néiteks harmoonilise rea
(8.3) korral on koonduvuseks tarvilik tingimus

taidetud, kuid ometi on voimalik toestada, et harmooniline rida on hajuv.

8.3 Positiivsete liikmetega ridade koonduvustunnused

Kéesolevas punktis vaatleme positiivsete litkmetega arvridu, st ridu (8.1),
mille litkmed
u, >0, k=12 ...

Olgu lisaks reale (8.1) antud veel teine positiivsete litkmetega arvrida

> (8.6)

Matemaatiline analiiiis I kursuses esines teoreem, millest jareldub, et mo-
notoonselt kasvaval tokestatud jadal on olemas (16plik) piirvadrtus. Kehtib
ka vastupidine, jada

S1, So, oouy Sh, L.

piirvadartus on definitsiooni kohaselt S, kui V € > 0 korral AN, et kuin > N,
siis

|S, — S| <e

Viimane tingimus on samavidrne tingimusega
—e< S5, —-S<e

ehk
S—e<S,<S+e,

st vaadeldav jada on tokestatud. Seega kehtib.

Teoreem 1. Monotoonselt kasvaval jadal on 16plik piirvadrtus parajasti
siis, kui jada on tokestatud.

Positiivsete liikmetega arvridade osasummade jadad on kasvavad, sest
Sp = Su_1+u, jaet u, >0,siis 5, > 9,_1.

Teoreem 2 (vordlustunnus). Kui alates indeksist ko, st k > ko korral
on tédidetud tingimus

UL S Vg, (87)



siis

1) rea (8.6) koonduvusest jareldub rea (8.1) koonduvus ja

2) rea (8.1) hajuvusest jareldub rea (8.6) hajuvus.

Toestus. Lopliku arvu litkmete lisamine voi drajéatmine rea koonduvust ei
mojuta, seepirast voime iildsust kitsendamata eeldada, et tingimus (8.7) on
taidetud ka indeksite 1 < k < kg — 1 korral. Tahistame rea (8.1) osasummad

n
Sn: E Uk
k=1

ja rea (8.6) osasummad

Op = E Uk

k=1

Kui rida (8.6) koondub, siis osasummade jadal
O1y, 02y «ony Opy vvnsy (8.8)

on olemas piirvaartus. Teoreemi 1 jérgi on see jada tokestatud ehk o, < M.
Aga siis (8.7) tottu on tokestatud ka rea (8.1) osasummade jada (8.4) ja
teoreemi 1 kohaselt on sellel jadal olemas piirvaartus, st rida (8.1) koondub.
Vastupidi, kui (8.1) hajub, peab selle osasummade jada olema tokestamata,
millest tingimuse (8.7) tottu on tokestamata ka rea (8.6) osasummade jada
(8.8) ja teoreemi 1 pohjal ei saa sellel olla 1oplikku piirvaartust.
Naiide 1. Toestame, et rida

1 1 1 <1
1+-4+=+ ... +— ---:E—
+4+9+ +k2+

koondub.
Punkti 8.1 naites 2 toestasime rea

= 1 = 1
;k(k+1) :Z(k—l)k

1
koonduvuse. Iga k = 2, 3, ... korral kehtiva vorratuse

o1
K (k= Dk

tottu jareldub teoreemist 2 vaadeldava rea koonduvus.
Naiide 2. Toestame, et rida

hajub.



Iga k > 1 korral vk < k ehk

>

Sl-
o
|

Harmooniline rida (8.3) hajub, seega teoreemi 2 pohjal hajub ka vaadeldav
rida.
Teoreem 3 (D’Alemberti tunnus). Eksisteerigu piirvidrtus

. Ugy1
lim —— =D
k—oo U

Kui D < 1, siis rida (8.1) koondub. Kui D > 1, siis rida (8.1) hajub. Kui
D =1, jaab selle tunnuse jargi kiisimus lahtiseks.
Toestus. Olgu piirvadrtus D < 1 ja rahuldagu reaalarv ¢ tingimust D <

g < 1. Piirvaértuse definitsiooni kohaselt leidub selline N > 0, et kui £ > N,
siis

U
k1 D‘ “q_D.
Uk
millest
Uk+1
U

ehk up1 < qui, st upr; < ¢uy ja g < 1 tottu

Z%H <Ukzqi :Ukl !
i=0 i=0 — 4

Seega rida
o
> ued
i=0

koondub ja vordlustunnuse pdhjal koondub ka

D
E Uk+i
i=0

ning selle pohjal, et 16plik arv liikmeid rea koonduvust ei méjuta, koondub
ka (8.1).
Kui D > 1, siis 1 < g < D korral

Uk+1 Dl <D—gq
Uk ’
tottu
Uk+1 D>q-D
U ’
ehk
Uk+1
U ’



millest ux1 > qui ja rea koonduvuseks tarvilik tingimus ei ole téaidetud.
Jarelikult kui D > 1, siis rida (8.1) hajub.
Teoreem 4 (Cauchy tunnus). Eksisteerigu piirvaértus
lim Yu, =C
k—o0
Kui C < 1, siis rida (8.1) koondub. Kui C' > 1, siis rida (8.1) hajub. Kui
C =1, jadb selle tunnuse jargi kiisimus lahtiseks.

Toestus on sarnane D’Alemberti tunnuse toestusega.
Naiide 3. Uurime rea

25
k=1
koonduvust. }
K6i2gepealt kasutame koonduvuse uurimiseks D’Alemberti tunnust. Uldliige
ug = ;ik’ seega
wper _ (k+1)° K (1+3)°
U 2k+1 © 9k 2
ja
D= tim M gy U1
k—oo  Up k—o0 2 2

1
Tulemusest D = 5 < 1 jéreldame, et rida koondub.

Uuurime sama rea koonduvust ka Cauchy tunnuse abil. Selleks leiame

kk2
i =

ja arvutame piirvaartuse

Tegemist on oo” tiiiipi midramatusega, seega piirviidirtuse arvutamiseks ka-
sutame L’Hospitali reeglit ja leiame

lim Ink* = lim % Ink

k—o00 k—o0
2Ink) 2
= lim g: lim — =0
k—o0 ,Z{}/ k—o00

ja
1 1
C=-e"=-<1
2° 72
Sellega on vaadeldava rea koonduvus toéestatud ka Cauchy tunnuse abil.
Teoreem 5 (integraaltunnus). Olgu u(z) poolldigul [1; 00) monotoon-
selt kahanev funktsioon, mille vaartusteks tédisarvuliste argumentide korral



on rea (8.1) liikkmed, st u(k) = uy. Siis rida (8.1) koondub parajasti siis, kui
koondub péaratu integraal

/ u(z)dx

1

Toestus. Eelduse jéargi péaratu integraal

o0

/mmm

1

koondub, st on olemas 16plik piirvaartus
N

A}l_{noo u(z)dz
1

Jattes reas (8.1) dra esimese liikme, saame rea
oo
D u
k=2
mille n-is osasumma on
N
k=2

Joonisel 8.1 on kovertrapetsi, mis iilalt on piiratud v = wu(z) graafikuga,

Y

A

—t———————— ===

Joonis &8.1.

sisse kujutatud N — 1 ristkiilikut, mille kéikide alused on 1 {ihik ja kérgused
Ug, Us, ... , uy. Nende ristkiilikute pindalade summa on osasumma (8.9), mis
ilmselt on véiksem kui kovertrapetsi pindala, st

o0

&g/mmm

1



ehk osasummade jada (8.9) on tokestatud ja rea liitkmete positiivsuse tottu
kasvav. Jarelikult on sellel jadal teoreemi 1 pohjal olemas 16plik piirvaértus,

st rida
o
> u
k=2

koondub. Et iihe liikme lisamine rea koonduvust ei mojuta, siis koondub ka

o0

T g

X

Joonis 8.2.

Kovertrapetsi pindala

on vaiksem kui N — 1 ristkiiliku pindalade summa
u1-1+u2-1—|—...+uN_1-1:SN_1

ja, arvestades, et uy > 0, siis ka
N
/ u(z)dx < Sy
1
Kuid siis ka piirvdirtuse omaduse tottu
N
lim [ u(z)dr < lim Sy

N—oo N—o0
1

Eelduse tottu
N

lim [ u(z)de < S
N—o0
1



st pératu integraal
o0

/u(m)dm

1
koondub.
Naiide 4. Uurime harmoonilise rea

>

k=1

| =

koonduvust.

1
Integraaltunnuse kasutamiseks vaatleme funktsiooni u(x) = —, sest sel
x

juhul
1
= k = —
Aga pératu integraal
dx
x

1

hajub, sest nimetajas on muutuja x astendaja 1. Jérelikult hajub integraal-
tunnuse pohjal ka harmooniline rida.

8.4 Vahelduvate mirkidega read. Leibnizi tunnus

Vahelduvate mérkidega reaks nimetatakse rida

e}

Uy — Uy +UF—Ug+ ...= Z(—l)k“uk, (810)
k=1

kus up, >0, k=1, 2,
Teoreem 1. (Leibnizi tunnus) Kui
1) g >uper, k=1, 2, ... ja
2) hm uy, = 0, siis vahelduvate miérkidega rida (8.10) koondub.

Toestus Vaatleme osasummade osajada

2n

S2n _ Z(_l)kJrluk

k=1
Selles jadas votame liitkmed paarikaupa jargmisel viisil
SZn - (ul - UQ) + (Ug — U4> 4+ ...+ (u2n_1 — UQn)
Esimese tingimuse tottu on koik liikmed selles avaldises positiivsed ja iihe

liikme lisamine suurendab summat, st jada on kasvav. Teiseks, kirjutades

10



S2n:u1—(U2—U3)—(u4—u5)—-~—uzm

nieme, et osasummad Ss, on tokestatud, sest Ss, < ug.

Seega on jada, mille iildliige on Ss,, kasvav ja tokestatud, jarelikult koon-
duv, st 9 lim S,, =5

n—oo
Paarituarvulise indeksiga osasummade jada liige So, 11 = Son + Uopt1 ja

teoreemi teise eelduse tottu
lim Sy, = lim Sy, + lim w9,y 1 =S
n—oo n—oo n—oo

Aga siis ka lim S,, = S, mis tdhendabki, et rida (8.10) koondub.

n—o0
Naide. Rida

1 1 1 = 1

l—=-4+-—-+...= —1)kH=

R I RETD D -

k=1
rahuldab moélemat teoreemi 1 eeldust, sest
1> L > > ! > L >
SRR R e

1
ja lim — = 0 ning jarelikult on koonduv.
k—oo k

8.5 Muutuvate mirkidega read. Absoluutne ja tingi-
misi koonduvus

Selles punktis loobume eeldusest, et rea

S u (8.11)

liikmed on positiivsed. Mérkide jaotus reas voib olla {ikskoik missugune. Nii-
sugust rida nimetatakse muutuvate mdarkidega reaks. Vahelduvate mérkidega
rida on muutuvate mérkidega rea erijuht.

Definitsioon. Rida (8.11) nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui koon-
dub rida

o0

ur| + [ua| + Jus| + ... = Z |l
k=1

Teoreem 1. Rea (8.11) absoluutsest koonduvusest jareldub selle koon-
duvus.
Toestus. Tahistame absoluutvaartustest moodustatud rea n-nda osasum-

ma
n
on =D lu
k=1

11



Eelduse jérgi on rida absuluutselt koonduv, seega osasummade jada on tokestatud,
st
o, <0

Olgu rea (8.11) n-ndas osasummas

3

Sn == Uk
k=1

[ positiivset liiget vy, ..., v; ja n — [ negatiivset liiget wy, ... , w,_;. Siis
Sn = ‘/l + anl
kus

l
Vi= E Vg
k=1

on osasummas S, esinevate positiivsete liikmete summa ja

n—lI
Who = Z Wi
k=1
negatiivsete liilkmete summa. Sel juhul

! n—l
Vil 4+ Wad] =) lokl + > lwi| = o
k=1

k=1

millest jareldub, et osasummadest |V;| moodustatud jada on kasvav ja tokestatud
ning osasummadest |W,,_;| moodustatud jada on kasvav ja tokestatud. Punk-
ti 8.3 teoreemi 1 pohjal eksisteerivad piirvaartused

lim |V}
l—o00
ja

lim |Wn—l|

(n—1)—o0

Kuid siis eksisteerivad ka piirvaartused

lim V;
l—00
ja
lim Wn—l
(n—1)—o0
ning ka

lim S, = lim V,+ lim W,
l—o00

n—o00 (n—1l)—o0

st rida (8.11) koondub.

12



Teoreemi 1 jérgi rea absoluutsest koonuvusest jéreldub alati selle koon-
duvus. Vastupidine véide ei kehti. Rida voib olla koonduv, kuid mitte ab-
soluutselt. Eelmise punkti néites vaadeldud vahelduvate mérkidega rida on
koonduv, kuid absoluutviartustest moodustatud rida

1 oo
1+2+ —. ;E

on harmooniline rida, mis hajub.

Definitsioon. Koonduvat rida, mis absoluutselt ei koondu, nimetatakse
tingimisi koonduvaks reaks.

Eeltoodut arvesse vottes saame Gelda, et eelmise punkti néaites vaadeldud
rida on tingimisi koonduv rida.

Kui positiivsete liikmetega rea koonduvus ehk muutuvate mérkidega rea
absoluutne koonduvus leiab aset liikmete piisavalt kiire kahanemise tottu, siis
tingimisi koonduvus leiab aset selle tottu, et rea erinevate mérkidega liikmed
koondavad iiksteist.

8.6 Funktsionaalread

Funktsionaalreaks nimetatakse rida, mille liikkmed on funktsioonid, st rida

D w() (8.12)

Kui fikseerida argumendi z vaartus xy, omandavad funktsioonid wy(z)
kindlad arvulised véédrtused ug(zy), st védrtuse zo korral saame reast (8.12)
arvrea.

Naiide. Vaatleme funktsionaalrida

1+az422+. Zx (8.13)

Andes selles reas muutujale x vaidrtuse r = 5 saame geomeetrilise rea,
oo

> 5

k=0

1
mille tegur on 5 ja seega koondub.

Andes reas (8.13) muutujale z véédrtuse x = 1, saame arvrea
1+1+14+...,

st arvrea, mille iildliikme piirvadrtus on 1, st ei ole 0 ja mis jarelikult hajub.

13



Andes reas (8.13) muutujale x vadrtuse x = —1, saame arvrea
I—14+1—. . +(=DF ...,

mis hajub.
Andes reas (8.13) muutujale z védrtuse x > 1, saame arvrea, mille
ildlitkme

ug(z) = 2"
piirvaartus

lim 2% = oo

k—o0

Andes reas (8.13) muutujale x vddrtuse < —1, saame arvrea, mille
iildliikme piirvadrtus puudub.

Seega ilmneb, et on muutuja x véirtusi, mille korral funktsionaalrida
koondub ja on véartusi, mille korral funktsinaalrida hajub.

Rea (8.12) osasummad

Sp(z) = Zuk(x)

on samuti muutuja x funktsioonid, mis moodustavad funktsionaaljada
Sl(:v), SQ(.T), cey Sn(x), (814)

Definitsioon. Argumendi x véaédrtuste hulka X, mille korral osasummade
jada (8.14) koondub, st 3

S(x) = lim S,(x), (8.15)

n—o0

nimetatakse funktsionaalrea (8.12) koonduvuspiirkonnaks.
Sellisel juhul 6eldakse, et S(x) on funktsionaalrea (8.12) summa ja kirju-
tatakse

S(x) =) u().

Viimase vorduse asemel voime kirjutada

S(x) = up(x)+ Y upl(x)
k=1 k=n+1
Summas esinevat teist liiget
Ry(x) = ) up(x)
k=n-+1

nimetatakse funktsionaalrea jadkliikmeks ja rea summa

S(x) = Sp(x) + Ry(x).

14



8.7 Majoreeruv rida

Definitsioon. Funktsionaalrida (8.12) nimetatakse majoreeruvaks hulgal X,
kui leidub selline positiivsete liikmetega koonduv arvrida

et V z € X korral
lur ()] < o

Rida (8.16) nimetatakse majorantreaks.
Niide. Funktsionaalrida

i sin kx
14 k2

k=1

on majoreeruv kogu reaalarvude hulgal R, sest iga x € R korral

sin kx < 1
14+ k2) — 14+ k2
aga rida
St
2
—~ 14k
koondub vordlustunnuse pohjal, sest
1 - 1
1+k2 k2

Teoreem 1. Kui funktsionaalrida (8.12) on majoreeruv hulgal X, siis V
x € X korral on selle funktsionaalrea jadkliikme piirvaartus 0, st

lim R,(x) =0.
n—oo
Téestus. Majorantrida (8.16) on koonduv positiivsete liikkmetega arvrida.
Té&histame selle rea osasummad

n
Op = E (072
k=1

ja summa

o= lim o,.
n—oo

Piirvédartuse moiste kohaselt V € > 0 korral leidub selline N > 0, et niipea
kui n > N, siis
lo —o,] <e.

15



00 n [e%S)
’O’—O’n| = E A — E ap| = E (073
k=1 k=1 k=n+1

Tahistades
oo
Tn = Z (6773
k=n+1
saame, et V € > 0 korral leidub selline N > 0, et niipea kui n > N, siis

rn < €.
Majoreeruvuse tottu V o € X korral |ug(x)| < ag, £ =1,2,3, ..., seega
oo 00 0o
|Rn(x)| = Z Uk(l') < Z |Uk;($)| < Z o =1, <€
k=n+1 k=n+1 k=n4+1

st, niipea kui n > N, siis V x € X korral
R, (z)] < e (8.17)

mida oligi tarvis toestada.
Viimane tingimus on samavéérne tingimusega

[S(z) = Sn(x)] < e

Definitsioon. Kui V € > 0 korral d selline N, et niipea kui n > N, siis
V o € X korral on tdidetud (8.17), siis nimetatakse funktsionaalrida (8.12)
thtlaselt koonduvaks hulgal X.

Jareldus. Viimase teoreemi saab sonastada: hulgal X majoreeruv funkt-
sionaalrida (8.12) on iihtlaselt koondus hulgal X.

Allpool néeme, et paljud loplike summade korral kehtivad omadused ei
ole iile kantavad ridadele. Kuid loplike summade omadused jadvad kehtima
hulgal X, kui eeldada sellel hulgal rea {ihtlast koonduvust.

Reeglina on lihtsam toestada rea majoreeruvust, kui selle iihtlast koondu-
vust. Majoreeruvusest hulgal jareldub {ihtlane koonduvus sellel hulgal. Seega
koik allpool toestatud teoreemid, kus on eeldatud rea iihtlast koonduvust,
jadvad kehtima, kui eeldada rea majoreeruvust.

8.8 Funktsionaalrea summa pidevus

Lopliku arvu pidevate funktsioonide summa on pidev funktsioon. Lopmatu
arvu pidevate funktsioonide summa, st rea, puhul ei pruugi see nii olla. Selle
kinnituseks vaatleme 16igul [0; 1] rida

ixk_l(l—x):(1—x)+x(1—x)+a72(1—x)—|—...—|—mk_1(1—x)—|—...
k=1
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Kui = 1, koosneb rida nullidest ja summa S(z) = 0. Kui z < 1, siis
hdabuva geomeetrilise rea summa valemi pohjal

1
1—=x

S(x) = (1—2)+z(l—2)+2*(1—z)+.. 42" (1—2)+... = (1-2) =1

Punktis x = 1 on rea summa seega katkev funktsioon, vaatamata sellele,
et rea litkmed on kogu reaalarvude hulgal, kaasa arvatud 16igul [0; 1] pidevad.

Teoreem. Kui hulgal X pidevatest funktsioonidest ux(z) moodustatud
rida (8.12) on iihtlaselt koonduv hulgal X, siis rea summa on sellel hulgal
pidev.

Téestus. Olgu S(z) funktsionaalrea (8.12) summa. Néitame, et pidevu-
seks tarvilik ja piisav tingimus

lim AS =0, (8.18)

Az—0

kus
AS = S(z+ Az) — S(x) = Sp(z + Az) + R, (v + Azx) — S, (z) — Ru(z),
on taidetud. Absoluutvéartuse omaduse tottu
|AS] < [Su(z+ Az) — S, ()] + |Ru(z + Az)| + | R, ()| (8.19)

Eelduse kohaselt on rida iihtlaselt koonduv hulgal X. Eelmise punkti teoreem
1 jérgi V € > 0 korral leidub selline N > 0, et kuin > N,siisVz,z+Ar € X
korral .
|R.(x 4+ Azx)| < 3
ja
€
R, <=
|[Bu(2)] < 5

Rea (8.12) n-is osasumma kui 16pliku arvu pidevate funktsioonide summa
on pidev funktsioon, seega pidevuseks tarvilik ja piisav tingimus on tédidetud,
st V e > 0 korral 3 selline § > 0, et kui |Az| < 0, siis

[AS,] = [Su(w + A1) = Su(o)] <
Tingimusest (8.19) saame, et V ¢ > 0 korral 3 selline 6 > 0, et kui
|Ax| < 6, siis

9 9 9
AS|<—4-4-=

mis tdhendabki, et tingimus (8.18) on tdidetud, st rea (8.12) summa S(z) on
pidev.
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8.9 Rea liikmeti integreerimine ja diferentseerimine

Loigul integreeruvate funktsioonide 16plikku summat on voimalik liikmeti
integreerida. Ridade puhul kehtib teoreem.

Teoreem 1. Kui funktsioonid wuy(z) on pidevad 16igul [a; b] ja rida (8.12)
on iihtlaselt koonduv sellel 16igul, siis

b

/ S(x)ds = i:: /b w(z)dw

a

, st rida (8.12) voib 16igul [a; b] liikmeti integtreerida.
Toestus. Koigepealt eelmise punkti teoreemi jargi on

S(z) =Y w(x)

pidev 16igul [a; b], seega eksisteerib

b
/S(:U)d:v

Toestuseks tuleb néidata, et rea

i /b ug(x)dx

osasummade jada koondub vaartuseks / S(x)dx st, et

S(x) = ) ur(z)

k=1

a

Kuid rea (8.12) iihtlase koonduvuse tottu V € > 0 korral 3 selline N, et kui

n > N, siis
€

R,
[Fua)] <

18



mistahes = € [a; ] korral. Seega

b b
/|Rn(x)|dx < = [ar=c

mida oligi tarvis toestada.
Jareldus 2. Kui a < zp < x < b ja (8.12) rahuldab teoreemi 1 eeldusi,

m/ S(x)dz = ; / e ()

Jareldus on ilmne, sest kui funktsioonid ux(z) k = 1, 2, ... on pidevad
16igul [a; ], siis on need pidevad ka 16igul [zg; 2] ja kui rida (8.12) koondub
tihtlaselt 16igul [a; b], siis koondub see iihtlaselt ka 16igul [z¢; x].

Teoreem 3. Kui rida (8.12) koondub l6igul [a; b] Funktsiooniks S(z) ja
realiikmete tuletistest moodustatud rida

> ()
k=1

koondub 16igul [a; b] iihtlaselt funktsiooniks o(x), siis S’(z) = o(x) ehk

S| - Yo

st funktsionaalrida (8.12) saab liikmeti diferentseerida.
Toestus. Jarelduse 2 pohjal, eeldusel, et a < x < b, saame

/J(x)d:v = Z/u;(x)dx = Z(uk(x) —ug(a)) = Zuk(:r) - Zuk(a)

“ 1

ehk

ja vottes viimase vorduse molemalt poolt tuletise x jargi o(z) = 5'(x).

8.10 Astmeread

Astmereaks nimetatakse funktsionaalrida, mille liikmed on astmefunktsioo-

nid, st rida
oo

Z cpa” (8.20)

k=1
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voi ildisemalt

S ele — a)f (8.21)

Nende ridade omaduste uurimine on sarnane, seepérast piirdume ridadega
(8.20).
Naiide 1. Rida

l+o4+a2+ ... +aF4+ :Zxk
k=0

on iga x véirtuse korral geomeetriline rida, mis koondub, kui |z| < 1. Seega
on selle rea koonduvuspiirkonnaks vahemik X = (—1;1) ning rea summa

selles vahemikus
> 1
k
= .22
D ot = (8.22)
k=0

Selgub, et astmeridade koonduvuspiirkonnad ongi sellise lihtsa struk-
tuuriga.

Teoreem 1 (Abeli teoreem). Kui astmerida (8.20) koondub agumendi
védrtuse xo korral, siis koondub see rida absoluutselt iga tingimust |z| < |zo|
rahuldava x véartuse korral.

Vastupidi, kui astmerida (8.20) hajub agumendi véértuse xy korral, siis
hajub see ka iga tingimust |z| > |x¢| rahuldava = viirtuse korral.

Toestus. Koigepealt tdestame esimese viite. Eelduse kohaselt arvrida

oo
E Ckl’g
k=1

on kooduv, seega selle iildliikme piirvaértus

lim cpzl =0
k—o00
Kuid koonduv jada on tokestatdud, st d selline positiivne konstant K, et
lexrh| < K

Téhistades g = ﬁ, on tingimuse |z| < |zo| tottu |g| < 1 ja seega
Lo

k| _ kx_k Ko*
exx"| = |erag x’f’ < Kq
0

Geomeetriline rida

>
k=1
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on koonduv, seega vordlustunnuse pohjal koondub rida

00
D lena’]
k=1

st rida (8.20) koondub absoluutselt.
Teoreemi teise poole toestuseks eeldame viite vastaselt, et rida (8.20)
koondub mingi |z| > |zg| korral. Kuid siis tdestuse esimese poole pdhjal

peaks rida

Z CkZL’IS

k=1
koonduma absoluutselt, mis on aga eeldusega vastuolus. Seega ei saa rida
(8.20) koonduda.

Abeli teoreemi tottu eksisteerib selline reaalarv R, et |z| < R korral
rida (8.20) koondub ja |z| > R korral (8.20) hajub. Sellist reaalarvu R ni-
metatakse rea (8.20) koonduvusraadiuseks ja vahemikku (—R; R) selle rea
koonduvusvahemikuks.

Mairkus. Koonduvusvahemiku otspunktides, st x = R ja x = — R korral
tuleb rea (8.20) koonduvust eraldi uurida. Allpool esitatavas néites veen-
dume, et koonduvusvahemiku otspunktides v6ib rida olla hajuv, tingimisi
koonduv véi absoluutselt koonduv.

Uhe voimaluse koonduvusraadiuse R leidmiseks annab jirgmine teoreem.

Teoreem 2. Kui astmerea (8.20) kordajad ¢ ei vordu nulliga ja 3
C

Ck+1

d = lim
k—o0

siis R = d.
Toestus. Kasutades rea

o0

> exat|

k=1
koonduvuse uurimiseks D’Alemberti tunnust, saame
k1|

= |z| lim

k—o0 |Ck| o d

ekl _ |2]

. Cr+1T
D:hm| +

k—o0 |Ck$k|

Seega D’Alemberti tunnuse kohaselt vaadeldav rida koondub, kui %‘ <1, st

2]

|z| < d, ja hajub, kui ik 1, st |x| > d, mille tottu R = d ehk
R= lim |—— (8.23)
k—oo Ck’-i—l
Niide. Leiame ridade Z z*, Z - ja Z — koonduvuspiirkonnad.
k=1 k=1 k=1



Koigi kolme rea koonduvusraadiused vorduvad 1-ga, sest esimesel real
Cr = 1 ja

R = lim E =1
k—oo 1
. 1.,
teisel real ¢, = z ja
R=lim il
koo k
kolmandal ¢ = e ja
. (k+1)2
B=lm = =t

Seega on koigi kolme rea koonduvusvahemikud (—1;1).

Esimese rea iildliige koonduvusvahemiku parempoolses otspunktis on 1% =
1, selle piirvadrtus on 1 # 0, st rida hajub. Vasakpoolses otspunktis on
iildliige (—1)*, millel puudub piirviidrtus, kui & — oo, st rida hajub ning
esimese rea koonduvuspiirkond on vahemik (—1;1)

Teise rea iildliige on koonduvusvahemiku parempoolses otspunktis l, st
teine rida on parempoolses otspunktis harmooniline rida, mis hajub. Vasak-
(—1)*

k
otspunktis vahelduvate mérkidega rida, mis Leibnizi tunnuse pohjal koondub.

Niisiis on teise rea koonduvuspiirkond poolloik [—1;1)
Kolmanda rea iildliige koonduvusvahemiku parempoolses otspunktis on

(=D*

k2

poolses otspunktis on teise rea iildliige , st teine rida on vasakpoolses

1 1
yE ja vasakpoolses otspunktis , molema absoluutvaartused =k Punkti

= 1
8.3 ndite 1 pohjal rida Z e koondub, seega kolmas rida koonduvusvahe-

k=1
miku parempoolses otspunktis koondub ja vasakpoolses otspunktis koondub

absoluutselt, st kolmanda rea koonduvuspiirkond on 16ik [—1; 1]

8.11 Astmeridade iihtlane koonduvus

Teoreem. Astmerida koonuvusraadiusega R on iihlaselt koonduv igas
16igus [a;b] C (—R; R).
Téestus. Kui téhistada r = max{|al, |b|}, siis

[a;b] C [=r;7] C (=R R)

Selle tottu, et » on koonduvusvahemiku sisepunkt, on rida

o0
E Cka
k=1
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Abeli teoreemi pohjal absoluutselt koonuv, st

00
D lelr*
k=1

on positiivsete litkmetega koonduv arvrida. Kuid iga = € [a; b] korral
lcxx®| < |e|r®

so (8.20) on majoreeruv 16igul [a; b] seega alampunkti 8.7 jarelduse pohjal ka
tihtlaselt koonduv 16igul [a; b].

Sellest teoreemist saame kolm jareldust

Jareldus 1. Astmerea (8.20) koonduvusraadiusedga R summa on pidev
igal 1oigul [a;b] C (—R; R).

Alampunkti 8.8 Teoreemi tottu on see jareldus ilmne.

Jareldus 2. Astmerida (8.20) koonduvusraadiusedga R voib litkmeti in-
tegreerida igal 16igul [a;0] C (—R; R).

Alampunkti 8.9 Teoreemi 1 tottu on seegi jareldus ilmne.

Jéareldus 3. Astmerida (8.20) koonduvusraadiusedga R voib litkmeti di-
ferentseerida igal 16igul [a;b] C (—R; R).

Téestus. Diferentseerides artmerida (8.20) liitkmeti saame

oo
5 k- cpabt
k=1

Vastavalt alampunkti 8.9 Teoreemile 2 peame néitama, et saadud rea koon-
duvusraadius on endiselt R. Leiame saadud rea koonduvusraadiuse R’ valemi
(8.23) abil

Ck

Ck+1

R = lim ke

—_— - lim
k—o0 ‘ (k‘ —+ 1)Ck+1 o

mida oligi tarvis toestada.

Toetudes geomeetrilise rea (8.22) summale ning jareldustele 2 ja 3, saame
leida paljude funktsioonide arendusi astmereaks.

Niide 1. Korrutades vorduse (8.22) molemat poolt teguriga z, saame

rea
00

00
= - § :l’k § k+1
k=0

k=0

mille koonduvusraadius on endiselt 1. On lihtne kontrollida, et

(1;)/: <1—1m>2

Kasutades liikmeti diferentseerimist, saame selle tuletise astmerea

1 0o 0o
mzz k—i—l Zk+1
k=0 k=0



ja saadud rea koonduvusraadius on ikka 1.
Néiide 2. Asendades vorduses (8.22) muutuja x muutujaga —z?, saame

1 oo
1+x2_1—— _Z_gf -
k=0 k

k2k

oo
—0
ning see rida koondub kui | —z?| < 1, mis on vérdviirne tingimusega |z| < 1.

Arvestades seda, et
x

/ dx
arctanx =
14 22

0

saame funktsiooni arctanx arenduse astmereaks integreerides viimast rida
litkmeti 16igul [0; 2] eeldusel |z| < 1

T

o0 % p2k+1
arctan x = Z(—l)k/x%da: = Z(—l)k2k .
k=0 0 k=0 *

Saadud rea koonduvusraadius on taas 1, so koonduvusvahemik (—1;1). Uuri-
me saadud rea koonduvust kooduvusvahemiku otspunktides.

Koonduvusvahemiku vasakpoolses otspunktis x = —1 saame arvrea
0 k:( 2k+1 0 (
-1 =
Z( ) 2k + 1 Z 2k +
k=0 k=0

ja parempoolses otspunktis x = 1 arvrea

IE

Molemad saadud arvread on vahelduvate mérkidega read, mis koonduvad
Leibnizi tunnuse pohjal, so funktsiooi arctan x arendud astmereaks koondub
koonduvusvahemiku molemas otspunktis, st koonduvuspiirkonnaks on 16ik
[—1;1].

Seega on voimalik, et lilkmeti integreerimise tagajérjel saadud rida koon-
dub koonduvusvahemiku mélemas otspunktis vaatamata sellele, et esialgne
rida on molemas otspunktis hajuv.

8.12 Taylori ja Maclaurini rida

Oletame et funktsioon f(z) on punkti a timruses lopmatu arv kordi dife-
rentseeruv. Kui astmereas -
Z cr(x —a)f
k=0

kordajad ¢ leitakse valemi
fM(a)
k!

= (8.24)
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pohjal, siis saadud rida

k) (g
Zf k'( >(x—a)k (8.25)

nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks punkti a iimbruses voi funktsiooni
f(x) Taylori reaks x — a astmete jargi ja kordajaid (8.24) funktsiooni f(x)
Taylori kordajateks. Selle rea n-es osasumma on Taylori poliinoom

Taylori valemi pohjal avaldub funktsioon f(z) summana
f(x) = Po(x) + Rn(z)

so Taylori poliinoomi ja ja#kliikme summana.
On toestatud, et Taylori valemi jédkliige avaldub

_ (z—a)" (n+1)
R, (v) = mf (a+O6(z —a))
kus0<©O <1
Kui
g Fale) =0
siis

lim P (x) = f(a)

so Taylori rea osasummade jada koondub funktsiooniks f(z).
Kokku vottes saab véita, et Taylori rida (8.25) esitab funktsiooni f(x)
ainult siis, kui jadkliikme piirvaartus vordub nulliga. Kui lim R, (x) # 0, siis
n—oo

funktsiooni f(z) Taylori rida v6ib kiill koonduda, kuid see ei esita funktsiooni

f().

Taylori rida a = 0 iimbruses ehk Taylori rida x astmete jargi

i / (k)!(o)xk (8.26)

k
k=0

nimetatakse Maclaurini reaks.

8.13 Funktsioonide e, sinx ja cosz arendamine Mac-
laurini reaks

Matemaatiline analiiiis I kursuses on Maclaurini valemit kasitlevas teemas
toestatud, et funktsiooni e* n-ndat jarku Maclaurini valem avaldub

xr __ ]' 1 2 ]' 3 ]' n
e —1+ﬁx+§x +§x —i—...—l—ax + R, (x)
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kus jaskliikme piirvadartus

lim R,(z) = li
iga x € Rjaiga 0 < 6 < 1 korral. Jarelikult esitab funktsiooni e* Maclaurini
rida seda funktsiooni iga reaalarvulise = korral, st

k 2 8

xr __ OO:L‘ _
e _;H_1+x+§+§+...
=0

Samuti on toestatud, et funktsiooni sinx 2n + 1 jirku Maclaurini valem

on 3 5 In+1
2t

_ T _ 2 Ny
sing=—=——+——...+(-1)'—
(2n + 1)!

13t 5l

mille jadkliige avaldub

+ Ropt1(2)

x2n+2

Rona (@) = 50255

sin (©z + (n+ 1))

Et iga z € R jaiga 0 < 6 < 1 korral

lim R2n+1<$> =0

n—00

esitab funktsiooni sinz Maclaurini rida seda funktsiooni iga reaalarvulise x
véartuse korral:

. o $2k+1 $3 I‘5
Slnxzkz_om:l'—?‘i‘g

Lisaks on toestatud, et funktsiooni cosx 2n jirku Maclaurini valem on

- g
cosx:1—5+z—...+(—1) (2—W+R2n(a:)
jaaklitkmega
2+l T

Jélle on teada, et iga x € R ja iga 0 < 6 < 1 korral

n—oo
st funktsiooni cos x Maclaurini rida esitab seda funktsiooni iga reaalarvulise
x vadrtuse korral:

2 ot

© 2k
cosx:ZQk)!:l—EqLI...
k=0
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8.14 Trigonomeetriline funktsioonide siisteem
Funktsioonide siisteemi
{1; sinz; cosz; sin2x; cos2z; ...; sinkx; coskx; ...} (8.27)

nimetetakse trigonomeeetriliseks funktsioonide siisteemiks. Leiame selle siisteemi
funktsioonide korrutiste integraalid 16igul [—; 7]. Integreerimisel kasutame
kolme trigonomeetria valemit

1
sinacos f = é[sin(a + ) + sin(a — B)] (8.28)
1
cosacos f = 5[008(04 + ) + cos(a — )] (8.29)
1
sinasin 8 = §[COS(04 — ) — cos(a+ f3)] (8.30)
Esiteks leiame kahe siinusfunktsiooni sinkz ja sinnz (K = 1, 2, ...,

n =1, 2, ...) korrutise integraali. Valemi (8.30) pohjal

s 1 ™
/sin kx sinnxdx = 5 /[cos(k —n)x — cos(k + n)zx|dx

Kui n # k, siis

™

1 1
/sin kx sinnxdx = ) sin(k —n)zx T 3Ew sin(k +n)z - =0
Kui n = k, siis
]'k'kd 1](1 oka)dr = S| — L sin2ka]
in kx sin = — = — —sin =
sin kz sin kede = 5 cos 2kx)dx 21‘4 Tk a:iﬂ m

Trigonomeetrilise siisteemi esimest funktsioni saab vaadelda kui 1 = cos Oz.
Leiama kahe koosinusfuntsiooni coskx ja cosnz (k = 0, 1, 2, ..., n =
0, 1, 2, ...) korrutise integraali. Valemi (8.29) abil leiame

™ ™

1
/COS kx cosnxdr = 3 /[cos(k + n)x + cos(k — n)x]dx
Kui n # k, siis

™

/ cos kx cosnxdx =

—Tr

K T

1
sin(k +n)zr| + ————

1
2(k+n)

-7
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Kui n =k # 0, siis

/cos kx cos kxdx = 5 /(Cos 2kz + 1)dz = oy sin2kxr| +-x| =
Kui n =k =0, siis
s 1 ™
/cos kx cosnxdr = 5 /(1 + 1)dx = 27
Kolmandaks leiame funktsioonide sinkz (kK = 1, 2, ...) ja cosnz (n =
0, 1, 2, ...) korrutise integraali, kasutedes valemit (8.28
[ ] |
/sm kx cosnxdx = 5 /[sm(k: +n)x + sin(k — n)z|dx

Kui n # k, siis
™

/sin kx cosnxdr = —

—T

cos(k+n)x

1
2(k+n)

Kui n = k, siis

s
™

- 1 sin’k
/sin kx cos kxdx = z /sin kxd(sinkz) = — - S P

k2 =0

—Tr —Tr

Jarelikult vordub kahe erineva trigonomeetrilise siisteemi funktsioonide kor-
rutise integraal 16igul [—; 7] alati 0-ga. Trigonomeetrilise siisteemi funktsioo-
nide ruutude integraalid 16igul [—; 7] vorduvad m-ga. Erandiks on esimene
funktsioon 1, mille ruudu integraal 16igul [—7; 7] on 2. Kokku vottes saame

s

o (0 if ok
/sm kx sin nxdr = { c i n=k£0 (8.31)
T 0 kui n#k
/cos kxcosnxdr = m kui n=k#0 (8.32)

27 kuli n=k=0

—T

/sin kx cosnxdr = 0 iga k and n korral (8.33)

Tingimusi (8.31) - (8.33) nimetatakse trigonomeetrilise funktsioonide siisteemi
ortogonaalsuse tingimusteks. Trigonomeetriline funktsioonide siisteem on or-
togonaalne sisteem 16igul [—; 7).
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8.15 2m-perioodiliste funktsioonide Fourier’ read

Meeldetuletuseks: funktsiooni f(x) nimetatakse 2m-perioodiliseks, kui iga
r,x+2re X
flx+2m) = f(x)
mis tdhendab, et funktsiooni védrtused korduvad iga 27 jérel.

Oletame, et 2m-perioodiline funktsioon f(z) on arendatav iihtlaselt koon-
duvaks trigonomeetriliseks reaks

flx) = 9o + ay, cos kx + by sin kx 8.34
2
k=

1

a
Vabaliige on sobilik kirjutada 50, mitte ag, sest siis saab vabaliiget ag arvu-

tada sama valemi jargi nagu iilejadnud kordajaid ay.
Rea (8.34) iihtlane koondumine on tagatud, kui koondub positiivsete liik-

metega arvrida
o0

> (lax] + [be])

k=1
sest iga reaalarvulise x vaartuse korral

|ag cos kx + by sin kx| < |ag| + |bk|

mis téhendab, et (8.34) on majoreeruv ja seega alapunki 8.7 Teoreem 1
pohjal ka iihtlaselt koonduv kogu reaalarvude hulgal. Alapunkti 8.9 Teoreem
1 pohjal saab rida 8.7 (8.34) liikmeti integreerida loigul [—7; 7]:

/f(x)dx = / %dx + Z /(ak cos kx + by, sin kx)dx
—7 —7 k=1-,

Iga k=1, 2, ... korral

ja _
/ sinkx =0
seega _ N _
/f(a:)c&z% d:l::% 2r =ag -
jéarelikult -’ B

P / f(w)da (8.35)



Reaksarenduse (8.34) kordajate aj korrutame selle vorduse molemaid
pooli funktsiooniga cos nz, eeldades et n > 1:

[e.e]
a .
f(z)cosnx = 30 cos nx + E (ay cos kx cos nx + by, sin kx cos nx)
k=1

Saadud rida on iihtlaselt koonduv, sest
|ax, cos kx cos nx + by, sin kx cos nx| < |ay, cos kx + by, sin kz|

ja seda saab litkmeti integreerida 16igul [—m; 7]

/f(:v) cosnxdr = %/cosnxdijZ(ak/cos kx Cosm:dx—i-bk/sin kx cosnxdx)
—7 -7 k=1 -7 —T

Vorduse paremal pool olev esimene integral vordub 0-ga. Ortogonaalsuse
tingimustest (8.32) ja (8.33) saame, et ainus liidetav l6pmatus summas, mis
on nullist erinev ja vordub 7m-ga on liidetav, kus k& = n, jarelikult

/f(x) cosnxdr = ap - T
millest saame, et (vottes n asemel jélle k)
1 K
ap = —/f(x) coskxdr k=12, ... (8.36)
m

Samasugusel viisil, korrutades vorduse (8.34) molemaid pooli funktsiooniga
sinnz, eeldusel et n > 1, saame

1 s
b = —/f(:zc)sinkxdx k=12 ... (8.37)
7T

Kordajaid ag, ax ja by, mis on defineeritud vastavalt vordustega (8.35),
(8.36) ja (8.37), nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ kordajateks ja nende
kordajatega trigonomeetrilist rida (8.34) funktsiooni f(x) Fourier’ reaks.

Me leidsime Fourier’ kordajad eeldades, et trigonomeetriline rida on ko-
gu reaalarvude hulgal iihtlaselt koonduv. Kuid arvutades kordajad valemite
(8.35), (8.36) ja (8.37) abil ning koostades nende kordajatega Fourier’ reaks
arenduse

Qo

5 + Z(ak cos kx + by, sin kx)

k=1
ei saa me olla kindlad, kas saadud Fourier’ rida koondub, ja kui see koon-
dub, kas siis ta koondub véértuseks f(z). Hetkel saame viita, et lahtudes
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funktsioonist f(z) 16igul [—m; 7] on leitud reaks arendus, mida nimetatakse
Fourier’ reaks ja kirjutatakse

f(z) ~ % + Z ay, cos kx + by, sin kx (8.38)

k=1

Mérgi ~ voime kirjutada = alles siis, kui oleme toestanud, et Fourier reaks
arendus koondub funktsiooniks f(z).

Naiaide 1. Arendame Fourier’ reaks ristkiilikukujulise lainefunktsiooni,
mis on defineeritud kui

ro={ 0 b TS s = )

1 kui O<z<m

Antud funktsioon f(x) on 2m-perioodiline, ja selle graafik on joonisel 8.3.
Fourier’ kordajad leiame valemite (8.35), (8.36) ja (8.37) abil. Esiteks

4

/ Y

Joonis &8.3.

g
|
Bl
—
~
S
B
Il
A=
?
I
Bl
S
Il
—_

teiseks

=0
0

T km

1/ 1
ak:—/cosijd:p:—sinkx
0

ja kolmandaks

™

1 1
b, = — /Sink:xdx = cos kx

™ ™

" 1 K 0  kui k& on paaris
/ 0 _E((_l) - = { 2 kui k on paaritu

Seega ap = 0iga k =0, 1, 2, ... korral ja by, = 0 iga k =1, 2, ... korral.
Antud funktsiooni arendus Fourier’ reaks on
2

1 2 2
f(z) N5—1—;sinx+3—wsin3x+§sin5x+...
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ehk

o

1 2
f(l’) ~ 5 + Z m Sin(2k + 1)1’
k=0

Jargmine teoreem annab piisavad tingimused Fourier’ rea koonduvuseks.
Koonduvus punktis z tdhendab endiselt seda, et rea (8.38) osasummade

Sp(z) = % + Z a, cos kx + by sin kx
k=1

jada koondub funktsiooni f(z) védrtuseks punktis z, st

lim S,(x) = f(x)
n—oo

Teoreem (Dirichlet’ teoreem). Kui f(z) on tokestatud 27-perioodiline
funktsioon, millel on {ihes perioodis 16plik arv lokaalseid maksimume ja mii-
nimume ning 16plik arv esimest liiki katkevuspunkte, siis funktsiooni f(x)
Fourier’ rida koondub véaartuseks f(x) kdoikides funktsiooni f(z) pidevus-
punktides ning fuktsiooni f(x) vasak- ja parempoolse piirvéédrtuse aritmee-
tiliseks keskmiseks funktsionoi f(z) katkevuspunktides.

Ristkiilikukujulisel lainefunktsioonil on poolldigul (—; 7] iiks lokaalne
maksimum, mis vordub 1-ga, ja iiks lokaalne miinimum, mis vordub 0-ga
ning kaks katkevuspunkti 0 ja 7. Seega vahemikes, kus funktsioon on pidev, so
vahemikes (—;0) ja (0; 7) selle funktsiooni Fourier’ rida koondub viaértuseks
f(z). Punktis 0 on funktsiooni f(z) vasakpoolne piirvéértus f(0—) = xlg(r]l flz) =
0 ja parempoolne piirvéartus f(0+) = xll%lJr f(z) = 1 ning nende ithepoolsete

piirvéartuste aritmeetiline keskmine
041 _1
2 2
Funktsiooni f(x) vasakpoolne piirvéértus punktis 7 on f(7—) = lim f(z) =
1 ja parempoolne piirvéirtus f(7+) = x1_1>I7IT1+ f(z) = 0 ning nendexﬁlg)oolsete

piirvédartuste aritmeetiline keskmine

140 1

2 2

Seega katkevuspunktides koondub ristkiilikukujulise lainefunktsiooni Fou-

rier’ rida vaartuseks —.

Seda saab kinnitada vahetu arvutamise teel, sest iga téisarvulise k korral
sin((2k + 1) - 0) = 0 ja sin((2k + 1)7) = 0, seega

 [— 2 1
- % sin((2k+ 1)0) = =
2" § kg D @k 1)0) =3
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ja
| — 2 1
— — = sin((2k+17) = =
2" kz:% Ok 1y SR+ D) =5

Joonisel 8.4 on esitatud leitud Fourier’ rea osasummade

1 2 2
Sont1(z) = ——|——sinx+3—sin3:v+...—|— sin(2n + 1)z
7r m

2
graafikuid n =0, 1, 2, 3 korral.

2n+1)m

S\/ S > §\./’\ g
ipA T 7

Joonis 8.4. Ristkiilikukujulise lainefunktsiooni Fourier’ rea osasummad

8.16 2m-perioodiliste funktsioonide Fourier’ siinus- ja
koosinusrida

Nagu eespool veendusime, voivad osa Fourier’ kordajaid olla vordsed nul-
liga. Nende nulliga vorduvate kordajate leidmise voib integraale arvutamata
vahele jétta, omades teadmisi paaris- ja paaritutest funktsioonidest.

Lause 1. Kui funktsioon f(x) on paaris, siis

/a fla)da =2 / f(a)dx

ja kui f(x) on paaritu, siis

/f(m)dx =0
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Toestus. Madratud integraali aditiivsuse omaduse pohjal

/af(x)dx:/of(:c)dx—i—/af(m)dx

Vaiirduse paremal pool olevas esimeses liidetavas teeme muutuja vahetuse
x = —t, mille korral dv = —dt. Kui = 0, siis t = 0, ja kui x = —a, siis
t = a. Seega

/af(x)dx:—/Of(—t)dt+/af(x)dx:/af(—t)dt—l—/af(a:)da:

ja tahistades esimeses liidetavas integreerimismuutuja taas r-ga, saame
[ t@de= [((-0) + s@)as
—a 0

Kui siin f(z) on paaris, siis f(—z) + f(x) = 2f(z), ja kui f(x) on paaritu,
sits f(—z) + f(z) =0.

Tuletagem veel meelde Matemaatiline anliiiis I kursuses opitud kolme
véaidet paaris- ja paaritute funktsioonide kohta:

e kahe paarisfunktsiooni korrutis on paarisfunktsioon;
e kahe paaritu funktsiooni korrutis on paarisfunktsioon;
e paarisfunktsiooni ja paaritu funktsiooni korrutis on paaritu funktsioon.

Oletame, et f(z) on 2m-perioodiline paarisfunktsioon. Sel juhul iga taisarvulise
k > 1 korral on korrutis f(z)coskx paaris- ja korrutis f(z)sinkz paaritu
funktsioon. Lause 1 pohjal saame niitid funktsiooni f(z) Fourier’ kordajate

arvutamiseks valemid i
2
ag = — / f(x)dx
T
0

ap =

z/f(a:) coskxdr, k>1
" 0
ja
bp=0, k>1
Jarelikult on paarisfunktsiooni f(z) Fourier’ reaks arenduses ainult koosinus-
tega litkmed

flx) ~ %—’—;akCOSka
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Saadud rida nimetatakse Fourier’ koosinusreaks.

Jargmiseks oletame, et f(x) on paaritu 2m-perioodiline funktsioon. Siis iga
taisarvulise k > 1 korral on korrutis f(z) cos kx paaritu ja korrutis f(x) sin kx
paarisfunktsioon. Jille saame lause 1 abil Fourier’ kordajate lihtsustatud
arvutusvalemid

ag = 0

CLkIO, ]{321
ja
2 .
bk:—/f(x)smka:dx, k>1
T
0

Jarelikult on paaritu funktsiooni f(x) Fourier’ reaks arenduses ainult siinus-
tega liitkmed

f(z) ~ Z b sin kx
k=1

ja saadud rida nimetatakse Fourier’ siinusreaks.
Naiide 1. Leiame funktsiooni, mis on defineeritud kui

fl@)y=lz|, kui—r<z <7 ja f(z+27)=f(x)

arenduse Fourier’ reaks.
Selle 2m-perioodilise funktsiooni graafik on joonisel 8.5.

Ay

T+

Joonis 8.5.

Funktsioon on paaris ja 16igul [0; 7] muutuja x absuluutviirtus |z| = .
Seega on teada, et Fourier’ kordjad by = 0 koikide k£ > 1 korral. Arvutame

™

2 2
aoz—/xdx:x—
m 2

0

™

2 72
N
T 2

0
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ning kui £ > 1, siis integreerime ositi

2 [ 2 (1 o
ap = —/zcoskxdm:— —zsinkzx ——/sink‘md:p =
s T\ k o K
0 0
4 e g
9 T 9. (_1)k 9 _W’ if k is odd
T M T T e T
0, if k is even.

Antud funktsiooni arendus Fourier’ koosinusreaks on
T 4

f(x)rv5—;cosm——ﬁcos3x—ﬁcos5x—...

ehk
s cos(2k —i—
T2 Z (2k + 1
Antud funktsioon on pidev ja sellel on poollmgul (—7r; 7| iiks lokaalne mak-

simum ja iiks lokaalne miinimum. Seega Dirichlet koonduvusteoreemi pohjal
Fourier’ rida koondub véértuseks f(z) iga reaalarvulise x korral ja niiiid

voime kirjutada
4 i cos(2k + 1
™= (2k+1

l\DI=1

Juhul kui —7 < x < 7, siis

T Ao~ cos(2k 4 1)z
=522 2k +1)?

ehk

millest -

Z 1 . s
e = o
e (2k+1)? 8

Viimane tdhendab, et koikide paaritute naturaalarvude ruutude péordvaértuste

T
summa on —. Toetudes sellele saame leida ka koikide naturaalarvude ruu-

tude poordvadrtuste summa
— 1
55
k=1
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Kirjutame selle summa kahe summa summana

S —1+1+1+1—+1+14—1+1+- =
- 4 9 16 25 36 49 64

1 1 1 1

1 1
:1+—+—+—“H”+—O+—+—+—+~>=

9 25 49 4

Siit saame, et

ehk
T
S =—
6

Jarelikult on koikide naturaalarvude ruutude poordvaartuste summa

2

=1
Y=
k=1

Koonduvate Fourier’ ridade abil on voimalik leida mitmeid taolisi summasid.
Naiide 2. Arendame ristkiilikukujulise lainefunktsiooni, mis on defineeri-

tud kui

f()— —1 kui —7w<z<0
7Y 1 kui O<z<nm

Selle 2m-perioodilise funktsiooni graafik on joonisel 8.6.

and f(z+27m) = f(z)

Ay
— Lo —
i : : : N
—27 fﬂf 7T! 277! 3 x
I 71 I I
Joonis 8.6.
Antud funktsioon on paaritu, seega a, = 0iga k=0, 1, 2, ... korral ja

™

. 4
2 2 2 P
b = — /Sink‘xdx = ——coskx| = ——((—1)k_1) =9 kn’
T ]f’/T 0 kﬂ_ 0
0 )

Antud funktsiooni arendus Fourier reaks on
4

4 4
flz) ~ ;sin$+3—wsin3x+ 5—7Tsin5:v+...
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ehk

Zsm 2k+
Pt 2k+1

Dirichlet’ koonduvusteoreemi jérgi koondub see rida iga x € ((2k — 1)m; 2k7)

vadrtuseks —1 ja iga « € (2km; (2k + 1)m) korral védrtuseks 1. Katkevus-
—1+1
= 0.

punktides x = k7 rida koondub vaértuseks

8.17 Mis tahes perioodiga funktsioonide Fourier’ rida

Kui funktsiooni periood ei ole 27, saame selle Fourier’ rea leida lineaarse
muutuja vahetuse abil. Oletame, et funktsioon f(z) on perioodiline perioodi-
gaT, st f(zx+T) = f(x) iga « korral. Sellisel juhul on funktsiooni f (% - z)
periood 27, sest

(o) a5 or) (3

Eelnevast teame, et 2m-perioodilise funktsiooni f (Tx) Fourier’ rida on

2

T oo
f (2_1’) ~ %—k g ay, cos kx + by sin kx
T

k=1

kus

jak=1, 2, 3, ... korral

ning
1 Tz
b = —/f (—) sin kxdx
s 2T
T 2t
Kasutades muutuja vahetust ¢ = —x, saame & = — j ja dr = ?dt Kui
7
T T
r = —m, siist = —3 ja kui x = 7, siis t = 3 Jarelikult perioodilise

funktsiooni f(t) perioodiga T" arendus Fourier’ reaks on

C 2kt 2kt
f(t)~%+z_:akcos ; + by sin ;
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kus Fourier’ kordajad leitakse valemitega

T
2

do = % Ft)dt

M}H\

jak=1, 2, 3, ... korral

T
7
2 2kmt
asz/f(t)cos dt
T
2
ning
T
2 [ . 2knt
bk:T/f(t)sm T dt
_r

2m
Kui 7" on funktsiooni f(x) periood, siis suhet w = a nimetatakse funkt-

siooni f(z) nurksageduseks ehk lihtsalt sageduseks. Kui kasutada sagedust
w ja téhistada f(x) arenduses Fourier’ reaks muutuja uuesti z-ga, saame
Fourier’ rea

flx) ~ @%— ay cos kwx + by sin kwx
2
k=1

mille kordajad arvutatakse valemitega

jak=1, 2, 3, ... korral

ay = f(x)coskwrdr and by =

‘ Nl
s i

/ f(x) sin kwzdz

Loomulikult jdab Dirichlet” koonduvusteoreem kehtima ja funktsioonide pu-
hul, mille periood T

Funktsioonid cos kwz ja sin kwx kujutavad endast lihtsaid harmoonilisi
vonkumisi, mille sagedus on kw. Seega Fourier’ rea osasummad

Sn(z) = % + Z ay cos kwx + by sin kwzx
k=1

39



on harmooniliste vonkumiste lineaarkombinatsioonid. Juhul kui Fourier’ rida
koondub véirtuseks f(x), st kehtib vordus

flz) = % + Zak cos kwx + by, sin kwx
k=1

on funktsioon esitatav harmooniliste vonkumisete kaudu. See esitus on méadratud
Fourier’ kordajatega ar (k =0, 1, 2, ...)jaby (k= 1, 2, 3, ...).
Fourier’ kordajate jada

o, a1, bla az, b25

nimetatakse funktsiooni spektraaljadaks ehk spektriks. Seega on funktsiooni
Fourier’ kordajate arvutamine selle funktsiooni spektri leidmine ja funktsioo-
ni arendus Fourier’ reaks funktsiooni esitamine oma spektri kaudu.

Naide. Leidke funktsiooni

o
R B P N

arendus Fourier’ reaks.
Antud funktsiooni graafik on joonisel 8.7. Funktsiooni periood T' = 4, so

Ay
I 2-- I I
=% B/ | 7 /N
Joonis 8.7.
2t ow UV : .
sagedus w = — = —. Definitsiooni jirgi vahemikus (—2;0) vordub funkt-

. 4 2
sioon (-ga, seega

2

0
2 1 1 1 22
2o

2
=1
0
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Ositi integreerides saame Fourier’ kordajad

1 k
ap = —/xcosﬂdx:

1] 2 kmx 22 kra |?
= 5 E:csm 5 +k;27r2008 5 ) =
2
= k27T2 ((_1)k - 1)

Integreerides veel kord ositi, saame

1
b, = /xsin _k:7r$ dr =
2 2

1 2 /<:7rx2+ 4 kra |?
= — |——xcos sin =
2 km 2 |, Km? 2 |,

2 2 1k+1
— __(_1)k: ( )
km km

Jarelikult on antud funktsiooni Fourier’ reaks arendus

1 2K [(=1)f=1  kmnx (=)' krx
f(:c)~§+;2[ 2 (08 + L sin—

k=1

Pannes tihele, et paarisarvuliste k vadrtuste korral on koosinusfunktsioonide
kordajate lugejad vordsed 0-ga ja paarituarvuliste k véartuste korral —2-ga,
saame selle reaks arenduse kirjutada

1 4 1 (2k+1 2 o= (=1)*  krx
f(SC)N§—F (2k+1) CoS —;Zl k; s1n—

8.18 Loplikul 16igul defineeritud funktsiooni Fourier’
rida

Kui perioodiline funktsioon perioodiga T" on paaris, siis Fourier’ kordajad
k=20,1, 2, 3, ... korral

0[N

'ﬂlFb

/ ) cos kwxdx (8.39)
0

jak=1, 2, 3, ... korral

b = f(z)sinkwzdr =0 (8.40)

2
T

|
SN Tl
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Paarisfunktsiooni arendus Fourier’ reaks on

f(z) ~ % + Z ay cos kwx (8.41)
k=1
Kui perioodiline funktsioon perioodiga T" paaritu, siis k = 0, 1, 2, ... korral

on Fourier’ kordajad

T
3
2
G = / f(z) cos kwzdz = 0 (8.42)
T
2
jak=1, 2, ... korral
%
4 :
b = T/f(x) sin kwzdx (8.43)
0

Paaritu funktsiooni arendus Fourier’ reaks on
flz) ~ Z b sin kwzx (8.44)
k=1

Oletame niiiid, et funktsioon ei ole defineeritud kogu poolloigul (—%; %},

vaid ainult poolel sellest, st poolloigul (O; %} Sellisel juhul of véimalik funkt-
T.T

siooni jatkata poolldigule (—5, 5} nii, et tulemuseks on paarisfunktsioon,

aga ka nii, et tulemuseks on paaritu funktsioon. Seega on poolldigul (O; %]
defineeritud funktsiooni véimalik arendada nii Fourier’ koosinusreaks kui ka
Foureir’ siinusreaks.

Oletame, et funktsioon f(z) on defineeritud poolldigul (0; T]. Defineerime

selle paarisjitku ¢ (x) jargmiselt

f(z), kui ze(0;%
901(1’):{ f(=2), kui e (_g;(]q (8.45)

Vordusega o1 (z+T) = ¢1(z) defineerime selle paarisfunktsiooni perioodilise
jatku kogu arvteljele. Tulemuseks on paarisfunktsioon, mis on perioodiline
perioodiga T'. Funktsioon f(x), selle paarisjatk ¢;(x) ning viimase perioodi-
line jétk on joonisel 8.8. Perioodilise jatku Fourier’ koosinusrida on (8.41),
mille kordajad leitakse valemite (8.39) abil. Poolligul (0;Z] on rida (8.41)
iihtlasi funktsiooni f(x) arenduseks Fourier’ koosinusreaks.

Olgu funktsioon f(z) on jélle defineeritud poolldigul (O; %] Selle funkt-

siooni paaritu jitk @o(z) on defineeritud kui

(])} (8.46)



4 4

L

v

>

x _ x
5 2
Funktsioon f(x) ja selle paarisjatk 1 (x)
Ay
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | _

a7 _r T 3T x

2 2 2 2

Paarisfunktsiooni ¢4 (z) perioodiline jatk

Joonis 8.8.

Vordusega pao(z + T') = @o(x) defineerime selle paaritu funktsiooni perioo-
dilise jatku kogu arvteljele. Funktsioon f(z), selle paaritu jatk ¢o(x) ning
paaritu jatku perioodiline jéatk on joonisel 8.9. Perioodiline jétk on paari-
tu perioodiline funktsioon, mille periood on T'. Selle Fourier’ siinusrida on
(8.44), mille kordajad leitakse valemite (8.43) abil. Poolldigul (0; Z] on (8.44)
iihtlasi funktsiooni f(x) arenduseks Fourier siinusreaks.

Naiide. Leiame funktsiooni, mis poolldigul (0; 1] on defineeritud kui f(z) =
1 — x arenduse Fourier’ koosinusreaks.

Antud juhul f(—x) = 1 + x ehk (8.45) pohjal on selle funktsiooni paa-
risjiatk poolldigule (—1;1]

(2) = l—2, kui ze€(0;1]
PR = 142, ku x € (—1;0]

ja selle paarisfunktsiooni perioodiline jatk kogu arvteljele on defineeritud
vordusega

p1(z +2) = p1(z)
Joonisel 8.10 on antud funktsiooni graafik joonestatud punasega, paa-

risjatku graafik sinisega ja selle paarisjitku perioodilise jatku graafik rohe-

lisega. Perioodilise jatku periood T = 2 ja sagedus w = ; = 7. Esiteks
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Y AzY

I /
| |
| |
: -T :
[ _ 2 [ _
T 7 ! T 7
7 ! 7
|
|
Funktsioon f(x) ja selle paaritu jatk oo (x)
Ay
| ! [
I I ,
—-3T i ! ! i l
2 ! ! ! ! L,
| | —T T! | sp T
| 2 | 2! 5
I | I
I | I
I | I

Funktsiooni ¢y () perioodiline jatk
Joonis 8.9.

leiame valemi (8.39) abil

1

/(1—x)dx:2(x—%2>

0

ag =

DO | W~

teiseks, integreerides ositi, leiame

1
ar = 2/(1—:C)cosk7m:dx—

4 . .
_ 2 ((_1)k_1):{ FErcl kui k on paaritu,

k2w 0, kui k£ on paaris

Seega on funktsiooni ¢;(x) arendus Fourier’ koosinusreaks

cos(2k + 1)mx
o WQZ (2k + 1)2
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Joonis 8.10.

ja poolldigul (0; 1] on see ka antud funktsiooni arenduseks Fourier’ koosinus-
reaks

1 4 Z cos(2k + 1)z

l—g~ st —
et e (2k + 1)?

Vorduse —f(—x) = —1 — x tottu on (8.46) pohjal antud funktsiooni
paarituks jatkuks ps(z) poolldigule (—1;1]

{ 1—z, kui z¢€(0;1]

pa(r) = —1—x, kui z€ (-1;0]

ja selle perioodiline jitk kogu arvteljele on defineritud vordusega

Pa(T +2) = ()

Joonisel 8.11 on antud funktsiooni graafik joonestatud punasega, paaritu
jatku graafik sinisega ja selle paaritu jatku perioodilise jatku graafik roheli-
sega. Perioodilise jatku periood on endiselt T' = 2, seega sagedus w = 7.

Valemite (8.42) pohjal on paaritu perioodilise jatku Fourier’ kordajad
ap =01iga k=0, 1, 2, ... korral ja (8.43) pohjal (integreerime taas ositi)

1

by = 2/(1—x)sink7md:v:

1 b !
= 2 [—(1 - CIZ)E cos kmx ) ~ 2 sin krz 0] =
iga k=1, 2, 3, ... korral. Seega on paaritu perioodilise jitku (x) arendus
Fourier’ siinusreaks
2 = sin krx
pa(x) ~ p ; 2



Joonis 8.11.

ning poolldigul (0;1] on see iihtlasi antud funktsiooni arenduseks Fourier’
siinusreaks

2 o sin kmx
l—z~—
v 71'; k
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