Paljudel matemaatilistel operatsioonidel on olemas podrdoperatsioonid. Liitmise péordoperatsi
on lahutamine, korrutamise podrdoperatsiooniks jagamine, astendamise poérdoperatsiooniks
juurimine. Diferentseerimise poordoperatsiooniks on integreerimine, st funktsiooni leidmine,
kui on teada selle funktsiooni tuletis (ajas kulgeva protsessi kirjeldamine, kui on teada selle
protsessi kulgemise intensiivsus antud ajamomendil).

1 Maiaidramata integraali moiste ja omadused

Funktsiooni f(z) algfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni F'(z), mille korral F'(z) = f(x).
2

x
Niiteks funktsiooni x algfunktsiooniks on oL sest ( 3)’ = z, funktsiooni cos z algfunktsiooniks

sin z, sest (sinx)’ = cosx jne. Algfunktsioon ei ole iiheselt méairatud, sest peale funktsiooni
sin x on cos x algfunktsioonideks ka sinx + 2, sinx — 7 ja igasugune avaldis kujul sin z + C', kus
C on suvaline konstant.

Uldjuhul, kui funktsiooni f(x) algfunktsiooniks on F(z), siis on f(x) algfunktsiooniks ka
avaldis F'(x)+C, kus C on suvaline konstant. Tekib kiisimus, kas funktsioonil f(x) on veel muid
algfunktsioone, selliseid, mis ei avaldu kujul F(z) + C. Sellele annavad vastuse kaks jargmist
lauset.

Lause 1.1. Kui F'(z) = 0 piirkonnas X, siis F'(x) on selles piirkonnas konstantne.

Toestus. Fikseerime iihe punkti z € X. Kasutades Lagrange’i teoreemi, voime suvalise
muutuva Az korral kirjutada (eeldusel, et ka x + Az € X ), et

F(x + Az) — F(x) = F'(§)Au,

kus £ € X on mingisugune viirtus x ja x + Az vahel. Et eelduse kohaselt funktsiooni F'(x)
tuletis vordub nulliga kogu piirkonnas X, siis ka F’(£) = 0 ja jarelikult ka F(x+Az)—F(xz) =0
ehk suvalise Az korral F(z + Az) = F(z), mis sisuliselt tdhendab seda, et funktsiooni vadrtus
piirkonna X suvalises punktis x + Az on vordne funktsiooni vadrtusega fikseeritud punktis x
ehk funktsioon on piirkonnas X konstantne.

Lause 1.2. Kui F(x) ja G(x) on kaks erinevat funktsiooni f(z) algfunktsiooni, siis nad
erinevad teineteisest mitte rohkem kui konstandi vorra.

Téoestus. Eelduse kohaselt F'(x) = f(x) ja G'(x) = f(x). Seega

[G(z) = F(2)] = G'(x) = F'(x) = f(x) = f(x) =0

ja lausest 1 jéareldub, et G(z) — F(z) = C, kus C on suvaline konstant, ehk G(x) = F(z) + C
ja lause 2 véide on toestatud.

Kogu eelneva voib kokku votta jargmiselt: kui funktsioon F(x) on funktsiooni f(z) alg-
funktsiooniks, siis on selleks ka avaldis F'(z) + C, kus C on suvaline konstant ja muul kujul
algfunktsioone funktsioonil f(z) ei ole. See asjaolu annab aluse jargmiseks definitsiooniks.

Definitsioon 1.3. Kui F(z) on funktsiooni f(z) algfunktsioon, siis avaldist F'(z) + C, kus
C' on suvaline konstant, nimetatakse funktsiooni f(z) mddramata integraaliks ja téhistatakse

/f(:v)d:v.

Siin funktsiooni f(x) nimetatakse integreeritavaks funktsiooniks, dx argumendi diferentsiaaliks
ja korrrutist f(z)dz integreeritavaks avaldiseks. Seega definitsiooni kohaselt

/f(x)dx = F(x)+C,
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kus suvaline konstant C' kannab ka nimetust integreerimiskonstant. Eeltoodud néidete pohjal

/cosxdx =sinz + C,

2
T

de = — + C.

/xaz‘ 2+

Teeme méadramata integraali definitsioonist moningad jéareldused.
Jéreldus 1.4. ([ f (x)dm)/ = f(z), st médramata integraali tuletis on vordne integreerita-
va funktsiooniga.
Toepoolest, definitsiooni kohaselt ([ f(a:)da:)/ =(F(z)+C) = f(x).
Jareldus 1.5. d ([ f(z)dz) = f(z)dz, st midramata integraali diferentsiaal on vordne
integreeritava avaldisega.
Viide jareldub sellest, et funktsiooni diferentsiaaliks on funktsiooni tuletise ja argumendi dife-

rentsiaali korrutis: /
d (/ f(x)d:p) = (/f(x)dx) dz = f(z)dx

Jéareldus 1.6. [ dF(z) = F(z)+ C, st midramata integraal funktsiooni diferentsiaalist on
vordne selle funktsiooni ja suvalise konstandi summaga.
Toepoolest, kui F'(z) = f(x), siis

/ dF (z) = / F'(z)dz = / f(x)de = F(z) + C.

2 Pohiintegraalide tabel

Selles punktis esitame pohiliste elementaarfunktsioonide méa#dramata integraalid.

a+1
+C, aeR, a#—1.

2.1. Astmefunktsiooni integraal / x%dr = n
«

Selle kolm erijuhtu: /dx =x+C,

dzx 1
_2:__+C’
T T

/%:2\/5+C.

Esimene erijuhtudest sisaldub iildises astmefunktsiooni integraalis astendajaga a = 0, teine
1
astendajaga o = —2 ja kolmas astandajaga o = —5 Kui astmefunktsiooni integraalis oo = —1,
siis
dx
2.2. /— =In|z|+ C.
x

Trigonomeetriliste funktsioonide integraalid:

2.3. /cos xzdr = sinx + C.

2.4. /Sin xdy = —cosz + C.

d
2.5. / ;C =tanz + C.
cos? x




sin” x

d
2.6./ f = —cotz+C.

xT

2.7. Eksponentfunktsiooni integraal / a®dr = 1a +C, a>0,a#1

na
ja selle erijuht /e”dx =e"+C.

Integraalid, mille algfunktsioonideks on arkusfunktsioonid (mitte arkusfunktsiooonide integraa-
lid - neid vaatleme allpool).

2.8 dx
e V1—22
= arcsinz +C.

dx
2.9 [ L
/ Va? — x? a
d
2.10. / - f > = arctanz + C.
xXr

= arcsinz + C.

dx 1 T
2.11. | ———— = —arctan— + C.
a?+22 a a

Kaks naturaallogaritmiga seotud intetgraali.

dx
2.12. — =Inlz+ V2Lt a3 +C.
/\/352:|:a2 | |
d 1
2.13./—x:—1n Tl
a?—22  2a a—

Hiiperboolste funktsioonide integraalid

2.14. /shmd:c =che+C

2.15. /chxdx =shx+C

dz
2.17. /Sth = —cthz+C

dx
2.17. =thz+C
/ch2x o

Koik tabelis olevad valemid on vahetult kontrollitavad, sest paremal pool vérdusmérki olev
funktsioon peab olema integreeritava funktsiooni algfunktsiooniks, st selle tuletis peab olema
vordne integreeritava funktsiooniga (valemite 2.12 ja 2.13 puhul on lugejal soovitatav selles
veenduda).

3 Maiaramata integraali omadused

Selles punktis toestame kolm médramata integraali omadust ja kasutame neid omadusi in-
tegreerimisel.

Omadus 3.1. [[f(z)+g(z)ldz = [ f(x)dz+ [ g(x)dz, st kahe funktsiooni summa médramata
integraal on vordne nende funktsioonide méédramata integraalide summaga.

Toestus. Kaks madramata integraali on vordsed, kui nad erinevad teineteisest {ilimalt kons-
tandi vorra ehk nende tuletised on vordsed. Néaitame seda. Vottes vasakult poolt tuletise, saame
jarelduse 1.4 abil, et

([ +stoiae) = 101+ ).
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Paremalt poolt tuletist vottes kasutame sama jareldust ja summa tuletise omadust:

([ rwae+ [owir) = ([ ) +( [ owar) = s+ ot

Omadus 3.2. Kui a on konstant, siis [ af(z)dz = a [ f(z)dz, st konstantse teguri saab
tuua integraali mérgi ette.
Omaduse 3.2 pohjendus on analoogililine omaduse 3.1 pohjendusega.

Omadus 3.3. [[f(z)—g(z)ldz = [ f(z)dx— [ g(x)dz, st kahe funktsiooni vahe méiramata
integraal on vordne nende funktsioonide méiaramata integraalide vahega.
Pohjenduseks kasutame kahte eelmist omadust:

Jur@ = gtands = [ 15+ (~vg@lds = [ o+ [~z

_ /f(x)dx—/g(:c)d:c.

Toome moned néited integraalidest, mida on voéimalik leida, kasutades pohiintegraalide
tabelit ja médramata integraali omadusi 3.1 - 3.3.

Niide 3.4. Leiame [ (2?4 2sinz) dz.

Kasutades omadusi 3.1 ja 3.2 ning tabeliintegraale 2.1 ja 2.4, leiame

3
/$2d$—|—/281n1‘d1‘:/$2d$—|—2/sinl'd$:%—QCOSZL‘—FC.

Naide 3.5. Leiame )
/de
(14 2?)

Siin avame esmalt lugejas sulud, seejarel jagame liikmeti, taandame, kasutame omadusi 3.3
ja 3.2 ning tabeliintegraale 2.2 ja 2.10:

/%d - /%d:/( 1:1 - <12+xx2>)d‘”
- /(i_l—i—;ﬁ) / /1+:z:2

= In|z| — 2arctanz + C.

cos 2x
SIN™ T COS“ T

Kasutades jargemooda kahekordse argumendi koosinuse valemit, litkmeti jagamist, madramata
integraali omadust 3.3 ja tabeliintegraale 2.5 ning 2.6, saame, et

cos 2 cos?x —sin’zx cos® sin?
sZreois™ = | antreors U | \GiZrcots  streors) ™
sin? x cos? x sin? x cos? sinxcos?x  sin?xcos?zx

1 1 dx dx
= —— — 5 dr = —— — 5 = —cotz —tanx + C.
sin“xz  cos?x sin” x cos?

Markus. Siiani oleme integreerimismuutujana kasutanud ainult tdhte x. Loomulikult ei
soltu maaramata integraal sellest, millega on tdhistatud integreerimismuutuja, vaid ainult in-
tegreeritavast funktsioonist, seega

[ = [ sy = [ -

Naide 3.6. Leiame




Kaugeltki mitte koiki funktsioone ei ole voimalik integreerida esitatud kolme néite eeskujul
elementaarmatemaatika votteid kasutades. Jérgnevas vaatleme meetodeid, mis lubavad tabeli
abil integreeritavate funktsioonide hulka oluliselt laiendada.

4 Integreerimine muutuja vahetusega

Vaatleme integraali [ f(z)dx ja ithest funktsiooni x = ¢(t), millel on ithene péérdfunktsioon
t=®(x).
Teoreem 4.1. Kui x = ¢(t) on rangelt kasvav (rangelt kahanev) diferentseeruv funktsioon,

/ f(x)dz = / fle()]¢ (D)t (4.1)

Toestus. Kasutame jille asjaolu, madramata integraalid on vordsed, kui on vérdsed nende
tuletised. Diferentseerime vorduse (4.1) mélemat poolt z jargi ja veendume, et tulemus on sama.
Vasaku poole tuletis on jarelduse 1.4 pohjal f(x). Parema poole algfunktsioon on muutuja t
funktsioon, seega muutuja x jéargi tuletist vottes peame paremat poolt diferentseerima kui
liitfunktsiooni: integraali tuletis ¢ jargi korrutatud ¢ tuletisega x jargi, st

( [ 11 so'(t)dt); _ < [ 1t SO’(t)dt); .
(f st w’(t)dt); = Flet)] (1),

Tehtud eelduse tottu ¢’ (¢) # 0, seega podrdfunktsiooni ¢t = ®(x) tuletiseks on antud funktsiooni
tuletise poordvaartus, st

Jarelduse 1.4 pohjal

Kokku saame, et

( / f[sﬁ(t)]d(t)dt) Pl - — = flo(t)] = ()

ehk toepoolest on vorduse (4.1) molema poole tuletised vordsed funktsiooniga f(z), mis tdestabki
teoreemi vaite.

Mairkus. Asendust z = p(t) ehk ¢t = ®(x) nimetatakse muutuja vahetuseks. Selle voib teha
nii iihe kui teise, aga ka mistahes muu sama soltuvust viljendava vordusena.

Naide 4.2. Leiame integraali

/ xdz

Vaz4+1

Selles integraalis saab kasutada muutuja vahetust t = 22 + 1, aga samuti ka 22> =t — 1 voi
dt

ja
i1

T dt 5
/—ZEQ-‘F w—1+12w—1 /2\/_—\/_+O Vaz+1+C.

dt
Kasutades aga pakutud voimalustest esimest, saame dt = 2xdx ehk zdx = 5 tottu, et

r = +/t — 1. Kasutame esitatud voimalustest viimast, leiame dx =

1 dt

X
/ o N Vit + Va2 +1+



Teeme teoreemist 4.1 kaks jareldust.
Jareldus 4.3. /
f'()

= In[f(z)[ + C,

st muuru, mille lugejas on nimetaja tuletis, mdaramata integraaliks on naturaallogaritm nime-
taja absoluutviértusest, millele lisandub integreerimiskonstant.

!/
Toepoolest, tehes integraalis / J;((;:)) dxr muutuja vahetuse t = f(z), saame dt = f'(x)dx
tottu, et
f'(x) dt
dr= [ —=Inlt|+C =In|f(z)|+ C.
o T ()

Naide 4.4. Leiame

/cotxdx:/cosxdm—lrﬂsmﬂ+C’

ST

Naiide 4.5. Leiame

rdx 1 2x 1
/x2+1 2/x2+1x 2n(x+)+(]

Naiide 4.6. Leiame

/cthxdm—/dl—xdx—ln shz| 4+ C.

Siin ei pea naturaallogaritmi argument olema absoluutviirtuse mirkide vahel, sest avaldis 2% +1
on nagunii iga x vadrtuse korral positiivne.

Jédreldus 4.7. Kui [ f(z)dz = F(z) + C, siis a # 0 korral

/fax—i—b —F(ax +b)+ C,

st kui integreeritava funktsiooni argument x on asendatud lineaarse avaldisega ax + b, siis on
ka algfunktsiooni argumendiks ax + b ja niisugaue argumendiga algfunktsiooni tuleb korrutada
x kordaja poordvédrtusega 1/a.

Jarelduse 4.7 viite kontrollimiseks piisab lineaarsest muutuja vahetusest ¢ = ax+ b, mille korral

1
dt = adx ehk dx = Edt ning

/f(ax +b)da — /f(t)édt _ 2/f(t)dt _ éF(t) 4= éF(ax b+ C

Naiide 4.8. Teades, et / cosxdr = sinx + C, saame jareldusest 4.7, et

1
/cos(3$ +4)dx = 3 sin(3z +4) + C.

Niide 4.9.Teades, et /

>~ = tanz + C', lelame
cos?

d 1
/—I:Ttang—i-(?:?;tang—l—a

2z s
COS 3 3



d 1
Niide 4.10.Teades, et (tabeliintegraal 2.11) / e arctan — + C, leiame

R RN

/ dx / dx 1 ; 2x+1+c
) = arctan .
4a2 4 4 + 3 2z +1)24+2  2¢/2 V2

Lihtsamatel juhtudel ei pea alati uut muutujat kasutusele votma. Oletame, et [ f(z)dx on
tabeliintegraal. Kui on vaja leida integraal

/¢ummmm,

siis kasutades funktsiooni diferentsiaali avaldist d[¢(x)] = ¢'(x)dx, kirjutame

[¢@ile@ide = [ sie@)die)

ja tulemuse vaatame tabelist, kasutades integreerimismuutuja x asemel muutujat ¢(x). Niisu-
gust integreerimist nimetatakse integreerimiseks diferentsiaali mdrgi alla viimisega.

1
Niide 4.11. Kasutades diferentsiaali d(x? + 2) = 2zdx ehk xdr = §d(:x2 +2) ja tabeliin-

tegraali 2.1, leiame

N

2 2
%( 32) +C:(x +2)3\/x +2+C'
2

1
/:L‘\/.%’2 + 2dr = 5/\/3:2 + 2d(2* +2) =
Niide 4.12. Kasutades diferentsiaali d(z®) = 32?dz ja tabeliintegraali 2.4, leiame

1 1 1
/x2 sinz’dr = 3 / 3r? sin 2°dr = 3 /sinx3d(x3) = —gcos 2?4+ C.

5 Orsiti integreerimine

Olgu meil antud kaks diferentseeruvat funktsiooni v = u(z) ja v = v(x). Nende funktsioo-
nide korrutise diferentsiaal
d(uv) = udv + vdu.

Maédratud integraali omaduse 3.1 pohjal

/d(uv) = /udv+/vdu
uv:/udv—i-/vdu.

Viimasest vordusest saame ositi integreerimise valemi

/udv = uv — /vdu. (5.1)

Ositi integreerimise valemi rakendamisel kerkib iiles kaks pohiprobleemi. Esiteks - milliste
funktsioonide korral seda rakendada ja teiseks - kuidas valida funktsioon w ning funktsiooni v
diferentsiaal dv. Siin on iihest retsepti voimatu anda. Ositi integreerimise valem on rakendatav

ja jarelduse 1.6 tottu



viga mitmesuguste funktsioonide integreerimisel, kaasa arvatud ka niisuguste integraalide kor-
ral, mille leidmine muude meetoditega on lithem ja lihtsam. Enam huvi pakuvad funktsioonid,
mille integreerimine muude meetoditega osutub voimatuks. Naiteks on ainult ositi integreeri-
tavad:
1) hulkliikmete ja siinuste korrutised,
2) hulkliikmete ja koosinuste korrutised,
3) hulkliikmete ja eksponentfunktsioonide korrutised,
kusjuures koigil kolmel juhul valitakse ositi integreerimise valemis funktsiooniks u hulkliige ja
diferentsiaaliks dv vastavalt siinuse ja argumendi diferentsiaali dz korrutis, koosinuse ja argu-
mendi diferentsiaali dx korrutis voi eksponentfunktsiooni ja argumendi diferentsiaali dz korru-
tis.

Niide 5.1. Leiame [ (2% + 3z) sin 2zdz.

Siin on integreeritavaks funktsiooniks hulkliikme ja siinuse korrutis. Seega valime ositi integ-
reerimise valemis (5.1) u = 2 + 3z ja dv = sin 2zdz. Edasi leiame funktsiooni u diferentsiaali

1
du = (2z+3)dz ja, kasutades jéreldust 4.6, funktsiooni v = [ sin 2zdx = —= cos 22. Funktsiooni

v leidmisel on otstarbekas integreerimiskonstant votta vordseks nulliga, sest hiljem koonduksid
seda integreerimiskonstanti sisaldavad litkmed ikkagi vélja. Selles voib iga lugeja ise veenduda.
Ositi integreerimise valemi rakendamisel saame niiiid, et

1 1
/(952 + 3z)sin2zdx = _5(332 + 3z) cos 2z — /(295 +3) (—§> cos 2xdx
1, 1
= —§($ + 3x) cos 2x + 3 (2 + 3) cos 2xdz.

Viimane integraal kujutab endast hulkliikme ja koosinuse korrutist. Ka seda peab integree-
rima ositi, valides u = 2z + 3 ja dv = cos 2zdx. Siis du = 2dx ja v = f cos 2xdx = 5 sin 2x ning

ositi integreerimise valemi abil

1 1
/(2x—|—3)0052xdx = 5(2x+3)sin2x—/§sin2x-2dx:

2z 4+ 3 20+ 3

= 5 sin 2x — /sin 2xdx =

1
sin 2z + icos 2¢ + C.

Seega kokkuvottes

1 2 3 1
/(:U2+33:)Sin2xdx = —§(x2+3:c)C082x—|- v sin2x+zcos2x+0
1 — 6z — 222 3
= —'Z ’ cos 2 + sin 2z + C.

Naiide 5.2. Leiame /x5“”da:.

Siin on integreertavaks funktsiooniks hulkliikme (erijuhuna iiksliikme x) ja eksponentfunkt-
siooni korrutis. Seega valime ositi integreerimise valemis v = x ja dv = 5%dx. Siis du = dx,

v:/53”dx: > ja
In

5
- 5% 5* xH”® 1 -
/x5 der = mm_/ln5dx_ln5_m 5%dx

x5® I 5 5* 1
B ln5_ln5.ln5+c_ﬁ(x__>+a
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Peale eespool toodud korrutiste on veel mitmeid funktsioonide tiilipe, mida on véimalik
integreerida ainult ositi.

Naiide 5.3. Leiame /xlog xdx.

dx

Siin valime ositi integreerimise valemis v = logx ja dv = wxdz. Sellisel juhul du = 10’
xln

2

v:fmdx:%ja

2 x? dx x? 1 x? x?
log zde = —logz — | = — T ogr— —— [ wde = T logx — C
/x e 2 emi0 2 87 T amio ) YT 28T T o

Naiide 5.4. Leiame / arcsin xdzx.

Ositi integreerimise valemis valime u = arcsinz ja dv = dx (rohkem valikuvéimalusi siin pole-

dx
i

dzx
arcsin xdx = x arcsinx —
N

Viimases integraalis teeme muutuja vahetuse ¢t = 1 — 2. Siis dt = —2xdz ehk xdr = Y ja

gi!). Leiame du = v = [dz = z ja ositi integreerimise valemi abil

/—w:— \/— ~Vt+C=-V1-22+0C.

Seega,

/arcsin rdr = rarcsinx + V1 — 224+ C.

6 Ratsionaalavaldiste integreerimine

6.1 Ratsionaalavaldise taisosa eraldamine

Ratsionaalavaldiseks nimetatakse kahe hulkliikme jagatist. Naiteks on ratsionaalavaldisteks

1 202 —x 4+ 1 2+ 1 x? (6.1)
22—-1 23—2242-1 23-1 2241 '
ehk tildkujul
ap + a1x + axx® + ...+ az™
by + bix 4+ by + ... + by’
kus ag ja by on vastavalt lugeja ja nimetaja vabaliikmed, aq,as,...,a,, vastavate xr atsmete

arvulised kordajad lugejas ning by, b, ..., b, vastavate x astmete kordajad nimetajas.

Juhul kui m < n, nimetatakse ratsionaalavaldist ratsionaalseks lihtmurruks ja kui m > n,
nimetatakse ratsionaalavaldist ratsionaalseks liigmurruks. Toodud néidetest (6.1) kaks esimest
on ratsionaalsed lihtmurrud, kaks viimast aga ratsionaalsed liigmurrud. Ratsionaalse liigmurru
korral eraldatakse sellest koigepealt téisosa, st liigmurd esitatakse hulkliikme ehk téisosa ja rat-
sionaalse lihtmurru summana. Lihtsamatel juhtudel saab téisosa eraldada ratsionaalset murdu
sobiva arvuga samaaegselt korrutades ja jagades ja lugejale sobivaid suurusi liites ja lahutades,
st tehes elementaartehteid, mis murru vaartust ei muuda.



2

Naiide 6.1. Eraldame ratsionaalse liigmurru 5 1 taisosa ja integreerime. Koigepealt ja-

game ja korrutame murdu 4-ga,
x? 1 422

20 —1 422 -1’

seejérel liidame lugejale —1 + 1,

2 _14x2—1+1_14x2—1+1 1
2r—1 4 2x—1  42r—1  42x—1’

millest pérast taandamist saame, et

2

T 1
— S (2 +1
1 a2t

42z — 1)

1
Tulemusena saime téisosaks hulkliikme 1 (2x+1) ja murdosaks ratsionaalse lihtmurru o= 1)
x j—

Niiiid on antud ratsionaalavaldis holpsasti integreeritav:

x2dx 1 1 dz 1 1
/233—1 4/<x+)x+4/2x—1 F@ o) gn2r -1+ 0

Viimase integraali leidmiseks saab kasutada néiteks jareldust 4.6.

Keerulisematel juhtudel kasutatakse hulkliikmete jagamisel pohimétet: mitu korda mahub
jagaja korgeim aste jagatava korgeimasse astmesse.

Naiide 6.2. Eraldame téisosa ratsionaalses liigmurrus

2t — 33 + 22— 2
2 —-3x+2

Siin on jagajas 22 — 3z + 2 muutuja x korgeimaks astmeks 22 ja jagatavas 2z* — 323 + 22 — 2
on korgeima astmega liige 2o, Jagaja korgeimat astet peab korrutama suurusega 22, selleks
et saada jagatava korgeimat astet. Seega esimeseks liikmeks jagatises on 222. Sellega korrutame
kogu jagaja, tulemuse 2x* — 623 + 42 kirjutame jagatava alla ja lahutame:

20t — 323 422 -2 2?2 —3x+2
22* — 62° + 42° 22% + 3z + 6.
3% — 322 — 2
32° — 92° + 6z
62% — 6z — 2
62> — 18z + 12
122 — 14

Lahutamise tulemuseks on 323 — 322 — 2. Jirgmise liikme jagatisse leiame saadud tulemuse ja
jagaja korgemate astmete vordlemise teel - jagaja kérgeimat astet 22 tuleb korrutada suurusega
3z, selleks et saada korgeimat astet 3z3. Korrutame 3z-ga kogu jagajat, kirjutame tulemuse
323 — 922 4 62 eelmise lahutamise tulemuse alla ning lahutame uuesti iilemisest alumise. Tu-
lemuseks on 6x% — 62 — 2. Selle hulkliikme korgeima astme saamiseks peame jagaja korgeimat
astet 22 korrutama 6-ga. Korrutame 6-ga kogu jagajat, kirjutame tulemuse 6% — 18z + 12
eelmise lahutamise tulemuse alla ning lahutame taas iilemisest alumise. Saame 12z — 14, milles
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muutuja  korgeim aste on madalam kui jagajas. Jarelikult on jagatise téisosaks 222 + 3z + 6,
jadgiks 122 — 14 ja antud ratsionaalne liigmurd on esitatav kujul

224 — 323 + 22 — 2 9?4 35 4+ 6 + 122 — 14
=2z x _.
x? =3z +2 2 — 3z +2
Tulemust on lihtne kontrollida: vottes parempoolse avaldise {ihisele nimetajale, peame tagasi
saama esialgse liigmurru.
Saadud summas tekkinud hulkliikme integreerimine on lihtne, seega ratsionaalavaldise in-

tegreerimisel on pohiliseks probleemiks ratsionaalse lihtmurru integreerimine. Selleks tuleb rat-
sionaalne lihtmurd lahutada osamurdudeks.

6.2 Osamurrud

Osamurdusid on nelja liiki (A, B, a,b ja ¢ tahistavad konstante).

Esimest liiki osamurd :
r—a

A
teist liiki osamurd ——, kus k € N ja k > 1;
(r —a)*
Az + B

kolmandat liiki osamurd —————, kus nimetajas oleval ruutkolmliikmel reaalsed null-
azx? +bxr +c

kohad puuduvad;

Ax + B

(ax? + bz + ¢)F’
liikmel reaalsed nullkohad puuduvad.

neljandat liiki osamurd

kus k € N ja k > 1 ja nimetajas oleval ruutkolm-

Vaatleme esimest, teist ja kolmandat liiki osamurru integreerimist. Tabeliintegraali pohjal 2.2
saame vordust de = d(x — a) kasutades esimest liiki osamurru integraali

A _
/x_ad:v:A/M:Aln\x—a\JrC. (6.2)

Tr—a

Teist liiki osamurru integreerimise kohta esitame néite.

d
Néiide 6.3. Leiame /5—I
(z +2)°
Kasutades diferentsiaali mérgi alla viimisel vordust dz = d(x + 2), saame
5dx . (z+2)2 5
— =5 2)73d N=5 "L 4+ (0=———_+C.
/(:c+2)3 /(%Jr )z +2) 5 " 2122

Kolmandat liiki osamurru integreerimise tulemuseks on iildjuhul naturaallogaritmi ja arkustan-
gensi summa. Kui lugejas on ainult konstant, st A = 0, siis on integreerimise tulemuseks ainult
arkustangens.

dx

Niide 6.4. Leiame / —.
922 + 6z + 5
Ruutkolmliikmel 922 4+ 6z +5 = 4 + 922 4+ 62 + 1 = 4+ (32 + 1)? reaalsed nullkohad ilmselt

1
puuduvad. Kasutades diferentsiaali mérgi alla viimisel vordust dxr = 3 3dr = gd(?)x +1) ja
tabeliintegraali 2.11 saame, et

/ dx 1/ d(3z +1) 11 . 3x—i—l+c 1 " 3x+1+0
_ = — = — - —arctan = — arctan .
922+ 62 +5 3 4+Bx+1)2 3 2 2 6 2




Kui lugejas on nimetaja tuletis voi selle mingi arv kordne, siis on kolmandat liiki osamurru
integreerimise tulemuseks ainult naturaallogaritm.

3 1)d
Naide 6.5. Leiame /%

1
Vorduse (3z + 1)dx = 6d(9x2 + 62 + b) tottu

(3z + 1)dx 1 / d(92? + 6z +5) 1 5
/9x2+6x+5 6] 9 torss O Hbr 45+

Uldjuhul eraldame kolmandat liiki osamurru integreerimiseks lugejast kdigepealt naturaal-
logaritmi saamiseks vajaliku osa, kasutades murru korrutamist ja jagamist sobivalt valitud
konstandiga ja seejdrel mingi konstandi lugejale liitmist ja lugejast lahutamist. Péarast seda
jaab teise murru lugejasse ainult konstant ja selle integreerimise tulemusena saame arkustan-
gensi.

Naiide 6.6. Leiame / (2z — )dx

922 + 62+ 5

Kasutades néidete 6.4 ja 6.5 tulemusi, leiame

/ (2x — 1)dx 1/(181'— 9)dx 1/18x+6—6—9d
R C— — — T
922 +6z+5 9)J) 922+6x+5 9 922 + 6x + 5

B 1/ (18z +6)dz 15 dx 1

= 5l oot

= T 1n(922+6x+5
922+ 6x+5 9 9x2+61:+5 g (927 + 6z +5)

5 3 1
vl +C=- ln(9x + 62 +5) — 1—83rctan x2+

+C.

5
- = arctan
3

6
6.3 Ratsionaalse lihtmurru lahutamine osamurdudeks

Selleks, et osamurde ratsionaalse lihtmurru integreerimisel kasutada, tuleb lihtmurd eelne-
valt osamurdudeks lahutada. Lahutamine soltub sellest, kas nimetajas oleval hulkliikmel on
ainult ithekordsed reaalsed nullkohad, kas sellel esineb kordseid reaalseid nullkohti voi kas sellel
on teguriteks ruutkolmliikmeid, millel reaalsed nullkohad puuduvad. Vaatleme jargnevalt neid
kolme juhtu néidete varal.

(42% — 3z — 4)dx
3+ a2 —-2r
Nimetajas oleva ruutkolmliikme teguriteks lahutus on

Naide 6.7. Leiame integraali

P2 -2 =2’ +r-2)=2(-1)(z+2).

Avaldisel on kolm erinevet reaalset nullkohta z; = 0, x5 = 1 ja 3 = —2. Iga nimetajas oleva
teguri jaoks kirjutame iihe esimest liiki osamurru,

B4+ a?—2  x(r—1)(z+2) (6:3)

402 — 3x — 4 402 —3x — 4 A B C
e A
T r—1 x+2

Tundmatud konstandid A, B ja C' médirame nii, et kolme osamurru summa oleks antud ratsio-
naalavaldisega samaselt vordne (=). Viies kolm osamurdu iihisele nimetajals, saame samasuse
4 — 3z — 4 Az = 1)(z +2) + Br(x +2) + Cz(z — 1)

z(x —1)(x +2) x(x —1)(z +2) '
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Kahe samaselt vordse murru nimetajad on samaselt vordsed, seega saame ka lugejate kohta
samastuse

Az —1)(x +2) + Ba(z +2) + Cz(z — 1) = 42 — 3z — 4. (6.4)

Samasus tdhendab seda, et vordus kehtib iga z vaartuse korral. Kordajad A, B ja C' saame
holpsasti méadrata, andes muutujale = jargemoodda vadrtusteks nimetaja nullkohad. Kui x = 0,
siis saame samasusest (6.4), et —2A = —4, millest A = 2. Kui = 1, saame samasusest (6.4)
3B = —3, millest B = —1 ja kui z = —2, saame samasusest (6.4) 6C' = 18, millest C' = 3.
Sellega on meil konstandid méératud ja osamurdudeks lahutuse (6.3) abil leiame

/(4:62—33:—4)61:6 / 2 1 N 3\
= B x
3+ a2 — 2z r x—1 x+2

d d d
= 2/—1;—/ ° +3/—x:21n]x\—ln]m—l]—i—Bln\x—i—QH—C.
x r—1 T+2

dx

B4 —r—1
Lahutades nimetajas oleva hulkliikme teguriteks

Naiide 6.8. Leiame integraali

Pyt —r—-1=2*(z+1)—(r+1)=(@+1)(z*-1) = (v —1)(x+ 1)

ndeme, et nimetajal on kaks reaalset nullkohta x1 = 1 ja x5 = —1, millest teine on kahekordne,
st nimetaja sisaldab kaks korda tegurit = + 1. Uhekordse nullkoha jaoks kirjutame iihe esimest
liiki osamurru nagu eelmises néiteski, kahekordse nullkoha jaoks kirjutame aga iihe esimest ja
ithe teist liiki osamurru ehk osamurdudeks lahutuse kirjutame kujul

1 1 _ A N B N C
Bt+a2—r—1 (z—1)x+1)?2 z—-1 z+1 (x+1)%

(6.5)

Uldjuhul tuleb kordse nullkoha jaoks vilja kirjutada nii mitu osamurdu, kui suur on tema
kordsus, kusjuures iga jargneva osamurru nimetaja astendaja on iihe vorra suurem. Vottes
lahutuses (6.5) parema poole iihisele nimetajale, saame samasuse

1 _ A+ 1)+ B -1)(@@+1)+Cz—1)
(z=1)(x+1)2 (z = 1)z + 1) ’

millest omakorda jéareldub lugejate samasus
Az +1?+Bz - 1)(z+1)+C(z—1)=1. (6.6)

Vottes samasuses (6.6) x = 1, saame 44 = 1, millest A = 1/4. Vottes samasuses (6.6)
r = —1, saame —2C = 1 ehk C = —1/2. Kolmanda kordaja méaaramiseks enam nullkohta
ei ole, seepérast anname muutujale x iihe suvalise (voimalikult lihtsa) véédrtuse, nditeks x = 0.
Samasusest (6.6) saame, et A — B — C' = 1. Kasutades juba leitud A ja C véadrtusi, leiame
B=A-C—1= —1/4. Niiiid leiame osamurdudeke lahutuse (6.5) abil integraali

/ dz / 1 1 1 1 1 1 J
= - - - -z x
42t —r—1 dr—1 4dx+1 2(x+1)2

1/ dx 1/ dx 1/ dx 11‘ 1 11‘ +1‘+1 1 Lo
= = - = —— | —==-Injlz—1|—-In|x - —
4 ) -1 4) z4+1 2) (x+1)2 4 4 2 x+1

1 x—1 n 1
—In
4 |z+1| 2(x+1)

+C.
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1
Naiide 6.9. Leiame integraali / MC&U.

Lahutades nimetajas oleva hulkliikme teguriteks,
3 2 (a2
x° + 22° + 3z = z(x® + 2z + 3)

néeme, et nimetajal on iiks reaalne nullkoht z; = 0. Peale selle sisaldab nimetaja tegurina ruut-
kolmliiget, millel reaalsed nullkohad puuduvad. Osamurdudeks lahutuses kirjutame iihekordse
reaalse nullkoha jaoks esimest liiki osamurru ja teguriteks lahutamatu ruutkolmliikme jaoks
kirjutame kolmandat liiki osamurru. Osamurdudeks lahutuse esitame samasusena

1 1 A B C
x4+ _ x4+ : r + (6.7)

23+ 222+ 3z (2 + 22+ 3) +x2+2x+3'
Viies osamurrud iihisele nimetajale, saame samasuse

r+1 A(x? +2x +3) + (Bx + O)x
x(2? + 2x + 3) x(2? + 2x + 3)

)

millest jéreldub lugejate samasus
Az? +2Ax +3A+ B> + Co=x+1

Antud juhul on reaalseid nullkohti ainult iiks, kordajaid tuleb aga méérata kolm. Seepérast ka-
sutame siin asjaolu, et kaks hulkliiget on samaselt vordsed parajasti siis, kui muutuja vastavate
astmete kordajad on vordsed. Vottes samasuse vasakul pool vastavad x astmed kokku, saame

(A+B)2*+ (2A+C)z+34=2+1

Paremal pool ruutliige puudub, st selle kordaja vordub nulliga. Seega ruutliikmete kordaja-
te vordsus annab meile vorrandi A + B = 0. Lineaarliikmete kordajate vordsus annab teise
vorrandi 24 + C' = 1 ja vabaliikmete vordsus kolmanda vorrandi 3A = 1. Meil on kolmest
vorrandist ja kolmest tundmatust koosnev vorrandisiisteem

A+B = 0
2A+C = 1
34 = 1,

mille lahendamisel saame, et A = 1/3, B = —1/3 ja C' = 1/3. Kasutades osamurdudeks lahutust
(6.7), leiame

/ r+1 J / %—i- —3z+ 3 g l/dx 1/ (x — 1)dz
—_—Ar = — _— Tr = — _ = _—_—
3 4+ 222 4+ 3z r 2242z +3 3 T 3) 2242x+3

1 11 [ Q2c—2de 1 1 [ (22 +2—4)dr
= -Inlz|—-=-= | =—F—=-In|z|— =
3 3 2) 2242x+3 3 6 2+ 2x+3
L ] 1/(2x+2)d:c+4/ dx
6 6 24+2x+3 6 24+ 22 4+2x+1
L0 11(2+2 +3)+2/ v
= —Inz*— - In(x x -
6 6 3) 2+ (x+1)2
1 2 2 z+1
= —In + arctan +C.
6 22+22+3 32 V2
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7 Monede trigonomeetriliste funktsioonide klasside in-
tegreerimine

Selles punktis vaatleme trigonomeetrilistest funktsioonidest koosnevate ratsionaalavaldiste
integreerimist, st integraale kujul

/R(sin x, cos x)dz, (7.1)

kus R(sinz,cosx)dr kujutab endast ratsionaalavaldist sinz ja cosx suhtes. Sellised ratsio-

naalavaldised on naiteks
1 1 cos®x +sinz

sinz’ 2+cosx’ sin’x+ cosz
voi erandjuhul trigonomeetriliste funktsioonide korrutised, niiteks sin 2z cos? z.

7.1 Uldine muutuja vahetus

x
Muutuja vahetusega t = tan 5 saab integraali (7.1) alati teisendada ratsionaalavaldise in-

x
tegraaliks, sest esiteks 5= arctan t millest x = 2 arctant ja

2dt
dr = .
1+t
Teiseks,
sin (2 . z) 2.’sinfcosE
sinx = 1 2 :.2$2 22$
s 5 + cos 5

Jagades viimases avaldises lugejat ja nimetajat suurusega cos? > saame

X
2 tan 5 ot

l—l—tangg L+t

sinx =

Kolmandaks,
coS (2 . f) cos? L _ginz L
CoST = 2/ _ 2 2
1 cos? = + sin? r
2 2

x
ehk pirast lugeja ja nimetaja jagamist suurusega cos? 5

2
1+tan25 L+t

x
1 —tan? = B 1 — ¢2

COSx =

x
Seega on integraal (7.1) muutuja vahetusega t = tan 5 teisendatav ratsionaalavaldise integraa-

liks
/R 2t 1 —1t2\ 2dt
1+2714+12) 1412

15




dx

Naide 7.1. Leiame integraali / _
2+ cosx

2dt 1—¢2

Teeme siin muutuja vahetuse ¢ = tan g Asendades dx = T ja cosx = 5 saame, et
2dt
/ dv / 1+ / 2dt
24 cosr 1—12 ) 3412
24+ ——
1+t

T
tan —
1 t 2
= 2. —arctan — + C = — arctan 2—1—0.

V3 V3 V3 V3

7.2 Muutuja vahetus t = tanz

x
Muutuja vahetus ¢ = tan — on universaalne trigonomeetrilistest funktsioonidest koosnevate

avaldiste integreerimiseks ja seepérast alati rakendatav, aga oma universaalsuse tottu viib sellise
muutuja vahetuse kasutamine sageli liiga keeruliste ratsionaalavaldiste integreerimiseni, mida
on voimalik véltida, kui kasutada vahem {ildisi muutuja vahetusi.

Koos vaatleme kaht jéargmist tiiiipi integraali:

/ R(sin’® x, cos® x)dx

ja
/R(tan x)dz,

millest esimeses integreeritav funktsioon kujutab endast ratsionaalavaldist sin® z ja cos? z suh-
tes (st el sisalda siinuse ja koosinuse paarituid astmeid) ja teine ratsionaalavaldist tan z suhtes.

Muutuja vahetusega ¢t = tan x taanduvad molemad integraalid ratsionaalavaldiste integraa-
lideks. Antud juhul x = arctant,

dt
dr = —— 7.2
v 14 ¢2’ ( )
tan? x t2
2
— = 7.3
T T e 142 (7:3)
ja
1 1
2
= = . 7.4
O T Tt tan’s 1+ 2 74
: . : dx
Naiide 7.2. Leiame integraali .
cos 2x
Kasutades kahekordse nurga koosinuse valemit ja valemeid (7.2) - (7.4), saame

dt

/ dx _/ dx _/ 1+ 2
cos2x | cos?x —sin?z 1 2

1+t 14¢2
dt 1 1+t 1 1+tanz
/1—t2 2“‘1—t‘+ 2 T tana

cosx +sinx

+C.

In

1
2 cosT —sinx
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cos zdx
Naide 7.3. Leiame integraali / _
ST + cosx

Jagades lugeja ja nimetaja suurusega cos x, saame ratsionaalavaldise tan x suhtes, milles teeme
muutuja vahetuse ¢t = tan x ning dr asendame valemi (7.2) abil

dt
/ cos xdx _/ dx _/1+t2 _/ dt
sinz +cosx ) tanx+1 ) t+1 ) (1+t)(1+2)

Viimase integraali leidmiseks lahutame saadud ratsionaalavaldise osamurdudeks

1 A Bt+C _AQ+)+(Bt+CO)(1+1)

G oi+8)  1+¢ 118 TEDETS)

Tegemist on kahe murru samasusega, kus nimetajad on samaselt vordsed. Jarelikult kehtib ka

lugejate kohta samasus
A+ AP +Bt+B*+C+Ct=1

ehk
(A+B)*+(B+CO)t+A+C=1.

Vastavate muutuja t astmete kordajate vordsusest saame kordajate A, B ja C' méaramiseks kir-
jutada (arvestades sellega, et paremal pool on ruut- ja lineaarliikme kordajad nullid) vorrandisiiste

A+B=0

B+C=0

A+C =1,
. 1 1. 1
mlllestA—é,B——E J&O—§. Seega

/ cos zdx 1 dt 1/t—1dt 1l 41| 1/ 2tdt +1/ dt
_— = — _ = = —In — = —
sinz +cosz 2J) t+1 2 ) 241 2 4 t24+1 2 ) t2+1
1 1 1
:5111\25—1—1\—Zln(t2+1)+§arctant+0.

Tehes saadud avaldises tagasiasenduse t = tan x saame, et

d 1 1 1
/M = —In|tanz + 1| — —1In (tan2x+ 1) + 5 arctan(tanz) + C
sinx +cosz 2 4 2

11 sinx + cosx 1 1 +1 L C
= —In|—| —=1n —r
2 CcOS T 4 cos?x 2
1 1 1 1 1 1
=—In SINT + cos + —In|cosz|+ zz+C = - In|sinx + cosz| + —z + C.
COS T 2 2 2 2

7.3 Muutuja vahetused ¢t =sinx ja t = cosx

Kui ratsionaalavaldis on kujul (v6i holpsasti teisendatav kujule) R(sinx) cosz, siis integraali
/R(sin x) cos xdx (7.5)

leidmiseks tehakse muutuja vahetus ¢ = sinx, st dt = cosxzdx, mille tagajirjel integraal (7.5)
teiseneb ratsionaalavaldise integraaliks [ R(t)dt.
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sin 2xdx

Naide 7.4. Leiame integraali / ———
1+sinz

Kahekordse argumendi siinuse valemit kasutades saame

/ sin 2xdx / 2sinx
——— = | ——— cosxdx,
1+sinz 1+sinz

st integraali kujul (7.5), milles teeme muutuja vahetuse ¢ = sinx, dt = cosxdx. Seega

/sin2xdx_2 tdt _2/t+1—1 /t—i—ldt dt
1+sinz 1+t 1+t 1+t 1+t
—Z/dt—Q/— =2t —2In|l+t|+ C =2sinz —2In|l +sinz| + C.
Integraali
/R(COS x) sin zdz (7.6)
leidmiseks tehakse muutuja vahetus ¢ = cosx. Siis dt = —sinzdz ja integraal (7.6) teiseneb

ratsionaalavaldise integraaliks — [ R(t)dt.

sin xdx
Naiide 7.5. Leiame integraali / ——.
cosx — cos? x

Integraal on kujul (7.6). Muutuja vahetusega t = cosz, dt = — sin zdx saame, et

/ sin xdx B / dt _/ dt
cosx — cos2x t—t2 | 22—t

Saadud integreeritava funktsiooni lahutame osamurdudeks

11 A B _At-1)+Bt
t

22—t tt—1) M Ty B

millest saame lugejate samasuse
Alt—1)+Bt=1

Vottes viimases t = 1 saame, et B = 1 ning vottes ¢t = 0 saame, et A = —1. Seega
sin zdx dt dt
CoST — o2 T t—1
-1 CcoST —

=lnjt—1]—In|t|+C = +C =1n

e

COS X

7.4 Teisi votteid trigonometriliste avaldiste integreerimiseks

Integraali, milles esinevad ainult siinuse ja koosinuse paarisastmed, st integraali kujul
/ sin?” x cos®™ zdx (7.7)

on veel voimalik leida poolnurga siinuse ja koosinuse valemite

1-— 2
sin?x = % (7.8)
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ja
1 2
cos’x = _ooser (7.9)

abil.

Niide 7.6. Leiame integraali [ sinz cos? zdz.

Valemite (7.8) ja (7.9) abil leiame
2
/sinA‘xcosZ:r;dx _ / (1 — cos2x) 1+COS2de:
2 2
1

1
=3 /(1 — 2c0s 2z + cos® 2z) (1 + cos 2x)dr = 3 /(1 — cos 2z — cos® 2 + cos® 2x)dx

1 1 1-— 4 1
- g/ [sin2 2z — cos 22(1 — cos® 235)] dx = 3 / %dw ~3 /sin2 27 cos 2xdx.

Saadud integraalidest on teine kujul (7.5). Tehes selles muutuja vahetuse ¢ = sin 2z saame, et

1
dt = 2 cos 2xdx ehk cos2xdx = édt ning

1 1
/sin‘l:ccos2 xdrx = — [ (1 — cosdx) dx — T /tht

16
1 t3 1
:116—6—451n4:v—E+C’:%—6—451114.1:—@81113237"‘0
X 1 . 3 1 .3 1
= — — —slnxcos" T+ —sin

6 16 16 xcosa:—ésin3xcos3x+0.

Viimane teisendus ei ole ilmne, seda peab lugeja ise kontrollima.

Korrutiste sin ax cos bx, cosax cosbr ja sinax sin bx integreerimiseks kasutatakse trigono-
meetria valemeid

sinacos § = %[sin(oz + ) + sin(a — )], (7.10)

cos acos f§ = %[cos(oz — B) + cos(a + 5)] (7.11)
ja

sinasin § = %[cos(a — B) — cos(a + B)]. (7.12)

Naide 7.7. Leiame integraali / sin bx cos 4z sin 3xdz.

Valemi (7.10) abil leiame
/ sin 5z cos 4z sin 3xdr = % /(sin 9x + sin x) sin 3xdx
1 [ . . rf. .
=5 /sm 9z sin 3xdx + 3 / sin x sin 3xdx
ning valemi (7.12) abil

1 1
/sin 5z cos 4z sin 3xdx = 1 /(cos 6x — cos 12z)dx + 1 /(cos 2x — cosdx)dx

Y. 6 L 12 +1 L 2 L 4 | +C
=7 | gsinbr — 5sinl2z 1 | gsin2z — o sindz
1

= in 6 1'12+1'2 1'4+C’
= g Sinbz 488111 x SSIDZE 1681nx .
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8 Ratsionaalavaldiste e¢” suhtes integreerimine

Kui R(e”) téihistab ratsionaalavaldist eksponentfunktsiooni e* suhtes, siis integraali | R(e”)dx

dt
leidmiseks tehakse muutuja vahetus t = e*. Siis dt = e*dx, st dt = tdx, millest dx = —

. : . [ e —2¢e"
Naide 8.1. Leiame integraali [ ————dx.
e 41

dt

Integraali leidmiseks teeme muutuja vahetuse ¢t = e*. Siis dx = n ja

/625"—26“”61 /t2—2t dt /t—zdt 1/ 2t it 2/ dt
e2r 41 2+1 ¢t 2 +1 2/ t2+1 2 +1

1 1
=3 In(t* + 1) — 2arctant + C' = 5 In(e* 4+ 1) — 2arctane” + C.

9 Irratsionaalavaldiste integraale

Irratsionaalavaldisteks on juuri ehk radikaale sisaldavad avaldised, néiteks

Vo —1 )
——— vOi z°V4 — 22
1++vzr—1

Uldine pohiméte irratsionaalavldisete integreerimisel on sarnane trigonomeetriliste avaldiste
integreerimisega. Teatud kaalutlustest ldhtudes tehakse muutuja vahetus, mis teisendab irrat-
sionaalavldise integraali ratsionaalavaldise integraaliks.

9.1
Olgu integraal kujul

ar + b ar +b
Rz, {| ——, .., {/ dx. 9.13
( cr+d cx + d) ( )
st integraal avadisest, mis sisaldab muutujat x ja erinevaid juuri murdlineaarsest avaldisest

ar +b

cr+d
muutuja vahetust

, kus a, b, cja d on antud konstandid. niisuguse avaldise integreerimiseks saab kasutada

ar+b
=1 9.14
cx +d ’ (9.14)
kus k on juurijate m, ..., n viahim iihiskordne. Vordusest (9.14) avaldame muutuja z ja selle

diferentsiaali dz.

\/F

1+ \/ycT

Siin on avaldise x — 1 juurijate véihimaks ithiskordseks 2-3 = 6. Seega muutuja vahetuseks (9.14)
on selles integraalis #—1 = % millest x = t%+1, dv = 6t°dt, /o — 1 = t?, /o — 1 = t? ja (silmas
pidades hilisemat tagasiasendust) t = v/z — 1. Vajalike asenduste abil saame ratsionaalavaldise
integraali

Naide 9.1. Leiame integraali

/ Vo —1 t* - 6t°dt _6/ thdt
1+\/wT L+t 1+t3
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Integreeritavaks funktsiooniks on selles ratsionaalne liigmurd, millest koigepealt téisosa eralda-
misel saame

thdt p_gg ¢

1+13 1483
Saadud vorduse paremal pool oleva ratsionaalse lihtmurru integreerimiseks kasutame osamur-
dudeks lahutust

t t A Bt+C  A(l—t+t*)+ (Bt+C)(1+t)

48 (+00—t+82) 1+ 1—i+e " (1+t)(1—t+2)

Siit saame lugejate samasuse
(A+ B+ (B+C - At+A+C =t,
millest muutuja ¢ vastavate astmete kordajate vordsuse tottu kirjutame vilja vorrandisiisteemi

A+B=0
B+C—-A=1
A+C=0.

1 1
Stisteemi lahenditeks on A = —3 B=-jaC= 3 Kasutades saadud tulemusi, leiame

3
Vo —1 tdt
VI dr=6 (t4—t)dt+6/
1+vVx—-1 1+13

_6_t5_6_232+6.(_1> dt I 1/(t+1)dt

5 9 3 t+1 0 3) 2_t11

6t° 2t + 2 6t° 2t —1+3
= — —3t2—2Inlt+1 == dt=——3t*—2In|t+1 /—dt
5 nt+ |+/t2—t+1 5 R e A

6t° 2t — 1 dt
— —3t2—2Injt+1 — dt+3 | ——
5 nlt+ |+/t2—t+1 + /(t_%)2+%

6t5 2 2 2 t—%
:?—3t —2ln|t+ 1|+ In(t" —t+ 1)+ 3+ — arctan

V3 V3

3
2

+C

1P 2 —t+1 2t
- 68" _ 3t2 +1n +2 + 2v/3 arctan

5 (t+1) V3

6/ (x —1)> Vr—1—vr—1+1 2vr—1—1
= L—S\B/x—l—l—ln v : v 2+ +2v3arctan YL " 4 ¢
g (Ve =T1+1) V3

1
+C

9.2 Integraal [ R(z,vax?+ bz + c)dz. Euleri asendused

Olgu antud irratsionaalavldise integraal
/R (x Var? + bz + c) dz. (9.15)

Sellist intgraali on alati voimalik leida Euleri asenduste abil.
9.2.1. Euleri esimene asendus

Kui integraali (9.15) juurealuse avaldise ruutliitkme kordaja a > 0, siis kasutatakse Euleri esi-

mest asendust
Var? +bx+c=t—zva. (9.16)
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Tastes vorduses (9.16) mdlemad pooled ruutu, saame az? + bx + ¢ = t? — 2y/atx + ax?, millest
t? —c
b+ 2+/at
t suhtes. Seega saame integraali (9.15) asendusega (9.16) teisendada ratsionaalavaldise integ-

raaliks.

saame avaldada muutuja x = ja selle diferentsiaali dz, mis on samuti ratsionaalavaldis

dx

Vat+2r+3

Siin @ = 1, st integreerimiseks kasutame asendust a2+ 2x +3 = ¢ — x. Siit jareldub, et
22+ 22 + 3 =t? — 2tz + 2% ehk

Naide 9.2. Leiame integraali /

t? -3
xr =
2(1+t)
Seega,
2 =3  t*42t+3
Va2 + 2 +3=1— =
et 261+1) 2(1+1)
ja

1 2t(1+1t)—t*+3, t*4+2t+3
2 (14 1¢)? 2(1+1)2

Asendades leitud suurused integraali, saame

dr = dt.

(t2+2t+3 dt gt
2(1+t)2 .
/\/x2—|—2x+ / Liats 1+t—1n|1+t|—|—C’.

2(1+t)

Tagasiasendus t = x + v a2 + 2z + 3 annab tulemuseks

d
xXr xXr

9.2.2. Euleri teine asendus Kui integraalis (9.15) a < 0 siis peab ruutkolmliige az? + bx + ¢
rahuldama tingimust b* — 4ac > 0, sest vastasel korral ruutkolmliikmel nullkohad puuduksid, st
ax?® 4 bx + ¢ < 0 koigi x vidrtuste korral ja ruutjuur ei omaks métet. Seega on ruutkolmliikmel
olemas reaalsed nullkohad @1 ja xa, st az? 4+ bz + ¢ = a(z — z1)(z — x2). Integraali (9.15)
ratsionaliseerimiseks kasutatakse Euleri teist asendust

Var? +bx +c =tz — «a), (9.17)

kus « on iiks nullkohtadest x; v6i 5. Oletame konkreetsuse mottes, et o = x;. Tostes vorduse
(9.17) molemad pooled ruutu, saame ax? + bx + ¢ = t*(x — x1)? ehk a(z — x9) = t*(z — 21),
millest

Py —amy
 2—q
ja ilmselt on ka diferentsiaali dx avaldis ¢ suhtes ratsionaalne.
. . : . (x — 1)dz
Naiide 9.2. Leiame integraali / .
s (x+1)v1—2?
Siin juurealuse funktsiooni nullkohad z; = 1 ja 9 = —1 ning Euleri teiseks asenduseks sobib

V1 —22 = t(x — 1). Ruutu tostes saame —(z — 1)(x + 1) = t*(x — 1)? ehk x + 1 = *(1 — z),
millest
t?—1 2t

1 =
21 YT T e




ja
Atdt
(t2 + 1)2 :
Integraalis esineva x — 1 jatame muutuja ¢ kaudu avaldamata, sest on ilmne, et asendamisel see
taandub. Tehes vajalikud teisendused, leiame

dr =

/ (x — 1)dx _ (z — 1)%
(x+ 1)1 — 22 tgflt(x - 1)

_/(t2+1)4tdt_/ 2dt
) 2412 ) 22 41)

Saadud integreeritava funktsiooni lahutame osamurdudeks

2 A A B LGt D Ct+ D
2R+t 2 241
millest jareldub, et
At(1+ 1)+ B(1+ %) + (Ct + D)t* =2

ehk
(A+O)* +(B+D)t* + At + B =2.

Vastavate muutuja ¢ astmete kordajate vordsuse tottu saame vorrandisiisteemi

A+C=0
B+D=0
A=0
B=2,

millest A=0, B=2, C =0ja D = —2. Seega

(=" (&)

2
= i 2arctant + C.

V1—22 V1—22

Tagasiasendusega t = = — saame
z—1 11—z

(x — 1)dz 2(1—x) V1—2?
/(I+1)m m+2arctan— +C

—|—2arctan —i—x
\/ V 1—x

Mirkus. Euleri teine asendus (9.17) on rakendatav ka juhul @ > 0, kui ruutkolmliikmel on
olemas reaalsed nullkohad.

9.2.3. Euleri kolmas asendus

Kui integraalis (9.15) ¢ > 0, kasutatakse selle ratsionaliseerimiseks Euleri kolmandat asendust

Var? +bxr + ¢ = tx —+/c. (9.18)
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Sellisel juhul ax? + bz + ¢ = t?2* — 2\/ctx + c ehk pérast ¢ koondamist ja muutujaga x jagamist
ar + b = t2x — 2\/ct, millest
b+ 2+/ct
r=—
t?—a
ja ilmselt on ka dx avaldis ratsionaalne muutuja ¢ suhtes.
dx

(z+1DV1+z—2?

Siin @ < 0, seega Euleri esimene asendus ei ole kasutatav. Juure all oleva ruuttkolmliikme

Naiide 9.3. Leiame integraali /

nullkohad on irratsionaalsed — | jarelikult on Euleri teise asenduse kasutamine seotud

kiillaltki tiilikate teisendustega. Sobiv on Euleri kolmas asendus (9.18)

Vi+oz—ax2=txr—1.

Sellisel juhul
14z —2 =t —2tr + 1,
(1 — ) = z(t?z — 2t),

millest

2t +1 N 24+ 2t+2

r=—— T =
241’ 241 7
22+t —1
41y

ja

2 —
Y S S e st

241 241
Asendades leitud suurused integraali, leiame

2(t2+t—1)dt

/ dx B (+1)?
W Te = TR

dt dt
= -9 - =9 _ =2 t t+1 C.
/t2+2t+2 /1+(t+1)2 arctan(t + 1) +

14+ vV1+2— 22
T

saame tulemuseks

Tagasiasendusega t =

= —2arctan

Sito—a2 T

/ dx 1+x+\/1+x—x2+0
(x+1) '

9.3 Integraal [ R(x,vaz?+ bz + c)dz. Trigonomeetrilised asendused

Euleri asendused on integraali (9.15) leidmisel alati rakendatavad, kuid sarnaselt universaalse
x
asendusega t = tan — trigonomeetriliste avaldiste integreerimiseks tekivad ka siin paljudel juh-

tudel keerukad teisendused, mida on voimalik valtida spetsiaalseid muutuja vahetusi kasutades.
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Viimastest vaatleme trigonomeetrilisi asendusi integraali (9.15) leidmiseks.
Alati on voimalik juurealusest avaldisest eraldada kaksliikme ruut teisendustega

b\? b’

ar’ +br+c = a x2+—x+(—> +c— —

a 2a 4a

n b 4ac — b
= alr+ —
2a da
- dac — b? . : : .

Téahistades k = 1 saame integraalist (9.15) lineaarse muutuja vahetusega t = = + 20’
a a

dt = dz (integreerimismuutuja téhistame uuesti z-ga)
/R(:c, Vax? + k)dx (9.19)

Integraalis (9.19) on soltuvalt ruutliikme kordaja a ja vabaliikme & mérkidest kolm voimalust.
9.3.2 Esiteks olgu molemad kordajad a ja k on positiivsed. Siis saame integraali (9.19) kirjutada

kui
/R(x, Va?z? + k?)dz.

Irrastionaalsusest vabanemiseks kasutatakse muutuja vahetust

k
r = —tant, (9.20)
a
millest
_ kdt
acos?t
ja

k
Va?a? + k2 = VE2tan?t + k2 = —

cost

Naiide 9.4. Leiame integraali Tehes siin muutuja vahetuse (9.20) x = v/2tant

dx
22/ + 2
2 2
dx:—\/_dt V2 +2=+V2tan’t +2 = V2

cos?t’ cost

saame, et

ja

dx B V2dt 1 / cos tdt
x> a2+ 2 2 tan? t;‘/ft cos2t 2J) sin®t’

Viimase integraali leidmiseks teeme muutuja vahetuse z = sint. Siis dz = costdt ja

dx _1/dz_ 1—1—C’— 1 LC
x2\/x2—|—2_2 22 2z ~ 2sint
.1}2
1 V14 tan?t 1+5 V2 + 22
=7 t+t¢=-——F—+C=-"F"+—7—+C=—-——7—+C.

9.3.2 Teiseks olgu a < 0 ja k > 0. Sel juhul on integraal (9.19) esitatav kui
/R(a:, Vk? — a’z?)dx.
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Irratsionaalsusest vabanemiseks kasutatakse muutuja vahetust

T = —sint,
a
mille korral "
dr = — costdt
a

ja
VE2 — a222 = k2 — k2sin?t = k cost.
Vi—?
Tz W

Naiide 9.5. Leiame integraali

Muutuja vahetusega (9.21) x = sint saame, et dx = costdt, /1 — 2 = cost ja

Vv1-— x2 cos t cos tdt 1 —sin?t dt
— = = [ o —dt= [
sin“t st sin“t

V1 —sin?t 1 — 22
= —cott—t+C=—F+—"—
sint x

9.3.3 Kolmandaks olgu a > 0 ja k < 0. Siis on (9.19) esitatav integraalina
/R(x, Valx? — k?)dx.

Selles kasutatakse irratsionaalsusest vabanemiseks muutuja vahetust

k

asint’

Tr =

mille korral
k cos tdt

asin®t

k2 1—sin’t  kcost
vVata? — k2 =\ —- —k?=k — = —.
sin“t sin“t sint

/ V1
@

de = —

ja

Naide 9.6. Leiame integraali

2
Muutja vahetusega (9.22) x = —— saame, et
sint
2 t 2 t
P L e L
sin“t sin ¢
ja

N stgit 2cost cos? tdt
dx = ——— | dt = — -
sin“t sint

sin?t

1— t dt dt
:—/ﬁdt:/sintdt— — = —cost— [ —.

sint sint sint

26
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t 2dz
Jarelejadnud integraali leidmiseks teeme muutuja vahetuse z = tan 37 millest dt = 2 ja
z

2z
4+ z

sint = 7 S Jja

/x—dﬂl::—cost—/prz2 = —cost — il

v 142;2 <
t
= —cost —In|z| + C = —cost —In tan§‘+0.
Tagasiasenduste jaoks leiame sint = —
4 x?—4
cost =4/1—— =
x x
ja
t sint 2
2 l+4cost x++22—4
Seega
Vi —4 Vaz—4 V12 — 4
A PR i Y I +C———x +ln|x—|—\/a:27—4\—|—(7.
a? z $+\/$2 x

Siin —In 2 + C on asendatud uuesti suvalise konstandiga C'.

9.4 Diferentsiaalbinoomi integreerimine

Diferentsiaalbinoomiks nimetatalse avaldist
z*(az” +b)7,

milles o, § ja v on ratsionaalarvud, aga a ja b on suvalised reaalarvud. Diferentsiaalbinoomi
integraali

/xa(axﬁ + b)"dx (9.23)
saab teisendada ratsionaalavaldise integraaliks kolmel juhul.

Kui v on tiisarv teiseneb (9.23) ratsionaalavldise integraaliks muutuja vahetusega =z = t",
kus n on murdude « ja [ ithine nimetaja.

Niide 9.7. Leiame integraali /\/5(\‘75—1— 1)%dx

Selles diferentsiaalbinoomis a = —, § = = ja v = 2, jéarelikult saab avaldise teisendada ratsio-

naalseks muutuja vahetusega x = 5. Siis \/z = 13, ¥/x = 2, dx = 6t°dt ja

/\/5(\3/5+ 1)%dx = 6/t3(t2 + 1)25%dt = 6/(1512 4261 %) dt
6t N 12¢1 L2 2t
© 13 11 3

DO | —

C— 2\/_—i- x\(y_—l—x\/_—l—C'
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1
Kui ot

on tiisarv teiseneb (9.23) ratsionaalavldise integraaliks muutuja vahetusega ax” +

b =t", kus n on murru vy nimetaja.

Naide 9.8. Leiame integraali

[+

1 1
Selles diferentsiaalbinoomis a = 5, f§ = 2, v = 3 ja a; = 3, seega saab avaldise teisendada
ratsionaalseks muutuja vahetusega 1 — z? = t2. Siit avaldame z? = 1 — 2, xdr = —tdt,

2odr = 2t - xdr = —(1 — t?)%tdt ja

5 2
/% / tdt —/(1—2t2+t4)dt
— T

2 1 2 1
=t S - O = —VI— P S =PV =2 - (L= 2?PVI— P 4 C

1
Kui &7

+ v on téisarv teiseneb (9.23) ratsionaalavldise integraaliks muutuja vahetusega

a+br~? =" kus n on murru v nimetaja.

. : . dx

Naide 9.9. Leiame integraali / m
. . ) . . . 2 a—+1 )
Integreeritavas diferentsiaaalbinoomis o = =2, f§ = 3 ja v = -3 Seega 3 +v=-1ja
2

avaldise saab teisendada ratsionaalseks muutuja vahetusega 1 + 2273 = 3. Siit 2% = E—] ja

9 202dt . : . . 9
xédr = —m. Teisendades integraali lugejasse x“dx, saame

/ dx _ / x2dx
2224 23)23 | 2424 23)2/3°

Edasi avaldame ¢ kaudu saadud nimetaja. Muutuja vahetusest 2+2% = 233, millest (2+2?)
1242
t* ja

2
3

> 2\’ At?
4 N2 _ 6,2 2 _
x(2+x)3—xt—<t3_1>t—(t3_1)2.

Asendades lugeja ja nimetaja, leiame

2t2dt

dx I e R gt
x2(2+x3)2/3 - 412 ~ 9

t31
,/3
:——t+C’— 1+—3+C— A
Y

Vene matemaatik P. L. TSeboSov on ndidanud, et vaadeldud kolm juhtu on ainsad, mille korral
diferentsiaalbinoomil on elemetaarfunktsioonide hulgas olemas algfunktsioon.

10 Mitte-elementaarsed integraalid

Elementaarfunktsioonide diferentseerimiseks on olemas kindlad reeglid ja iga elementeerfunkt-
siooni tuletist on voimalik nende jargi leida, iikskoik kui keerulise avaldisega meil ka tegemiset
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ei oleks. Kuid juba paljudel lihtsatel juhtudel ei ole elementaarfunktsiooni f(z) integraal

/ f(x)dz

elementaarfunktsioonide kaudu 16plikul kujul véljendatav. Sellisteks on néiteks integraalid

) sin . COS T L. dz
sizx = dr, cix = de, jaliz= [ —

)
T T Inz

mida nimetatakse vastavalt integraalsiinuseks, integraalkoosinuseks ja integraallogaritmiks. Nen-
de funktsioonide véadrtused on tabuleeritud ja seepérast saab neid funktsioone nii integreeri-
misel kui ka arvutustes sama edukalt kasutada, nagu harilikku siinust, koosinust ja logaritmi.

Ka integraal
2
/ e "dx

ei avaldu 16plikul kujul elementaarfunktsioonide kaudu. Kuid funktsiooni

1 2
e X s
\/271'/

mis rahuldab tingimust ®(0) = 0, nimetatakse Laplace’i funktsiooniks ja seda on pohjalikult
uuritud ning selle vadrtused samuti tabuleritud.
Rakendustes esinevad sageli veel integraalid

d(x)

/R(az, Vaxd + bx? + cx + d)dx, (10.24)

/R(x, Vazt + brd + cx? + dw + e)dw, (10.25)

mis on elementaarfunktsioonide kaudu avaldatavad ainult erijuhtudel. Kui need integraalid ei
kujuta elementaarfunktsioone, nimetatakse neid elliptilisteks integraalideks.

11 Ulesanded

Vahetu integreerimine

2 2x\/x

11.1. /(x+\/5)dx Vastus:;—i— 3 +C.

1 4 1 8
11.2. / <ﬁ+m+2) dx. Vastus: - ﬁ+2x+0.

1—x)2 2 2
11.3. /%dm Vastus: gx\/_ — 4z — NG +C.

2221
5

—x+C.

11.4. /(\/E —1)(z+Vz+1)dx Vastus:
3/.2 _ 4 4

11.5. /Mdm‘ Vastus: 93:\6/5 — Va3 +C.
NS 7 3
11.6. /Cot2 zdx. Vastus: —cotz —x + C.
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LoT _ 9.9z 2.(1.5)
11.7. /Md:c Vastus: 3z — (—’5) +C.
9 Ini,5

1 2 1
11.8. /Md:& Vastus: —(tanz + x) + C.
1+ cos2x 2

1+ 222)d 1
11.9. /M Vastus: arctanz — — + C.
x2(1 + 2?) x

11.10 / —dx Vastus: iaurcsin:z:jLC
.10. —s7 ‘7 )
dx
11.11. _— Vastus: In (z + V4 + 22) + C
/\/4+:z:2 ( )
dx 1 5—x
11.12. . Vastus: +C.
/332—5 \/— Vh+a

11.13. fth2 xdx. Vastus: x —thx + C.

Integreerimine muutuja vahetusega (diferentsiaali mdrgi alla viimisega)

)12

1
11.14. /(x +1)"dz.  Vastus: (Gl +

15 C.

—22)V/D5 — 2
11.15. /\/5 — 2xdzx. Vastus: —(5 x)g 0 L +C.

1
11.16. /x\/xQ + 1ldx.  Vastus: g(xQ + 1)Vt +1+C.

1
11.17. Vastus: 5\/x4+3+0.

/ x°dx

Vit +3
1

11.18. /cos(5x —2)dx.  Vastus: R sin(5x — 2) + C.

11.19. /tanxdm. Vastus: —In | cosz| + C.

1
11.20. /sm z cos xdx. Vastus: 5 sin®x + C.
sin 2x 9
11.21. . Vastus: —In(1 + cos®z) + C.
1+ cos?x
t tan?
11.22. / anz:z: ) Vastus: an + C.
CoS 2
11.23. Vastus: —2+v/1 +cotx + C.
/ sin? x\/l +cotx
e*dx
11.24. Vastus: In(e” 4 2) 4+ C.
er 4+ 2
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11.25.

11.26.

11.28

11.29.

11.30

!
/

1
/xe_ZQda:. Vastus: —56_”3

2

+C.

/ coswe™*dxr.  Vastus: 5% 4+ C.

11.27. /23’3_1d:v. Vastus: 33;_21 +C.
hl%dx. Vastus: o +C.
d . Vastus: In|Inz| + C.
rlnzx
] fixz Vastus: % arctan 2z + C.

11.31

11.32.

11.33.

11.34

11.35.

11.36

11.37.

11.38

11.39.

!
!
/
/
!
/

dx
' /x\/1—1n2x‘

/

/

11.40.

11.41

11.42

-/
/

dx
Va4 — 922
xdx
xd+ 1
erdx
e2r 1’

e*dx
N
dx

3z

1
Vastus: 3 arcsin — + C.

2

Vastus: arctan e® + C.

1
Vastus: 3 arctan z2 + C.

Vastus: arcsin e® + C.

(1 + 2?)arctanz’

e —1

eI

dz.

1+z d
—dx.
VvV1—22
3r—1
2 +4

dz.

2xr — varesin x

Vastus: arcsin(lnz) + C.

Vastus: e* + e * + C.

Vastus: In | arctan z| + C.

Vastus: arcsinz — v/1 — 22 + C.

3
Vastus: 3 In(z? + 4)

V1—a?
chzx
1+shz

dx
shxchz

dx.

Vastus: In|1 +shz| + C.

Vastus: In |thz| + C.

1
—3 arctanz +C.

dz. Vastus: —2v/1 — 22 —
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3

+C.



11.43.

11.44.

11.45.

11.46.

11.47

11.48.

11.49

11.50.

11.51.

11.52.

11.53.

11.54.

f sh® zdz.

3

m—chx+C’.

Vastus:

Ositi integreerimine

— S S S S S S

11.55.

11.56.

11.57

11.58

11.59

11.60.

(x +2)sin2zxdx.  Vastus: .

T
T COS §dx.

z3%dzx.

Vastus:

x sh zdzx.

In zdz.

/xexdac. Vastus: —ze * —e * + (.

2 1
cos 2z + 1 sin 2z + C.

Vastus: 2z sin % + 4 cos % +C.

x -3 3

C.
In3  1n?3 *

Vastus: zchz —shxz + C

Vastus: zlnx — x + C.

arccos xdzx.

Vastus: x arccosx — V1-— x2 +C.

1
rarctanxdr.  Vastus: 5 [(z* + 1) arctanx — z] + C.

In(z? + 1)dr.  Vastus: zIn(2? + 1) — 22 + 2arctanz + C.

/x2 In(1+x)dr  Vastus: —

/arctan Vadz.  Vastus: (z + 1) arctan /x — y/z + C.

(2 +1)In(l+2z) 2 22 =
3 ot 3+C.

de. Vastus: 24/x arcsiny/z + 2v/1 —x + C.

NG

/:L‘ tan? zdzx.

2
T
Vastus: z tanx — -t In|cosz|+ C.

Taisosa eraldamane

/
/
/
/

2¢ +1

20+ 3
3r+ 2

(14 )

dzx.

dzx.

dzx.

2+ 1

|

2 +1

dx.

1
Vastus: — — —In |20 4+ 1|+ C.
2 4
2 D
Vastus: 3% + 9 In|3z+2/+C.
Vastus: x + In(z? + 1) + C.

Vastus: z — 2arctanz + C.
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11.61.

11.62.

11.63.

11.64.

11.65.

11.66.

11.67.

11.68.

11.69.

11.70.

11.71.

11.72.

11.73.

11.74.

11.75.

11.76.

11.77

/
/
/

3

3 2

T da. Vastus:x——x—+m—ln|x—|—1|+0.
x+1 3 2
2d 3.3
996_ ;2. Vastus: ) In j_L j: —x+C.
5 3
1
$3x_ 1d:1:. Vastus: % +3 In|z3 — 1]+ C.

Ratsionaalavaldiste integreerimine

/
/

/
/
/
/
/

/
/
/

/
/

/

2v —1

x(x? 4 2z + 2)

dx
3+ 1

322 4+ 5z + 12
xt+4x24+3

dz

1 1
Vastus: gln |z + 1] — éln(x2 —x+1)+

Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

!

dx

44+5cosz’

1
Vastus: 3 In

tan§+3

tan%—?)

RS

33

mdl’ Vastus: 3111‘1) — 2| —In ’.17 — 1| + C.
3 2
f+ dx.  Vastus: 2In|z|+In|z+ 1|+ C.
T+

22 +22+6

dx. Vastus: 31 -1 =71 —2|+51 — 4]+ C.

&= (=D —1) x astus: 31In |z — 1| nlr—2+5njr—4/+

dx 2 3 1
603 7ot an Vastus: §1n|2x—3| + ﬁ1n|3x—|— 1| — §In|x| +C.

r?+1 1 r+1 5 T —2

dz. Vastus: -1 — C.

(x2—1)(x2—4)x B e o +12nx—|—2+
5 4_8 3 2
Ldm. Vastus:x——l—x—+4x+2ln|x|+5ln|x—2|—31n|x+2|+C’.
3 — 4z 3 2

dz 1
— . Vastus: | - C.
x(zr —1)2 astus nx—l‘ x—1+

x—8 3 x -2\
————dx.  Vastus: 1 C.
o5 —da? + Az aste x—2+n( x > *
20 — 1 1 1
——dx.  Vastus: — — C.
x?(x — 1)? v s T T 1
3r —2 2+1
B Vastus: In + 3arctanx + C.
(2% +1) x?

dx

1 1 1
. Vastus: 3 In |x| — 1 In(z? + 2z +2) — 3 arctan(x + 1) + C.

1 2z — 1
—arctanx— +C.

V3 V3

) ) 9 3
Vastus: 1 In(z%+1) ~1 ln(x2+3)+§ arctan x—\/T_ arctan ——+C.

V3



1178/ du Vast ll‘t x‘+1t e,
.78. ) astus: = In |tan —| + - tan® — )
(14 cosz)sinx 2 21 4 2
d 2
11.79. /—x Vastus:£ In [tan (Z + f)‘ +C.
sinx + cosx 2 8 2
dx 1
11.80. Vastus; —— +C
/5 4sinx + 3cosx’ astus 2—tan%+
dzx 1 rz 1
11.81. /Sme. Vastus: gtan2 5 + Eln ‘tan ‘ - = Cot2 5 +C.
t 1 2
11.82. /%dw. Vastus: —x In|2sinz — cosz| — 57 +C.
11.83 / du Vastus: n 522 o
.83. S astus: In .
tan x cos 2x v/ cos 2x
d 2 1
11.84. / I Vastus: tanz + - tan® z + = tan® z + C.
cos® z 3 5
d 2
11.85. /—x2 Vastus: £ arctan(yv/2tanz) + C.
1+sin“z 2
in zd 1
11.86. /—Slm Y Vastus ———— 4+ C.
(1 — cosx)? cosx — 1
3xd 1 1
11.87. M Vastus: — + C.
cos* x 3cosdx  cosz
t d 1
11.88. /—anm T Vastus: In |27 4 o
1+ cosx COS T
sin® zdx
11.89. [ ————.  Vastus: cosx — 2arctan(cosz) + C.
cos*x + 1
2 L.
11.90. [ sin” zdx. Vastus: 5%~ ysin 2x + C.
" 3 1 . 1 .
11.91. cos” zdzx. Vastus: —x + —sin 2z + — sin4x + C.
8 4 32
2 2 1 .
11.92. sin“ x cos” xdx. Vastus: gx ~ 3 sindx + C.
11.93 sin® xdx Vastus: —x — —sin 2z + — sin4x + i sin® 2z + C
T ) 16 4 64 48
) ) 1 .
11.94. /sm 5 sin 3zdz. Vastus: 1 sin 2z — T sin 8x + C.
1 . 1 .
11.95. cos 2z cos zdx. Vastus: 3 sinx + 6 sin 3z + C.
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1 1
11.96. /sin 4z cos 3xdx. Vastus: 11 cos7r — 5 cosz + C.

Ratsionaalavaldiste € suhtes integreerimine

*d
11.97. / 26 x ) Vastus: arctane® + C.
e +1

2$d
11.98. / M Vastus: ef — In(e® + 1)+ C.
e’ 41

d
11.99. / T Vastus: In(l+e*)—e®—ax+C.
er + ez
*d 1 T—3
11.100. /621‘ —66ef+ 3 Vastus: 3 arctan - 5 +C.

Irratsionaalavaldiste integreerimine

11.101. /a;(x—\/—fl)dm Vastus: 2 arctan /z + C.

2 1
11.102. e/;___xxdx. Vastus: 2(3 — )/ (3—1x)*— 75\3/ (3—x)2+C.

d
v —1
11.104. —dux. Vastus: © —2v/xz — 1 +2In(v/z -1+ 1)+ C.
ve—1+41 ( )
1— d 1 — /1 - 1—
11.105. / L. _x' Vastus: In Vite—v < + 2 arctan v + C.
I+z 2 Vitr+/1—x 1+x
Irratsionaalavaldiste integreerimine. Euleri asendused
d Vi +dx —4
11.106. / * . Vastus: fcurctangcjL R + C.
Va2 +4x —4 2
d val 2
11.107. / * . Vastus: In T trtT +C.
(1+2)V1+a+ a2 r+V1i4+r4+a?+2
dx 3
11.108. ) Vastus: 2In|z + Va2 +z+ 1] —=In[2z +1+2vVx2 + 2z + 1| +
/x+\/3:2+:1:+1 | | 2 | |
3 1
- + C.
220+ 1+ 2Vt +x+1

Va?+2
11.109. /udm Vastus: Va2 + 2z + In|vVa? + 2z +x + 1| + C.
T

_ 2
11.110. /d—x. Vastus: V2, V2t —veta—a el
V24 x — x? 2 V2(x + 1)+ V2 +z — 22
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11.111

11.112

11.113

11.114

11.115

11.116

11.117

11.118

11.119

11.120

11.121

11.122

11.123

11.124

11.125

11.126.

dx

'/1—1—\/1—2:6—3:2.

1+ 1= 22— a2

i Y e
T

2 arctan

Vastus: In

-2+ V1 -2z — 22

14+ V1 —2x — a2

Irratsionaalavaldiste integreerimine. Trigonomeetrilised asendused

1
+ 51:\/2 — 224 C.

) / V2 — 22dzx. Vastus: arcsin
) /x2\/9 — 22dx. Vastus:

Cx+1
) V3 — 2z — 2%dzx. Vastus: 2 arcsin 5

1'2
/ V4 + 22

' 22v/22 + 16
) / V4z? 4+ 4z + bdz. Vastus: In (\/4352 +4dx+ 5422+ 1) +

dz

81

T

V2
1
< arcsin% — gx(Q —22%)y/9 — 22 4+ C.

1
+§(x+1)\/3—2x—x2+0.

1 1
Vastus: 5 arcsinx — §x\/1 — 224+ C.

Vastus: —

Vastus: —

(4 + 2?)V4 + 22

1

123

V2 + 16

6x

+C.

+C.

2z

1
2_ Vaz? + 4z +5+C.

1
) /\/1‘2 — 3dx. Vastus: 5:1:\/932 -3+ g In }x — V2 - 3! + C.

/m

Vastus:

(2 — 4)VZ —4

1223

+C.

1 1
. /\/93@2 — 6xzdz.  Vastus: éln |32 — 1 — V922 — 6z| + E(SI — 1)v922 — 6z + C.

Diferentsiaalbinooms integreerimine

dx

Vastus: In|z| — 31In |z + 1] +

69z + 9

2z + 1)

: /—‘i\j/_x_q:ldx Vastus: 2(¢/z 4+ 1)//z + 1+ C.

: /{‘/(1 + Vz)3dx.

/ dx
) a1
2va? +1+1 N

V3

/i

arctan

dz

3
2

1+ 22)

8
Vastus: —

7

+C.

V(1 + x)3(Tx + 3y/x — 4) + C.

1 1
Vastus: 3 In(va?2+1-1)— 1 In[{/(x2 + 12+ Va2 + 1+ 1] +

V3

Vastus:

C.

1+ 22

—_4cC
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d 1 2 2
11.127. /—"”"3 Vastus: —— 22 @
x2(1+ 22)?2 /1 + 22
d 1 (1 4\2 /1 4 1(1 4 1 1 1+v/1 1
/1 4+ 24 10 x10 3 xb 2 x?
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