1 Funktsioon, piirviaartus, pidevus

1.1 Funktsioon
1.1.1 TA&ahistused

Arvuhulki tahistatakse iildlevinud viisil:

N - naturaalarvude hulk,

Z. - tédisarvude hulk,

Q - ratsionaalarvude hulk,

R - reaalarvude hulk.

Piirkonnaks nimetatakse reaalarvude hulga alamhulki: vahemik, 16ik, poolloik
ja nende iithendid. Piirkondi hakkame tdhistama suurte téhtedega X, Y, Z, ...

Konstant on suurus, mis antud kontekstis omab ainult iihte kindlat va&rtust.
Konstante téhistatakse matemaatilises analiiiisis tdhestiku algustéhtedega
a, b, c, ...

Muutuvaks suuruseks nimetatakse suurust, mis voib omandada mistahes
vaartust mingisugusest piirkonnast. Muutuvid suurusi tahistatakse tdhestiku
loputédhtedega x, y, 2, ... . Téisarvuliste muutujate tahistamiseks kasutatak-
se tahti i, 7, k, [, m ja n. Funktsioone tdhistatakse tidhtedega f, g, h ja
nende kreeka vastetega ¢ (fii), ¢ (psii) x (hii).

Matemaatilise analiiiisi kursuses on muutuvateks suurusteks reeglina (kui
ei ole tehtud taiendavat eeldust) reaalarvulised muutujad. Kirjaviisi © € X
loetakse: suurus « kuulub piirkonda X.

Uldlevinud on kahe nn kvantori - universaalsuskvantori V ja olemasolukvan-
tori 3 kasutamine. Stimbolit V loetakse teksti sees "iga”ja stimbolit 3 loetakse
" eksisterib”voi "leidub”. Kirjaviisi V > 0 3 [a; b] loetakse: iga positiivse x
vadrtuse korral leidub 16ik [a; b].

1.1.2 Funktsiooni moiste ja esitusviisid

Definitsioon 1.1. Kui igale muutuja x vaédrtusele mingisugusest piirkonnast
X on vastavusse seatud iiks muutuja y kindel vaértus piirkonnast Y, siis
muutujat y nimetetakse muutuja x funktsiooniks.

Seda asjaolu méirgitakse matemaatilise analiiiisis y = f(z), y = F(z),
y = ¢(z) jne. Muutuvat suurust = nimetatakse séltumatuks muutujaks ehk
argumendiks ja muutuvat suurust y soltuvaks muutujaks ehk funktsiooniks.
Stimbol f méargib reeglit voi eeskirja, mis selle vastavuse korraldab. Seega -
funktsioonist saab konelda siis, kui on olemas eeskiri, mis igale {ithe muutuja
vadrtusele seab vastavusse teise muutuja iihe kindla véértuse.

Funktsioone saab esitada tabelina, graafikuna ja analiiiitiliselt.



Naiide 1.1. Tabel
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esitab definitsiooni kohaselt funktsiooni, sest igale muutuja x véértusele kol-
meelemendilisest hulgast X = {—2, —1, 0} seab see vastavusse iihe kindla
muutuja y vadrtuse. Muutuja x véédrtusele —2 on vastavusse seatud muutuja
y vaartus 3 jne.

Teiseks funktsiooni esitusviisiks on graafik.

Niaide 1.2. Graafik esitab toepoolest iilaltoodud definitsiooni mottes
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Joonis 1.1: Funktsiooni esitusviis graafikuna

funktsiooni, sest argumendi véirtusele xy vastab graafiku punkt P. Selle
punkti ordinaat yy on iiheselt médratud, seega igale argumendi x véartusele
seab graafik vastavusse iihe kindla y véartuse.

Kolmandaks funktsiooni esitusviisiks on analiiiitiline esitusviis. Siin eris-
tame funktsiooni esitust ilmutatud kujul, ilmutamata kujul ja funktsiooni
parameetrilist esitusviisi.

Funktsioon esitatakse ilmutatud kujul vordusena y = f(x), kus vasakul
pool vordusmaérki on y ja paremal mingisugune analiiiitiline avaldis muutuja
x suhtes. Ilmutatud kujul on koik pohilised elementaarfunktsioonid: ruut-
funktsioon y = x? — 2x + 3, trigonomeetrilised funktsioonid, eksponent- ja
logaritmfunktsioonid jne.

Enne kui asuda funktsiooni ilmutamata kuju ja parameetrilise esitusviisi
juurde, peab funktsiooni méistet laiendama. Edaspidi loeme muutuja y muu-
tuja x funktsiooniks ka juhul, kui igale x vadrtusele vastab kaks y véértust,
kolm y véartust, ... , lopmatult palju muutuja y véartusi. Esimesel juhul
oeldakse, et funktsioon on kahene, teisel juhul - funktsioon on kolmene, ... ,
funktsioon on lopmatult mitmene.



Niide 1.3. Ilmutamata kujul on funktsioon z? + y*> = 72, kus r on
positiivne konstant. Selle funktsiooni graafikuks on ringjoon keskpunktiga
koordinaatide alguses, raadiusega r. Selle funktsiooni ilmutamiseks, st tei-
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Joonis 1.2: Ringjoon raadiusega r

sendamiseks ilmutatud kujule, avaldame vordusest muutuja y. Koigepealt
y? = r? — 2%, millest y = £/r? — 2. Igale x viirtusele vahemikust (—r;r)
vastab kaks muutuja y vaartust. Joonisel vastab argumendi xy véartusele
kaks y vidrtust y; = /12 — 22 ja yo = —/r? — x3. Seega on antud juhul
tegemist kahese funktsiooniga. Funktsioonid y = /1?2 — 22 jay = —/r? — 22
on selle kahese funktsiooni iihesteks harudeks. Kui ilmutatumata kujul esi-
tatud funktsiooni graafikuks on kogu ringjoon, siis funktsiooni y = v/r2 — 22
graafikuks on ringjoone iilemine pool ja funktsiooni y = —+v/r? — 22 graa-
fikuks ringjoone alumine pool.

Kolmandaks funktsiooni analiiiitiliseks esitusviisiks on funktsiooni para-
meetriline esitusviis. Parameetrilise esitusviisi korral ei ole kaks muutujat
x ja y omavahel otseselt vordusega seotud, vaid on seotud ldbi kolmanda
muutuja, nn parameetri t. Parameetrilise esitusviis on {ildjuhul

{x=¢@
y=1(t)

Parameetrilisel kujul on voimalik esitada koiki funktsioone. Funktsiooni y =
x? parameetriliseks esitusviisiks on

T =1
y =t

Funktsiooni 22 + y? = r? parameetriliseks esitusviisiks on
T =rcost
y=rsint
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Selles esitusviisis on parameetriks ¢ joonisel ndidatud nurk.
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Joonis 1.3: Parameetri ¢ tahendus

Funktsiooni y = 2% parameetrilist esitusviisi tavaliselt ei kasutata, sellel
puudub moéte. Kiill aga kasutatakse funktsiooni z? + y? = r? parameetrilist
esitusviisi.

On funktsioone, millele ainsaks moistlikuks esitusviisiks on parameetriline
esitusviis.

Naiide 1.4. Vaatleme parameetrilisel kujul esitatud funktsiooni

{ x = a(t —sint)

y = a(l — cost)

Funktsiooni graafikuks on tsiikliline joon, mida nimetatakse tsiikloidiks.
Tsiikloid on joon, mille kirjeldab ringjoone raadiusega a iiks punkt, mis
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Joonis 1.4: Tsiikloid

algasendis asub koordinaatide alguspunktis, kui panna ringjoon veerema mooda
x-telge. Sellisel juhul on funktsiooni parameetrilises esitusviisis parameetriks
t selle ringjoone poordenurk algasendi suhtes.

4



Definitsioon 1.2. Funktsiooni y = f(z) méadramispiirkonnaks nimeta-
takse niisugust argumendi x vadrtuste hulka, millele antud eeskirja kohaselt
saab vastavusse seada muutuja y vadrtuse.

Funktsiooni méa#dramispiirkond on kas funktsiooni definitsiooniga ette an-
tud voi funktsiooni enda poolt médratud. Funktsiooni méaramispiirkonda
tahistatakse siimboliga X.

Naiide 1.5. Funktsiooni

fz) = x, kui 0<zx<1
ol 2—a, kuw 1<x<2

médramispiirkonnaks on 16ik X = [0;2], sest véljaspool seda 16iku ei ole
funktsioon defineeritud. Funktsiooni graafik on esitatud joonisel.
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Niide 1.6. Funktsiooni y = +/2x — 22 méaramispiirkonna annab ette
kitsendus 2z — 22 > 0. Selle vorratuse lahendihulka kuuluvad argumendi x
vaartused, mis rahuldavad tingimust 0 < z < 2, seega antud funktsiooni
médramispiirkonnaks on 16ik X = [0; 2].

Definitsioon 1.3. Funktsiooni y = f(z) muutumispiirkonnaks nimeta-
takse muutuja y nende véartuste hulka, mis vastavad koikidele méaramispiirkonda
kuuluvatele argumendi x vadrtustele. Muutumispiirkonda tdhistatakse siimboliga
Y.

Naiide 1.7. Leiame néaites 1.6 antud funktsiooni muutumispiirkonna. Juu-
re all on ruutfunktsioon 2x — 22, mille graafikuks on allapoole avanev para-
bool. Maaramispiirkonna X = [0; 2] otspunktides on ruutfunktsiooni vidrtus
0, seega on ka antud funktsiooni vahim véartus 0. Ruutfunktsiooni suurimaks

vadartuseks on parabooli haripunkti ordinaat. Parabooli haripunkti abstsiss

0+ 2
on r, = itr= = 1, millele vastav ordinaat on y, = 2-1 — 12 = 1. Viirtus

1 on juure all oleva ruutfunktsiooni suurimaks vaédrtuseks ning iihtlasi juu-

re suurimaks vaértuseks. Jarelikult on funktsiooni muutumispiirkonnaks 16ik
Y =1[0;1].



1.1.3 Funktsioonide liigitamine

Funktsioone liigitatakse nende siimmeetriaomaduste, viartuste kordumise
vOi mingi muu tunnuse alusel.
Definitsioon 1.4. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse paarisfunktsioo-
niks, kui Vx € X korral
f(=x) = f().

Paarisfunktsioonideks on niiteks y = x%, y = |z| ja y = cosz. Neist ka-

he esimese graafikud on esitatud joonisel 1.5 ja kolmanda graafik joonisel
1.6. Kui paarisfunktsiooni graafikule kuulub punkt (x; f(x)), siis definitsioo-
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Joonis 1.6: funktsioon y = cosx

nis esitatud tingimuse kohaselt kuulub graafikule ka punkt (—z; f(x)). Need
kaks punkti paiknevad koordinaatteljestikus siimmeetriliselt y-telje suhtes.
Jérelikult on iga paarisfunktsiooni graafik siimmeetriline y-telje suhtes.

Definitsioon 1.5. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse paarituks, kui Vz €
X korral
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Joonis 1.7: funktsioon y = 23
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Joonis 1.8: funktsioon y = sinx

Paarituteks funktsioonideks on y = 23, y = sinx ja y = tan z. Nende funkt-
sioonide graafikud on esitatud vastavalt joonistel 1.7, 1.8 ja 1.9.

Kui mis tahes paaritu funktsiooni graafikule kuulub punkt (z; f(x)), siis
definitsioonis esitatud tingimuse kohaselt kuulub sellele ka punkt (—z; — f(x)).
Need kaks punkti paiknevad siimmeetriliselt koordinaatide alguspunkti suh-
tes. Seega on koikide paaritute funktsioonide graafikud siimmeetrilised koor-

dinaatide alguspunkti suhtes.
1
Naiide 1.8. Uurime, kas funktsioon y = In ] e

on paaris voi paaritu.

1 1- 1 -
Tahistame f(z) = In . i_ z jaleiame f(—x) = ln?—ij) =1In (1 i_ z> =
1
—In 1+:p = —f(x).
-
Saime, et Vo € X korral f(—xz) = —f(x), st funktsioon on paaritu.
Kehtivad jargmised véited.




2y

NI
ME

-2

Y

Joonis 1.9: funktsioon y = tanx

e Kahe paarisfunktsiooni korrutis on paarisfunktsioon;
e kahe paaritu funktsiooni korrutis on paarisfunktsioon;
e paaris- paaritu funktsiooni korrutis on paaritu funktsioon.

Toestame antud véidetest teise. Olgu f(x) ja g(x) paaritud funktsioonid.

Téhistame nende korrutise h(z) = f(z)g(z) jaleiame h(—z) = f(—x)g(—z) =

—f(z) - [—g(x)] = f(x)g(x), st korrutis h(z) on téepoolest paarisfunktsioon.
1+

Naiide 1.9. Vaatleme funktsiooni y = xIn ] .
-

on naite
-
4 pohjal samuti paaritu, jarelikult nende korrutis, st antud funktsioon on
paaris.

Definitsioon 1.6. Funktsiooni y = f(x) nimetatakse perioodiliseks, kui

3 selline reaalarv T' # 0, et Vo € X korral

[z +T) = f(x).

Siin on eeldatud, et ka z + T € X.

Vahimat positiivset sellist reaalarvu (kui see eksisteerib) nimetatakse
funktsiooni perioodiks.

Selle definitsiooni esimese poole pohjal on siinusfunktsioon perioodiline,
sest definitsioonis noutud reaalarvuks 7T sobivad 47, 107, —67 jne. Vihimaks

1
Funktsioon f(x) = z on paaritu, funktsioon g(z) = In ]



positiivseks selliseks reaalarvuks on aga 27, mis on definitsiooni pohjal sii-
nusfunktsiooni perioodiks. Koosinusfunktsiooni perioodiks on samuti 27, tan-
gensfunktsiooni perioodiks on 7.

Trigonomeetrilised funktsioonid ei ole kaugeltki mitte ainsateks perioodi-
listeks funktsioonideks. Defineerime nn ”saehamba” funktsiooni

(o) = r—mn, kui n<r<n+l1
- 0, kui r<nV xz>n+1"

milles n on mis tahes taisarv.

Kui n = 0, siis f(x) = z pooldigul [0;1) ja viljaspool seda poolldiku
f(z) =0. Kui n =1, siis f(x) = x — 1 poolldigul [1;2) ja 0 véljaspool seda
poolldiku. Kui n = 2, siis f(z) = x — 2 poolldigul [2;3) ja 0 véljaspool seda
poolldiku. Kui n = —1, siis f(xz) = x + 1 poolldigul [—1;0) ja 0 viljaspool
seda poolldiku.

Funktsiooni graafik on esitatud joonisel 1.10, kusjuures funktsiooni graa-
fikust on vilja joonestatud vaadeldud n vadrtuste korral tekkivad loigud.
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Joonis 1.10: ”saehamba” funktsioon

Vaadeldav funktsioonon perioodiline ja selle periood T" = 1.

Definitsioon 1.7. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse kasvavaks, kui kahe
mis tahes argumendi x;, x5 € X korral, mis rahuldavad tingimust z; < s,
on f(z1) < f(x2).

Seega funktsiooni nimetatakse kasvavaks, kui kahest méadramispiikonnast
voetud argumendi védrtusest suuremale vastab suurem funktsiooni vaartus.

Definitsioon 1.8. Funktsiooni y = f(x) nimetatakse monotoonselt kas-
vavaks, kui kahe mis tahes argumendi x;, x5 € X korral, mis rahuldavad
tingimust x; < x9, on f(z1) < f(z2).

Definitsioon 1.9. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse kahanevaks, kui
kahe mis tahes argumendi z;, o € X korral, mis rahuldavad tingimust

x1 < T, on f(x1) > f(xs).
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Joonis 1.11: kasvav funktsioon

Seega funktsiooni nimetatakse kahanevaks, kui kahest maaramispiikonnast
voetud argumendi vadrtusest suuremale vastab viiksem funktsiooni vaartus.
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Joonis 1.12: kahanev funktsioon

Definitsioon 1.10. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse monotoonselt ka-
hanevaks, kui kahe mis tahes argumendi x;, x5 € X korral, mis rahuldavad
tingimust x; < 29, on f(z1) > f(x9).

Konstantne funktsioon on esitatud definitsioonide pohjal samaaegselt nii
monotoonselt kasvav kui ka monotoonselt kahanev.

1.1.4 Poordfunktsioon

Niites 1.1 esitatud tabel seab igale x vadrtusele vastavusse y vaartuse. Téapselt
samuti aga seab see tabel igale y vaértusele vastavusse x vaartuse, st muutuja
y on selles tabelis vaadeldav argumendina ja muutuja x funktsioonina.
Néites 1.2 esitatud graafik seab teatud piirkonnas igale y vadrtusele vasta-
vusse iihe, kaks v6i kolm muutuja z vaartust. Funktsiooni laiendatud maoiste
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kohaselt on muutuja x vaadeldav muutuja y funktsioonina.

Naiide 1.10. Analiititiline funktsioon y = * ] seab igale x védrtusele
x

vastavusse y vidrtuse. Avaldades sellest vordusest muutuja x saame, et © =

1 i , st muutuja y vadrtustele seab see vordus vastavusse muutuja x vaartuse.
Pealg selle, et muutuja y on muutuja x funktsiooniks, on muutuja x vaadeldav
muutuja y funktsioonina.

Jarelikult on iga eeskirjaga (tabeliga, graafikuga, analiiiitilise avaldisega)
méaratud kaks funktsiooni, millest teist nimetatakse esimese pdordfunktsiooniks.
Edaspidi hakkame funktsiooni y = f(z) poordfunktsiooni téhistama x =
e(y)-

Sellises téhistuses langevad pdordfunktsiooni ja selle podrdfunktsiooni
graafikud kokku. Tavaliselt aga tahistatakse poordfunktsioonis argument uues-
ti z-ga ja funktsioon y-ga ning poordfunktsioon esitatakse y = p(z). Kui
antud funktsiooni y = f(x) graafikule kuulub punkt koordinaatidega (z;y),
siis poordfunktsiooni graafikule kuulub punkt koordinaatidega (y;x). Teise
punkti saame esimesest, peegeldades seda koordinaattasandi I ja III veerandi
nurgapoolitaja (sirge y = x) suhtes.

Jarelikult: poordfunktsiooni y = ¢(z) graafiku saame antud funktsiooni
y = f(z) graafiku peegeldamise teel sirge y = x suhtes. Vaatleme néiteid.

Niide 1.11. Olgu antud funktsiooniks ruutfunktsioon y = 22, mille graa-
fik on esitatud joonisel 1.5.

Avaldades vordusest muutuja z, saame poordfunktsiooniks z = £,/y ja
pérast tahistuse vahetamist y = ++/x. Selle poordfunktsiooni graafikuks on
funktsiooni y = % graafiku peegeldus sirge y = x suhtes (joonis 1.13).

Naide 1.12. Olgu antud funktsiooniks eksponentfunktsioon y = 2%. Siit
muutuja z = log,y ja pérast tdhistuse vahetamist y = log, x. Eksponent-
funktsiooni péordfunktsiooniks on logaritmfunktsioon.

Eraldame siinusfunktsioonist y = sinx osa, mille méaramispiirkond on

[—g; g] (joonis 1.15).
Antud juhul vastab igale muutuja y € [—1; 1] vdidrtusele iiks muutuja x
vadrtus. Seda poordfunktsiooni tdhistatakse x = arcsiny. Pérast téhistuse

. . . . T . .
muutmist saame funktsiooni y = sinz, x € [—5; 5] poordfunktsiooni y =

arcsin z. Selle funktsiooni méadramispiirkond on X = [—1;1] ja muutumis-
.. T T
piirkond Y = [——; —]
272

Avaldades vordusest y = sin z muutuja x, saame V y € [—1; 1] korral x =
(—1)"arcsiny + nmw, n € Z. Vahetades téhistuse, saame 16pmatult mitmese
funktsiooni y = (—1)" arcsinx + nm, n € Z, mida téhistatakse y = Arcsinx

Eraldame koosinusfunktsioonist osa, mille médramispiirkond on [0; 7| (joo-
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Joonis 1.13: funktsioon y = 22 ja selle poérdfunktsioon

nis 1.18).

Igale y € [—1; 1] vadrtusele vastab iiks muutuja x vadrtus. Seda funtksioo-
ni téhistatakse x = arccosy. Péarast tdhistuse vahetamist saame funktsioo-
ni y = arccos z, mille médramispiirkond X = [—1;1] ja muutumispiirkond
Y = [0; 7).

Funktsioonide y = arcsin z ja y = arccos x vahel kehtib Vz € [—1; 1] puhul
seos

. m
arcsin x + arccosxr = 5

Avaldades vordusest y = cosx muutuja z, saame xr = Zarccosy +
2nm, n € Z. Parast tahistuse vahetamist saadud 16pmatult mitmest funkt-
siooni y = + arccosx + 2nmw, n € Z tihistatakse y = Arccos .

Eraldame tangensfunktsioonist osa, mille méadramispiirkond on vahemik

(—g; g) Selle funktsiooni graafikuks on koordinaatide alguspunkti labiv
tangensfunksiooni haru (joonis 1.9). Sellise funktsiooni puhul vastab igale y €
(—o0; 00) vadrtusele parajasti iiks muutuja = védrtus vahemikust (—g; g)
ja seda téhistatakse x = arctany. Pérast tdhistuse vahetamist saame y =

T
tanx, x € (—5; E)’ poordfunktsiooni y = arctan x. Selle méaaramispiirkond

X = (—o00;00) ja muutumispiirkond <—g; g)
Avaldades vorrandist y = tan z muutuja z, saame x = arctany+nmw, n €
Z. Vahetades tédhistuse, saame funktsiooni y = tanx lopmatult mitmese

poordfunktsiooni y = arctan z+nmw, n € Z, mida tiahistataskse y = Arctan x.
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Joonis 1.14: funktsioon y = 2% ja selle pocrdfunktsioon y = log,
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Joonis 1.15: funktsioon y = sin z 16igul [—g; g}

Lisame juba vaadeldud trigonomeetrilistele funtksioonidele veel neljanda
y = cot . Graafik on esitataud joonisel 1.22

Eraldame funktsioonist y = cot x vélja haru madramispiirkonnaga (0; 7).
Sellel harul vastab igale y € (—oo; 00) vadrtusele iiks muutuja x viirtus. Seda
funtksiooni téhistatakse x = arccoty. Pérast tdhistuse muutmist on funkt-
siooni y = cot x, x € (0; m) poordfunktsiooniks y = arccot z. Selle funktsiooni
méadramispiirkond X = (—o0;00) ja muutumispiirkond Y = (0; 7).

Funktsioonide y = arctanz ja y = arccot x vahel kehtib Vz € (—o0;00)
korral seos

s
arctan x + arccotx = 5

Avaldades vorrandist y = cot  muutuja x, saame x = arccoty +nmw, n €
Z. Vahetades téhistuse, saame funktsiooni y = cotx 16pmatult mitmese

13
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Joonis 1.16: funktsioon y = arcsin

poordfunktsiooni y = arccot x +nm, n € Z, mida tahistataskse y = Arccot x.

1.1.5 Hiiperboolsed funktsioonid ja nende p66rdfunktsioonid

Peale vaadeldud pohiliste elementaarfunktsioonide vaadeldakse matemaati-
lises analiiiisis veel nn hiiperboolseid funktsioone ja nende poordfunktsioone,
nn areafunktsioone. Hiiperboolsed funktsioonid ja areafunktsioonid avaldu-
vad juba vaadeldud pohiliste elementaarfunktsioonide kaudu.
Hiiperboolseteks funktsioonideks on hiiperboolne siinus, hiiperboolne koo-
sinus, hiiperboolne tangens ja hiiperboolne kootangens.
Hiiperboolne siinus y = shz on defineeritud kui

x —X

e

—e
shz =

2
Hiiperboolse siinuse graafik on esitatud joonisel 1.24. Funktsiooni méaramispiirkond
X = (—o00;00) ja muutumispiirkond Y = (—o0; 00).
Hiiperboolne koosinus y = ch x on defineeritud kui

Hiiperboolse koosinuse graafik on joonisel 1.25. Selle funktsiooni mééramispiirkond
X = (—00;00) ja nmuutumispiirkmond Y = [1; c0).

Hiiperboolse siinuse ja koosinuse jaoks kehtib rida analoogilisi seoseid,
mis on tuttavad trigonomeetriliste siinuse ja koosinuse korral.

e ch’z —sh?x = 1;

14
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Joonis 1.17: funktsioon y = Arcsinx

Ay

Joonis 1.18: funktsioon y = cos x 16igul [0; 7]

e sh2x =2shxzchu;
e ch2x =ch?z +sh?z.

Hiiperboolne tangens y = th z on defineeritud kui

shx e —e*

thx = = .
chx er 4 e~ %

Hiiperboolse tangensi graafik on joonisel 1.26. Selle funktsiooni méaramispiirkond
on X = (—o0;00) ja muutumispiirkond Y = (—1;1).
Hiiperboolne kootangens y = cth x on defineeritud kui

1 _chx et +e "

cthz = = = .
thx shz eT —e®

15
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Joonis 1.19: funktsioon y = arccos x

Hiiperboolse kootangensi graafik on joonisel 1.27. Selle funktsiooni méaaramispiirkond
on X = (—o00;0) U (0; 00) ja muutumispiirkond Y = (—o0; —1) U (1; 00).
Leiame funktsiooni y = sh z poordfunktsiooni. Selleks avaldame vorrandist

et — e 2T
y=—g muutuja x. Korrutades vorrandi molemad pooled suurusega 2e*

saame e** — 2ye® — 1 = 0, st ruutvorrandi e® suhtes, millest

ex:y+\/m.

Miinusmérk juure ees ei ole voimalik, sest y — 1/y2? + 1 on negatiivne, aga
e” negatiivne ei saa olla. Avaldame viimasest vordusest = In(y++/y? + 1).
Vahetades tdhistuse, saame funktsiooni y = shx poordfunktsiooniks y =
In(x + v2? 4+ 1). Seda funktsiooni nimetatakse areasiinuseks ja tihistatakse

y = arshx.

et +e "

Avaldades samal viisil vorrandist y = — muutuja x, saame r =

In(y++/y? — 1). Vahetades tidhistuse saame, et funktsiooni y = ch x poérdfunktsiooniks
on y = In(z + v2? — 1), mida nimetatakse areakoosinuseks ja tahistatakse
y = archz.

et —e " 1. 1
Avaldame vorrandist y = ————— muutuja x. Tulemuseks on x = — In + v
et 4+ e * 2 1—y
Pérast téhistuse vahetamist saame funktsiooni y = th x péérdfunktsiooniks
1 1+
y=3 In 1 i , mida nimetatakse areatangensiks ja tédhistatakse y = arth z.
-

16
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Joonis 1.20: funktsioon y = Arccosz

Joonis 1.21: funktsioon y = arctan x

1.1.6 Liitfunktsioon
Oletame, et argumendile z € X on vastavusse seatud muutuja u vadrtus,
u=g(z),

st v on muutuja x funktsioon ja omandab vaartusi hulgast U. Muutujau € U
voib omakorda olla argumendiks mingile teisele funktsioonile

y = f(u).

Kui asendada v muutuja z kaudu viimasesse funktsiooni, saame [iitfunkt-
$100M1

y = flg(x)].

17
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Joonis 1.23: funktsioon y = arccot x

Funktsioone u = g(x) ja y = f(u) nimetatakse liitfunktsiooni komponent-
funktsioonideks ehk komponentideks. Seejuures funktsiooni u = g(x) nimeta-
takse seesmiseks ja funktsiooni y = f(u) vdliseks.

Naide 1. Liitfunktsiooni y = /1 — 22 komponendid on seesmine funkt-
sioon

u=1-— 2>

ja viline funktsioon

y = Vu.

1
Naide 2. Kui koostada komponentidest u = e

— X

1
jay = §1nu liit-

funktsioon, saame
1. 1+=x

— 21
Y=y

18
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Joonis 1.24: hiiperboolne siinus y = shz

st funktsiooni
y = arthx.

On olemas liitfunktsioone, millel on komponente rohkem kui kaks. Kui u
on x funktsioon,

u = h(z),
muutuja v on u funktsioon
v =g(u)
ja muutuja y on v funktsioon
t=f(v),
saame liitfunktsiooni
y = f{glh(z)]}.

Analoogilisel viisil saab defineerida nelja, viie ja enam komponendiga liit-
funktsioonid.

Niide 3. Koostame komponentidest v = cosz, v = logu ja y = /v
liitfunktsiooni ja leiame selle méédramispiirkonna.

Asendades teise funktsiooni u, ssame v = logcosz ja asendades selle
omakorda kolmandasse, saame

y = \/logcos .
Méaaramispiirkonna leidmiseks kirjutame tingimuse

logcosx > 0
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Joonis 1.26: hiiperboolne tangens y = thx

ehk

cosx > 1.

Viimane tingimus on voimalik ainult
r =0, £2m, +4m,
X ={z|z =2nm, n € Z}

juhul, kui cosx = 1, millest
..., st médramispiirkond koosneb iiksikutest punktidest
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Joonis 1.27: hiiperboolne kootangens y = cthx
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