7 Joonintegraalid

7.1 Esimest liiki joonintegraali definitsioon ja omadu-
sed

Olgu antud tasandiline kdverjoon otspunktidega A ja B ja olgu sellel joonel
defineeritud kahe muutuja funktsioon f(z,y), st igale joone punktile (x,y)
on vastavusse seatud védrtus f(x,y). Jaotame joone AB suvalisel viisil punk-
tidega

A=PFy, Po, Po, ..., Py1, Py, ..., P, =B
osakaarteks Pk/,l\Pk, k=1, 2, ..., n. Valime igal osakaarel juhusliku punkti
Qr(&k, k) € Pro1 By
Y
Pr—1

Joonis 7.1. Joone AB jaotamine osakaarteks

Osakaare Pk/_ij pikkust tdhistame Asj. Edasi moodustame korrutised
f(Qr)Asg, kus k=1, 2, ..., n ja lelame summa

Sn=Y_ [(Qi)Asy (7.1)
k=1

Seda summat nimetatakse funktsiooni f(z, y) integraalsummaks iile joone
AB.

Joone AB jaotus punktidega Py, P, Ps, ..., Py_1, Py, ..., P, on su-
valine. Seega on osakaarte Pk/,l\Pk pikkused Asy erinevad. Téahistame pikima
osakaare pikkust

A = max As
1<k<n
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Definitsioon. Kui eksisteerib piirvairtus

lim s,
A—0

ja see ei soltu joone AB osakaarteks jaotamise viisit ega punktide @, valikust
osakaartel, siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f(z,y) esimest lii-
ki joonintegraaliks iile joone AB ehk joonintegraaliks kaare pikkuse jdrgi ja

tahistatakse
/ f(x,y)ds
AB

Vahetult definitsioonist jarelduvad esimest liiki joonintegraali omadused.
Omadus 1. Esimest liiki joonintegraal ei séltu joone ldbimise suunast,

st
/f(w,y)dsz /f(x,y)ds
Omadus 2 Ad1t11vsuse omadus) Kui C on mingi joone AB punkt, siis
/favyds-/fxyds—i—/fxy
Omadus 3.

/[f(x,y)ig(l’,y)]dsz /f(fv,y)dsi /g(x7y)d8

AB AB AB

Omadus 4. Kui ¢ on konstant, siis

/cf(m,y)ds = C/f(x,y)ds

AB

Omadus 5. Vottes esimest liiki joonintegraali definitsioonis f(z,y) = 1,
siis integraalsumma
n
Sy
k=1

on osakaarte pikkuste summa, mis soltumata joone AB osakaarteks jaotamise
viisist annab joone AB pikkuse ssp, st

SAB:/dS

AB

Kui AB on ruumiline joon, siis iga joone punkt Qg (&, 1k, () on médratud
kolme koordinaadiga ja sellel joonel saab defineerida kolme muutuja funkt-

siooni f(x,y, z). Kéik muu jiéb esimest liiki joonintegraali defineerides ta-
sandilise juhuga samaks, st

[ ey 2)ds = lim 3 f(@ s (7.2)
AB k=1



Loomulikult jadvad kehtima ka koik viis loetletud esimest liiki jooninteg-
raali omadust.

Kui joonel AB funktsioon f(x,y,z) > 0, siis on funktsioon f(z,y,z)
tolgendatav aine joontihedusena punktis P(z,y,z). Sellisel juhul korrutis
f(Qr)As on ligikaudu k-nda osakaare mass. Ligikaudu sellepérast, et tihe-
dus f(z,y, z) on osakaarel muutuv suurus, siin aga on joontihedus osakaarel
loetud vordseks joontihedusega iihes osakaarel vilja valitud punktis Q.

Integraalsumma (7.1) tdhendab sel juhul joone AB ligikaudset massi
ja see summa iseloomustab joone massi seda tédpsemalt, mida lithemad on
osakaared ehk mida suuremaks hulgaks osakaarteks on joon AB jaotatud.
Esimest liiki joonintegraal (7.2)annab meile funktsiooni f(x,y,z) mainitud
tolgenduse korral joone AB tédpse massi.

7.2 Esimest liiki joonintegraali arvutamine

Olgu tasandilise joone AB parameetrilised vorrandid

i

ja ruumilise joone AB parameetrilised vorrandid

x = x(t)
y=y(t)
z = 2(t),

kus molemal juhul punktis A on parameetri vaartus ¢ = « ja punktis B on

t= 3.

d
Definitsioon. Tasandilist joont AB nimetatakse siledaks, kui & = d_f ja
d
g = d_gz on pidevad 15igul [o; 8] ning
i+ #0
. . K . 3 1 ] ! dl’
Definitsioon. Ruumilist joont AB nimetatakse siledaks, kui & = at’
d d
Y= d—i{ ja z = d—j on pidevad 16igul [oy; 5] ning

P+t + 22 #£0

Toesuseta sonastame jargmised teoreemid.
Teoreem 1. Olgu funktsioon f(z,y) pidev siledal joonel AB. Siis

B8
/ F(,y)ds = / F (), y(t)] /32 + Pt (7.3)
AB o
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Teoreem 2. Olgu funktsioon f(z,y, z) pidev siledal joonel AB. Siis

B
/ flz,y,2)ds = /f[x(t), y(t), ()| 2% + % + 22dt (7.4)
AB «

Kui joon AB on ilmutatud kujul antud funktsiooni y = ¢(x) graafikuks
ja punktis A x = a ning punktis B x = b, siis kehtib jirgmine teoreem.
Teoreem 3. Olgu funktsioon f(z,y) pidev siledal joonel AB. Siis

/ F(,y)ds = / fls (@) /11 yde (7.5)

See teoreem jareldub vahetult teoreemist 1, sest kui séltumatut muutujat
x vaadelda parameetrina, saame ilmutatud kuju asemel kasutada parameet-
rilist esitusviisi

dx dy
illest 1 = — =1 =
millest = — jay = i

Naide 1. Arvutame joonintegraali / , kus AB on koordinaattel-

gede vahele jaav sirge y = 2x — 3 16ik. w

Sirge on ilmutatud kujul antud funktsiooni graafikuks, seega arvutamiseks
kasutame valemit (7.5).

Loikepunktis y-teljega on x = 0 ja loikepunktis z-teljega on y = 0, st

r—y

z=3. Valemi kasutamise jaoks leiame y = 2 ja 1 + /? = 5. Seega

:_vr<n——m3> v%m%:VGm2

[+ - [

= —/5In|3 —z|
0

Niide 2. Arvutame joonintegraali / Vyds, kus AB on tsiikloidi = =
AB
a(t —sint), y = a(l — cost) esimene kaar.
Tsiikloid on tasandiline joon, mille esimene kaar moodustub, kui 0 < ¢ <
27. Valemi (7.3) rakendamiseks leiame & = a(1—cost), y = asint ja i*+y* =
a?(1 — cost)? + a’sin®t = a®(1 — 2cost + cos? t + sin*t) = 2a%(1 — cost).



Valemi (7.3) jargi

/ Vyds = 7\/01(1 — cost)/2a2(1 — cost)dt =

2m
a\/%/(l — cost)dt = av/2a(t — sint)
0

2

= 2maVv2a

0

Niide 3. Arvutame joonintegraali / (2z—+/22 + y?)ds, kus AB on koo-

AB
nilise kruvijoone x = tcost, y = tsint, z =t esimene kaar.

Koonilise kruvijoone esimene kaar moodustub, kui 0 < ¢ < 27. Leiame
T =cost —tsint, y =sint +tcost, Z =1 ja
i 492 + 2% = (cost — tsint)? + (sint +tcost)? +1 =
cos’t — 2t costsint 4 t*sin®t + sin®t + 2t sint cost + t* cos’ t + 1 = 2 + t*

Valemi (7.4) abik leiame

2
/(2z —Vat+y?)ds = /(2t — V2 cos? t + 12 sin? V2 + t2dt =
AB 0
21 27 27
1
/(Qt—t)\/2+t2dt: /t\/2+t2dt = 5/\/2+t2d(2+t?) =
0 0 0
LR+ 2+ 2+4n)V2 +4n2 —2V/2
25 o 3 3

7.3 Teist liiki joonintegraal

Olgu AB tasandiline joon ja ? jouvektor, mis teeb t66d, litkudes trajektooril
AB. Seame eesmérgiks leida jouvektori F' poolt tehtav t66. Selleks jaotame
joone AB suvaliste punktidega

A:P(), P17 ey Pkfl, P]€7 ey Pn:B
osakaarteks ﬁk, kus £ = 1, 2, ..., n ja ldhendame osakaari Pf,l\Pk

vektoritega Pj_1 Py.
Olgu punkti Py koordinaadid zy, ja yi, st Pr(zg; yx). Tahistades

AiL‘k =T — Tk

ja
Ayx =Y — Yk-1,
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on vektori koordinaadid
—

e
Vektori P,_1 P pikkuse tdhistame Asy, st

Asp =/ Az + Ay}

Jouvektori suund ja suurus soltuvad selle rakenduspunktist, st selle mélemad
koordinaadid on rakenduspunkti funktsioonid

F = (X(2,y);Y (2,9)).

Valime kaarel ﬁ’k suvalise punkti Q(&; mx) ja loeme osakaarel Pf_l\Pk
jouvektori konstantseks, st oletame, et jouvektori pikkus ja suund on osakaa-
rel vordsed jouvektori pikkuse ja suunaga punktis Qy, st

?k = (X (ks e ); Y (k> i)

— R
Mehhaanikast on teada, et kui joud Fj liigub mooda vektorit Pp_q Py
punktist P,_; punkti Py, siis selle jou poolt tehtav t66 Aj on vordne vektorite

Fy. ja Py_1 P, skalaarkorrutisega, st
- —
Ay =Fy - PP = X (§, i) Az + Y (S, ) Ay

Kogu t60, mida teeb jouvektor ?, lilkkudes punktist A punkti B on ligi-
kaudu vordne summaga

n

D X (& mi) Ak + Y (S i) Ay (7.6)

k=1

Ligikaudu tehtud ldhenduste tottu: kaart Pk/,173;C ldhendasime vektoritega
%—1}71@ ja muutuvat jouvektorit F = (X (z,y); Y (z,y)) konstantse vektoriga
Fiy = (X (&, m0); Y (&k 70).-

On ilmne, et mida tihe/d@alt votta jaotuspunktid, seda tdpsemalt lahendab
vektor Py,_1 Py osakaart Py_1 Py ja konstantne vektor Fy, = (X (&, mx); Y (€k, k)
osakaarel muutuvat vektorit F = (X(z,y);Y(x,y))

Definitsioon. Kui summast (7.6) 3 piirvédrtus piirprotsessis max Asj, —

0 ja see piirvaartus ei soltu joone AB osakaarteks jaotamise viisist ega punkti-
de Q. valikust osakaartel, siis seda piirvadrtust nimetatakse teist litki joonin-
tegraaliks ehk joonintegraaliks koordinaatide jirg: ja téhistatakse

/ X(z,y)dz + Y (2, y)dy
AB



Definitsiooni kohaselt

n

/X(% y)dr +Y (z,y)dy = lim E (X (&, me) Az + Y (Eky i) Ay
max Asp—0
AB

(7.7)

Kui AB on ruumiline joon, siis

—
Pi1 Py = (Axy; Ayy; Azg),

selle vektori pikkus

Asy = \/Axi + Ay + Az?

ja jouvektori kolm koordinaaati on rakenduspunkti funktsioonid
F = (X(2,9,2) Y (2,9, 2)); Z(2,, 2)).

Teist liiki joonintegraal defineeritakse piirvdartusena

/ X(x,y,2)dx + Y (z,y,2)dy + Z(z,y, z)dz

AB
n

= mathrgﬁo Z[X(fk, N> Ce) Az + Y (§r, My Cr) DYk + Z (E, My Cr) A2

Teist liiki joonintegraali definitsioonist jareldub vahetult kaks omadust.
Lithiduse mottes esitame need tasandilise joone korral, aga kehtivad need ka
ruumilise joone puhul.

Omadus 1. Kui C on suvaline joonel AB asuv punkt, siis

/X(x,y)derY(x,y)dy: /X(x,y)dHY(x,y)dw/X(x,y)derY(x,y)dy
AB AC CB

(7.8)
Pohjenduseks piisab mérkida, et vottes teist liiki joonintegraali definee-
rides esimeseks joone AB jaotuspunktiks C' ja edasi jatkates joone jaotamist
suvalisel viisil, tekivad joonte AC' ja C'B suvalised jaotused osakaarteks. In-
regraalsumma iile joone AB on vordne integralsummade summaga iile joonte
AC ja UB.
Omadus 2. Kui muuta teist liiki joonintegraalis joone ldbimise suunda,
siis mérk integraali ees muutub vastupidseks, st

/X(m, y)dr + Y (z,y)dy = — / X(x,y)dzr + Y (x,y)dy (7.9)

Toestus. Defineerides joonel teist liiki joonintegraali, ldbides selle suunas
BA, voime jaotuspunktid nende suvalisuse tottu votta samad, mis voetakse
joone labimisel suunas AB. Siis vektorite P;_1 P, asemel on vektorid Py P, =
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(—Azg; —Ayy) ja k-ndal osaldigul suvaliselt fikseeritud punktis Q(&x; k) on
jouvektor

—
B = (X (& nw); Y (i)
Vottes integraalsummast

n n

D X (G ) (= A20)+Y (& i) (= Agi)] = = D [X (G ) Azi+Y (Ex, me) Ay

k=1 k=1

piirvaartuse piirprotsessis max As, — 0, saame viite.

7.4 Teist liiki joonintegraali arvutamine

Olgu, et AB on tasandiline sile joon parameetriliste vorranditega

r=uxt), y=y(t)

ja funktsioonid X (z,y) ja Y (x,y) pidevad joonel AB. Oletame, et punktis A
on t = « ja punktis B on t = 3.

Teoreem 1. Kui funktsioonid X (x, y) ja Y (z,y) on pidevad siledal joonel
AB, siis

B8
/ X (2, y)dz + Y (z, y)dy = / X (2(t), y()) + Y (2 (), y(®)gldt  (7.10)
AB

«

Tostus. Toestame viitest esimese poole, st

B
X(z,y)de = | X(x(t),y(t))zdt
freme]

Téhistame p(t) = X (2(t),y(t)). Joone AB sileduse tottu on z(t), y(t), & ja
y pidevad 16igul [o; B]. Definitsiooni kohaselt

max Az —0

[ X = tw 3 X(6m)dn
AB k=1
Kui parameetri vaartus punktis Py on fy, siis xp = x(tx) ja yr = y(tx).
Lagrange’i teoreemi jérgi leidub selline 74, € (tx_1; %), et
A%k =T — Tk—1 = .T(Tk)(tk — tkfl) = ZC(Tk)Atk

Teist liiki joonintegraali definitsioonis Qy(&x,nx) on suvaline punkt k-
ndalt osakaarelt, seega voib selleks olla ka punkt , mis vastab parameetri



véadrtusele 7, st & = x(1x) ja mp = y(73). Siis téhistuse tottu X (&, nx) =
©(Tk) ja

max Az —0

/X(x,y)dx: lim Zg@(Tk)i‘(Tk)Atk
AB k=1

Pideva funktsiooni x = z(t) poordfunktsioon on samuti pidev. Sellest, et
Axyp — 0 jareldub, et Aty — 0, jarelikult ka sellest, et max Az, — 0 jareldub
ka, et max Aty — 0 ja

max At —0

/ X(oy)de = lm S p(n)i(n) Aty
AB Lt

Viimane piirvédrtus on funktsiooni o(t)% integraalsumma 16igul [« ]
piirvaartus maksimaalse osaldigu pikuse ldhenemisel 0-le ehk méaéaratud in-

tegraal
B
/ o(t)xdt

Arvestades ¢(t) tdhendust

B
/X@wm=/xmmmmmu

mida oligi tarvis toestada.

Olgu, et AB on ruumiline sile joon parameetriliste vorranditega

T = ZL‘(t), Y= y(t)7 = Z(t)

ja funktsioonid X (z,v,2), Y(z,v,2) ja Z(z,y,z) pidevad joonel AB. Olgu
jélle punktis A t = a ja punktis B t = f.

Teoreem 2. Kui funktsioonid X (z,y, z), Y(z,y, z) ja Z(z,y, z) on pide-
vad siledal joonel AB, siis

/ X(x,y,2)dx + Y (z,y,2)dy + Z(x,y, z)dz

AB
B

= /[X(m(t), y(8), 2(0)@ + Y (x(t), y(t), 2(1))y + Z(x(t), y(t), 2(¢))2]di

(7.11)

Kui joon AB on ilmutatud kujul esitatud funktsiooni y = y(x) graafikuks

ja punktis A = = a ning punktis B x = b, siis vaadeldes muutujat x
parameetrina, saame & = 1, § = ¢ ja valemist (7.10)

/X@wm+yww@:/wmmm+ymmmmm (7.12)

a



Kinniseks jooneks ehk kinniseks kontuuriks nimetatakse joont, mille algus-
ja lopp-punkt langevad kokku. Kinniseks jooneks on néiteks ringjoon, ellips
jne. Teist liiki joonintegraali iile kinnise kontuuri L téhistatakse

}{X(x, y)dx + Y (z,y)dy

Kinnise kontuuri L ldbimise positiivseks suunaks loetakse suunda, milles
lilkkudes kontuuri poolt piiratud piirkond D jaab vasakule.

Ay

Joonis 7.2. Joone labimine positiivses suunas

Naiide 1. Arvutame / x cos ydx — y sin zdy iile sirgldigu punktist A(0;0)

AB
punktini B(; 27).

Sirge sihivektor on 1@ = (m;2m) ja parameetrilised vorrandid

Tz =t
y = 27t,

kusjuures punktis A on ¢ = 0 ja punktis B on ¢ = 1. Valemi (7.10) rakenda-
miseks leiame veel © = 7 ja y = 2. Valemi jargi

1
/ x cosydx — ysinxdy = /(ﬂ't cos 2mt - m — 2wt sinwt - 27)dt
AB 0

1
2 /[t(cos 21t — dsinnt)|dt = . ..
0
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Saadud integraali integreerime ositi, vottes
u=t, dv=cos2nt— 4sinmnt
Siis

1 4
du=dt, v= —sin2nt+ — cosnt
2T 7

ning

1

4
/ (— sin 27t + — cos mf) dt
T

0
1

= A4
0

Niide 2. Arvutame % (2% + y)dx + 2ydy, kus L on kolmnurga OAB

L
kontuur, mis ldbitakse positiivses suunas ning kolmnurga tipud on O(0;0),

A(2;1) ja B(0;1).
Kolmnurk ning selle 1dbimise suund on néidatud joonisel 7.3.

1
=m2 |t <— sin 27t + — Cosmf)
21

T 472 2

4 1 4
—— 4+ | —= cos2nt — — sinwt

2Y

Joonis 7.3. Positiivses suunas ldbitav kolmnurga OAB kontuur

Omaduse 1 tottu

f(x2+y)da:+xydy = /(x2+y)d9:+xydy+/(x2+y)dx+xydy+/(x2+y)d:v+a7ydy,

L OA AB BO

siinjuures omaduse 2 pohjal on oluline integreerimise suund. Vaatleme kolme

tekkinud joonintegraali eraldi. Kolmnurga kiilje OA vorrand on y = 5 ja

1
0<z<2ningy = 7 Valemi (7.12) pohjal

2

/(x2+y)dx+mydy:/<x +2+x ) :/<5x x) x

OA 0

11



Kiilje AB vorrand on y = 1, st ¢ = 0. Alguspunktis A = = 2 ja 16pp-
punktis B = = 0. Seega (7.12) jargi
0 0
/(x2+y)dx+$ydy—/(x2+1+x-1-O)d:c—/(x2—|—1)da:
AB 2 2

Selleks, et kasutada valemit (7.12) kolmanda liidetava arvutamiseks, peame
selles vahetama z ja y rollid, st vaatlema joont kui funktsiooni x = g(y) graa-
fikut. Kui joonel AB argumet y muutub véértusest a vairtuseni b, siis

b

[ X@de + Y@y = [(XG)oe +Yaloldy  (713)

a

Kiilje BO vorrand on x = 0, seega ka 2/ = 0 ja
0

/(x2+y)d:p+xydy: /[(O+y)-0+0-y]dy:0
1

BO

Seega

0
2
j{(x2+y)dw+rcydy=/<5 x) dx—f—/
L 0 2

Vahetades viimases integraalis rajad, saame

2
]{(xz—iry)dx—l—xydy:/(%—irg—x —1)d
L 0
A 3 2
r?x T
—/<Z+§—1>dx—(12+z—m)
0

7.5 Greeni valem

0

Greeni valem seob teist liiki joonintegraali iile kinnise joone kahekordse
integraaliga iile selle joone poolt piiratud piirkonna. Olgu kinnisel kontuuril
L ja sellega piiratud piirkonnas D méaédratud kaks kahe muutuja funktsiooni
X(z,y) ja Y(z,y).

Teoreem (Greeni valem). Kui funktsioonid X (z,y) ja Y (x,y) on pi-
devad kinnisel siledal joonel L, osatuletised e ja B on pidevad joonega

x
L piiratud regulaarses piirkonnas D ning L ldbitakse positiivses suunas, siis

%Xxydx—i—nydy—//(a—Y—a—X)dxdy (7.14)
Jdy

12



Toestus. Olgu L kinnine sile joon AEBF A, mis ldbitakse positiivses suu-
nas. Olgu kinnise kontuuri L alumine osa AE B funktsiooni y = ¢4 (x) graa-
fikuks ja {ilemine osa AF' B funktsiooni y = po(z) graafikuks.

2 Y

Joonis 7.4. Positiivses suunas ldbitav joon L ja selle poolt piiratud piirkond

Tdestame valemist iithe poole. Teist liiki joonintegraali omaduste 1 ja 2
pohjal

j{Xxydx—/Xxyda:—l—/Xa:ydx—/Xxydx—/Xxy

AEB BFA AEB AFB

Kasutades arvutusvalemit (7.12), saame

j{X(w,y)dfC = /bX(%le(x))dx—/bX(%902($))dl“ = —/b[X(fE,902(56))—)((93,901(93))}@

(7.15)
Teiselt poolt, piirkonna D regulaarsuse tottu on see kirjeldatav vorratustega
a<z<bjap(r) <y < pyr)ning

wz(w)aX
/ —dwdy—/dw / —dy
Ay
p1(z)

Viimases integraalis on kahe muutuja funktsiooni X (z,y) koigepealt y
jargi diferentseeritud ja seejérel sama muutuja jéargi integreeritud. Selle tu-
lemuseks on uuesti funktsioon X (z,y). Seega

p2(z)

0X
—dy =X

w2(x)
= X(z,p2(x)) — X (2, p1()),

orl2) w1(z)
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millest
/ / dudy = / X(5,02(2)) = X(@, 1 (@)lde (7.16)

Néeme, et (7.15) ja (7.16) tulemused erinevad teineteisest ainult mérgi

poolest. Jarelikult
fX x,y)d // —dzdy (7.17)

Toestatud vordusega sarnaselt saab toestada, et

]{ ,y dy—// “dzdy (7.18)

Liites vorduste (7.17) ja (7.18) vastavad pooled saame (7.14).
Naiide. Arvutame eelmise punkti néites 2 toodud joonintegraali

%(ﬁ + y)dx + zydy
L

Greeni valemi abil.
Siin X (x,y) = 2?+y ja Y (z,y) = zy. Greeni valemi (7.14) rakendamiseks

leiame e =y ja v 1. Tahistagu D kontuuri L poolt piiratud piirkonda.
L Y

Valemi (7.14) jargi

7{(:62 +y)dx + rydy = //(y — 1)dxdy

L D

Joonise 7.3 jirgi on piirkond D madratud tingimustega 0 < z < 2 ja g <
y < 1. Kahekordse integraali arvutusvalemi pohjal

2 1
j{(x + y)dx + zydy :/dx/(y—l)dy
0

L

(S

Leiame seesmise integraali

1 1

/(y—l)dy:/(y—l)d(y—l)z (y_21)2

ning seejérel

/2 [_ (:E—SQ)Q} dr = _é /Q(x_Q)fzd(m_Z) _ _%(m _32)3

0

NI
NI
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7.6 Joonintegraali integreerimisteest soltumatuse tin-
gimus

Selles punktis uurime, millistel tingimustel joonintegraal

/ X(z,y)de + Y (z,y)dy (7.19)
AB

soltub ainult punktide A ja B asukohast tasandil, mitte aga neid iithendavast
joonest.
Eeldame, et D on punkte A ja B sisaldav piirkond, milles funktsioonid
0X
X(z,y) jaY(x,y) ning osatuletised e ja 3 " pidevad. Valime piirkonnas
Yy x
D kaks téiesti suvalist punkte A ja B iihendavat joont AEB ja AFB.

Ay

Joonis 7.5. Punkte A ja B iihendavad jooned

Piistatud eesmérgi kohaselt

/de—i—Ydy: /Xd:c—i—Ydy,

AEB AFB

/de—l—Ydy— /Xd:}:+Ydy:O

AEB AFB
Teist liiki joonintegraali teise omaduse pohjal

/de—f—Ydy—l—/de—i—Ydy:O
AEB BFA

ja esimese omaduse pohjal

Xdx+Ydy =20

AEBFA

15



Tahistades kinnise joone AEBF A = L, saame tingimuseks
]{de +Ydy =0 (7.20)
L

Sellise tingimuseni jouame {ikskoik milliste punkte A ja B {ithendavate
joonte, st mistahes punkte A ja B ldbiva kinnise joone korral, aga samuti ka
erinevate punktide A ja B valimisel piirkonnas D. Edaspidi nimetame punkte
A ja B iithendavat joont integreerimisteeks.

Jarelikult, kui jooninegraal (7.19) ei soltu integreerimisteest, siis mistahes
piirkonnas D valitud kinnise kontuuri L korral kehtib tingimus (7.20).

Vastupidi, kui iga kinnise joone L puhul piirkonnas D kehtib tingimus
(7.20) ja A ning B on kaks piirkonnas D valitud suvalist punkti, voime kinnise
joone L valida nii, et A ja B paiknevad sellel joonel L = AEBF A. Tingimuse
(7.20) kohaselt

]{Xd:erYdy: / Xdr+Ydy =0
L AEBFA

Teist liiki joonintegraali 1. omadusest

/de+Ydy+/de+Ydy:O,

AEB BFA

ja 2. omadusest

/de—i—Ydy— /de+Ydy:O
AEB AFB

/ Xdr +Ydy = / Xdxr +Ydy
AEB AFB
Joon L on suvaline punkte A ja B ldbiv kinnine joon, seega on suvalised ka
integreerimisteed AEB ja AF B. Jérelikult kehtib teoreem.

Teoreem 1. Joonintegraal (7.19) on piirkonnas D integreerimisteest sdltumatu
parajasti siis, kui mistahes piirkonnas D valitud kinnise joone korral kehtib
tingimus (7.20).

Oletame, et mistahes piirkonnas D valitud kinnise joone L korral on
taidetud (7.20). Punkti alguses tehtud eeldustel kehtib Greeni valem. Kui
A tédhistab kinnise kontuuri L poolt piiratud piirkonda, siis (7.14) pohjal

oY o0X
// (%‘a—y) dady =0
A

oy 0X

Sellisel juhul ka

16



sest kui oletada vastuvéiteliselt, et mingis punktis Py € D

aY 0X
— — —— >0 7.22
X X .
siis — ja — pidevuse tottu on pidev ka — — , st punktil Fy on olemas
ox dy ox 83/

timbrus U(F), milles kehtib (7.22). Aga siis ka

JERrs

ja kui I' on timbruse U(Fp) rajajoon, siis Greeni valemi pohjal

j{de+Ydy>0,

mis on vastuolus eeldusega, on piirkonnas D vordub joonintegraal iile mis-
tahes kinnise kontuuri nulliga. Seega (7.22) ei saa kehtida, jéarelikult kehtib
(7.21) ehk
oy 90X
oxr Oy
Vastupidi, kui kehtib tingimus (7.23) ja L on piirkonnas D paiknev kin-
nine joon, mis piirab piirkonda A, siis

[ G2

millest Greeni valemi pohjal jareldub (7.20).

Tehtud arutlustest ja teoreemist 1 jareldub.

Teoreem 2. Joonintegraal (7.19) on piirkonnas D integreerimisteest sdltumatu
parajasti siis, kui piirkonnas D on tdidetud tingimus (7.23).

Joonintegraali (7.19) tdhistatakse ka

(7.23)

/ Xdxr +Ydy
Naide 1. Joonintegraal
B
/(29& cosy — y*sinz)dx + (2y cosx — z* siny)dy
A
on integreerimisteest soltumatu, sest

(2ycosx — x*siny) = —2ysinx — 2z siny

dx
17



ja

a—(2x cosy — y*sinz) = —2wsiny — 2ysin x,
Y

st on téidetud (7.23).

Naiide 2. Arvutame
(2,1)

/ 2xydr + rdy
(0,0)

Joonintegraal on integreerimisteest soltumatu, sest

O(x?)
ox =2
ja
0(2zy) B
3y =2z

Arvutamiseks voime seega valida mis tahes punkte (0; 0) ja (2; 1) tihendava
joone. Valime selleks murdjoone OBA, kus O(0,0), B(2;0) ja A(2;1).

2y

Joonis 7.6. Murdjoon OBA

Teist liiki joonintegraali omaduse 1 pohjal

(2,1) (2,0) (2,1)
2rydr + 2°dy = / 2xydr + xidy + / 2rydx + x*dy
(0,0) (0,0) (2,0)

Sirge OB vorrand on y = 0, sellest ka 3y = 0. Loigul OB 0 < z < 2 ja
(7.12) jargi
(2,0) 2
2xydz + z*dy / (27 -0+ 2% 0)dz =0
(0,0) 0
Sirge BA vorrand on z = 2, st 2/ = 0. Loigul BA 0 <y < 1ja (7.13)
pohjal

(2,1) 1
/ 2xydr + 22dy = /(4y 04+ 4)dy =4
(2,0) 0

18



Seega
2,1

/ 2rydr + 2 dy = 4
(0,0)

On voimalik ndidata, et kui piirkonnas D on tdidetud tingimus (7.23),
siis eksisteerib kahe muutuja funktsioon u(z,y), mille tiisdiferentsiaal

du = Xdxr +Ydy

Jareldus. Joonintegraal (7.19) on integreerimisteest soltumatu parajasti
siis, kui eksisteerib kahe muutuja funktsioon u(z, y), mille téisdiferentsiaaliks
on avaldis X (z,y)dz + Y (x,y)dy.

7.7 Esimest liiki pindintegraal

Olgu xyz-teljestikus antud pind S ja sellel médratud kolme muutuja funkt-
sioon f(x,y, z). Jaotame pinna S suvalisel viisil n osapinnaks Aoy (1 < k <

A

Joonis 7.7. Pind S ja selle osapiirkond

n), kusjuures Aoy, téhistab nii k-ndat osapinda kui ka selle pindala.
Valime igal osapinnal suvalise punkti Py (&x; 1mx; (x) € Aoy ja moodustame
korrutised

ning nendest summa

> f(P)Aoy

k=1
Osapinna diameetriks diam Aoy, nimetatakse osapinna punktide vahelist suu-
rimat kaugust ja suurima nendest kaugustest tdhistame

A = max diam Aoy,
1<k<n
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Definitsioon 1. Kui 3 piirvdartus

;lg(l];f(fjk)ﬁak

ja see piirvaartus ei soltu sellest, kuidas pind S on jaotatud osapindadeks,
ega sellest, kuidas on valitud punktid P, osapindadel, siis seda piirvaartust
nimetatakse esimest litki pindintegraaliks ehk pindintegraaliks pinna pindala

jarg: ja téhistatakse
//f(x,y,Z)dU
S

Seega definitsiooni 1 kohaselt

J[ stwv210 = i3 (7)o
. -

Esimest liiki pindintegraalil on analoogilised omadused senini vaadeldud
integraalidega.

Omadus 1. Funktsioonide summa (vahe) esimest liiki pindintegraal vordub
nende funktsioonide esimest liiki pindintegraalide summaga (vahega).

Omadus 2. Konstantse teguri saab tuua esimest liiki pindintegraali ette.

Omadus 3. Kui pind S koosneb kahest pinnast S; ja S nii, et pindadel
S1 ja S5 ei ole iihiseid sisepunkte, siis

//f(x,y,z)da://f(x,y,z)da+//f(x,y, 2)do
S S1 Sa

Olgu pind S kahe muutuja funktsiooni z = z(z, y) graafikuks. Téhistame

pinna S projektsiooni xy-tasandil D. Pinda S nimetatakse siledaks, kui funkt-

z . 0z
sioonil z(z,y) eksisteerivad piirkonnas D pidevad osatuletised 7 ja e
r Y

Jargnev teoreem annab esimest liiki pindintegraali arvutuseeskirja kahe-
kordse integraali abil.

Teoreem. Kui funktsioon f(x,y, z) on pidev siledal pinnal S ja D on S
projektsioon zy-tasandil, siis

é/ flx,y,z)do = é/ f(x,y,z(x,y))\/l + (%)2 + (g—;)dedy (7.24)

Juhul, kui pinnal S méadratud funktsioon f(z,y,z) = 1, siis valemi

[fom [ @) @Yo
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abil arvutatakse pinna S pindala.
Niide 1. Arvutame //(x2+y2 +2%)do, kui S on koonuse z = /22 + 32
s

osa, kus 0 < z < 1.
Tasand z = 1 ja koonus z = y/x? + y? loikuvad mooda ringjoont

$2+y2:1

Seega antud koonuse osa projektsioon zy-tasandil on ring 22 +y? < 1. Valemi

105)

v

Joonis 7.8. Naite 1 koonus

(7.24) kasutamiseks leiame

%_ T
a$_1/;p2+y2
0z Y

AR

02\ > 02\ > x? y?
\/H<@) +(0_y> _\/1+I2+y2+x2+y2_\/§

ning seejérel valemi (7.24) jargi

é/($2+y2+22)d0 = é/($2+y2+x2+y2)\/§dxdy = 2\/54/(x2+y2)dxdy

ja

Saadud kahekordses integraalis on intergeerimispiirkonnaks D ring. Seepérast
arvutamiseks teisendame kahekordse integraali polaarkoordinaatidesse
T = pcosp, y = osinp, mille korral 22 + y* = ¢ ja |J| = o.
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Integreerimispiirkond on polaarkoordinaatides on méédratud tingimustega
0<p<2rjal < p< 1. Seega

2 1
2\/5//(952+y2)d95dy = 2\/§/dg0/g2gdg
D 0 0

Seesmine integraal

ja 16puks viline integraal

21 27
1 2
Qﬂ/zdwzé/dwzwx/ﬁ
0

0

Niide 2. Arvutame podrdparaboloidi z = 22 + 32 selle osa pindala, mis
jaib tasandist z = 4 allapoole. Poérdparaboloidi projektsioon zy-tasandil D

|95)

Joonis 7.9. Niite 2 pocrdparaboloid

on ring x? 4+ y? < 4, mille raadius on 2. Valemi (7.25) kasutamiseks leiame
0z
9
Ox v
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0z

9
dy 4

ja

1+ 9z 2+ 0z 2—\/1+4x2+42
Ox or) 4
Seega valemi (7.25) pohjal on poordparaboloidi vaadeldava osa pindala

//da://\/1+4x2+4y2dxdy
S D

Saadud kahekordse integraali teisendame polaarkoordinaatidesse x = p cos ¢,
y = osin ¢, mille korral 1 + 42% + 4y* = 1 + 40* ja |J| = o ja piirkonnas D
0 < ¢ <2mning 0 < o < 2. Seega

2 2
// V14422 + 4y?dedy = /dgp/\/1+4929d9
D 0 0

Seesmise integraali arvutamiseks kasutame diferentsiaali alla viimist. Vorduse
d(1 + 40*) = 8pdp tottu

/\/1+4ggdg— /\/1+4Q8Qd9

2 3
1 1d 1(1—1—4@ )5
= - 1 40° 2 1 4 —_—
8/ + Q + Q) 3 § .
0 2
1 2 TV/IT -1
= 5(1‘1‘4@2)\/1“—4@2 :T
0

Viline integraal, st arvutatav pindala on seega

2w
17\/1_7—1/@_17\/1_7—1 o _ TUATVIT— 1)

2 =
12 12 6
0

7.8 Teist liiki pindintegraal

Olgu ruumis pind o, millel on médratud kolme muutuja funktsioon Z(z,y, 2)
Jaotame pinna o suvalisel viisil n osapinnaks Aoy (1 < k < n). Igal osa-
pinnal valime suvalise punkti Py (&x; x; (x) ning leiame funktsiooni vééartuse
Z(Py). Tahistame pinnatiiki Aoy projektsiooni zy-tasandil Asy, kusjuures
Asy tahistab ka selle projektsiooni pindala. Edasi moodustame korrutised
Z(Py)Asy,. Koiki neid korrutisi kokku liites saame summa

Z Z(Pk)ASk,

k=1
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mida nimetatakse funktsiooni Z(z,y, z) integraalsummaks iile pinna o pro-
jektsiooni zy-tasandil. Olgu projektsiooni Asy diameeter diam Asy. Pinna o
jaotus osapiirkondadeks Aoy on suvaline, seega on need erinevad ja erine-
va diameetriga on ka nende projektsioonid As; ry-tasandil. Projektsioonide
suurimat diameetrit tdhistame A\, st

A = max diam As;,
1<k<n

Definitsioon 1. Kui d piirvaartus

n

A—0

ja see piirvaartus ei soltu sellest, kuidas on pind ¢ jaotatud osapindadeks ega
sellest, kuidas on valitud punktid P, osapindadel, siis seda piirvaartust ni-
metatakse teist liiki pindintegraaliks ehk pindintegraaliks pinna projektsioons
jargi xy-tasandil ja tahistatakse

// Z(z,y, z)dzdy

Seega definitsiooni kohaselt
// Z(z,y, z)dzdy = }\13(1); Z(Py)Asg (7.26)

Teiseks. Olgu pinnal ¢ méadratud kolme muutuja funktsioon Y (x,y, 2) ja
olgu osapinna Aoy, projektsioon zz-tasandil As) . Valides jélle suvalise punkti
Py € Aoy, saame moodustada korrutised Y (Pg)As) ja nendest summa

> Y(Py)As),

k=1

mida nimetatakse funktsiooni Y (z,y, z) integraalsummaks iile pinna o pro-
jektsiooni xz-tasandil.
Definitsioon 2. Kui d piirvééartus

: /
lg%;Y(Pk)Ask

ja see piirvadrtus ei soltu sellest, kuidas on pind ¢ jaotatud osapindadeks ega
sellest, kuidas on valitud punktid P, osapindadel, siis seda piirviartust ni-
metatakse teist liiki pindintegraaliks ehk pindintegraaliks pinna projektsioon:
jargr xz-tasandil ja tahistatakse

/ / Y (2, y, )dudz
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Seega definitsiooni kohaselt
// Y (z,y,2)dxdz = /l\lir(l] ; Y (Py)As), (7.27)

Kolmandaks. Olgu pinnal o méiaratud kolme muutuja funktsioon X (z,y, 2)
ja olgu osapinna Aocy projektsioon yz-tasandil As). Valides taas suvalise
punkti P, € Aoy, saame moodustada korrutised X (Py)As] ja nendest sum-
ma

> X(Po)Asy,
k=1

mida nimetatakse funktsiooni X (z,y, z) integraalsummaks iile pinna o pro-
jektsiooni yz-tasandil.
Definitsioon 2. Kui d piirvéartus

n

lim » X(P,)As)
A—0 1

ja see piirvaartus ei soltu sellest, kuidas on pind o jaotatud osapindadeks ega
sellest, kuidas on valitud punktid P, osapindadel, siis seda piirvdartust ni-
metatakse teist liski pindintegraaliks ehk pindintegraaliks pinna projektsioons
jargi yz-tasandil ja téhistatakse

//X(x,y, 2)dydz

Seega definitsiooni kohaselt
// X(z,y,2)dydz = /l\lg(l] ; X (Py)As), (7.28)

Koige iildisemal kujul saame vektorfunktsiooni
F,y,2) = (X(5,9,2): Y (2,9, 2); Z(, . )

korral defineerida teist liiki pindintegraali ehk pindintegraali pinna projekt-
siooni jargi

// X(z,y, z)dydz + Y (x,y, z)dzdz + Z(x,y, z)dzdy (7.29)
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7.9 Teist liiki pindintegraali arvutamine

Vaatleme teist liiki pindintegraali

/ / Z(w,y, 2)ddy

arvutamist. Selleks oletame, et pind ¢ on kahe muutja funktsiooni z = f(z,y)

graafikuks. Eeldame, et z = f(z,y) on iihene ja pidev ning omab pidevaid
0z Z .

osatuletisi — ja —. Uhesuse tottu 16ikab iga z-teljega paralleelne sirge pinda

x
tapselt iihes punktis.

Definitsioon 1. Ruumis antud pinda nimetatakse kahe poolega pinnaks,
kui pinna normaal, lilkudes mis tahes mooda pinnal asuvat rajajoonega mitte
loikuvat kinnist kontuuri, siilitab lahtepunkti joudes oma suuna.

z

A

£

w

Joonis 7.10. Kahe poolega pind

Kahe poolega pinna puhul eristame pinna alumist ja iilemist poolt. Pin-
na iilemisks pooleks nimetatakse poolt, kus pinna normaal moodustab z-telje
positiivse suunaga teravnurga « ja alumiseks poolt, kus pinna normaal moo-
dustab z-telje positiivse suunaga niirinurga § = 180° — «

Teist liiki pindintegraali arvutamine soltub sellest, {ile kumma pinna poole
integraali arvutatakse. Kui Z(x,y, z) on pidev siledal pinnal z = f(x,y), siis
teist liiki pindintegraal arvutatakse valemi

/ / Z(w,y, 2)dzdy — + / / 2.y, f(.y))dady (7.30)
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Joonis 7.11. Pinna {ilemine ja alumine pool

abil. Sealjuures kahekordse integraali ette valitakse ”+”, kui inegreeritakse
iile pinna iilemise poole ja ”—", kui integreeritakse iile pinna alumise poole.
Seega probleemi piistitusel peab olema 6eldud, iile kumma pinnapoole teist
liiki pindintegraal tuleb arvutada. Valemis tahistab D pinna o projektsiooni
xy-tasandil.

Kui Y (z,y, z) on pidev siledal pinnal y = g(x, 2), siis teist liiki pindin-
tegraal arvutatakse valemi

/ / Y (2, y, )deds — + / / Yz, g(x, 2), =)dudz (7.31)

abil. Valemis D’ tdhistab pinna ¢ projektsiooni xz-tasandil ja méark + voi
— valitakse selle jargi, kas teist liiki pindintegraali arvutatakse iile pinna
tilemise voi alumise poole (st kas pinna normaal moodustab y-telje positiivse
suunaga terav- voi niirinurga).

Kui X(x,y, z) on pidev siledal pinnal x = h(y, z), siis teist liiki pindin-
tegraal arvutatakse valemi

[ X@yoipiz == [[ Xby.2) v )apa: w32)

abil. Siin D” tédhistab pinna o projektsiooni yz-tasandil ja mark + voi —
valitakse selle jargi, kas teist liiki pindintegraali arvutatakse iile pinna iilemise
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voi alumise poole (st kas pinna normaal moodustab x-telje positiivse suunaga
terav- voi niirinurga).
Naiide. Arvutame teist liiki pindintegraali

/ / 22dxdy

o

kus o on koonuse z = \/x? + y? selle osa iilemine pool, mis jaidb tasandist
z = 1 allapoole.

Vaadeldava koonuse osa projektsioon D xy-tasandil on ring % + 2 < 1.
Seega valemi (7.30) jérgi

/ / 2drdy = / / (2% + y*)dwdy

Et integreerimispiirkonnaks on ring, siis kahekordse integraali arvutamiseks
teisendame selle polaarkoordinaatidesse. Ringis 0 < ¢ < 27 ja 0 < p < 1,

seega
27 1
//(w2+y2)dwdy = /dw/gg - odo
D 0 0

Seesmine integraal
1
4
3 4 1
do=—| =
/ 0 ag 1
0

4

1
0

ja viline
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