Sissejuhatus

Sissejuhatus

Toendosusteooria on matemaatika osa, mis uurib juhuslike néhtuste iildisi
seaduspérasusi soltumatult nende nahtuste konkreetsest sisust ja annab mee-
todid nendele nahtustele mojuvate juhuslike méjude kvantitatiivseks hinda-
miseks.

Kirjeldav statistika — andmete korrastamine, néhtavaks tegemine, lihtsa-
mate karakteristikute arvutamine. Kirjeldav statistika ei vaja tdendosusteooria
alaseid teadmisi.

Matemaatiline statistika — suhteliselt véikese osa objektide (valimi) and-
mete abil jarelduste tegemine kdigi objektide kogumi (tildkogumi) omaduste
kohta. Jérelduste tegemine pohineb toendosusteoorial.

Juhuslikud siindmused

Siindmuse moiste. Tehted siindmustega.

Vaatleme mingit katset, millel on mitu erinevat voimalikku tulemust
(Ioplik arv), kuid katse toimumisel esineb parajasti iiks neist tulemustest. Iga
voimalikku katsetulemust nimetatakse elementaarsiindmuseks ja koik katse-
tulemused moodustavad elementaarsiindmuste siisteemi ehk elementaarsiindmuste
hulga 2.

Q={w,ws,...,wy}

Naiteks:

e katse — miindi viskamine. Katse tulemused:vapp ja kiri.
Q0 = {vapp, kiri}.
e katse — tdringu veeretamine. Q = {1,2,3,4,5,6}.
Siindmuse moiste. Tehted siindmustega.

e katse — kahe taringu veeretamine.

O =1{(1,1),(1,2),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)}



Siindmuse moiste. Tehted siindmustega.

Stindmust, mis katse katse kéigus alati toimub, nimetatakse kindlaks
siindmuseks (téhistatakse K). Stindmust, mis selle katse ei saa toimuda,
nimetatakse voimatuks stindmuseks (tdhistatakse V7). Siindmust, mis katse
kéigus voib toimuda voi mitte toimuda, nimetatakse juhuslikuks stindmuseks.

Stindmuseks A nimetatakse elementaarsiindmuste hulga 2 suvalist alam-
hulka. (A = () — voimatu siindmus, A =  — kindel siindmus).
Stindmust A voib esitada:

e clementaarsiindmuste loeteluna: A = {wy/, ..., wi };

e sonaliselt, kirjeldades tunnust, mis médrab elementaarsiindmuse kuu-
luvuse alamhulka.

Naide. Katseks on téaringu veeretamine.
e A on siindmus, et tulemus on paarisarv. (Sonaline)

o A=1{2,4,6} (elementaarsiindmuste loetlemine).

Tehted siindmustega

Definitsioon 1. Siindmuse A vastandsiindmuseks A nimetatakse siindmust,
kui katsel ei toimu siindmus A.

O\ A

Definitsioon 2. Siindmuste A ja B korrutiseks AB (ehk AN B) nimetatakse
stindmust, mis seisneb neist mélema toimumises antud katsel.

Stindmuste Ay, ..., A, korrutis A; --- A,,.

Definitsioon 3. Siindmuste A ja B summaks A+ B (ehk AUB) nimetatakse
stindmust, mis seisneb neist vihemalt iihe toimumises antud katsel.

Stindmuste Aq,..., A, summa A; +---+ A,.



Tehted siindmustega

Lause 1. Kehtivad jirgmised vdited:
e A+t K=K, AK =A, A+ V =A, AV =V, AA=V, A+ A=K;

e AB=DBA, A+ B =B+ A;
(A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC);
A(B+C) = AB + AC;

Stindmuse sagedus

Siindmuse sagedus

Vaatame katset, mille tulemusel siindmus A v6ib toimuda. Eeldame, et
voime katset korrata, kusjuures katsetingimused ei muutu katsete seeria jook-
sul ning siindmuse A toimumine vaadeldaval katsel ei soltu eelmistest kat-
setest st. tegemist on s6ltumatute katsetega. Toimugu siindmus A n—
katselises seerias n4 korda.

Definitsioon 4. Suurust P*(A) = % nimetatakse stindmuse A toimumise
sageduseks ehk suhteliseks sageduseks selles n—katselises seerias.
Lause 2. Kehtivad seosed:

0<P*(4)<1, PYK)=1, P*(V)=0, P*(A)=1-P*A).

Toenaosuse statistiline definitsioon

Toendosuse statistiline definitsioon

Vaatame katset, mille tulemusel siindmus A v6ib toimuda. Toimugu stindmus
A n—katselises seerias ny korda, siis on teada P*(A) (stindmuse A suhteline
sagedus).

Definitsioon 5. Piirvaartust
P(A) = lim P*(A)

n—-4o00

nimetatakse siindmuse A statistiliseks toendosuseks.



Toenidosuse statistiline definitsioon
Lause 3. Kehtivad vdited:
0<PA) K1, PK)=1, P(V)=0, P(A)=1-P(4),

(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)
(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
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Toenidosuse klassikaline definitsioon

Toendosuse klassikaline definitsioon
() — elementaarsiindmuste siisteem A — siindmus, st A C ()

Definitsioon 6. Arvu

nimetatakse siindmuse A klassikaliseks toendosuseks.

m — hulga A elementide arv (soodsate véimaluste arv) n — hulga € ele-
mentide arv (kdikide voimaluste arv)

Klassikalise toenidosuse omadused

Lause 4. Klassikalisel toendosusel on jirgmised omadused:



Geomeetriline toeniosus

Geomeetriline téenfdosus

QCR" Q4 CQ p—moot: n = 1 — pikkus, n = 2-pindala, n = 3—
ruumala jne. Olgu A-siindmus, et katse kéigus valitakse iiks punkt hulgast
Q4. Eeldame, et punkti sattumine (2 mingisse alamhulka séltub vaid selle
hulga moddust.

Definitsioon 7. Siindmuse A geomeetriliseks toendosuseks nimetatakse
suurust

Geomeetriline téenédosus
Lause 5. Geomeetrilisel toendosusel on jargmised omadused:
e 0KPA) KL, PD)=0,P(Q)=1,PQ\A) =1-P(A),
P(A+ B) = P(A) +P(B) - P(AB),
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A[B).

Toenidosusteooria aksioomid

Toendosusteooria aksioomid

Definitsioon 8. Hulga 2 alamhulkade hulka S nimetatakse hulkade algeb-
raks, kui

e e S;
e kui A,Be S, siiskaQ\AeQjaANBeq.

Definitsioon 9. Hulkade algebrat (£2, S) nimetatakse o-algebraks, kui A, Ay, As, . ..

S korral

D&e&
j=1



Toenidosusteooria aksioomid

Definitsioon 10. Kolmikut (£2, S, P), kui (2, S) on o-algebra, P: S — [0, 1]
ja on téidetud tingimused:

e P(Q)=1;
o kui Ay, Ay, Az, ... € Q, kusjuures A, N A; = 0 iga k # [ korral, siis

p <GAJ> = iP(Aj),

nimetatakse toendosusruumiks.

Olgu A, B € §. Leiame P(AU B).
P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB),
stindmuste abil véljendades

P(A+ B) =P(A) +P(B) — P(AB)

Toeniosuste liitmisteoreem
Arvutame

P(A+ B+ C) =
...=P(A)+P(B)+P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC).

Lause 6 (Toendosuste liitmisteoreem).

($50) S-S v e (i)

i=1 j>i i=1



Tinglik toenidosus. Toendosuste korrutamisteoreem
Definitsioon 11. Kui P(A) > 0, siis toenéosust

P(AB)
P(A)

P(B|A) =

nimetatakse siindmuse B tinglikuks toendosuseks tingimusel A.

P(AB) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).

Definitsioon 12. Siindmust A nimetatakse séltumatuks siindmusest B,

kui
P(A|B) = P(A).

Tinglik toendosus. Toendosuste korrutamisteoreem
Lause 7. Kehtivad vdited:

e Kui stindmus B on soltumatu sindmusest A, siis ka stindmus A on
soltumatu siindmusest B, st. P(A|B) = P(A).

o Sindmused A ja B on soltumatud parajasti siis, kui P(AB) = P(A)P(B).

o Kui A ja B on séltumatud, siis ka A ja B on soltumatud.

Tinglik toenidosus. Toéendosuste korrutamisteoreem

P(AB) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).
Leiame P(AlAQAg)

P(A1A2A3) = P(AI)P(AQ |A1)P<A3|A1A2)

(i

Lause 8 (Toendosuste korrutamisteoreem).

P (ﬁ Ai> =P(A)]]P

n
Jj=2




Tinglik toenidosus. Toendosuste korrutamisteoreem

Definitsioon 13. Stindmuste siisteemi { Ay, As, . .., A, } nimetatakse s6ltumatuks,
kui
P <Aj HAk> =P (4;), (k=23,...,n).
k<j
Lause 9. Sindmuste sisteem {Ay, Ao, ..., Ay} on soltumatu parajasti siis,
kue

Taistoenaosus

TAaistoendosus
Olgu {Hy, Ho, ..., H,} tiielik sindmuste siisteem, st.

Z‘Hi =KANHH; =V igai# j korral.

i=1
Olgu A siindmus. Leiame P(A).

Lause 10 (Taistoendosuse valem). Kui {Hy, Ho,...,H,} on hipoteeside
siisteem, siis sindmuse A toendosus avaldub valemiga

P(A) = 7 P(A[H;)P(H).

Téaistoendosus

Naiide: Tudeng siseneb kottpimedasse tuppa eesmirgiga hankida kirju-
tusvahend. Ta liigub kombates lauani, avab kahest sahtlist iihe ja valib sealt
juhusliku kirjutusvahendi. Leiame toendosuse, et ta sai pastaka, kui iihes
sahtlis oli 6 pastakat ja 6 harilikku pliiatsit ning teises 2 pastakat ning 4
markerkerit.

H,— kirjutusvahend valitakse esimesest sahtlist Ho—kirjutusvahend vali-
takse teisest sahtlist, siis P(H;) = P(Hs2) = 0,5 ning P(A|H;) = 0,5 ja
P(A|H,) = 3. Seega

1 5
P(A)=0,5-0,5+0,5 3 = .



Bayesi valem

Lause 11 (Bayesi valem). Kui {Hy, Hs, ..., H,} on hiipoteeside siisteem ja
A on mingi stindmus, siis

P(AH;) _ P(AH;)
S

=1

P<Hi|A> =

Bayesi valem

Naide: Tudeng siseneb kottpimedasse tuppa eesmérgiga hankida kirju-
tusvahend. Ta liigub kombates lauani, avab kahest sahtlist iihe ja valib sealt
juhusliku kirjutusvahendi. Osutus, et tudeng sai pastaka. Leiame tdoenéosuse,
et see parineb esimesest sahtlist, kus oli 6 pastakat ja 6 harilikku pliiatsit (vt
eelmine néide).

H,— kirjutusvahend valitakse esimesest sahtlist Ho—kirjutusvahend vali-
takse teisest sahtlist, siis P(H;) = P(Hs2) = 0,5 ning P(A|H;) = 0,5 ja
P(A|H,) = 3. Seega

0,5-0,5

P(H,|A) = =0,6
(#]4) 0,5-0,5+0,5-1

Bernoulli valem

Bernoulli valem

Bernoulli (katsete) skeem: n—soltumatust katsest koosnev katseseeria,
kus siindmus A toimub igal katsel tGendosusega p.

Kui0 < p <1, siisq=1-p B,, — sindmus, et A toimub selles
katseseerias tépselt m korda. P, ,, il (Bnm)-
Lause 12. Kui katseseerias on n soltumatut katset ja siindmus A toimub igal
katsel toendosusega p ning B, , on sindmus, et A toimub selle seeria korral
tapselt m (0 < m < n) korda, siis

Pn,m - P(Bn,m) = C;anmqnfm



Siindmuse A toenioseim toimumiste arv n—katselises seerias
Leiame siindmuse A toendoseima toimumiste arvu m Bernoulli skeemis.
Arv m on ka lokaalne maksimum funktsioonile 7, ,,, st.

Pn,m 2 Pn,m+1
Pn,m 2 Pn,m—l-

Lause 13. Sindmuse A téendoseim toimumiste arv m n—katselise Bernoulli
skeems korral on leitav vorratusest

(n+1p—-1<m< (n+1)p.
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