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Maaratud integraalide ligikaudne arvutamine

b
/ f(x)dx
a
leidmist.

Kuia= x5 < x4 < Xo <...<Xp=b, siis ristklilikvalem

Vaatleme integraali

n
Sn=h>_f(x).
=1
Newton-Cotesi kvadratuurvalem
n
Sn = ZA,’f(X,‘),
i=0

b
kus A,-—/ Ly i(x)dx.
a



Uhtlase vérgu korral (h = x; — x;_1, i = 1,..., n) avaldub
Ai=(b—a)B,
kus B; vaartusi saab leida kasiraamatutest.
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Kui n =1, siis
b—

a
5 2[(a) + (b))

St =

Kui n = 2, siis

Sp = b;a [f(a)+4f<a;b> +f(b)].

Uhtlase vérgu korral saab esitada veahinnangu

< {CMnh”+3, kui n on paarisarv

/:f(x)dx -5yl <

CM,h"2_ kuin on paaritu arv

kus C > 0 on konstant, mis ei sdltu nja M, on |f("t1)(x)| maksimaalne
vaartus l6igul [a, b].



Uldiselt kasutatakse poliinomiaalse interpolandi asemel tiikiti

polinomiaalset interpolanti. Olgu ®(x) funktsiooni f(x) tukiti lineaarne

interpolant sdlmedes xg, X1, . . ., Xp. Asendame integreeritava
funktsiooni f(x) selle interpolandiga ning integreerime

/: f(x)dx ~ /: d(x)dx =

= Z/: d(x)dx.

i=1

Laigul [x;_1, x;] integreerides kasutame Newton-Cotesi
kvadratuurvalemit n = 1 korral (vbétame a = x;_1 ja b = X;), saame

[ eton =5 g0 0) + 1001 = g1FCx 1 + 0L
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Seega

n X;
Snh= Z/ d(x)dx =
=1 Xi—1

= D1#x0) + 100)] + A1) + F0)] + a1F(e) + 1001+

o g[f(x,,_1) + f(xn)]-

Saadud valemit
h
Sn = 5 [f(x0) + 2f(x1) +2f0) + ...+ 21(xp1) + F(x0)]

nimetatakse trapetsvalemiks. Trapetsvalemi viga igal osaldigul

Xi Xj
/ f(x)dx —/ d(x)dx
Xi—1 Xi—1

< CM;he.




Viga l6igul [a, b]
b b
/ F(x)dx — / o(x)dx| < CMy .
a a
Etln= b; 2 seega
b b b—a
/ f(x)dx — / ®(x)dx| < CMynh® = CM, . h?
a a

b b
/ f(x)dx—/ ®(x)dx| < Ch?




Vaatame nldd juhtu, kus ®(x) on ruutinterpolant, st igal 18igul [xg, X2],
[X2, X4], ..., [Xn—2, Xn] ON ®(x) on ruutfunktsioon. Juhime t&helepanu,
et selliseks interpoleerimiseks peab n olema paaris arv.

Asendame funktsiooni f(x) tema interpolandiga ning integreerime

n

Sn:/:CD(x)dx:ZQ:/XXZi S(x)dx.

j—1 7 Xei-2

Osaldigul [x2i_2, X2;] on ®(x) ruutfunktsioon, seega vbime selle
integreerimiseks kasutada Newton-Cotesi kvadratuurvalemit (n = 2,
vottes a = xoj_» ja b = Xo;). Siis

N _ Xoi — Xoi2.4 . _ N
(x)dx = 6 [f(X2i—2) + 4f(X2i—1) + f(x2i)] =
X

2i—2

_ g[f(le-z) + 4f(Xoi_1) + F(xo)].



% X2i
Sn= Z/ d(x)dx =
=1 7 Xei-2

= D1f(x0) +4100) + f(x0)] + 51F(0x2) + 410%) + F(xe)]

Fal0) + 45086) + 106)] + -+ S1F(xn-2) + 4F(xp1) + xp)].

Siit saame Simpsoni valemi
h
Sp= 3 [f(x0) + 4f(xq) + 2f(x2) + 4f(Xx3)+
+... 4 2f(Xp_2) + 4f(Xp—1) + f(xn)] -



Osaldigul [x2j_2, X2/] kehtib veahinnang

X2 Xoj
/ f(x)dx —/ d(x)dx
X2j—2 X2j—2

Meil osaldike kokku g absoluutsed vead liituvad, jarelikult

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

< CMohP.

b—a
2h

< CMgghs — M2 8pS

< Ch*.




-
Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine

// /fX1,X2,..., dX1dX2 dX

arvutamiseks nimetatakse kubatuurvalemiteks.
Kordse integraali saab esitada mitme jarjestiku maaratud integraalina
ehk mitmikintegraalina, nende leidmiseks saab kasutada

kvadratuurvalemeid.
/ / f(x, y)dxdy
D

Nii saab naiteks integraali
piirkonna D = {(x,y) : a< x < b; ¢ < y < d} korral esitada

/L;/f(x,y)dxdy: /: dx/cd f(x,y)dy

Valemeid



Teame, et fcd f(x,y)dy = g(x). Tuletame kvadratuurvalemi selle
funktsiooni jaoks. Selleks jagame vaadeldava integreerimisléigu [c, d]
osalbikudeks nii, et c = yp < y1 < ... < ym = d. Lihtsuse huvides
vdime lugeda s6lmedevahelised kaugused vordseks, st tegu on
Uhtlase vorguga, kus 7 = y; — yj—1,j = 1,2,..., m. Rakendame niild
trapetsvalemit, siis

d
9(x) = /C f(x,y)dy ~

~ Z[f(xa}’o)+2f(X7Y1)+2f(XaY1)+-~'+2f(XaYm—1)+f(XaYm)]-

2
/D / F(x, y)dxdy = /a ? g0x)dx.

Meil seega



Saadud integraali f: g(x)dx leidmiseks kasutame veelkord
trapetsvalemit. Olgu meil ka siin 16igul [a, b] antud Ghtlane vork
a=X <Xy <Xo<...<Xp=bkush=x;—xj_1,kusi=1,2,...,n.

/: g(x)dx ~

~ 7 [90%) +290x1) + 290x) + .- +29(x0-1) + 9(xn)].
Et

9(x0) = % [f(X0, Y0) + 2f(X0, 1) + - .. + 2f(X0, Ym—1) + f(X0, Ym)],

g(x) = 5 [F(x1. Y0) + 2061, 31) + -+ 20(s Ym—1) + F 61, ym)].

ja nii edasi, siis siit saame



/D/f(x,y)dxdyz

h
~ 1 1f(X0,Y0) +21(X0, Y1) + ... + 2£(x0, Yim—1) + [(Xo, Ym)+

+2f(x1, yo) + 4 (X1, y1) + ... + 4F(X1, Ym—1) + 2f(X1, Ym) + ... +

+2f(Xp_1,Y0) + 4f(Xp_1,¥1) + - .. + 4F(Xp_1, Ym—1) + 2f(Xn_1, Ym)+

+(Xn, Yo) + 2f(Xn, Y1) + ... + 2f(Xn, Ym—1) + f(Xn, Ym)] ,

kus h on sammupikkus [a; b] ning 7 on sammupikkus [c; d.]
Ligikaudsel arvutamisel on vaja leida funktsiooni vaartus
(n+1)(m—+ 1) sélmes.
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N
Monte Carlo meetodid

Vaatame

//.../f(x1,x2,...,XN)dx1dx2...de
D

arvutamist. Uldiselt on vaja sellise integraali leidmiseks arvutada
funktsiooni f vaartus suurusjark n"V séimes.

Olgu piirkond D N—mdodtmeline Uhikkuup. Olgu X = (Xi, X, ..., Xn)
juhuslikult valitud punkt sellest hulgast D. Olgu X (htlase jaotusega.
Suurus f(X) on punktist X soéltuv juhuslik funktsioon, tema
keskvaartuse saab leida

Ef(x)_//.../f(x1,x2,...,xN)dx1dx2...,de.
D



Valime hulgast D n punkti X', X2,... X". Nende punktide pdhjal saab
leida suuruse f(X) valimi. Suuruse f(x) statistiline keskvaartus

1N, <
Estatf(X) = > f(X').
=1

Kui keskvaartus asendada statistilise keskvaartusega, siis

1N, <
oo [ (X X0, o xN)AX dX L dxy = =) (X,
//D /(1 2 )X dxg N n;( )

Siin s6lmede arv n ei sdltu integraali dimensioonist N.



|
Diferentsiaalvorrandid

Diferentsiaalvérrandiks nimetatakse vorrandit, mis sisaldab otsitavate
funktsioonide tuletisi voi diferentsiaale.

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse selles vorrandis esineva
otsitava funktsiooni tuletise voi diferentsiaali kdrgeimat jarku. Kui
diferentsiaalvdrrandis on otsitavaks funktsiooniks (the muutuja
funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit harilikuks
diferentsiaalvérrandiks (HDV). Kui diferentsiaalvorrandis on otsitavaks
mitme muutuja funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit
osatuletistega diferentsiaalvorrandiks (ODV).



1. jarku HDV dldkuju on jargmine:
F(x,u,u) =0,

kus F(x, u, v) on kolme muutuja funktsioon.
Kui vérrandis on kérgeimat jarku tuletis teiste likmete kaudu
avaldatud, siis see vorrand on normaalkujul. Seega on 1. jarku HDV
normaalkuju jargmine:

u = f(x,u),

kus f on kahe muutuja funktsioon.
n. jarku HDV uldkuju ja normaalkuju on vastavalt

F(x,u, ' u",...,uM)y=0
ja
u(n) — (X, u, U/, U”, o U(nf1))7

kus F ja f on vastavalt n + 2— ja n+ 1—muutuja funktsioonid.



Diferentsiaalvorrandi lahend on funktsioon, mis rahuldab seda
vorrandit. Diferentsiaalvérrand ei ole Giheselt lahenduv, see tdhendab,
et vérrandil on palju lahendeid. Uldiselt n—jarku vérrandi lahend séltub
n konstandist.

n—jarku HDV Uldlahendiks nimetatakse selle vérrandi lahendit, mis
sOltub n suvaliselt valitavast konstandist. Erilahendiks nimetatakse
lahendit, mis on saadud Uldlahendist mainitud konstantide fikseerimise
teel.

Diferentsiaalvdrrandi erilahendi graafikut nimetatakse selle vorrandi
integraalkdveraks. Seega voib n—jarku HDV (lldlahendit geomeetriliselt
télgendada kui n—parameetrist séltuvat integraalkdverate parve.



Vaatleme normaalkujulist n—jarku HDV-d. Selle vérrandi tldlahend
sOltub n parameetrist Cq, ..., C,, st omab n vabadusastet. Erilahendi
maéaramiseks on vaja jarelikult lisada sellele vérrandile n lisatingimust.

ul™ = f(x,u, . a1,
u(xo) = ug,
U(1)(X0) = u(1Jv

u(n—1)(XO) — ug—1

Seda Ulesannet nimetatakse Cauchy ehk algtingimustega Glesandeks
n—jarku HDV-le. auchy teoreemi pohjal on teada, et kui funktsioon f on
pidev ja tal on pidevad osatuletised kdigi argumentide jargi, siis on
sellisel Cauchy Ulesandel parajasti Uks lahend.

Esineb ka Ulesandeid, kus lisatingimused konstantide méaéaramiseks on
antud mitmes punktis. Sellisel juhul raagitakse rajalilesandest.



