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Tuletiste ligikaudne arvutamine

Ligikaudseid valemeid tuletiste arvutamiseks nimetatakse
diferentsvalemiteks.

Kasutame diferentsvalemite tuletamiseks Taylori valemit:
funktsiooni f(x) Taylori valem punktis a

f(x) = f(a) + F(@)(x—a)+ ”;a) (x—a)®+...+ f(n;(a) (x—a)"+ Ra(x),

(n+1)
kus Ry(x) = [ (x — @)™, € € (x, a).



Olgu antud funktsiooni vaartused kahes punktis aja a+ h, kus h > 0.
Seame eesmargiks leida f'(a). Selleks esitame funktsiooni f(x) Taylori
valemi jarguni n = 1 vottes x = a+ h. Saame

F(x) = F(a) + F(a)(x — &)+ | Hf) (x — @),

kus ¢ € (x,a). Etx —a=a+ h—a= h, siis

fa+ h) = f(a)+ F(a)h+ D p2.

2
e - M@+ hf)] —f(a) f”ég) N

Kui h on vaike, siis
fla+ h) —f(a

Valemit nimetatakse diferentsvalemiks sammuga ette.



Kui f’(x) on tokestatud, siis saab jaakliiget hinnata

7/
ff)h‘ < Ch,

st viga on suurusjarku h.

Analoogiliselt saab tuletada diferentsvalemi sammuga taha. Selleks
olgu antud funktsiooni vaartused kahes punktis aja a — h, kus h > 0.
Esitame funktsiooni f(x) Taylori valemi jarguni n = 1 vottes x = a— h,
sisx—a=a—h—a=—-h.

Saame

f(a—h) = fa) + F(@)(—n) + ") (-2,

kus kus ¢ € (a— h, a).
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___________________________________
Kui h on vaike, siis
f(a) — f(a— h)
—
Valemit nimetatakse diferentsvalemiks sammuga taha.
Kui f’(x) on tokestatud, siis on ka selle valemi viga suurusjarku h.

f'(a) ~

Tapsemate diferentsvalemite tuletamiseks on vaja kasutada Taylori
valemit suurema n korral. Olgu teada funktsiooni f(x) vaartused
punktides a — hja a+ h, kus h > 0. Leiame Taylori valemi n = 2 korral,
kui x = a+ h, siis

f(x)=f(a)+ f(a)(x — a) + f”;a)(x —apP+

¢e(ax).Etx—a=a+h—a=h,siis

f(a+ h) = f(a) + F(a)h + f”;a) L (P R



|
Kordame arutluskaiku, kui x =a— h,sisx—a=a—h—a=—hja
Taylori valem on kujul

fla— h) = f(a)— F(a)h+ | Héa) ! ";(!’7) W, (x#)

ne(a—h,a).
Lahutame seosest (*) seose (**):

fa+h)—f(a—h) = 2f(@)h+ D pp 700 s

3! 3!
Siit f h f h f/// f///
fa~ @D Ha=h)

kus h > 0. Valemit kutsutakse keskmistatud ehk siimmeetriliseks
diferentsvalemiks.
Kui f”(x) on tékestatud, siis viga on suurusjarku h?.



Tuletame Uhe diferentsvalemi teist jarku tuletise arvutamiseks.
Peaksime selleks teadma funktsiooni f(x) vaartust teadma vahemalt
kolmes punktis. Olgu nendeks a — h, aja a+ h, kus h > 0. Paneme
kirja Taylori valemi jarguni n = 3 kahel juhul: kdigepealt x = a + h, siis
x—a=a+h—-a=h,teiseksx=a— h,sisx—a=a—h—a=—h.
Saame vastavalt

f(a+ h) = f(a) + f(a)h + ’méa) 2 @ e

3! 41
fa— h) = f(a)— F'(a)h+ ”;a) ot ";)(f') oot I:(!”) [

§ € (aaa+h)ja77 S (a_hva)'
Liidame seosed (***) ja (****), saame

1" v v
f(a+ h) + f(a— h) = 2f(a) L of ;a)hz L 4(I€)h4 L 4(|77)h4~



Siis

fla+h)—2f(a)+fla—h) V(&) + Y (n)

11 _ 2
f(a) = 12 4 h

ning
#(a) ~ fla+ h) — Zz;fza) + f(a—h)

Valem on teist jarku tdpsusega.
Rohkemaid diferentsvalemeid saab leida arvutusmeetodite
kasiraamatutest.
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Maaratud integraalide ligikaudne arvutamine

b
/ f(x)dx
a
leidmist.

Ligikaudseid valemeid sellise integraali leidmiseks nimetatakse
kvadratuurvalemiteks.

Maaratud integraal on integraalsumma piirvaartus. Integraali leidmise
saab asendada integraalsumma leidmisega.

Kui [a, b] on tlkeldatud, sta = xp < X1 < ... < X5 = b, siis
integraalsummaks on

Vaatleme integraali

n
Sn=">"Hp)Ax,
i=1

kus p; € [Xi—1, /] ja AX; = Xi — Xj_1.



Kui [a; b] on jaotatud Uhtlaselt, sta= xp < xy < ... < x5 = b ning

Xi = Xo + ih, h = 2L siis

n
Sh=h>_f(p).
i=1
Véttes p; = x;, saame ristkulikvalemi
n
Sn=h>_f(x).
i=1
Ristkilikvalem on esimest jarku tdpsusega, st

b
/ f(x)dx — Sp| < Ch,
a

kus C on konstant.



Tuletame méned kérgema tipsusega kvadratuurvalemid. Uldiselt on
koik sellised kvadratuurvalemid esitatavad kujul

n
Sn = ZA,’f(X,‘),
i=0
kus A; on mingid kordajadjaa=xp < X1 < ... < Xp = b.
Newton-Cotesi kvadratuurvalem

Asendame integreeritava funktsiooni f(x) tema polinomiaalse
interpolandiga sdlmedes xg, X1,..., Xp :

(X =x)(Xx —X1) ... (X = Xi—1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)
(Xi — Xo)(Xi — X1) ... (Xi — Xi—1)(Xi — Xi1) .. (Xi — Xn)

LnJ(X) =



Siis
b b
/ f(x)dxz/ d)n(x)dx_/ ZL,,, f(x;)dx =
a a
— Z L,,, f(x;)dx = [/ Lni(x dx] f(x;).
i=0 @
b
Tahistades A; = L, i(x)dx, olemegi saanud Newton-Cotesi

a
kvadratuurvalemi

n
Sn=>Y_ Af(x).
i=0

6. loeng 10.10.2012

11/20



Kordajate A; leidmiseks on vaja arvutada

P (= x) (X = Xq) L (X = X)) (X = X)) - (X — Xn)
AI _/a (X,' —Xo)(X,' —X1). . .(X,‘ —X,'_1)(X,' —Xi+1)...(X,' —Xn) ax.

Uhtlase vérgu korral (h = x; — x;_1, i = 1,..., n) avaldub
A= (b—a)B,

kus B; vaartusi saab leida kasiraamatutest.



Naiteks

g || s
& | g
| - lomioN (g
8 NS (om0l [
- k- (o (o~ |§
S| - || o |«

13/20

10.10.2012

6. loeng



Kui n =1, siis
b—

a
5 2[(a) + (b))

St =

Kui n = 2, siis

Sp = b;a [f(a)+4f<a;b> +f(b)].

Uhtlase vérgu korral saab esitada veahinnangu

< {CMnh”+3, kui n on paarisarv

/:f(x)dx -5yl <

CM,h"2_ kuin on paaritu arv

kus C > 0 on konstant, mis ei sdltu nja M, on |f("t1)(x)| maksimaalne
vaartus l6igul [a, b].



Uldiselt kasutatakse poliinomiaalse interpolandi asemel tiikiti
polinomiaalset interpolanti. Olgu ®(x) funktsiooni f(x) tukiti lineaarne
interpolant sdlmedes xg, X1, . . ., Xp. Asendame integreeritava
funktsiooni f(x) selle interpolandiga ning integreerime

/: f(x)dx ~ /: d(x)dx =

= Z/: d(x)dx.

i=1

Laigul [x;_1, x;] integreerides kasutame Newton-Cotesi
kvadratuurvalemit n = 1 korral (vbétame a = x;_1 ja b = X;), saame

[ eton =5 g0 0) + 1001 = g1FCx 1 + 0L



Seega

n X;
Snh= Z/ d(x)dx =
=1 Xi—1

= D1#x0) + 100)] + A1) + F0)] + a1F(e) + 1001+

o g[f(x,,_1) + f(xn)]-

Saadud valemit
h
Sn = 5 [f(x0) + 2f(x1) +2f0) + ...+ 21(xp1) + F(x0)]

nimetatakse trapetsvalemiks. Trapetsvalemi viga igal osaldigul

Xi Xj
/ f(x)dx —/ d(x)dx
Xi—1 Xi—1

< CM;he.




Et I16igul [a, b] leitav integraal avaldub osaldikudel leitavate integraalide
summana, liitmisel liidetavate absoluutsed vead lituvad, siis

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

a
, seega

< CMynh°.

. b—
Meil n = "

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

/ab f(x)dx — /:d)(x)dx

b—a

< CMynh® = CM; ok

< Ch?




Vaatame nldd juhtu, kus ®(x) on ruutinterpolant, st igal 18igul [xg, X2],
[X2, X4], ..., [Xn—2, Xn] ON ®(x) on ruutfunktsioon. Juhime t&helepanu,
et selliseks interpoleerimiseks peab n olema paaris arv.

Asendame funktsiooni f(x) tema interpolandiga ning integreerime

n

Sn:/:CD(x)dx:ZQ:/XXZi S(x)dx.

j—1 7 Xei-2

Osaldigul [x2i_2, X2;] on ®(x) ruutfunktsioon, seega vbime selle
integreerimiseks kasutada Newton-Cotesi kvadratuurvalemit (n = 2,
vottes a = xoj_» ja b = Xo;). Siis

N _ Xoi — Xoi2.4 . _ N
(x)dx = 6 [f(X2i—2) + 4f(X2i—1) + f(x2i)] =
X

2i—2

_ g[f(le-z) + 4f(Xoi_1) + F(xo)].



Xoj_

Sn= o d(x)dx =
).
= D1f(x0) +4100) + f(x0)] + 51F(0x2) + 410%) + F(xe)]

Fal0) + 45086) + 106)] + -+ S1F(xn-2) + 4F(xp1) + xp)].

Siit saame Simpsoni valemi
h
Sp= 3 [f(x0) + 4f(xq) + 2f(x2) + 4f(Xx3)+
+... 4 2f(Xp_2) + 4f(Xp—1) + f(xn)] -



Osaldigul [x2j_2, X2/] kehtib veahinnang

X2 Xoj
/ f(x)dx —/ d(x)dx
X2j—2 X2j—2

Meil osaldike kokku g absoluutsed vead liituvad, jarelikult

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

/ab f(x)dx — /ab d(x)dx

< CMohP.

b—a
2h

< CMgghs — M2 8pS

< Ch*.




