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Lahendite fundamentaalststeem. Lineaarse
diferentsiaalvorrandi tldlahend

Definitsioon

Vérrandi Ly = 0 lahendite fundamentaalsiisteemiks (LFS) nimetatakse
mistahes n lineaarset séltumatut lahendit y1(x), y2(x), ..., Yn(X).

Teoreem

Kui kordajad py(x), p1(X), ..., pn(X) on pidevad funktsioonid vahemikus
(a, b), siis leidub vérrandi Ly = 0 jaoks lahendite
fundamentaalsiisteem.

Toestus

Vaatleme selle teoreemi tbestamiseks n lilesannet. Moodustame need
tlesanded nii, et alati on vérrandiks Ly = 0 ning lisame erinevaid
algtingimusi.

v




Olgu siis esimene Ulesanne

Ly=0
y(x0) =1
y'(%) =0

YD (x) =0

kus xp € (a, b). Teine Cauchy Ulesanne:

(Ly =0
Y(x%)=0
Y'(X) =1

yD(x) =0




Nii moodustame ka Ulejaadnud Cauchy lGlesanded. Viimane Cauchy
Ulesanne on kujul

Ly=0
y(x)=0
y'(%) =0

Y= (x0) = 1

Oleme saanud vorrandi Ly = 0 nlahendit y1(x), y2(x), ..., ¥n(X).
Moodustame nende funktsioonide Wronski determinandi:

WTly1(x), Y2 (X), e Yn(X)x=xo, =

¥1(xo) Yo(X0) - Yn(Xo)
¥1(xo) Yo(X0) - Yh(X0)

‘”1<x) W) oy D (x0)



1 0 .. O
|0 1 .. 0 140
o o0 .. 1

Kuna Wronski determinant on nullist erinev, siis on funktsioonid
lineaarselt séltumatud ja moodustavad LFS.
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Teoreem

Olgu y1(x), y2(x), ..., yn(x) vérrandi Ly = 0 lahendite
fundamentaalstisteem, siis selle vérrandi tldlahend avaldub kujul
Yh = Cry1(x) + Caya(x) + ... + Cnyn(x).

Teoreem

Olgu y1(x), y2(X), ..., ¥n(x) vorrandi Ly = 0 lahendite
fundamentaalststeem, y.(x) vorrandi Ly = f(x) (ks lahend, siis
vérrandi Ly = f(x) dldlahend on kujul

¥y = Ciyi(x) + Caya(X) + ... + Cpyn(X) + yi(X).
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Toestus
Omaduse 2 (vt 8. loeng) péhjal saame delda, et

Yy=Ciy1 + Coyo+ ... + Cpyn + Y«

on Ly = f(x) lahend. Nidid on vaja veel veenduda, et mistahes

Xo € (@, b) ja mistahes yy, y(()”, s é”_” korral leiduvad konstandid
Cy, Co, ..., Cp nii, et funktsioon y = C1y1 + Coyo + ... + Cpyn + Y«
rahuldab algtingimusi

y(X0) = Yo
1
¥ (%) =y
Yy (x) = yi" "
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Kirjutame algtingimused lahti, kusjuures y, viime paremale poole
vordusmérki. Saame

C1y1(X0) + Cay2(Xo) + ... + Cn¥n(Xo0) = Yo — Y«(Xo)

C1Y,(X0) + Cayy(X0) + - + Coyih(0) = ¥ = ¥.(x0)

C1y(n D(x0) + Coyf" " (x0) + o+ Coyi Vx0) = ¥ =y D (x0)

Sellest vorrandislisteemist on vaja maarata konstandid Cy, ..., Cy.
Lineaarsel stisteemil leidub lahend, kui siisteemi determinant on nullist
erinev.



y1(Xo) ¥2(X0) o Yn(Xo)
/ / /
34 (XO) y2(X0) (XO) _ W(Xo) 7& 07
—1 — 1
Y 00) W 060) e Y V00)
sest yq, ¥, ..., ¥n on vorrandi Ly = 0 LFS. Kuna determinant ei vérdu
nulliga, siis siisteem on lahenduv ning leidub parajasti Uks komplekt
sellist siisteemi rahuldavaid konstante C; = CY, C, = CJ, ..., C, = CY.
Teoreem on toestatud ning sellega on ka esimene teoreem t6estatud.
KOKKUVOTE: n—jarku lineaarse dif. vérrandi vbime lahendada
jargmiselt:
1) leiame Ly = 0 nlineaarset soltumatut lahendit y4, y», ..., ¥n €hk siis
LFSi.
2) Leiame Ly = f Ghe lahendi y,.
3) Kirjutame vélja vastuse kujul

Yy=Ciy1+ CoYo+ ...+ Cpyn + ¥s.
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Konstantide varieerimine

Konstantide varieerimist kasutatakse n—jarku lineaarse
mittehomogeense DV Uhe konkreetse lahendi leidmiseks. Meetod on
tuntud ka Lagrange’i meetodi nime all.
Vaatame vorrandit Ly = f(x). Olgu meil teada vastava homogeense
DV Ly = 0 lahendite fundamentaalstisteem yj, ..., yn. Sarnaselt
esimest jarku lineaarsete vorranditega otsime ka nadd erilahendit
lineaarse homogeense vorrandi lahendi kuju jargi, seega otsime y.
kujul

Yo = C1(X)y1(1) + Ca(X)y2(X) + ... + Cn(X)yn(X).
Selleks, et nii defineeritud y. oleks vorrandi Ly = f(x) lahend, on vaja
sobivalt maéarata suurused Ci(x), ..., Cn(x). See, et Ly = f oleks

rahuldatud, annab meile Gihe tingimuse. Tegelikult on n tundmatu
maaramiseks vaja veel leida n — 1 tingimust. V6ime need ise valida.



|
Diferentseerime y, avaldist, saame
Ys = Ci(X)y1(X) + .. + Cp(x)yn(X) + C1(X)y5(X) + ... + Ca(X)yn(X).

Nouame, et

CL)Y1(X) + ... + Ch(X)yn(x) = O,
siis

yi = Ci(x)y1(X) + ... + Ca(X)yn(x).
Diferentseerime veel korra, siis

y! = CHOVI(X) + -+ Chx)ya(x) + CLOYI(X) + .. + CalX)y7(X)
Nouame jélle, et
CLOOYH(X) + ... + Ch(X)ya(x) = 0.

Sellisel juhul
yi = Ci(x)y{ (%) + ... + Ca(X)yp (x)
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Nii saab diferentseerimist jatkata ja
YD = CLOO™P L Chy P 0+
+C1 )YV (x) + o+ Ca(x)yS D (x)
Nouame taas, et
CL™? + L+ Ch)yy P (x) = 0.
Viimane tuletis
Y = GO () ChYS () +Cr OR (x) +..Calx)y5 ()
Asendame nii leitud y, tuletised vorrandisse Ly = f(x). Saame
Po()IC; O™ )+ 4+ Crx) Y™V )+ C1 O () +...Ca(X)ySV ()]
+P1 ()CI OV V() + oo+ Gy V(X)) + ot
+pn(X)[C1(X)y1(X) + ... + Ca(X)yn(x)] = f(x)
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Po(X)[C ()Y D (x) + ..+ CL)YST VO]

Cr ) Po()VA™ + 1"V + L+ pa(X)y] + ot
+Ca(X)[Lo(X)y8" + 1 ()Y + .+ Pa(X)yal = F(x)
Seega

Po(X)[C; () V(%) + oo+ CLEYE I (0)] = f(x)

Siit
Ci(0y1(x) + .+ Chl(x)ya(x) = O
G0N () + -+ Ch{x)¥4(x) = O
Ci)y" 4+ Chlxyy P =0
CioOn™ D+t Gl = 30
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Need tingimused kujutavad endast lineaarset vérrandististeemi
Ci(x), ..., Cp(x) mééramiseks.

y1(x) Ya(x) Yn(X)
AQ) Ya(X) - ) i 20
Y0 )

x € (a, b). Pérast stisteemi lahendamist saame

CI{(X):SDI'(X)a I = 17“-,”

mn:/wm+q i=1,..n

Et meil vaja pole vaja Cj(x) kodikvoimalikke vaartusi, siis vdime valida
C,‘ZO, i= 1,...,n
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Il jarku lineaarne vorrand

Uldiselt lahendatakse kdrgemat jarku lineaarseid DVsid jargu
alandamisega. Kasutatakse asendust y’ = yz, siis y” = y(z' + z?) jne.
Saadav voérrand ei pruugi olla linaarne ning alati pole ka véimalik teda
kvadratuurides lahendada.

Kui on teada teist jarku lineaarse homogeense DV

Po(X)y" + p1(X)y’ + p2(x)y =0

Uks lahend y;(x) # 0, saab leida veel teise lahendi y»(x), nii et y;(x) ja
¥2(x) moodustavad selle vérrandi lahendite fundamentaalsusteemi.
Uue lahendi y» saame vérrandist

Py (x) dx

Y'yi—wi = Cie )




Naide: Lahendada vorrand y” — y = 1, kui vastava lineaarse
homogeense DV (iks lahend on e&*.

Lahendame vastava homogeense DV y” — y = 0. Teada on (ks
lahenditest y; = e*. | jarku vorrand

y'eX — ye¥ = Cy e J0dx

y/ex_ exy: C
y'—y=_Ce”
Yh = Cre*

Otsime y, = C(x)€*, siis C'(x) = Ce™%*, C(x) = —S e~

Yo = —gezxex = Coe™*
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| jarku DV lahend on
y =Cie¥+ Coe™*

Seega on teiseks lahendiks e~ *. Kontrollime, kas lin. sdltumatud

eX e

o ox |=—1—1=-27#0

W(x) =

Teist jarku lin. hom. vorrandi lahend on seega
yy = C1" + Cre™
Leiame Lagrange’i meetodiga niid . :
Ve = Ci(x)e* + Co(x)e™

Ci(x)e* + Ci(x)e™* =0
Ci(x)e* — Ci(x)e > =1



2Ci(x)e* =1
1 _ 1
Ci(x) = 5¢€ ¥ Cyx) = —Eex
Ci(x) = ;/e‘xdx—|— Ci1 = —%e‘x
1 X 1 X
CQ(X):—* e dX+C11 :—Ee

Seega Il jarku vorrandi ks lahend on kujul
y :1(_e—X.eX)_1eX'e—X:_1
) 2

Uldlahend
y = C16X—|— Cge"‘ —1



