-
Korgemat jarku lineaarsed DV

Vorrandit
Fx.y,y e y™ =0

nimetatakse lineaarseks n—jarku HDVks, kui ta on lineaarne otsitava ja
tema tuletiste suhtes ehk ta on kirjutatav kujul

Po(X)y" + py ()Y 4+ pa(x)y = f(x) (1)
Eeldame, et po(x) # 0, siis

pn(x),, _ f(x)

p1(X) (n-1)
+ .ot =
Y Y= po(x)

(n)
Y pox) po(x)

o]



Moodustame Cauchy Ulesande, selleks lisame lineaarsele vérrandile n
algtingimust:

y(X0) = Yo
y' (%) = yé’

y(n 1) (X) (” 1)7

kus Xo, Yo, vV, ...,yé” ") on konstandid.



Teoreem

Kui vérrandi (1) kordajad po(x), p1(x), ..., Pn(X) ja vabaliige f(x) on
pidevad vahemikus (a, b) ja xo € (a,b), Yo, Y5, .., ¥y € (=00, ),
siis vérrandil (1) leidub parajasti (ks lahend y = y(x), mis rahuldab
tingimusi (2).




Tdestus
Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (1)
kujule
y(n):g(xvyay/a°"7y(n_1)) (1,)

ehk
n) _ 1

 po(x)
Meil vaja néidata, et
1)9(x,y,y,....y'"") on pidev muutujate piirkonnas D.

; .. - ; g _ 909 9g
2) leiduvad piirkonnas D pidevad osatuletised By Gy Gy

f(x) = p1 ()Y — . = pa(x)y

yl

3) punkt (X07 Yo, y(g1)a ) (gni‘l)) eD.
Sellistel tingimustel Cauchy lilesanne omab lhest lahendit.




Olgu meil piirkond

D= {(x,y,y’, Ly N ra<x<b —o< y,y, .,y < oo}.

Kontrollime tingimusi:
1) kui po(x) # 0, siis on (1’) pidev piirkonnas D,

dg _ _ pn(x)
2) 3y = ()
éﬂz pn 1(X)
oy T  po(x)
_og _ _pi(x)
oy(n=1) Po(X)

3) on automaatselt tédidetud teoreemi pdhjal.
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Lahenditevahelised seosed

Seame igale vahemikus (a, b) n korda pidevalt diferentseeruvale
funktsioonile y = y(x) vastavusse funktsiooni Ly jargmise eeskirja
kohaselt:

Ly = po(x)y™ + p1(x)y" D + .. + pa(x)y.

Nii defineeritud operaatorit L nimetatakse lineaarseks
diferentsiaaloperaatoriks. Selline operaator rahuldab aditiivsuse ja
homogeensuse tingimusi, st

L(ys +y2) = Ly1 + Ly2

L(Cy) = CLy



Seega saame lineaarse diferentsiaalvérrandi
Po(X)y\™ + py(x)y " + .+ poy = f(x)

IGhidalt kirjutada

ning vastav homogeenne vorrand on siis kujul
Ly =0 (3n)
Omadus 1: Kui y1, ¥, ...., ¥n on vorrandi (3;) lahendid, siis on ka
y=0Ciy1+Caya+ ...+ Cnyn

vorrandi (3,) lahend.
Tdestuseks on vaja nadidata, et kui Ly; =0, ..., Ly, =0, siis

L(Ciy1 + CoYo + ... + Cnyn) = L(Cry1) + L(Cay2) + ... + L(Cnyn) =
=Cily1 + Colyo+ ...+ Cplyn =C; -0+ ...+ C,-0=0.
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Omadus 2: Kui y1, y», ...y on (34) lahendid, y. on aga (3) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cny¥n + ¥« 0on (3) lahend.

Eelduse kohaselt L(Cyy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; 4+ f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y» on
vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y1 + ¥» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (3) lahendiks, siis on ka uja v
vorrandi (3) lahenditeks.

Tdepoolest,

Llu+iv)=0,siis Llu+iv)=Lu+ L(iv)=Lu+iLlv=0

Lu=0
Lv=0



|
Funkisioonide lineaarne soltuvus ja soltumatus

Olgu meil antud funktsioonid y1(x), y2(x), ..., ¥a(x), x € (a, b).

Definitsioon

Funktsioone y1(x), ...yn(X) nimetatakse lineaarselt séltuvaks
vahemikus (a, b), kui leiduvad kordajad a1, az, ..., ap

(a? + ag + ..+ a?, # 0) nii, et

ary1(X) + azy2(x) + ... + anyn(X) =0 Vx € (a,b). (x)
Kui seos (*) kehtib siis ja ainult siis, kui k6ik kordajad

a1 = ap = ... = ap = 0, nimetatakse funktsioone y1(x), y2(X), ..., ¥n(X)
lineaarselt séltumatuteks.




Naiteks:

1)Vaatame y; =1, yo = sin? x, ys = cos? x vahemikus (a, b)

Valime ay = —1, as = az = 1, siis
aty1+asyo+agyz=—1-14+1. sinx+1-cos?x=0

Jérelikult tegu lin. séltuvate funktsioonidega.
2)Olgu yy =1, yo = X, ya3 =X, ..., Yp1 = X", siis

o1 + aoX + 043X2 4+ ...+ an+1Xn =0

ainult siis, kui kordajad vorduvad nulliga. Funktsioonid on lineaarselt
s6ltumatud.



|
Wronski determinant

Olgu suurused y1(x), y2(x), ..., ¥n(x) (3p) lahendid, st nad on n korda
diferentseeruvad vahemikus (&, b). Sellisel juhul on véimalik
moodustada determinant

y1(x) yo(x) .. yn(x)
nx) x|
Y0 0y

= W(x) = W[y1(x), ya(x), ..., ¥n(X)]
Nii defineeritud determinanti nim. Wronski determinandiks.



Naide: Vaatame jallegi funktsioone y; = 1, y» = sin® x, y3 = cos? x.
Moodustame Wronski determinandi
1 sin®x cos? x
W(x)=|0 sin2x —sin2x |=
0 2cos2x —2cos2x

= -2sin2xco0s2x + 2sin2xcos2x = 0.

8. loeng 18.03.2013
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Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
sOltuvus ja soltumatus

Teoreem

Olgu y1(x), ..., yn(x) vérrandi (3;) lahendid. Siis

1y1(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b) parajasti siis,
kui W(x) =0 Vx € (a, b).

Il'yi(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b) parajasti
siis, kui W(x) # 0 Vx € (a, b).

v

J

Toestus

I kui funktsioonid on lineaarselt séltuvad, siis kehtib seos (*). Valime nt
an # 0, siis seosest (*) saame

a(3) = -0 (0 = .~ an-1Yn-1(0)



Saadud seost diferentseerides saame

Y (x) = [am( () — o = a1y (1.

Kirjutame valja Wronski determinandi

W(x) =
y1(X) yn—1(X) ain[—Od1y1(X) — ...
VO V() a0 -

yn D) y,§”1”( X) Aleay"V(x0) —

8. loeng

— an_1Yn-1(X)]
—an_1¥p_1(X)]

—an_ 1y ()]
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y1(x) 0
_| k) 01 _,
(”1(x) .. 0

Il NGud kehtib eeldus, et y1(x), ..., ¥a(x) on lineaarselt séltumatud.
Oletame vastuvéiteliselt, et leidub xo € (a,b) : W(xo) = 0. Saame
vélja kirjutada algebralise slisteemi o;—de suhtes.

a1y1(Xo) + ... + anyn(Xo) = 0
a1¥1(Xo) + ... + anyp(Xo) = 0

011" (%) + -+ anys” P (x0) = 0

ning vastav determinant on vastavalt



y1(xo0) ¥n(Xo)

/ /

Woa = | 770
YW x) o v (x0)

Kui homogeensel slisteemil determinant=0, siis leidub mittetriviaalne

lahend (vahemalt Uks arvudest «; on nullist erinev)

a1 = Qq,...,0n = Q.



Moodustame funktsiooni
y(x) = a1y1(X) + ... + an¥n(X).
Omaduse 1 pohjal on y vérrandi (3,) lahend.
Y(x0) = a1y1(Xo) + ... + anyn(Xo) = 0
Y'(x0) = aryi(Xo) + ... + anyp(xo) = 0

Y (x0) = aryi" V(x0) + .. + anys" (x0) = 0
Seega rahuldab y(x) vorrandit Ly = 0 ja tingimusi
Y(%) =0

Y' (%) =

(n—1
Y D(x0) =0
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ning saame, et y(x) = 0. Seega
ary1(x) + ... + anyn(x) = 0 Vx € (a, b).

Teisalt aga

P4 .. 4+ant#0
ja seega peaksid selleks siis yq(x), ..., ¥n(x) olema lin. séltuvad
vahemikus (&, b). Vastuolu Il osa téestuse eeldusega.

Markus: Teoreemi esimene osa | kehtib igasuguste (n — 1) korda
diferentseeruvate funktsioonide jaoks.
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Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (3y) lahendite
Y1, Y2, ..., ¥Yn korral on jdrgmised tingimused samavéérsed:
1) y1, Y2, ..., ¥n On lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b);

2) W(x) =0 Vx € (a,b);

3) leidub xo € (a, b), mille korral W(xy) = 0.

Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (3y) lahendite
Y1, Yo, ..., ¥n korral on jdrgmised tingimused samavéarsed:
1) v1, Y2, ..., ¥n On lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b);
2) W(x) #0 Vx € (a,b);

3)leidub xy € (a, b), mille korral W(xo) # 0.




Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (3y) lahendite

Y1, Y2, ..., Yn korral on kas W(x) = 0 Vx € (a, b) korral véi W(x) # 0
koigi x € (a, b).
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