-
Lihtsamate n—jarku dif. voérrandite lahendamine

I Vaatame vorrandit kujul
¥y = f(x).

Olgu lisaks antud algtingimused (2), siis Cauchy llesande lahendi
saab esitada kujul

!l

Y =Yo+Yo(x — xo) + %(X —x0)?+ ..+

yén—1)

(n—1)!

(,7_11)! /X(x — )" f(s)ds.

Xo

(x—x0)" '+




Il Vérrand on kujul

F(x,y") = 0.
Vérrandi Uldlahendisaab esitada parameetrilisel kujul
X = ¢(p)
.y = ¢(p7 C‘Ia 027 EAS) Cn)

lll Olgu vorrand kujul
F(x, y®), y® Dy = 0.
Kasutame uut otsitavat funktsiooni
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IV Vaatleme vérrandit kujul

F(y,y,....y'™) =0
Lahendamiseks kasutatakse muutujavahetust y’ = z, kusjuures
z=2z(y). Siis

dy/ dz dy dz
”—7:7.7:7- :,-
~dx dy dx dyZ z-z
Sarnaselt saab leida ka jargmised tuletised. Nt
w_ dy" dy” dy d (dz‘z>dy:
dy

T dx  dy dx ady

2 2
[ (5)]e- e
Selliste asendustega on vdimalik esialgne vorrand viia kujule

G,z 2,...2" M) =0.
7. loeng 11.03.2013

dx



Lahendiks
zZ= So(ya C1 PREED) Cn—1)~

Arvestades nild tehtud muutujavahetust, saame

y/ = (p(y, C1 y ooy Cn,1).
Siit
Y =Y,

dy B
/ 90(}’, C17'-'7 Cn) X Cn.
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___________________________________
Naide: Lahendada y”(1 — y?) = 2(y’)?
Vorrandi lahendamiseks alandame vorrandi jarku asendusega z = y'.
Siis

y_dy _dz dy
dx dy dx
Asendades
Z - z(1-y?) =27°
Vérrand on eralduvate muutujatega DV

z(1 — y?)dz — 22%dy =0

az ay
(1—-y9)z <z 21—y2> 0

Sulgavaldise integreerimisel saame

T+y

Inz — In\ =C



Et z =y, siis
14y
! _
y =uU Ty
11—y
1+ydy—C1dx

y=2In|ly+1|=Cix+ C,

ningy =2In|y+1|+Cix + C,. Lisalahendid z = 0, millest saame
y=C;y==1.
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V Otsitava ja selle tuletise suhtes homogeenne DV.
Olgu vdrrandis

F(X7 y? .y/7 "'?y(n)) = 0

funktsioon F a—astme homogeenne funktsioon y, y/, ..., y{" suhtes.
See tdhendab

F(x, ty,ty, .., ty(”)) =t*F(x,y,y, ...,y(”)) Vt>0

Sellisel juhul saab vorrandi jarku alandada asendusega y’ = yz, kus
z = z(x) on uus otsitav funktsioon. Siit

y'=yztyZ =y vy =y(2# + 7).

y/// — y/(ZZ + Z,) +y(222’ + Z”) — y(23 + SZZ/ + Z”),

analoogililiselt saab leida Ulejaanud tuletised. Asendustega saame

F(x,y,yz,y(Z> + 2), ..., ywn(z, 2, ..., 2"~ 1)) = 0.



Kuna tegu on homogeense vorrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose

kirjutada kujule
VeF(x,1,2,22+ 2, ... ,wn(2,2,....2" D)) =0
ning vy < 0 korral
YOF(x,—1,-2,—(22+ 2'), ..., —wn(z, 2, ..., 2" D)) = 0

Kui o > 0, siis tuleb ka y = 0 arvesse esialgse vorrandi lahendina.
Uldiselt saame kaks lahendit

zZ = QDJr(X, C17 627 teey Cnf1)7
z=p_(x,Cy,...,Cp_1)
ning siit saame tagasiasendusega eralduvate muutujatega DV'd

y/ = }/SD+(X, C‘I, 027 (XY Cnf1)

/
Yy =yp_(x,Cq,...,Cp_1).
7. loeng 11.03.2013
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Lahendiks vastavalt siis

y= Cnef99+(X,C1,Cg,...,Cn,1)dx Cn -0

y = Cpel ¢~ (GGl G, < 0,

7. loeng

11.03.2013
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Naide: Lahendada xyy” — x(y')? — yy' =0
Vorrandi vasak pool on teise astme homogeenne funktsioon y, y’, y”
suhtes, sest

xtyty” — x(ty')? — tyty' = 2(xyy" — x(v')? = yy').
Teeme asenduse y’ = yzja y" = y(2? + Z'), siis
xyy(2% +2') = x(y2)? — yyz = 0
xy?(2? +2') — xy?z? — y?z=0
y2(xzZ —z)=0

Selle vérrandi lahendiks on y = 0 ja z = Cy x. Siit omakorda
lahendame vérrandi y’ = C; xy, mille lahendiks tuleb y = C,e¢**. See
on lldlahend, sest lahend y = 0 sisaldub siin konstandi C,> = 0 korral.



-
Korgemat jarku lineaarsed DV

Vorrandit
F(X7y?y/7 "'?y(n)) = 0

nimetatakse lineaarseks n—jarku HDVks, kui ta on lineaarne otsitava ja
tema tuletiste suhtes ehk ta on kirjutatav kujul

Po(X)y" + py ()Y 4+ pa(x)y = f(x) (1)
Eeldame, et pg(x) # 0, siis

(4 PID) ny L PalX) ) F(X)
YU o) po(x)”  Po(x)
Moodustame Cauchy Ulesande, selleks lisame lineaarsele vérrandile n
algtingimust:

y(Xo0) = Yo

¥ (%) = yi" )

Y D(x0) =y
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Teoreem

Kui vérrandi (1) kordajad po(x), p1(x), ..., Pn(X) ja vabaliige f(x) on
pidevad vahemikus (a, b) ja xo € (a,b), Yo, Y5, .., ¥y € (=00, ),
siis vérrandil (1) leidub parajasti (ks lahend y = y(x), mis rahuldab
tingimusi (2).




Tdestus
Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (1)
kujule
vy =g(x,y.y, .y D) (1)
ehk

Y = polx) [1(X) — Py (X)Y — . — Pa(X)y]

Meil vaja néidata, et
1)9(x,y,y,....y""") on pidev muutujate piirkonnas D.

2) leiduvad piirkonnas D pidevad osatuletised By By’ By

3) punkt (X07 Yo, y(g1)a ) (gni‘l)) eD.
Sellistel tingimustel Cauchy lilesanne omab (hest lahendit.




Olgu meil piirkond

D= {(x,y,y’, Ly N ra<x<b —o< y,y, .,y < oo}.

Kontrollime tingimusi:
1) kui po(x) # 0, siis on (1’) pidev piirkonnas D,

dg _ _ pn(x)
2) 3y = ()
éﬂz pn 1(X)
oy T  po(x)
_og _ _pi(x)
oy(n=1) Po(X)

3) on automaatselt tédidetud teoreemi pdhjal.
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