|
Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
1) .y/ = f(va)a
2)y=9(x.y),
3) x=h(y,y).

Esimese seose saab Uldjuhul lahendada 6pituid lahendusviise
kasutades. Kui tuletise avaldamine pole véimalik voi lahendiks
saadavad seosed ei rahulda esialgset vorrandit, siisl avaldatakse
vorrandist kas otsitav y voi séltumatu muutuja x ja vorrandi
lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist.



Vaatame juhtu, kus vérrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(x.y)
ning
X=X
y'=p
y =9(x,p).
Teame, et 4
V=%
Seega 4
o=b
Siit
dy = pdx
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ning alumise seose pdhjal

99 99
dy = I —=dx + apdp
Kahe seose pohjal saame
_ 99 4 99
pdx = 6de+ 8pdp
ehk 5 3
99 _ 99
(8 p) ax + 8pdp 0.



Lahendame selle vorrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
dldlahend

y= Q(Xﬂﬁ(X» C))
vOi parameetri p abil

{x = ¢(p,C)
y = 9g(»(p,c),p).

Analoogiliselt kéib parametriseerimine ka siis, kui esialgsest vorrandist
onnestub avaldada séltumatu muutuja x. Sellisel juhul

y
"=p

= h(y,p),

x <<

dy = pdx



ning

oh 1 oh
— ——)dy+—dp=0.
<8y p) Y op P

Vorrandi tldlahend
x = h(y,&(y, C))

vbi parameetri p abil

{x = h(é(p, C), p)

5/15



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.

Vérrand F(x, y, z) = 0 esitab teadupéarast pinna xyz—ruumis. Sama
pinna voib esitada ka parameetriliste vorranditega kujul

X = p(Uu,v)
y= 1/J(U, V)
z=x(u,v).

Siin o(u, v), ¥(u,v), x(u,v)on sellised funktsioonid, et
F(e(u,v), ¢(u,v),x(u,v)) =0 Vu,v

piirkonna H korral (vastavus H ja pinna F(x, y,z) = 0 punktide vahel
on tksUhene ning hélmab pinna kdik punktid.)



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

Iy dp
ax = audu+ 3y —dv,
oY oY
dy = 5y —du + de
NdGd o0 . 5 5
oY ge ¥
50 —adu+ v dv = x(u,v) <8udu+ v dv)
millest 3 - 3 -
g v gy 9 _
( Xou 8u> du+<X8v 8v> dv =0.

Saime vorrandi kujul

M(u, v)du + N(u,v)dv =0



Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C). Loppvastuseks seega

saame
{x = o (r(v,C), V)
Y= '(/) (T(Va C)? V)

{x: ¢ (u,w(u, C))
y =1 (u,w(u,C)).

Sellist Gleminekut esialgselt vorrandilt nimetatakse
parametriseerimiseks kahe parameetri abil.
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Naide: y = x(y')? + (v')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y == X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=U
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = v2du+2v(u+1)dv, dy = vdx
v2du + 2(u + 1)vdv = vdu

(v2 — v)du +2(u + 1)vdv = 0.
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d d
v(v—1)(u+1)<U:1 +2V_"1> ~0

Selle vérrandi lahenditekson v =0, v=1,u=—-1jau= ﬁ —1.

Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=Uu
y=0

X=u
y=u+1



Parameetrite ellimineerimisel saame
y=0, y=x+1, y=(CEVx+1)?

Kui C = 0, siis on Uldlahendi seosega antud ka y = x + 1. Seega on
lahendiks y = 0jay = (C+ vx + 1)2.



|
Lagrange’i diferentsiaalvorrand

Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
A"y + B(y')x+ C(y') =0,

mis on otsitava y ja séltumatu muutuja x suhtes lineaarne vérrand. Kui
A(y’") # 0, saab vorrandi viia kujule

YA T Ay T

siit B(y) o)
_ by v

V=AY T AlY)

Tahistame —ﬁ% =¢(y')ja — Ay = P(y'), siis



Parametriseerime
X=u

y'=v
y = up((v) +9¢(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = ¢(v)du + [up'(v) + ¢'(v)] dv.
vdu = o(v)du + [ug'(v) + ¢/ (v)] dv,

millest
(p(v) — v)du + [ug'(v) +¢'(v)] dv =0

Saadud vérrand on lineaarne DV u = u(v) suhtes, sest

(p(v) = U+ ' (V)u = ='(v)



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul
y=xy' + ().

Sellist vorrandit nimetatakse Clairaut’ vorrandiks. Ka Clairaut’
vorrandi lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist

X=U
y'=v
y=uv+y(v)



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢/(v)] dv ning
vdu + [u + ¢'(v)] = vdu,
millest
[u+y'(v)] =0

Siit u = —¢/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y=—v'(v) +(v).

Parametriseeringust
X=u

y=Cu+1y(C).
Viimasest seosest y = Cx + ¢(x).



