|
Eksaktne diferentsiaalvorrand

Definitsioon
Diferentsiaalvorrandit

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)

nimetatakse eksaktseks ehk taisdiferentsiaaliga vérrandiks, kui leidub
funktsioon u = u(x, y) nii, et selle téisdiferentsiaal avaldub kujul

du = M(x,y)dx + N(x, y)dy,
st

ou(x,y)

ou(x,y)
el AL AV
oy

ox

(X’y)’ :N(va)'




Nii taandubki eksaktse DV lahendamine sobival kujul funktsiooni u
maaramisele. Sest kui on teada

du(x,y) =0,
siis integreerimisega saame
u(x,y) = C.

Olgu vérrandi (1) kordajad M(x, y) ja N(x, y) ning osatuletised % ja
9N pidevad piirkonnas

D={(x,y): a<x<b, a<y<p}



Eksaktsuse tarvilik ja piisav tingimus

OM(x,y)  ON(x,y)
ady  ox

Tarvilikkus (1)=>(2).

Olgu (1) eksaktne, siis 3u = u(x,y) : G4 =M, Gl =N.

V(x,y) € D. (2)

Pu oM Pu SN
oxdy Oy’ Oydx Ox’
OM(x,y) _ ON(x,y)
ody  ox

V(x,y) € D.



Piisavus (2)=>(1).

Kehtigu seos (2) ja naitame, et sellest jareldub (1) eksaktsus.
Konstrueerime selleks u = u(x, y) nii, et kehtiksid seosed

Gy = M(x.y) ja 5 = N(x.y).

Mélemad seosed on diferentsiaalvorrandid.

Integreerime esimest eraldatud muutujatega vérrandit (kuna y jargi

diferentseerimist pole, vdime ta lugeda parameetriks).

au
& - M(Xay)

du = M(x, y)dx

u:/M(x,y)dx+C(y)



Teisalt aga 5 = N(x, y).
Seega votame saadud tulemusest osatuletise y jargi:

86}/ [/ M(x, y)dx + C(y)} = N(x,y)

6‘3;/ / M(x, y)dx + C'(y) = N(x,)

C'(y) = N(x.y) - (,fy [ Mix.y)ax
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Tahistame 5
oy = Noey) - 5 / M(x, y)dx

Naitame, et kui (2) kehtib, siis ¢(x, y) ei sbltu x—st. Téepoolest

% _ 9 [N(X,y) - ;}//M(x,y)dx} =

ax  ox
ON 0 0 ON oM
_8)(_6?)(8}//M(X’y)dx_8x_8y_o

Et ¢ ei sOltu x—st, siis saame integreerides leida ka C(y).
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ow) = [ [Ney) = 5, [ Moxyya| oy +

Seega

u(x,y) = /M(x,y)dx+/ [N(x,y) — ;}//M(x,y)dx} dy + Cy.

Tarvilik ja piisav tingimus on tdestatud.



Voéimalikke lahendusviise on kolm:
1) pohilistest diferentsiaalidest Iahtudes konstrueerida funktsioon

u(x, y).
Naiteks dx & dy = d(x + y), xdy + ydx = d(xy), ydxy Xy — o (;) jne.
2) konstrueerida funktsioon u(xm, y) sarnaselt piisavuse téestusega.
3) Cauchy ulesande korral saab leida eksaktse diferentsiaalvérrandi
lahendi

X y
/ M(x.yo)dx + | N(x.y)dy =0
X0 Yo

X y
| Mexy)dx+ [ N y)y =0
Xo Yo



-
Integreeruvustegur

Vaatleme jatkuvalt vérrandit kujul (1), st
M(x, y)ax + N(x, y)dy = 0.

Kui see vdrrand on eksaktne, siis leidub funktsioon u = u(x, y) nii, et
du = M(x,y)dx + N(x, y)dy ja 5T = GIL.

Praktikas on see tingimus vaga tosine, tegelikkuses selliseid kordajaid
M(x,y) ja N(x, y)peaaegu ei esine. Ent osutub, et teatava teguriga
korrutades saab DV teisendada eksakiseks.

Definitsioon

Diferentsiaalvérrandi

M(x,y)ax + N(x,y)dy =0

integreeruvusteguriks nimetatakse funktsiooni 11(x, y), millega
korrutamisel muutub vérrand eksaktseks.

v




Parast korrutamist saame
(X, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x, y)dy = 0, (3)
eksaktsuse tingimus vétab kuju

I(uM) _ o(uN)

dy — ox

mis on samavaarne seosega

8/‘M_ai“/\/_

oy ox _”<8N_8M>' )

ox oy

Saime esimest jarku osatuletistega vorrandi i = pu(x, y) suhtes. Selle
vorrandi lahendamine on raskem kui esialgse vorrandi lahendamine.
Teisalt on voimalik leida sellise vérrandi lahendeid teatavatel
erijuhtudel. Vaatame neid Iahemalt.



I Kui i = u(x), siis

o _ du
Ix = p'(x) ax’
O
3y 0.

Vorrand (4) saab kuju

iy (2 oM

dlx ox  dy
siit
duy_ (0N M\ ok
ax ' M\ax oy —Nu'
Saame
oON _ oM
ap _ ox ~ dy g4
I -N
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu
lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul

Q?‘Q}
°"\§

)= o
Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul © = p(y).
Kui o = u(y), siis

ja

Integreeruvustegur leidub sellisel kujul ainult siis, kui murd séltub ainult
suurusest y voi on konstant.



Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka u = u(w), kus
w=Xty, w=Xxy, w:%jne. Kui pp = p(w), siis

on _ ou 0w

X Ow Ox
ja

on _on 0w

dy Ow Oy’

Asendame (4), siis
du [ Ow Ow B oON oM
2 (Gm-an) =0 (5 -3y )
Péarast muutujate eraldamist

d ON _ oM
] )
ap X y dw




ja
M(w) _ ef(b(w)dw7
kus
ON _ oM
¢(w) _ ox oy

Oluline on jélle see, et murd soltuks ainult suurusest w.

Markus: Integreeruvusteguriga korrutades tuleb jalgida, et lahendeid

ei laheks kaotsi ning ei tekiks vdorlahendeid.

18.02.2013
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Naide 1: Lahendada

2
(y? +2ye)dx + (y + €¥)dy = 0.
Meil M(x,y) = V; +2ye*ja N(x,y) = y + €. Vorrand pole eksakine,
sest

8M 0 2

8y 6y <y + 2ye* ) =y +2¢€¥,
BN 0
ox  ox (y+e7)=e"



|
Otsime integreeruvustegurit kujul © = p(x), siis
X _ X _ X
8—M: & —y-2e ax = (y+e )dx:1-dx.
I —(y + €Y —(y +€Y)
Siit saame leida integreeruvusteguri

p=el &= ex

Korrutame vorrandi |abi, saame eksaktse vorrandi

2
(€ +2y6®)dx + (6 + e*)dly = 0.
Tdepoolest
Ly ye* 4 2% I N ye* + 2
ay T ox ’

y2

u(.y) = [ (%5 e+ 2yedx+ Oly) -

_ﬁx 12X _sz 2X
= 2e +2y2e +C(y) = 29 + ye” + C(y),



teisalt
9 y—ze" +ye® + C(y) ) = &y + ¥
ay \ 2 '
yex + e2x + C’(y) — exy+ er
C'(y)=0
C(y) = Cr.
Seega
y2
u(x,y) = 5e*+ ye* + Cy.
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Naide 2: Lahendada

(xy — 1)dx + x2dy = 0.

Vorrand pole eksakine, sest

0

~“ M=
oy X
0
aN_2x.

Otsime integreeruvustegurit kujul © = p(xy). Siis

dp _ 2X — X dw = —1- duw.
no = (yx2—x(xy—1))

Seega p = e/(=1dw — g~ — =%/ Korrutame nild esialgse vorrandi
mdlemat poolt integreeruvusteguriga, siis

(xy —1)e™¥dx + x?edy = 0.



Saadud vorrand on eksaktne, sest

68}/M =2xe ¥ — x’ye¥,

%N =2xe Y — x?ye¥.

2
u(x,y) = / e Yy + C(x) = *—e 4 C(x),

samas aga

88x (—xe™ + C(x)) = (xy —1)e ¥
—e Y +xye™ + C'(x)=xye™™ —e™
C'(x) =0, C(x)=C
u(x,y)=—xe ¥ + C;.

4. loeng

18.02.2013
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