-
Konstantsete kordajatega lineaarne
diferentsiaalvérrand

Vaatame vorrandit kujul Ly = 0, ehk
poy™ + pry" ) + L+ ppy =0,

kus suurused p; on konstandid.
Vérrandil voiks leiduda lahend kujul y = e**. Asendame y ning selle
tuletised y’ = xeM,...,y(" = A\"e* vdrrandisse, saame

po)\ne/\x +p1)\nf1e)\x 4 +pneAx -0

eM(po N+ P AN+ .+ pp) =0



Korrutis saab olla 0, kui iks teguritest on 0. Et e # 0, siis peab
sulgavaldis vérduma nulliga. Vérrandit kujul

PN+ AT+ 4+ pp=0

nimetatakse karakteristlikuks vorrandiks. Selle vorrandi lahendid );
on karakteristlikud vaartused.
Uurime tédpsemalt karakteristlikke vaartusi:



|
| Karakteristlikud vaartused on reaalsed ja paarikaupa erinevad.
Kui karakteristlikud. vaartused )\, ..., A\, on reaalsed ja paarikaupa
erinevad (st nende seas ei ole kordseid vaartusi), siis on teada
tegelikult vérrandi Ly = 0 n lahendit kujul

>\ A
yi=eM* yo = e Ly, = e

Naitame, et need lahendid on lineaarselt séltumatud ja moodustavad
lahendite fundamentaalsiisteemi. Selleks leiame nende funktsioonide
Wronski determinandi:

eMX eloX ohnx
W(y1, ..., ¥n) = aeMX et L et |
T e nig
1 1T
— eMXgheX | ghnx A Ao . Ap 40
VIV



Jarelikult nii moodustatud funktsioonid ys, ..., ¥, on lineaarselt
sOltumatud.
Naide 1: Lahendada y” = 2y’

yll_2y/:0
N _—2)x=0
AA=2)=0

>\1:0ja)\2:2

y = C1e% + C6** = Cy + Coe®*
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Naide 2: Lahendada y”" — y =0

X -1=0
Mg = +1.

Seegay; =eXjay. =e .

y = Cie*+ Coe ™.
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Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
on samuti kompleksed. Eraldades nild neist reaal- ja imaginaarosa,
saame

vy = eMX = gl tiBX — g2X(cos Bx +isin Bx) = e cos Bx + ie™ sin Bx

yo = X = gle=IBX — g2X(cos Bx —isin Bx) = e cos Bx — ie™ sin Bx

ehk siis u = e** cos x ja v = e** sin Sx. Nii maaratud u ja v on ka
vorrandi Ly = 0 lahenditeks.



Naide 3: Lahendada y” = 4y’ — 5y
y'—4y'+5y =0
N _4\+5=0
M=24+i, =2-—i

Kompleksarv A = 2 4/, reaalosa on 2, imaginaarosa 1 ning jarelikult
_ a2X
y1 = e~ cos x

¥o = ¥ sinx

y = C1e®* cos x + C,e** sin x



Niide 4: Lahendada y(® = 6y(*4) —9y()
Siitsaame A = =A3=0ja s = s = \g = 3.
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Il Reaalsed kordsed karakteristlikud vaartused

Kui mingi X\ on kordne karakteristlik vaartus, naiteks olgu Ay r—kordne
karakteristlik vaartus, siis sellisele karakteristlikule vaartusele vastavad
funktsioonid

Aq X r—1 e)qX

A1 X A1 X 2
}’129172:)(917}’2:)(9 7-~-7Yr:X

on konstantsete kordajatega vorrandi Ly = 0 lahenditeks.
Tahistame karakteristliku vérrandi lGhemalt

A= poA" + P A"+ L+ Prg A+ Pa

Eelduse kohaselt on A\ karakteristliku vorrandi r—kordseks nullkohaks,

st
AA) =0, N(A1) =0, ...,AU"D(x) =0, AD(Ay) £0



Meil vaja naidata, et funktsioonid yj, ..., y, rahuldavad vérrandit Ly = 0,
st
L(x*e**) =0, k=0,1,...,r—1

Iga X korral kehtib seos
L(e™) =A™ (x)

Tdepoolest

n n—1

e)\x + P4

d
e+ .+ Poi —Xe“ + ppe™ =

AX
He™) T d

~ g

— po)\nekx +p1>\n—1e>\x 4 +pn_1)\e/\x +pneAx — /\()\)eAX

Diferentseerime nlld seose (*) mélemaid pooli k korda A jargi.



Vasaku poole diferentseerimisel saame

dk dk an dn—1
orHE) = g <p°dxne” FPIG e et p”“””) B
an dk dn—1 dk
= Pogxn <d)\k )“"d = (d)\k >+ PN
Kk
- L (ddAk eAX) — L(Xke)\X)

10. loeng
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|
(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit

k

::k Ae™] = < ’j‘ )/\(j)()\)xk‘fe”‘

j=0
Seega saame (*) diferentseerimisel, et
K k . .
L(x*e™) =) ( : > NI (N)xF e

j=o N

Saadud seos peab kehtima iga A korral. Valime A = Aq. Et
AW ()q) = 0, siis saame, et

L(xke™) = 0.

Olemegi naidanud, et funktsioonid yj, ..., ¥, on vérrandi Ly = 0
lahenditeks.
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IV Kui A = a £+ i on r—kordne kompleksne karakteristlik vaartus, on
ka vastavad lahendid yy, ...,, y», kompleksed. Lahendid saame reaal-
ja imaginaarosa eraldamisega.

y1 = e*¥ cos X, yo = xe™* cos BX, ..., yr = X"~ e** cos X,

i1 = €°%sin BX, Yrio = x€®¥sin Bx, ..., yor = X" 1€ sin Bx
+ ) + ) )



