Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

f1(X1;X2;...;Xm) =0
fg(X1;X2;...,Xm) =0
fm(X1;X2; ... Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (xq; X2; ... ; Xm).

Vorrandislisteemi vasakust poolest saab moodustuda vektori

F(x) = (f1(x); &(x); . ..; fm(x)). Vektor F(x) sbltub vektorist x, seega
on suurus F vektorfunktsioon ning siisteemi saab kirja panna
vektorvdrrandiga F(x) = 0.
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I
Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stusteem F(x) = 0 viia

kujule x = G(x), kus G(x) = (g1(x); 92(X); .. .; gm(x)),
ehk

X1 =R (X1 i Xor Xm)
Xo = gg(X1 i Xor o Xm)
Xm = Gm(X1; X2; .. .3 Xm)
Kui on antud alglahend x° = (x1 ,xz, ..., x%), siis jargmise lahendi

saab leida eeskirjast x' = G(x?), Jargmlsena x? = G(x"), jne.
Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on seega

Xn — G(an1 )



v6i vorrandite kaupa

n__ n—1. ,n—1. . vh—1
Xt =010 x5 Xm )
n__ n—1. ,n—1, . n—1

X3 =go(X{ X3 X
n _ n—1. ,n—1. . yn—1
Xph=0gm(xy i x3 Xm ')

Siit on lihtne tuletada Seideli iteratsioonimeetodi (v6i ka
Gaussi-Seideli iteratsioonimeetod) eeskiri:



n_ n—1.  n—1. ,n—1. . yn—1
X =gi1(x{ XXy X )
n__ n. n—1. ,n-1 . vh—1
X3 = Go(X{i X" i X3 .. Xm )
n_ n. yn. ,n—1 . pn—1
X§ = g3(X{hi xgi X3 i Xm )
n _ n. yn. L yn—1
(Xm = 9m(X{5 X35 Xm )

Olgu meil teada susteemi F(x) = 0 tédpne lahend x*, siis ka

x* = G(x*). Lahendi x" erinevust tépsest lahendist x* iseloomustab
nende vaheline kaugus ||x" — x*||.
Kui

lim |[x"—x*|| =0,
n—-o0

siis koondub lahend x" tapseks lahendiks x*.
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Oluline tingimus koondumiseks

Gl <g<1.

Leidugu ststeemi F(x) = 0 lahendit x* sisaldav kera B, milles on
tdidetud vorratus |G (x)|| < q < 1. Peale selle eeldame, et
vektorfunktsioon G(x) ei vii kerast B vélja, st iga x € B korral

G(x) € B. Olgu algldhend x° valitud hulgast B, siis koondub nii hariliku
kui ka Seideli iteratsioonimeetodiga arvutatud ldhendite jada x"
tdpseks lahendiks x*. Seejuures kehtib veahinnang

n
Ix"— x| < -2

M OH
J— 1 _q .

IIx' —x




Harilik iteratsioonimeetod lineaarsete siisteemide korral
Vaatame sisteemi

a1 Xy + apeXo + ... + aimXm = Y1
81Xy + @Xo + ... + @2mXm = Yo

Seda suisteemi voib vaadelda kui erijuhtu mittelineaarsest sliisteemist

f1(X1;X2;...;Xm):O
f2(X1;X2;...;Xm):O
fm(X1; X2; ... Xm) =0

kus f,-(x1,x2,...,xm):a,-1x1 ~|—a,-2x2+...+a,-mxm—y,-,i: 1,2,...
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Leiame lineaarse slsteemi jaoks hariliku iteratsioonimeetodi ja Seideli
meetodi kuju. Selleks jarjestame vorrandid Gmber nii, et a; # 0 ning
jagame i—nda vérrandi kordajaga a;; labi. Saame

a
Xt + 32X+ JRx3 4 ..+ FOXpn = 4

ats aiy
21 @ Bmy Yo
322X1+X2+322X3+'”+322Xm ag

am Amp Ams — Ym
Xq +ammX2+ammX3+...+Xm—

amm amm”
Siit

— _ @12y, _ A3y, _ aim pin
X= g, X2 g8 311Xm+ a1

— _ @y _ A3y, _ 2m Yo
X2 = ) X agp X3 = ag Xm + e

_ _ am _ ame _ ams _ _ 8mm-— 1y Ym_
Xm = ammX ammx a, X3 T amm 1+ amm’



Seega hariliku iteratsioonimeetodi kuju lineaarse vorrandisiisteemi

jaoks on
n_ _a2y,n-1_ a;3,n-1__ _ @myn—1 . ¥
X1 = Ta X2 ar 3 © T a Xm + I
n_ _ 81y,n—1 _ &3,n-1 _ &myn—1 Yo
X = azp X ago X3 ag2 Xm ~ + app
n _ _ am yn—1 _ amp ,n—1 _ ams ,n—-1 _ amm—1 ,,n—1 Ym_
Xm = amm 1 amm”’ 2 amm”3 amm Xm—1 + amm "
ja Seideli meetodi kuju on
n_ _apzyn=1_ a;3,n-1_ _ @myn—1 . 1
Xy = 311)(~2 311X3 311Xm + a4
n_ _8iyn _ 8s,n-1_ _ @m,n-1_ Yo
X = ax X ap2 X3 T am Xm ~ + app
n _ _8m yn _ 8m2 4N _ 8m3 4N _ _ 8mm=1yn Ym
Xm = amm 1 amm X2 amm X3 e amm Xm—1 + amm’
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Sellisel kujul harilik iteratsioonimeetod ja Seideli meetod koondub, kui
maatriks A on domineeriva peadiogonaaliga, st

m
@il > Y lagl, j#I.

=
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Newtoni meetod

Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f/(Xn_1 ) '

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandiststeemidele kujul F(x) = 0. Siin

F(X) = (fi(x), &(x), ..., fm(x)) on vektorfunkisioon ning otsitavate
vektor on x = (X1, X2, ..., Xm).

Newtoni meetodi algoritm

Xn = Xp—1 —

XN — =1 _ {F/(Xn—1)}_1 F(Xn_1),

kus x™ 1 = (x 1 x) T oxp ) jax™ = (xPL x5, ..., x) on kaks

jarjestikust 1ahendit.



Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st
X" = x*[| < Cl[x™T = x*| 2.
Modifitseeritud Newtoni meetod

X" = Xn—1 _ [F/(XO)]—1F(Xn—1)

Meetod koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega.



Ekstreemumiulesannete lahendamine

Vaatame m-muutuja funktsioon f(x), mille argumendiks on

miinimum. Funktsiooni miinimumi leidmiseks saab kasutada
iteratiivseid meetodeid, mille korral liigutakse jark-jargult
miinimumpunkti poole funktsiooni kahanemise suunas. Olgu algdhend

x0 = (x?;x9;...; x%) € R™ ja arvutame funktsiooni f(x) gradiendi
punktis x°:
0 0
0_ 0y _ 0y . 0
v® = gradf(x") = <8x1 f(x);...; me(x )) .



Antigradient ehk vektor —v® maarab suuna, milles funktsioon f(x)
kahaneb kaige kiiremini punktist x° lahtudes. Sellest tulenevalt leiame
uue ldhendi x' selliselt, et ligume punktist x° teatud sammu vérra
vektori —v? suunas, st arvutame x' = x% — t,v0. Arv f; on sammu
pikkus, mis tuleb valida selliselt, et funktsioon f kahaneks, st kehtiks
vorratus f(x') < f(x°). Punktist x' ligume edasi analoogiliselt. Sellist
eeskirja kasutavaid meetodeid nimetatakse gradientmeetoditeks.
Optimaalne sammu pikkus f,_1 on selline, mille korral funktsioon f(x)
on punktist x™~1 I&htuval antigradiendi —v"~! suunal minimaalne.
Selleks tuleb valida t,_4 nii, et ihe muutuja t funktsioon f(x™~' — tv"~1)
saavutaks miinimumi punktis t = t,_1. Kui gradientmeetodis on sammu
pikkus valitud sellise eeskirja kohaselt, siis nimetatakse seda meetodit
kiireima languse meetodiks. Seega tuleb kiireima languse meetodis
n-ndal sammul lahendada Ghe muutuja funktsiooni miinimumulesanne

f n—1 _ B n—1y _ inf n—1 _ nf1_
(x th—v") rt@/g (x v



Kiireima languse meetod ruutfunktsiooni korral
Olgu f(x) ruutfunktsioon, st
m m
() =Y apxixi+ Y Bixi+7,
ij=1 i=1

kus «;j, B ja v on konstandid.

Olgu
Q11 a2 ... Qqp
(0% [0 e
A= 21 22 2m
Om Cm2 ... G&mm

simmeetriline, st aj = a;.
Ruutfunktsiooni saab lihemalt kirjutada kujule

f(X)=Ax-x+5-X+.



Miinimumi leidumiseks
Ax-x>0 Vx#0.

Leiame osatuletised

0 0
Mf(x)_a—xk[Ax-x+ﬁ~x+'y]—

= Z al,ja X/ + Z al,jxl Z BI aXI =
i,j=1 i,j=1

m

m m
= kX Y aiXi+ B =Y (ki + k)X + Bk
j=1 i=1

i=1



Stummeetrilisusest ay ; + aj x = ak i + ok, = 20y ;. Seega

i) m
—f(x)=2 ak iXj + Bk-
3Xk ; K,iXi 6k
Jarelikult
gradf(x) = 2Ax + 3
ning

vl = gradf(x"1) = 2Ax"1 + 5.

Maarame ka sammu pikkuse t. Selleks

f(an1_tvnf1):A(an V- 1) ( v 1)+I8 (

Leiame tuletise muutuja t suhtes

Tt ) 4,
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gtf(xn—1 —I'Vn_1) — _AVn—1 'Xn—1 _AXn—1 'Vn—1 +2tAvn—1‘Vn—1 _6"/”_1 )
Teadupérast saab seosest %f(x”*1 — tv"~1) = 0 maérata optimaalse
sammu pikkuse

Ayn—1. xn—1 —I—AX”71 Lyt + 8- yh—1

tni‘l = 2Avn—1 . Vn—1



