Lineaarsete vorrandisiisteemide tapne lahendamine
Vaatleme lineaarset vorrandisiisteemi
a111 + 122 + ...+ A1mTm = Y1
2171 + A22T2 + ... + A2y Ty, = Yo
Q11 + Q2T 4+ ...+ AmmTm = Ym-

Sama siisteemi saab iiles kirjutada ka maatrikskujul Az = y, kus

apnn a2 ... OGip I hn
ag1 Q92 ... Q9 i) . 2
Am1 Am2 ... Amm Tm Ym

Siisteemi lahendamiseks saab kasutada Crameri valemeid, kuid see on kiillalt
toomahukas (m+1 determinanti). Samuti saab siisteemi lahendada Gaussi meeto-
diga (lahendamiseks kulub suurusjarku m? 4+ m? tehet).

Lineaarseid siisteeme saab lahendada ka LU-dekompositsiooniga (L U-lahutus).
Osutub, et maatriksit A on voimalik lahutada kahe maatriksi korrutiseks A = LU,

l11 0 oo 0 U1 U2 ... Uim
kus L = b1 by 0 ja U = 0wz ... Uzm Kasutades
lml lmz c. lmm 0 0 oo Umm
dekompositsiooni A = LU saab siisteemi Az = y lahendamise taandada kahe
jarjestikuse kolmnurkse siisteemi lahendamisele. Olgu u; = 1, siis l;;7 = a1,
k—1 i—1
a1k . 1 .
Ul = E’ Ly = aix — ;lijujk (i > k), uip = E <aik — ;lijujk> (i < k). LU-

dekompositsioon on kasulik, kui on vaja lahendada siisteeme iihe ja sama maat-
riksiga A, kuid erinevate vabaliikmetega y.

Vorrandisiisteemide ligikaudne lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandisiisteemi

fl(l'l;.TQ; e ,iL‘m) =0
fo(z1;29;. .5 2) =0
kus fi,..., fm on funktsioonid. Olgu otsitavate vektor z = (z1;x2;...; ). VOr-

randisiisteemi vasakust poolest saab moodustuda vektori
F(z) = (fi(z); fo(x);...; f(2x)). Vektor F(z) soltub vektorist x. Seega on suurus
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F vektorfunktsioon ning siisteemi saab kirja panna vektorvorrandiga F'(x) = 0.
Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja siisteem F'(x) = 0 viia kujule z =
G(z), kus G(x) = (g1(x); g2(z); .. .; gm(x)). Eeskiri n—nda lahendi arvutamiseks
on siis

2" = G(z" ).

Seideli iteratsioonimeetodiga saab n—nda lahendi leida

p
n __ n—1.,, n-1, n—1, Ln—1 . n—1
4g) _gl(xl ) R R I S R )
n o__ n. .n—1, _n—1, =1, n—1
x2_g2(:€1,x2 7 L3 a"'7xm—17xm)
n o__ n. .n. n—1, =1 n—1
xh = gs(axab; e i)
n o __ N, pN. e . n—1
xm_gm(‘Il?xQ?“':xm—l?xm )

\

Teoreem Leidugu siisteemi F'(z) = 0 lahendit z* sisaldav kera B, milles on
taidetud vorratus |G'(x)]| < ¢ < 1. Peale selle eeldame, et vektorfunktsioon G(z)
ei vii kerast B vilja, st iga x € B korral G(z) € B. Olgu alglihend z° valitud
hulgast B, siis koondub nii hariliku kui ka Seideli iteratsioonimeetodiga arvutatud
lahendite jada 2™ tapseks lahendiks x*. Seejuures kehtib veahinnang

qn

la" — 2™ < °l

Hxl —x

Vorrandisiisteemide lahendamiseks saab kasutada ka Newtoni meetodit. New-
toni meetodi algoritm on jargmine:

2" =2 = [P,

n—1 — ( n—1, ..n—1

kus x ot hal e ja a™ = (af;al;. . a") on kaks jarjestikust

ldhendit. Seoses olev suurus [F’(z"!)]! on vektorfunktsiooni F'(x) Jacobi maatrik-
si poordmaatriks.

Modifitseeritud Newtoni meetod
" = [L’n_l o [F’(a;o)]_lF(:x”_l)

koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega.



Ekstreemumiilesannete lahendamine

Vaatame m-muutuja funktsioon f(x), mille argumendiks on x = (z1;x9;. .. ; 2y)
ning vaja on leida selle funktsiooni maksimum v6i miinimum.

Gradientmeetodid. Kiireima languse meetod.

Funktsiooni miinimumi leidmiseks saab kasutada iteratiivseid meetodeid, mille
korral liigutakse jark-jargult miinimumpunkti poole funktsiooni kahanemise suu-
nas. Olgu algihend 2° = (29;29;...;2%) € R™ ja arvutame funktsiooni f(z)

gradiendi punktis z°:

o = gradf (o) = (G fe)i 5o 1))

Antigradient ehk vektor —v° méadrab suuna, milles funktsioon f(x) kahaneb koige

kiiremini punktist 2° lihtudes. Sellest tulenevalt leiame uue lihendi ! selliselt,
et liigume punktist 2° teatud sammu vorra vektori —v® suunas, st arvutame
2! = 20 — tgv°. Arv t;, on sammu pikkus, mis tuleb valida selliselt, et funkt-
sioon f kahaneks, st kehtiks v orratus f(z') < f(z°). Punktist 2! liigume edasi
analoogiliselt. Sellist eeskirja kasutavaid meetodeid nim gradientmeetoditeks.
Optimaalne sammu pikkus ¢,_; on selline, mille korral funktsioon f(z) on punk-
tist 2"~ lahtuval antigradiendi —v"~! suunal minimaalne. Selleks tuleb valida
t,_1 nii, et iihe muutuja ¢ funktsioon f(x" ' —tv"~1) saavutaks miinimumi punktis
t =t,_1. Kui gradientmeetodis on sammu pikkus valitud sellise eeskirja kohaselt,
siis nimetatakse seda meetodit kiireima languse meetodiks. Seega tuleb kii-
reima languse meetodis n-ndal sammul lahendada iihe muutuja funktsiooni miini-
mumiilesanne

f(xnfl - tnilvnfl) — thg}%l f(xnfl o tvn71>.



