4. Interpoleerimine

Interpolatsioon on l1oplikus arvus punktides antud funktsiooni jatkamine nende
punktide vahele.
Olgu 16igul [a,b] antud n + 1 punkti

a=xp <1 <...<Tp =0

(interpolatsioonisolmed). Interpolatsioonisolmed moodustavad 16igul [a,b] nn
vorgu. Peale selle, olgu f(z) mingi funktsioon, mille vidrtused interpolatsioo-
nis6lmedes on teada, st on antud f(zgp),..., f(z,). Oletame, et funktsiooni f
viartused solmede vahel ei ole teada. Ulesanne on jargmine: leida mingisse tun-
tud funktsioonide klassi kuuluv funktsioon ®(x), mis on méératud 16igul [a, b]
nii, et ta langeks kokku funktsiooniga f(z) interpolatsioonisolmedes, st

O(z;) = f(z;), j=0,...,n. (4.1)

Tingimusi (4.1) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks ja funktsiooni ®(z)
interpolandiks. Interpolant ®(x) kujutabki endast funktsiooni f(x) “jatku”
solmede vahele.

4.1. Interpoleerimine poliilnoomidega

Vaatleme juhtu, kui interpolant ®(z) on iilimalt n-astme poliinoom. Siis aval-
dub @ kujul
(1) = cra™ 4+ cox™ N e + oy,

st sisaldab n+1 vaba kordajat ¢y, . . ., ¢p,41. Kuna interpolatsioonitingimusi (4.1)
on samuti n 4+ 1 tikki, voib loota, et antud juhul on interpolatsiooniiilesanne
itheselt lahenduv. Toepoolest, kehtib jargmine vaide.

Teoreem. Leidub parajasti ks Glimalt n-astme poliinoom ®,,(x), mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi (4.1).

4.2. Tiikiti poliinomiaalne interpolatsioon

Sageli ei anna poliinomiaalne interpolatsioon haid tulemusi. Nimelt kui poltiinoo-
mi aste n on suur, siis voib esineda kiillaltki suur ostsillatsioon (vt néitetilesanne
praktikumist ja vastav joonis interpoljoonis2.gif). Taolisest puudusest on vaba
tikiti polinomiaalne interpolatsioon ja interpolatsioon splainidega, mida kasit-
leme kaesolevas ja jargmises alampeatiikis.

Korgest poliinoomi astmest tingitud ostsilleerimise vahendamiseks jagame
16igu [a, b] viiksemateks osaldoikudeks nii, et igal osaldigul oleks vihe intepo-
latsioonisolmi ja konstrueerime interpolandi selliselt, et see oleks véikese astme
poliinoom igal taolisel osaldigul. Tulemusena tekib tiikiti poliinomiaalne inter-
polatsioon.
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http://www.staff.ttu.ee/~janno/kaugope/interpoljoonis2.gif

Vaatleme seda protseduuri tdpsemalt. Jagame 16igu [a, b] k osaldiguks punk-
tidega
a=xg<x1<...<x1, =0

ja valime igal osaldigul [x;, z;41] sOlmed
Ti = Yi0 <Yii1 <...<Yil = Tit1-

Olgu solmedes y; ; antud funktsiooni véartused f(y; ;). Konstrueerime funkt-
sioonile f(z) jirgmise interpolandi ®(x):

1. ®(z) on iilimalt l-astme poliinoom igal osaléigul [x;, z;41]-
2. ®(z) rahuldab interpolatsioonitingimusi sélmedes y; ;, st ®(v; ;) = f(yi,;)-

Tulemusena saame tiikiti polilnomiaalse interpolandi ®(z) liitekohtadega punk-
tides z;. Etteantud interpolatsioonitingimuste tottu on ®(z) liitepunktides x;
pidev, st

lim ®(x) = lim ®(x) = P(x;) = f(xs).

Kasitleme kahte erijuhtu.

1. Tikiti lineaarne interpolatsioon. Lihtsaim juht on [ = 1. Siis koosneb inter-
polatsioonisélmede hulk ainult punktidest xg,...,z, ja ®(z) on lineaarne igal
osaldigul [z;,x;41]. Nédide ®(z) kohta on toodud joonisel 4.1.

Joonis 4.1 : Tiikiti lineaarne interpolant

2. Ruutinterpolatsioon. Kui | = 2, siis on igas vahemikus (z;,2;41) antud veel
tiks s6lm y; ja ®(z) on ruutfunktsioon igal osaldigul [z;, 2;11]. Néide on toodud
joonisel 4.2.
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Joonis 4.2 : Ruutinterpolant

4.3. Splainid. Interpoleerimine splainidega

Thikiti poliinomiaalse interpoleerimise pohiline puudus on liitepunktides x; esine-
da voiv ®(x) tuletise katkevus. Toepoolest, interpolatsioonitingimus punk-
tis x; garanteerib kiill ®(z) pidevuse, kuid mitte tema tuletise pidevust, st
tildiselt voib kehtida vorratus lim ®'(z) # lim ®'(z). Visuaalselt on tuletise
katkevuspunktis tdheldatav graafiku murdumine. Sileda interpolandi saamiseks
tuleks ette anda ka teatud tingimused ®(z) tuletise kohta solmedes z;. Taolisi
tingimusi rahuldavad korgema siledusastmega splainid.

Splain on tiikiti poliinomiaalne funktsioon, mis liitepunktides rahuldab tea-
tud sileduse tingimusi.

Splaini tdpne definitsioon on jargmine. Olgu 16ik [a, b] tiikeldatud osaloiku-
deks solmedega

a=z9<x1<...<xp =0

[-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega funkt-
siooni SP(x):
1. SbP(x) iilimalt [-astme poliinoom igal osaldigul [z;, ;1 1].

2. SbP(z) ise ja tema tuletised kuni jirguni p kaasa arvatud on pidevad va-
hemikus (a, b).

Seega on eelmises paragrahvis vaadeldud tiikiti poliinomiaalsed funktsioonid
0-jarku splainid (nad on pidevad, kuid nende tuletised voivad katkeda). Joonisel
4.1 on kujutatud lineaarsplain S:°(z) ja joonisel 4.2 ruutsplain S*9(x). Prak-
tikas on viiga levinud kuupsplainid siledusastmega 2, so S32(x).

Splainiga interpoleerimisel vGetakse tavaliselt sGlmedeks splaini liitepunktid
x;. Seega on interpolatsioonitingimused jargmised:

SUP(xi) = f(wi), i=0,....n.
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