2. Vorrandite lahendamine

Kaesolevas peatiikis vaatleme vorrandite

f(x)=0 (2.1)

ligikaudset lahendamist, kus f(x) on ithe muutuja funktsioon.

Ilmselt onnestub teatud erijuhtudel taolist vorrandit tapselt lahendada. Nai-
teks ruutfunktsiooni f(z) korral on vorrandi (2.1) lahendusvalemid {ildtuntud.
Teada on ka kuup- ja neljanda astme vorrandite lahendusvalemid. Viienda voi
korgema astme vorrandi lahendamise valemid aga puuduvad. Veelgi enam: on
toestatud, et nende vorrandite tapseid lahendeid ei saa tildjuhul katte 1opliku
arvu liitmiste, lahutamiste, korrutamiste, jagamiste ja juurimistega. Lopliku
arvu tehetega ei onnestu tapselt lahendada ka enamikku trigonomeetrilisi funkt-
sioone sisaldavaid vorrandeid, nt x — cosz = 0 jne. Seega on neil juhtudel
vajalikud ligikaudsed meetodid.

Enamik vorrandi (2.1) ligikaudsetest lahendusmeetoditest on nn iteratsiooni-
meetodid. Tteratsioonimeetodi kéivitamiseks on koigepealt vaja leida alglahend
xo, milleks on mingi otsitavale lahendile kiillalt 1dhedal paiknev arv (mitmesam-
mulise meetodi puhul ldheb vaja mitut alglahendit). Meetodis arvutatakse
alglahendist lahtudes jark-jargult tapsemaid ldhendeid x,,. Kui ldhendi z,, arvu-
tamisel kasutatakse ainult eelmist 1ahendit x,, 1, siis on tegemist nn dhesammuli-
se meetodiga. Kui aga x, arvutamiseks kasutatakse mitut eelnevat ldhendit
Tp—1y---,Tn_k, kus k > 1, siis on tegemist mitmesammulise meetodiga. Ite-
ratsiooniprotsessi voib peatada, kui kaks jarjestikust lahendit iihtivad etteantud
tdpsuse piirides.

Algléhendi leidmiseks puuduvad kindlad eeskirjad. Néiteks saab algldhendi
leida funktsiooni graafikult, vottes selleks ligikaudselt punkti, kus graafik 14bib
z-telge. Kui f(x) on pidev, siis saab alglihendi leidmiseks kasutada ka funkt-
siooni véaartustest moodustatud tabelit. Nimelt matemaatilise analiiiisi kursu-
sest teame, et kui funktsioon on pidev ja saavutab punktides a ja b eriméargilisi
vaartusi, siis leidub a ja b vahel selle funktiooni nullkoht. Seega, kui tabelis
korvuti paiknevate teineteisele lihedaste argumendi vadrtuste korral on f(x)
mérk erinev, siis voib iihe neist kahest argumendist votta alglahendiks. Algldhen-
di saab leida ka selliselt, et asendame vorrandi f(z) = 0 temale ldhedase
vorrandiga f(z) = 0, mis on lihtsalt lahenduv (nt ruutvorrand). Kui nende
kahe vorrandi lahendid paiknevad ldhestikku, siis voib f(z) = 0 lahendi votta
f(z) = 0 algldhendiks.

Jargnevalt vaatleme ldhemalt moningaid iteratsioonimeetodeid.

2.1. Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks peab vorrand (2.1) olema jargmisel
kujul:

z=g(a), (2.2)
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kus ¢g(z) on mingi funktsioon. Lahendid arvutatakse jargmise eeskirja alusel:

Tn = g(xn—l) ) (2'3)

st 1 = g(x0), 2 = g(x1) jne. Tegemist on thesammulise meetodiga.

Meid huvitab, milline on vaadeldava meetodi viga. Olgu ! vorrandi (2.2)
tipne lahend, st #7 = g(xf). Lihendi x, viga avaldub vahena z,, — 2. Vea
kiitumise analiiiisimiseks tuleb hinnata suurust |z, — 27|. Kui

lim |z, — 2| =0,
n—oo
siis koondub lahend z,, tipseks lahendiks =z, st x,, — 1.
Eeldame, et kehtib jargmine vorratus:

lg'(x)] < g <1, (2.4)
kus ¢ on mingi konstant. Siis on voimalik toestada, et peab paika jargmine seos:
|xn — xT| < qlzp-1-— :ET\ . (2.5)

Analiiisime natuke seda seost. Vasakul pool seisab n-nda ldhendi viga ja pare-
mal pool n — 1-se ldhendi viga. Seega annab seos (2.5) n-nda ldhendi vea hin-
nangu n — l-se lihendi vea kaudu. Kuna q < 1, siis |z,, — 27| on viiksem kui
|z,,_1 — 2'|. Seega viga viiheneb iteratsiooni kiigus. Mida viiksem on ¢, seda
kiiremini viga vdheneb.

Eeldusest (2.4) jareldub ka hariliku iteratsioonimeetodi koonduvus. Néitame
seda. Selleks rakendame hinnangut (2.5) jérjest:

|xn — xT| < glzp-1 — xT| < q2|xn_2 — IT\ <. < q"ao — zT|.
Seega
lzn — 2zt < ¢"|zo — 27| (2.6)
Kuna ¢g < 1, siis ¢ — 0, kui n — oo. Jarelikult
|, —2T| =0, kui n— oco.

See toestabki meetodi koonduvuse z, — z.

Paneme tédhele, et hinnangu (2.6) paremal poolel esineb nulliks koonduv
geomeetriline jada a, aq, aq?, ..., kus a = |rg —zf|. Seega koondub harilik
iteratsioonimeetod geomeetrilise jada kiirusega. Koondumine on seda kiirem,
mida véiksem (nullile 1dhedasem) on tegur g.

Tingimus (2.4) on oluline hariliku iteratsioonimeetodi koondumiseks. Saab
toestada, et kui kdikjal lahendit ' sisaldavas vahemikus |g’(x)| > 1, siis meetod
ei koondu.

Uks vdimalus vorrandi (2.1) teisendamiseks kujule (2.2) on jargmine. Korrutame seda
vorrandit mingi suvalise nullist erineva konstandiga C. Saame vorrandi Cf(z) = 0, mille
molemale poole liildame z-i. Tulemusena tekib vorrand # = = + Cf(z), mis on kujul (2.2),



kusjuures funktsioon g(z) avaldub jargmiselt: g(x) = z+ Cf(z). Teatud juhtudel on véimalik
valida niisugune C, et g(z) rahuldaks tingimust (2.4). Naiteks vaatleme juhtu, kui f/(z) on
mingis zT-i sisaldavas vahemikus kéikjal nullist erinev ja tokestatud, st

0<m<|f(x)| <M (2.7)
ja eeldame, et m < M. Valime jargmise konstandi:

C— —ﬁ kui f/(z) >0
a4 kui f/(z) <o0.

Siis rahuldab funktsioon g(z) = z 4+ C f(x) tingimust (2.4) mingi iihest véiksema konstandiga

q.
Naitame seda. Vastavalt konstandi C' definitsioonile kehtib

J@) =1+ Cf (@) =1 I/ @)

Seega vorratuste (2.7) tottu paikneb g’(z) arvude 1 — ﬁM = 0ja 1— §7 > 0 vahel, st

g'(x) € (0;1 — §f). Jérelikult |¢'(z)] < 1 — §f < 1, st tingimus (2.4) on tdidetud arvuga
o
Olgu margitud, et vorrand (2.2) funktsiooniga g(z) = z + Cf(z) ei ole ainuvoimalik

qg=1-

vorrandi (2.1) esitus kujul (2.2). Esitusi kujul (2.2) erinevate g-dega on 16pmata palju. Seeju-
ures on mitmete vorrandite jaoks voimalik leida selliseid teisendusi kujule (2.2), mille korral
(2.2) esineva funktsiooni g tuletis on véaiksem, kui eespool toodud g korral, ning millele rak-
endatud harilik iteratsioonimeetod koondub kiiremini. Kuid taolised voimalused soltuvad

juba konkreetsest tilesandest.

2.2. Newtoni meetod

Olgu taas vorrand antud kujul (2.1). Newtoni meetod pohineb vorrandis esineva
funktsiooni lineariseerimisel (so geomeetriliselt puutuja kasutamisel). Selgi-
tuseks vaatleme joonist 2.1. Oletame, et oleme iteratsiooniga joudnud lahendini
Zpn—1. Lineariseerime funktsiooni f(x) lahendi z,,_; imbruses. Selleks asendame
funktsiooni graafiku tema puutujaga punktis B,_1(Zn_1, f(zn—1)). Puutuja
vorrand on

Y= f(xn—l) + f/(xn—l)(x - xn—l)-

Teatavasti asub tipne lahend z' graafiku 16ikepunktis z-teljega. Leiame selle
asemel puutuja loikepunkti x-teljega:

f@n_1)+ fl@n-1) (@ —2p-1)=0 = = = 2,1 —

Saadud loikepunkti votamegi uueks ldhendiks. Seega

f(@n-1)
f/(xnfl) '

Olemegi tuletanud Newtoni meetodi algoritmi. Tegemist on tihesammulise mee-
todiga.

(2.8)

Ty = Tp—-1 —



ot T x, Tp_1 T

Joonis 2.1 : Newtoni meetod

Jargnevalt vaatleme Newtoni meetodi koonduvust ja veahinnangut. Oluline
tingimus Newtoni meetodi koondumiseks on see, et funktsiooni f(z) tuletis oleks
otsitava tapse lahendi ldhedal nullist erinev, st

f'(@) 0. (2.9)

Lisaks on vaja valida algldhend otsitavale lahendile piisavalt ldhedalt.
Newtoni meetodi puhul on n-nda lahendi viga hinnatav n — 1-se ldhendi vea
kaudu jargmiselt:

n — 2T <yl —alf?, (2.10)

kus v on mingi positiivne konstant. Tegemist on nn ruutkoondumisega. Viimane
on oluliselt kiirem, kui geomeetrilise jada kiirusega koondumine, mis esines ha-
riliku iteratsioonimeetodi korral. Selle méistmiseks kirjutame hinnangu (2.10)
iiles jargmiselt:

lzn — 2| < 7|zn_1 — 2| X|zh_y — 27| (2.11)
[ ——
an

Vordluseks: eelmises alampeatiikis vaadeldud hariliku iteratsioonimeetodi kor-
ral on vastav veahinnang |r, — x| < q|z,_; — 2|, kus ¢ < 1 on konstant.
Oluline on kordaja ¢ suurus. Mida vaiksem on ¢, seda kiiremini viga vaheneb
ja seda kiiremini ka meetod koondub. Newtoni meetodi korral kordaja ¢, =
y|#n_1—2'| viheneb ja liheneb nullile (see on tingitud asjaolust, et koondumise
korral |z,_1 — x| — 0). Seega v&ib delda, et Newtoni meetodi korral toimub
kiirenev koondumine.



Usna levinud on selline ldhenemine, kus vorrandi lahendamist alustatakse
harilikust iteratsioonimeetodist, ja kui lahendiga on joutud téapsele lahendile
kiillalt ldhedale, siis minnakse tile Newtoni meetodile.

2.3. Newtoni meetodi modifikatsioonid. Loikajate meetod

Newtoni meetodi algoritm (2.8) sisaldab funktsiooni f(x) tuletise vidrtuse arvu-
tamist igal iteratsioonisammul. See voib monikord olla tisna té6mahukas protse-
duur (nt kui tuletise avaldis on suur ja keerukas). Kui igal sammul on vaja teha
rohkelt arvutustodd, nullib see ruutkoonduvusest saadava kiirusefekti. Peale
selle ei ole tuletise arvutamine igakord voimalik (nt kui funktsioon on antud
tabelina). Selliste juhtude jaoks on vilja tootatud mitmeid Newtoni meetodite
modifikatsioone.

Uks véimalus on arvutada funktsiooni tuletis ainult esimesel iteratsiooni-
sammul ja kasutada sedasama vaartust koigis jargnevates sammudes. Taolise
meetodi algoritm on seega jargmine:

=z . f(xn—l)
Tp = Tnp—1 fl(xo . (212)

Meetod (2.12) koondub geomeetrilise jada kiirusega.

Teine voimalus on ldhendada funktsiooni tuletist funktsiooni muudu ja ar-
gumendi muudu suhtega. Teatavasti on tuletis defineeritud piirvaartusega

f'(x) = lim Ay

T A0 Az
Seega viikese Ax korral kehtib f/(x) =~ %. Punktis z = x,—1 vbetud argu-
mendi muudule Az = x,_o — x,,_1 vastab funktsiooni muut Ay = f(x,_2) —
f(xp_1). Seega
f/(xn—l) ~ f('rn—Q) - f(xn—l) )

Tpn—2 — Tpn-1

Asendame suuruse f’(z,_1) selle valemi pohjal Newtoni meetodi algoritmi (2.8).
Saame jargmise meetodi:

T = Ty — n T T INT2 e Y (2.13)

f(xn—l) - f(mn—2)

Tegemist on nn loikajate e koolude meetodiga. Meetod (2.13) on kahesammuline,
sest ldhendi x,, arvutamisel kasutatakse kahte eelnevat lahendit z,,_1 ja x,_o.
Seega on algoritmi kdivitamiseks vaja lisaks algldhendile x( fikseerida ka ;.

Loikajate meetodi nimetus tuleneb selle geomeetrilisest sisust. Vaatame
joonist 2.2.



L R Tp-1 Tp—2 T

Joonis 2.2 : Loikajate meetod

Olgu leitud ldhendid x,,—1 ja ,,—2. Tombame punktidest B,,_o(zn—2, f(zn—2))
ja Bp—1(@n—1, f(zn—1)) 14Dbi 16ikaja. Loikaja labib a-telge punktis z,,. See ongi
jargmine lahend.

Teatud eeldustel funktsiooni f(z) kohta kehtib l6ikajate meetodi korral jarg-
mine hinnang;:

|z — 2| < Blzn_q —a|1618, (2.14)

kus # > 0 on mingi n-st soltumatu konstant. Seega on meetodi koonduvuskii-
rus jarku 1.618. See on midagi ruutkoonduvuse ja geomeetrilise jada kiirusega
koonduvuse vahepealset.
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