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Peatukk 6

Mitmemuutuja funktsioon,

selle piirvaartus ja pidevus

6.1 Mitmemootmelise ruumi moiste. Punktid ja
nende koordinaadid

Ruumi mootme voib maaratleda kui maksimaalse omavahel ristuvate koordi-
naattelgede arvu selles ruumis. Néiteks sirgele voib paigutada ainult iihe koordi-
naattelje. Seega on sirge ithemootmeline ruum. Tasandile saab paigutada mak-
simaalselt kaks ristuvat koordinaattelge. Jarelikult on tasand kahemootmeline
ruum. Lisaks sirgele ja tasandile on visuaalselt kujutletav ka meid iimbritsev
kolmemootmeline ruum kuhu teatavasti saab paigutada maksimaalselt kolm
omavahel ristuvat koordinaattelge.

Maksimaalne omavahel ristuvate koordinaatelgede arv on ruumi mootme
geomeetriline maaratlus. Matemaatilises analiiiisis defineeritakse mitmemaootme-
line ruum pisut teistsugusel, abstraktsemal viisil. Selle definitsiooni juurde
joudmiseks vaatleme koigepealt tihe-, kahe- ja kolmemootmeliste ruumide olulisi
omadusi.

Alustame iihem&otmelise ruumi késitlemisega. Geomeetriliselt on ithemoot-
meline ruum sirge. Valime etteantud sirgel s nullpunkti, pikkusiihiku ja posi-
tiivse suuna. Sellega muudame sirge s arvteljeks. Igale sirge punktile A vastab
parajasti liks reaalarv a ja vastupidi: igale reaalarvule a vastab parajasti iiks
sirge punkt A. Oeldu péhjal voib sirge ehk ithemddtmelise ruumi samastada
reaalarvude hulgaga R.

Vaatleme jargnevalt kahemootmelist ruumi ehk tasandit 7'. Joonestame sel-
lele kaks nullpunktis ristuvat arvtelge ehk koordinaattelge. Olgu A suvaline
punkt tasandil. Punkti A (rist)koordinaatideks nimetatakse selle punkti rist-
projektsioone koordinaattelgedele. Punkt A on iiheselt mé&aratud oma koor-
dinaatidega a ja b. Seega vastab igale tasandi punktile A parajasti iiks jarjestatud
reaalarvude ehk koordinaatide paar (a,b) ja vastupidi: igale jérjestatud reaal-
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arvude (koordinaatide) paarile (a,b) vastab parajasti iiks tasandi punkt A.
Tshistame koigi jarjestatud reaalarvude paaride hulga siimboliga R2, st

R? = {(a,b)||a,b € R}.

Oeldu pohjal voib tasandi ehk kahemootmelise ruumi samastada jérjestatud
reaalarvude paaride hulgaga R2.

Analoogiliselt kasitleme kolmemootmelist ruumi R. Fikseerime ruumis R
kolm nullpunktis ristuvat koordinaattelge. Ruumis R asuv punkt A on iiheselt
maaratud kolme reaalarvulise (rist)koordinaadiga a, b ja ¢ (punkti projekt-
sioonid koordinaattelgedele). Seega vastab igale ruumi punktile A parajasti
iiks jérjestatud reaalarvude ehk koordinaatide kolmik (a, b, ¢) ja vastupidi: igale
jarjestatud reaalarvude (koordinaatide) kolmikule (a,b,c) vastab parajasti iiks
ruumi punkt A. Tahistame koigi jarjestatud reaalarvude kolmikute hulga stimbo-
liga R3, st

R* = {(a,b,¢)||a,b,c € R}.
Oeldu pohjal voib kolmemootmelise ruumi samastada jérjestatud reaalarvude
kolmikute hulgaga R3. Taolist loogikat jitkates defineerime neljamootmelise
ruumi kui jarjestatud reaalarvude nelikute, viiemootmelise ruumi kui jarjestatud
reaalarvude viisikute hulga jne.

Mitmemootmelise ruumi definitsioon. Hulka, mille elementideks on koik

m reaalarvust koosnevad jarjestatud siisteemid (a1, asg, - . ., @, ), nimetatakse m-
mootmeliseks ruumiks, sisteemi A = (a1, as2,...,ay) selle ruumi punktiks ja
arve ai, as,...,a,, punkti A koordinaatideks.

m-mootmelist ruumi tdhistame siimboliga R™.

Ruumi R™ punkte A = (a1,a9,...,am) ja B = (by,ba,...,b,) nimetatakse
vordseteks ja kirjutatakse
A =B,

kui nende punktide koordinaadid on vordsed, st
a1:b1, (L2:b27‘.. ,am:bm.
Nullpunktiks ehk koordinaatide alguspunktiks ruumis R™ nimetatakse punkti

0 =(0,0,...,0).

Kaugus ruumis R™. Olgu ruumis R™ antud kaks punkti A = (a1,as,...,am)
ja B = (b1,ba,...,by). Punktide A ja B vaheline kaugus on antud jargmise
valemiga:

|AB| = /(a1 — b1)% + (a2 — b2)2 4+ ... + (G — bm)? . (6.1)

Uhe- kahe- ja kolmemootmelisel juhul vordub punktide A ja B vaheline kaugus
nende punktide vahele tommatud sirgloigu pikkusega.

Kauguse omadused.



1. A = B siis ja ainult siis, kui |AB| = 0.
2. |AB| = |BA].
3. |AB| < |AC|+ |CB|.

Polaarkoordinaadid. Kahe- ja kolmemootmelistes ruumides on monikord ots-
tarbekas ristkoordinaatide asemel kasutada polaar-, silinder- v6i sfadrkoordinaate
(nt kui uuritav punktidehulk on mingi osa ringist, silindrist voi sfafrist), Sfadr-
ja silinderkoordinaatidega teeme tutvust edaspidi, kolmekordsete integraalide
juures. Siinkohal vaatleme ldhemalt polaarkoordinaate.

Joonestame tasandil kaks ristuvat koordinaattelge (z- ja y-teljed) ja fikseer-
ime mingi punkti A = (a,b). Punkti P = (z,y) polaarkoordinaatideks punkti A
suhtes nimetatakse arvupaari ¢ ja ¢, kus ¢ on P ja A vaheline kaugus ja ¢ on
nurk, mis tekib litkumisel z-telje suunaliselt vektorilt vektorile AP vastupéeva.
Sealjuures nimetatakse arvu g polaarkauguseks ja arvu ¢ polaarnurgaks. Polaar-
nurga muutumispiirkond on poolléik [0, 27). Erinevad P ja A suhtelised asendid
ning neile vastavad polaarnurkade vahemikud on toodud jérgneval joonisel.

Yy .
p p Joonis 6.1

A A

0<p<m/2 T/[2<p<T

A

P P
T<Pp<3m/2
3m/2<p<2T
(0] x

Maérgime, et monikord defineeritakse ¢ negatiivse nurgana, kui P paikneb A-st allpool.
Sellisel juhul ja&ks ¢ vasakul alumisel joonisel vahemikku (—m, —7/2) ja paremal alumisel

joonisel vahemikku (—7/2, 0) ning polaarnurga kogu muutumispiirkond oleks poolléik (—, 7].

Punkti P polaarkaugus ja polaarnurga tangens avalduvad selle punkti ristkoor-
dinaatide x ja y kaudu jargmiselt:

—b
0= V(@—a?+({y—b? tanp = i/_a-



Nurga ¢ valem on
arctan% kui —a>0,y—b>0
arctan% +7  kui z—a<0

p = arctan%—f—?w kui z—a>0,y—b<0

5 kui —a=0,y—56>0

3z kui z—a=0,y—b<0.

Olgu mairgitud, et juhul, kui * —a = y — b = 0, ei ole polaarnurk ¢
méadramatud, sest P langeb kokku punktiga A.
Ristkoordinaadid avalduvad polaarkoordinaatide kaudu jargmiste seostega:

T =a+pcosp, Yy =b+psing. (6.2)

Koige enam kasutatakse polaarkoordinaate juhul, kui A on koordinaatide
alguspunkt O = (0,0). Siis a = b = 0 ja iilaltoodud seostest saame valemid

0= +Vx2+y?, tanp = g, T = pcosyp, Yy = psinep. (6.3)
x

6.2 Jooned ja vektorid mitmemootmelises ruu-
mis

Parameetrilised jooned ruumis R™. Olgu 16igul [T1,T3] antud m funk-
tsiooni 1 = ¢1(t), 2 = @a2(t),...,Tm = @m(t). Vaatleme nendest funkt-
sioonidest moodustatud ststeemi

z1 = ¢p1(t)

Tm = <P'm(t) , L€ [TlvTQ} :

Siisteem (6.4) mairab iga ¢ € [T1,Ts] korral tithe punkti P = (z1,%2,...,%m)
ruumis R™. Uldiselt vastavad muutuja t erinevatele vadrtustele erinevad ruumi
punktid. Kui muutuja ¢ jookseb labi kogu 16igu [T7, T5], siis t-le vastav punkt
kujundab ruumis R™ punktihulga, mida nimetatakse jooneks. Vorrandeid (6.4)
nimetatakse selle joone parameetrilisteks vorranditeks ja muutujat t selle joone
parameetriks.

Parameetri ¢ suurenemisel liigub punkt P = (z1,23,...,2,,) joonel (6.4)
teatud kindlas suunas. Seda suunda loetakse parameetrilise joone (6.4) posi-
tiivseks suunaks. Kui funktsioonid ¢;(t) on lineaarsed, on tegemist suunatud
sirgloiguga.

Olgu antud kaks punkti A = (a1, aq,...,am) ja B = (b1,bs,...,by) ruumis
R™. Vaatleme punktist A punkti B suunatud sirgldiku. On lihtne néha, et selle
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sirgloigu parameetrilised vorrandid on jargmised:

xr1 =ai + (bl — al)t
XTo = ag + (bz — ag)t (6 5)

T = am + (b — am)t, t € [0,1].

Toepoolest: kuna siisteemis (6.5) esinevad funktsioonid on lineaarsed, on tege-
mist sirgloiguga. Peale selle, vorranditest (6.5) ndeme vahetult, et see 16ik
algab parameetri véirtusele t = 0 vastavast punktist A = (a1,...,a,) ja
16peb parameetri védrtusele t = 1 vastavas punktis B = (by,...,by). Seega
médravadki vorrandid (6.5) suunatud sirgloigu AB ruumis R™.

Suunatud sirgloiku AB nimetatakse vektoriks ruumis R™ ja tahistakse AB.
Vektori AB pikkust tahistame siimboliga |A—B)| See defineeritakse kui punktide
A ja B vaheline kaugus, st

|AB| = |AB| = /(a1 — b1)? + (az — b2)2 + ... + (Gm — bm)?.

Kui vorrandites (6.5) esinev 16plik parameetri 16ik [0, 1] asendada kogu arvtel-
jega R, siis pikeneb suunatud sirgloik AB molemast otsast l6pmatuseni ja tule-
musena tekib suunatud sirge ehk telg ruumis R™.

Vaérranditest (6.5) saame erijuhuna nullpunktist O = (0,...,0) 1&htuva ja

punktis U = (uq,...,u,) loppeva vektori, so vektori ouU parameetrilised vor-
randid:
I = ’Lth
= uot
T2 =2 (6.6)

Tm = Upt, t €[0,1].

Vektorit OU nimetatakse punkti U kohavektoriks.

Vektori @ = OU koordinaatideks nimetatakse tema 16pp-punkti U koordi-
naate. Seega @ = (u1,usa,...,Un).

Koordinaate kasutades on mugav sooritada mitmesuguseid tehteid vektoritega.
Néiteks liitmine ja skalaariga korrutamine on vektoritel @ = (uy,usg, ..., uy) ja
= (v1,v2,...,0y) defineeritud jargmiselt:

U+ T=(up +v1,us + V2, ..., Un+0y) ja M= (Aup,Aug,..., AMup),

kus A € R. Need tehted rahuldavad vektorruumi aksioome (vt lineaaralgebra
opikut). Ruumi, mille punktidel defineeritud vektorite hulk moodustab vektor-
ruumi, nim afiinseks ruumiks. Seega on R™ afiinne ruum.

Vektori @ = (uy,uz,...,uy,) pikkus on tema l6pp-punkti kaugus koordi-
naatide alguspunktist ning on seega arvutatav valemiga

|1I\:\/uf—|—u§—|—...+u$n.
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Vektorit % nimetatakse dhikvektoriks, kui |@| = 1.

Vektor @ (mis on suunatud sirgloik) méérab piltlikult Geldes teatud ”suuna”
ruumis R™. Oeldakse, et vektorid @ ja ¥ on samasuunalised, kui leidub posi-
tiivne arv A nii, et ¥ = M\, ja vastassuunalised, kui leidub negatiivne arv \ nii,
et 7 = M. Oeldakse, et vektorid @ ja @ on samasihilised ehk paralleelsed, kui
nad on kas sama- vOi vastassuunalised. Samasihiliste vektorite « ja ¢ korral
leidub A # 0 nii, et ¥ = Ad.

Punkti A = (a1, a9, ..., ay) labivaks vektori @ = (uq, ug, . . . , U, ) suunaliseks
sirgeks loetakse sirget, mis saadakse vektoriga @ samavéaarse punktist A lahtuva
vektori pikendamisel molemast otsast lopmatuseni. Taolise sirge parameetrilised
vorrandid on jargmised:

xr1 = ai; +ut
Ty = a9 + Ust

(6.7)
xm;'am +unt, t €R.
Vektorite @ = (ug,ug,...,uy) ja U = (v1,v2,...,0,) skalaarkorrutiseks
nimetatakse jargmist summat:
U-T=uivy + Uy + ...+ U, . (6.8)

Afiinset ruumi, mille vektoritel on defineeritud skalaarkorrutis, nimetatakse euk-
leidiliseks ruumiks. Seega on R™ eukleidiline ruum.

Kui @ ja ¢ on samasihilised, st ¥ = A, siis saame skalaarkorrutise esitada
ka jargmiselt:

—

4T =4 (M) = ugdug + ugdug + ... + U Ay, = M), (6.9)

Valemist (6.9) ndhtub, et samasuunaliste vektorite skalaarkorrutis on positiivne,
st kui A > 0, siis @ - ¥ = A|@|> > 0, ja vastassuunaliste vektorite skalaarkorrutis
on negatiivne, st kui A < 0, siis @ -7 = A|@|> < 0.

Vektorite skalaarkorrutis rahuldab jargmist seost, mida nimetatakse Cauchy-
Schwartzi (ehk Cauchy-Bunjakovski) vorratuseks:

|@ - o] < |ul|J]. (6.10)
Kui @ ja ¥ on samasihilised, muutub Cauchy-Schwartzi vorratus vorduseks
|@- o] = |d]|v]. (6.11)

Tdestame (6.11). Valemit (6.9) ja absoluutvédrtuse omadust 2 §1.1 kasutades
arvutame:

@0 = |\ |a]* = |a] [\ ]@] = |a] |Ma| = |a]|7].
Sellega ongi (6.11) toestatud. Margime, et erijubul, kui vektorid @ ja ¥ on

ning vordus (6.11) saab kuju

—

a7 = |dld. (6.12)

(=}



Kui aga u ja U on vastassuunalised, siis nende skalaarkorrutis on negatiivne.
Seega sel juhul |@ - 0] = —@ - U ja kehtib jargmine vordus:

@ 7= —|ad. (6.13)

Vektori e, = (0,...,0,1,0,...,0) suunalist nullpunkti labivat sirget nimeta-
——
k—1Xx
takse x - teljeks ruumis R™ ja vektorit e xy - telje suunaliseks iihikvektoriks.

6.3 Hulgad mitmemootmelises ruumis

Mitmemootmelised kerad. Lahtiseks m-maotmeliseks keraks keskpunktiga
A= (a1, as,...,a,) ja raadiusega r > 0 nimetatakse hulka

U(A,r) = {B||BeR™ |BA| <r}.

Kinniseks m-mootmeliseks keraks keskpunktiga A = (a1, aq,...,a,) ja raa-
diusega r > 0 nimetatakse hulka

U(A,r) = {B||BeR™ |BA|l<r}.

Uhemdatmeline lahtine kera keskpunktiga a ja raadiusega r on vahemik
(a —r,a + 7). Vastav kinnine kera on 16ik [a — r,a + r]. Kahemootmeline
lahtine kera on ring ilma ringjooneta ja kinnine kera on ring koos ringjoonega.
Kolmemd&otmeline lahtine kera on kera ilma sfaérita ja kinnine kera on kera koos
sfaariga.

Punkti A € R™ dmbruseks nimetatakse suvalist lahtist kera keskpunktiga A.

Hulga sise- ja rajapunktid. Olgu G ruumi R™ alamhulk. Punkti A nimeta-
takse hulga G sisepunktiks, kui leidub punkti A timbrus, mille kéik punktid
kuuluvad hulka G.

Teiste sonadega: hulga sisepunktil leidub timbrus, mis asub tervenisti selles
hulgas.

Ndide 1. Olgu G = [a;b]. Siis on koik arvude a ja b vahel asuvad punktid
hulga G sisepunktid. Toepoolest: valides punkti ¢ nii, et a < ¢ < b, saame leida
¢ iimbruse (¢ — g; ¢+ €), mis asub tervenisti 16igus [a; ], st (¢ —e;¢+¢€) C [a;b)].
Joonisel 6.2 on taoline iimbrus piiratud imarate sulgudega.

Joonis 6.2

| ¢
T Ay

.
a c

Seevastu 16igu [a; b] otspunktid a ja b ei ole selle 16igu sisepunktid, sest neil
ei leidu selliseid iimbrusi, mis asuksid tervenisti 16igus [a; b]. Suvalises otspunkti
imbruses leidub punkte, mis asuvad 1oigu sees ja punkte, mis jaavad loigust
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vélja. Naiteks punkti a imbruse (a —¢; a + €) parem pool, st vahemik (a;a + ¢)
sisaldab 16igul [a; b] asuvaid punkte, kuid timbruse vasak pool, st vahemik (a —
€;a) jadb aga tervikuna 16igult [a;b] vélja.

Ndide 2. Olgu tasandil antud kinnine joon I'. Vaatleme selle joonega piiratud
hulka G (joonis 6.3).

Joonis 6.3

\\F
/l

Valime hulgast G punkti A; nii, et ta ei asu joonel I'. Siis on A; hulga G
sisepunkt, sest me saame leida tema timbruse U (A1, €) nii, et see asub tervenisti
hulgas GG. Taoline iimbrus on joonisel piiratud punktiirjoonega. Kui aga valida
punkt A, hulka G iimbritseval joonel T, siis see ei ole G sisepunkt, sest ei leidu
taolist A, iimbrust, mis asuks tervenisti hulgas G. Suvaline A5 timbrus sisaldab
teatud osa, mis asub hulgas G ja teatud osa, mis jaab hulgast G valja.

Punkti A nimetatakse hulga G rajapunktiks, kui tema suvalises timbruses
leidub punkte, mis kuuluvad hulka G ja punkte, mis ei kuulu hulka G.

Naiteks 16igu [a;b] otspunktid a ja b on selle 16igu rajapunktid. Joonisel
6.3 toodud hulga G rajapunktid on koik need punktid, mis asuvad joonel I'; sh
punkt A,.

Koik hulga G sisepunktid sisalduvad hulgas G. Hulga G rajapunktide seas
voib olla selliseid punkte, mis paiknevad hulgas G ja ka selliseid punkte, mis ei
paikne hulgas G.

Lahtised ja kinnised hulgad. Kui hulk koosneb ainult sisepunktidest, siis
nimetatakse seda hulka lahtiseks. Kui hulk sisaldab koiki oma rajapunkte, siis
nimetatatakse seda hulka kinniseks.

Naited 1. Vahemik (a;b) on lahtine hulk, kuna ta koosneb ainult sisepunk-
tidest. Lahtised on ka koikvoimalikud vahemike tihendid, néiteks (aj;b1) U
(a2;b2). Loik [a; b] on aga kinnine hulk, sest ta sisaldab mdlemat oma rajapunkti
a ja b. Kinnised on ka 16ikude ithendid, nt [a1;b1] U [azg; b2]. Seevastu poolldigud
[a;b) ja (a;b] ei ole ei kinnised ega lahtised. Nad sisaldavad lisaks sisepunktidele
ka rajapunkte, kuid mitte koiki rajapunkte. Lopmatu vahemik (a;00) on lah-
tine hulk, sest ta koosneb ainult sisepunktidest. Lopmatu poolloik [a;00) on
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aga kinnine hulk, sest ta sisaldab oma ainsat rajapunkti a.

Ndited 2. Vaatleme joonisel 6.4 kujutatud kolme erinevat hulka G. Eeldame,
et pideva joonega tommatud osa rajast I' kuulub hulka G ja katkendliku joonega
tommatud osa rajast ' ei kuulu hulka G. Joonisel vasakul {ileval kujutatud hulk
on lahtine ja paremal iileval kujutatud hulk on kinnine. Kuid allpool kujutatud
hulk ei ole ei kinnine ega lahtine.

Lahine kera on lahtine hulk ja kinnine kera on kinnine hulk.

Joonis 6.4

Sidusa hulga moiste. Hulka G nimetatakse sidusaks, kui selle hulga iga kahte
punkti saab ithendada pideva joonega, mille koik punktid kuuluvad hulka G.

Naiteks joonisel 6.5 toodud vasakpoolne hulk G on sidus. Valides kaks suva-
list punkti sellest hulgast, saame me neid punkte ithendada pideva joonega nii,
et see joon jddb tervenisti hulka G. Seevastu parempoolne, kahest eraldiseisvast
osast G1 ja Gy koosnev hulk ei ole sidus. Valides iithe punkti alamhulgast G,
ja teise punkti alamhulgast G, ei saa me neid ithendada pideva joonega, mis
asuks tervenisti hulgas G.

Joonis 6.5

=
\/\/

G =G UGs




Tokestatud hulga méiste. Hulka G nimetatakse tokestatuks, kui leidub (kin-
nine voi lahtine) kera, mille alamhulgaks on hulk G.
Teiste sonadega: tokestatud hulk ”mahub” mingisse kerasse.

Naiteks loigud, loplikud vahemikud, poolloigud ja nende loplikud ithendid
on tokestatud. Loéikude ithend [1;2] U [3;5] ?mahub” ithemdotmelisse kinnisesse
kerasse keskpunktiga 3 ja raadiusega 2, st hulka [1;5]. Joonisel 6.6 on kujutatud
kahemootmeline tokestatud hulk G. See "mahub” kerasse keskpunktiga A ja
raadiusega r.

Joonis 6.6

Hulk ei ole tokestatud, kui temas leidub punkte, mille kaugus koordinaatide
alguspunktist vo6ib olla kuitahes suur. Niiteks pooltasand {P = (x,y) ||y > 0}
ei ole tokestatud.

Ruumi R™ alamhulki nimetame edaspidi ka piirkondadeks.

6.4 Mitmemootmelised muutuvad suurused ja
mitmemuutuja funktsioonid

Mitmemootmelised muutuvad suurused. Olgu x1, 22, . . ., T,, reaalarvulised
muutuvad suurused. Suurustest x1,zo, ..., T, moodustatud jarjestatud siisteemi
P = (x1,22,...,%,) nimetatakse m-maootmeliseks muutuvaks suuruseks ehk m-
modtmeliseks muutujaks.

m-mootmelise muutuva suuruse P = (z1, 9, ..., T,,) reaalarvulisi kompo-
nente x1,Zo,..., T, nimetatakse suuruse P koordinaatideks.

Kuna muutujate x1, 2o, ..., 2, voimalikeks vaartusteks on reaalarvud, siis
m-mootmelise muutuva suuruse P = (21,9, ..., %, ) voimalikeks véirtusteks
on ruumi R™ punktid.

Muutuva suuruse P = (z1, Z3, . . ., T, ) koigist voimalikest vadrtustest moodus-
tatud ruumi R™ alamhulka nimetatakse selle suuruse muutumispiirkonnaks.

Mitmemuutuja funktsiooni moiste. Olgu antud m-mé6tmeline muutuv

suurus P = (x1,22,...,%,) muutumispiirkonnaga D ja reaalarvuline muutuv
suurus z.
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m-muutuja funktsiooniks nimetatakse kujutist, mis seab suuruse P igale
vaartusele tema muutumispiirkonnast D vastavusse suuruse z iihe kindla vaartu-
se.

Muutujat P nimetatakse seejuures soltumatuks muutujaks ehk argumendiks,
muutujat z soltuvaks muutujaks ja hulka D mddaramispiirkonnaks.

Markus: Sona ”argument” kasutame edaspidi ka mitmemdootmelise muutuja
P koordinaatide x1, xs,. .., x,;, jaoks. Naiteks x; on funktsiooni esimene argu-
ment, rs teine argument jne.

Mitmemuutuja funktsioonide tahistamiseks kasutatakse tildiselt samu tahti
kui ithe muutuja funktsioonide t&histamiseks, niiteks f, g, u, v, p, 1 jne. Sageli
kasutatakse ka suuri tdhti F, G, ®, ¥ jne.

Olgu antud funktsioon f, mille argumendiks on P = (z1,Z2,...,Zm) ja
soltuvaks muutujaks z. Funktsiooni f wvdartuseks kohal P nimetatakse muu-
tuja z seda vaartust, milleks funktsioon f kujutab argumendi P ja tahistatakse
stimboliga f(P) véi f(x1,x2,...,ZTm)-

Seega kehtib seos

z = f(P) voi z= f(x1,%2,...,Tm), (6.14)
mis valjendab muutuja z "seotust” argumendiga P funktsiooni f kaudu.

Vaatleme naiteks maa raskusviljas asetsevat keha. Kehale mojuvat raskusjou-
du taéhistame stimboliga F, massi siimboliga m ja keha kaugust maapinnast
sumboliga r. Raskusjoud F' soltub massist m ja kaugusest r. Seega esineb an-
tud fltsikalises mudelis kahemuutuja funktsioon, mille argumentideks on m ja
r (ehk kahemo66tmeline muutuv suurus (m,r)) ning soéltuvaks muutujaks on F'.
Fiiisikas kasutatakse sageli soltuva muutuja ja funktsiooni jaoks samu tahiseid.
Seega voib antud niites esinevat siimbolit F' kasutada nii raskusjou téhisena kui
ka selle funktsiooni tahisena, mis seab massile ja kaugusele vastavusse raskusjou
vaartuse. Funktsiooni F' vadrtus kohal (m, r) kirjutatakse kujul F'(m,r). Seega
kehtib seos F' = F(m,r). Viimase seose vasakul poolel esineb F raskusjou
tahises ja paremal poolel funktsiooni tdhises.

Matemaatikas kasutatakse kahemuutuja funktsiooni argumentide tahistami-
seks siimbolite z1 ja zo asemel enamasti tdhti x ja y. Sellisel juhul on kahe-
muutuja funktsiooni vorrand jargmine: z = f(x,y). Kolmemuutuja funktsiooni
argumentide jaoks kasutame tahti x, y, z ja soltuva muutuja jaoks tahte u. Sel-
lisel juhul kirjutame u = f(x,y, 2).

Mitmemuutuja funktsiooni graafik. Olgu antud m-muutuja funktsioon z =
f(z1,x2,. .., ;) madramispiirkonnaga D. Selle funktsiooniga on seotud m + 1
muutujat, mis moodustavad m + 1-moéotmelise suuruse M = (21, 21, . . ., Tin, 2).
Kuna f seob viimast muutujat z muutujatega zi,...,z,,, on antud suuruse
valem jargmine: M = (x1,Z9,...,&Tm, f(Z1,Z2,...,Zm)). Votame kokku koik
taolised punktid M. Saame jirgmise ruumi R™*! alamhulga:

' = {(x1,22,. ..y Zm, f(x1,22, ..., xm)) || P = (21,22, ...,2,) € D}.

See hulk ongi funktsiooni f graafik.
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Teiste sdnadega: graafik koosneb kéigist sellistest ruumi R™*! punktidest,
mille m esimest koordinaati on x1,xs, ..., %, ja viimane, m + 1-ne koordinaat
on f(x1,x2,...,%m), kusjuures m esimese koordinaadiga méédratud punkt P =
(z1,22,...,2Tm) jookseb 1dbi funktsiooni f médramispiirkonna D.

Uhemuutuja funktsiooni graafikut kiisitlesime §1.2. Vaatleme siinkohal kahe-
muutuja funktsiooni z = f(z,y) graafiku omadusi. Tegemist on teatud pinnaga
kolmemdootmelises ruumis (joonis 6.7). See pind koosneb parajasti sellistest
punktidest M = (z,y,2), mille koordinaadid z,y ja z rahuldavad vorrandit
z = f(z,y). Pinna z = f(z,y) projektsioon zy-tasandile langeb kokku funkt-
siooni f maaramispiirkonnaga D. Suvaline z-teljega paralleelne sirge saab pinda
z = f(z,y) ldigata maksimaalselt {ihes punktis (vt sirge s ja punkt M joonisel
6.7). Funktsiooni vaartust f(x,y) voib tolgendada graafiku punkti kérgusena
zy-tasandi suhtes.

s Joonis 6.7

Algebralised tehted mitmemuutuja funktsioonidega. Olgu antud kaks
m-muutuja funktsiooni z = f(P) ja z = ¢(P) ihise madramispiirkonnaga D.
Funktsioonide f ja g summa on defineeritud kui kujutis, mis seab igale P € D
vastavusse muutuja z vddrtuse valemiga z = f(P) + ¢g(P). Funktsioonide f
ja g summa loomulik tahis on f + g. Seega kehtib f ja g summa puhul seos
z=(f+9)(P) = f(P)+g(P). Analoogiliselt defineeritakse ka funktsioonide f ja
gvabe 2 = (f—g)(P) = f(P)—g(P), korrutis = = (fg)(P) = f(P)g(P) ja jagatis
z = (f/g9)(P) = f(P)/g(P). Summa, vahe ja korrutise mé&ramispiirkonnaks
on D. Jagatise maaramispiirkond koosneb koigist sellistest P € D, mille korral
g(P) #0.
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Mitmemuutuja liitfunktsiooni moiste. Olgu antud n-muutuja funktsioon
z = F(u1,ug,...,up).

Oletame et funktsiooni F' argumendid w1, us, . . . , u, soltuvad mingist m-mootme-
lisest muutujast P = (z1,22,...,2Tm). See tdhendab, et

Uy = wl(P% Uz = WQ(P% s s Un = @H(P)a

kus ¢1, @2, ..., @, on m-muutuja funktsioonid. Sellisel juhul méaravad funkt-
sioonid F' ja ¢1, @2, .., ¢, liitfunktsiooni z = f(P) valemiga

f(P) = F(er(P)pa(P),.... pu(P))

6.5 Parameetrilised pinnad ja kahemuutuja funkt-
sioonid
Parameetrilised pinnad. Olgu kahem6otmelises piirkonnas G antud kolm

funktsiooni z = ¢(u,v), y = ¥(u,v) ja z = x(u,v). Kirjutame need funktsioonid
iiles slisteemina

z = o(u,v)
y = ¢(u,v) (6.15)
z = x(u,v), (u,v) €qG

Stisteem (6.15) madrab iga (u,v) € G korral iihe kindla arvukolmiku ehk kolme-
mootmelise ruumi punkti

P = (33, Y, Z) = (@(u’ U)a 1#(% U)a X(u7 U))

Uldiselt vastavad muutujate v ja v erinevatele vaartustele ka erinevad ruumi
punktid. Kui arvupaar (u,v) jookseb lébi kogu piirkonna G, siis kujundab punkt
P ruumis teatud pinna. Vorrandeid (6.15) nimetatakse selle pinna parameetrilis-
teks vorranditeks ja muutujaid u ja v selle pinna parameetriteks.

Pind on kahemootmeline objekt kolmemootmelises ruumis. Parameetrid «
ja v ongi seotud pinna kahe moGtmega. Suurendades parameetrit v liigub punkt
P pinnal iihes suunas ja suurendades parameetrit v liigub punkt P pinnal teises
suunas (vt joonis 6.8).
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Joonis 6.8

z = o(u,v)
y = P(u,v)
z = x(u,v), (u,v) €G

0]
Y
x
Ndide. Olgu antud jargmine parameetriline pind:
T = rcospsina
y = rsinpsina (6.16)

z = rcosa, p €10,2m), a € [0, 7],

kus 7 > 0 on konstant. Antud juhul on pinna parameetriteks ¢ ja a. Arvutame:

2% +y? + 2% = r?cos?p sin’a + r?sinp sin’a + r? cos’a =

= r%(cos?p + sin®p) sin®a + r% cos’a = r?sin®a + r? cos’a =

= r?(sin®a + cos?a) = 72
Nieme, et pinna punktid rahuldavad vérrandit 22 + y2 + 22 = r2. Tegemist on
sfadriga, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunkt O = (0,0,0) ja raadius
on 7. Seega on (6.16) sfadri parameetrilised vorrandid.
Edaspidi, kolmekordse integraali kisitlemise juures, ndeme, et ¢ on punkti P = (z,y, 2)

projektsiooni polaarnurk zy-tasandil ja a on vektori op ja z-telje vaheline nurk.
Parameetriline kahemuutuja funktsioon. Vaatleme kahemuutuja funkt-
siooni z = f(z,y). Toome lisaks muutujatele z ja y sisse kaks uut muutujat u
ja v (nn parameetrid). Olgu z ja y parameetrite u ja v funktsioonid, st

z=¢(u,v) ja y=1(uv).
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Siis saab ka muutuja z avaldada parameetrite v ja v kaudu. Toepoolest: kasu-
tades muutujate x ja y valemeid arvutame:

z = f(z,y) = f(@(uvv)7w(u7v))'
Téhistame x(u,v) = f(¢(u,v),%(u,v)). Saame vorrandi
z = x(u,v).

Vétame z, y ja z vorrandid kokku iihte siisteemi. Kui (u,v) muutumispiirkond
on hulk G, néeb see siisteem vélja jargmine:

z = ¢(u,v)
y = ¢(u,v) (6.17)
z = x(u,v), (u,v) €q.

Vorrandeid (6.17) nimetatakse funktsiooni z = f(x,y) parameetrilisteks vorrandi-
teks. Vorranditega (6.17) antud pind on iithtlasi funktsiooni z = f(z,y) graafikuks.

Naide. Leiame funktsioonile z = /22 + y2? parameetrilise kuju. Teeme seda
nii, et esitame x ja y polaarkoordinaatide kaudu koordinaatide alguspunkti
suhtes, st © = pcosp ja y = psing, kus 0 > 0, ¢ € [0,27). Arvutame:
z = /2% + y? = p. Antud funktsiooni parameetriline kuju on jargmine:

T = 0Cosp
y = osing
z = o, 0>0, p€l0,2m).

6.6 Nivoopinnad ja nivoojooned

Olguu = f(z,y, z) kolmemuutuja funktsioon ja C etteantud konstant. Vaatleme
f méadramispiirkonnas D selliseid punkte (z,y, z), mille korral f(z,y,z) = C.
Need punktid moodustavad teatud pinna piirkonnas D. Taolist pinda nimetatak-
se funktsiooni f nivoopinnaks. Nivoopind soltub etteantud konstandist C'. See
tdhendab et konstandi C' muutmisega muutub ka nivoopind.

Naide 1. Paiknegu kolmemootmelises ruumis koordinaatide alguspunktis
isoleeritud elektrilaeng. Tahistame selle laengu poolt tekitatud elektrivilja
potentsiaali U(z,u,z) - ga. Kui laeng paikneb homogeenses (so iihetaolises)
keskkonnas, siis soltub potentsiaal punkti P = (z,y, z) kaugusest koordinaatide
alguspunktist, kuid ei soltu vektori OP suunast. Seega on funktsiooni U nivoo-
pinnad kontsentrilised sfadrid keskpunktiga koordinaatide alguspunktis. Iga
taolise sfdari peal on potentsiaalil konstantne vaartus. Mida suurem on sfaéri
raadius, seda viiksem on potentsiaal sellel sfaéril.

Ndide 2. Analoogilise naite saab tuua ka gravitatsioonivélja kohta. Paiknegu
kolmemootmelises ruumis koordinaatide alguspunktis isoleeritud keha. Olgu
selle keha poolt tekitatud gravitatsioonivélja potentsiaal U(x, y, z). Tegemist on
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jallegi suurusega, mis ei s6ltu suunast, vaid punkti P = (z,y, z) kaugusest koor-
dinaatide alguspunktist. Seega on funktsiooni U nivoopinnad kontsentrilised
sfaarid keskpunktiga koordinaatide alguspunktis.

Joonis 6.9

flz,y)=C

Olgu z = f(z,y) kahemuutuja funktsioon piirkonnas D ja C etteantud kons-
tant. Vaatleme piirkonnas D punkte (z,y), mille korral f(z,y) = C. Need
punktid moodustavad joone piirkonnas D. Seda joont nimetatakse funktsiooni
f nivoojooneks. Nivoojoon soltub konstandist C'.

Funktsiooni z = f(z,y) nivoojoon f(z,y) = C on kujutatud joonisel 6.9. See
langeb kokku pinna z = f(x,y) ja tasandi z = C l6ikejoone L projektsiooniga
xy-tasandile. Joonestades erinevatele C' vairtustele vastavad nivoojooned zy-
tasandile, saame nivoojoonte parve. Erinevad jooned selles parves vastavad
pinna y = f(x,y) erinevatele kdrgustasemetele.

Kahemuutuja funktsiooni esitamist nivoojoonte abil kasutatakse praktikas
iisna palju. Koige tuntum néide on vast maastiku reljeefi kujutamine kaardil.
Looduses iihel ja samal korgusel asuvad punktid on kaardil iihendatud nivoo-
joonega (nt korgusele 50m vastab iiks nivoojoon, korgusele 100m teine nivoojoon
jne).
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6.7 Mitmemuutuja funktsiooni piirvaartus ja pi-
devus

Mitmemootmelise muutuva suuruse piirvaartus.

m-mootmelise muutuva suuruse P = (x1, 9, ..., %, ) kohta deldakse, et ta on
jarjestatud, kui tema vaartustest on moodustatud jarjestatud hulk, st hulk,
mille iga kahe elemendi kohta on voimalik 6elda kumb neist on eelnev ja kumb
jargnev.

Olgu P jarjestatud muutuv suurus. Punkti A nimetatakse muutuva suuruse
P piirvdadrtuseks, kui iga etteantud kuitahes viikese positiivse arvu e korral
saab naidata sellist suuruse P vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva
suuruse vaartused kuuluvad punkti A iimbrusesse U(A4,¢).

Kui punkt A on suuruse P piirvdartus, siis oeldakse, et suurus P ldheneb
punktile A ehk koondub punktiks A ja kirjutatakse

P—A voi limP=A.
Kehtivad jargmised véited.

1. Suurus P ldheneb punktile A siis ja ainult siis, kui suuruse P ja punkti A
vaheline kaugus ldheneb nullile, st

P—-A & |PA—0.

2. Suurus P = (z1,...,%y,) laheneb punktile A = (aq,...,a,,) siis ja ainult
siis, kui suuruse P koik koordinaadid ldhenevad punkti A koordinaatidele,
st

P—-A & z;—aq; igai=1,2,...,m korral.

Mitmemuutuja funktsiooni piirvaartus.

Olgu antud m-muutuja funktsioon f argumendiga P. Kui muutuv suurus P
on jarjestatud, siis saame me jirjestada ka funktsiooni vadrtused f(P) lugedes
funktsiooni kahest viirtusest jargnevaks selle, mis vastab argumendi P jargne-
vale vaartusele.

m-muutuja funktsioonil f on piirvddrtus b punktis A, kui suvalises piirprot-
sessis P — A, mis rahuldab tingimust P # A, funktsiooni vaértus f(P) laheneb
ithele ja samale arvule b.

Sellisel juhul kirjutatakse

Jim, 0) =

voi
f(P)—b kui P— A.
Naide 1. Arvutame piirvaartuse
222 + 2y% + 3z

m
(z.9)—(0,0) = — a2 —y?
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Kasutame selleks polaarkoordinaate. Punkti P = (z,y) polaarkoordinaadid
nullpunkti O = (0,0) suhtes on ¢ ja ¢, kus o on P ja O vaheline kaugus, st
0 = |PO| ja ¢ on nurk, mis tekib liitkumisel z-telje suunaliselt vektorilt vektorile
OP vastupdeva. Kehtivad jargmised valemid:

T =pcosy, y=psingp.

Nagu eespool mainitud, piirprotsess P — O on samavéirne piirprotsessiga o =
|PO| — 0. Seega asendame piirprotsessi P — O piirprotsessiga o — 0 ja ldheme
piirvaartuse all olevas funktsioonis tile polaarkoordinaatidele. Saame

202422 4+32 . 20%cos? ¢+ 20%sin® o + 3pcos p
lim —————— =lim — =
PO x—1%2—y 0—0 gcosp — p2cos?p — p?sin”

20%(cos? in? 3 20° + 3pcos

_ iy 2€7(cos”p +sin” p) + 0008 P _ yyy, 20° +30c05p

e—0 pcosp — p?(cos? v + sin® p) 0—0 pcosp — o

. 20+4+3cosp 2-0+3cose

= hm = = 3.

0—0 cosp — cosp — 0

Suvalises piirprotsessis P — O, kus P # O, ldheneb funktsiooni %

vadrtus iihele ja samale arvule 3. Seega on iilesandes antud piirvaartus vordne
kolmega.
Ndide 2. Arvutame

lim .
(z,9)—(0,0) T

Kasutame jallegi polaarkoordinaate:

.y osing  singp
lim = = lim =

= tan p.
P—Ox 0—0pcosp  cosp

Funktsioonil ¥ puudub piirvdértus punktis O, sest suurus £ ei lihene suvalises
piirprotsessis P — O, kus P # O, iihele ja samale arvule. Erinevates piirprot-
sessides P — O ldheneb £ erinevatele arvudele. Néiteks kui P liheneb O-le
polaarnurga ¢ = 0 all, siis ldheneb £ arvule tan0 = 0, kui P ldheneb O-le
polaarnurga ¢ = 7 all, siis ldheneb ¥ arvule tan 7 = 1, kui P ldheneb O-le
polaarnurga ¢ = 7 all, siis ei ldhene ¥ iihelegi 16plikule arvule, sest tan 7 ei ole

8 <8 <

4

méadratud (vt joonist).

Joonis 6.10
yA
o P
L4
%—»1 P
=0 -
O P T
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Mitmemuutuja funktsiooni pidevus.

Olgu antud mitmemuutuja funktsioon z = f(P) médramispiirkonnaga D. Funkt-
siooni f nimetatakse pidevaks punktis A, kui

1. f on méaaratud punktis A, st A € D,

2. eksisteerib piirvéartus IlimA f(P),

3. lim f(P) = f(4).

Funktsiooni f nimetatakse pidevaks piirkonnas G, kui ta on pidev selle piir-
konna koigis punktides.

Matemaatiline analiiiis I kursuses §2.9 négime, et pideva tthemuutuja funk-
tsiooni graafik on pidev joon (st joon mis ei oma katkevuspunkte). See omadus
on laiendatav pideva mitmemuutuja funktsiooni graafikule. Naiteks pideva ka-
hemuutuja funktsiooni graafik on pidev pind (st pind mis ei oma katkevuspunkte
ega katkevusjooni).

Vaatleme funktsiooni

]2 kui y<O0
f(x’y){l kui y > 0.

Joonisel 6.11 kujutatud graafikult on ndha, et antud funktsioon on pidev koikjal
vélja arvatud joon y = 0. Selle joone kohal graafik katkeb. Joonel y = 0 asuvates
punktides on rikutud pidevuse definitsiooni tingimus 2, st funktsioonil puudub
piirvaartus ;iLnA f(P). Kui A asub joonel y = 0, siis lahenedes punktiga P
punktile A pooltasandilt y > 0, ldheneb funktsiooni vaartus arvule 1. Kui
aga ldheneda punktiga P punktile A pooltasandilt y < 0, ldheneb funktsiooni
vaadrtus arvule 2. Ei ole olemas sellist arvu, millele funktsioon ldheneks koigis
piirprotsessides P — A, kus P # A.

Joonis6.11
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Summa, vahe, korrutise ja jagatise pidevus. Kui mitmemuutuja funkt-
sioonid f ja g on pidevad punktis A, siis on selles punktis pidevad ka summa
f + g, vahe f — g, korrutis fg ning eeldusel g(A4) # 0 ka jagatis 5

Liitfunktsiooni pidevus. Olgu u; = ¢1(P), uz = @2(P), ... ,un = @n(P)
argumendist P = (21,9, ..., &y, ) soltuvad m-muutuja funktsioonid. Peale selle
olgu z = F(uy,us,...,u,) argumendist (uy, us, ..., u,) soltuv n-muutuja funkt-

sioon. Vaatleme liitfunktsiooni
2= f(P) = F(e1(P)oa(P),...on(P)).
Kehtib jargmine vaide. Kui funktsioonid 1, @s,..., v, on pidevad punktis

A ja funktsioon F' on pidev punktis B = (¢1(A), p2(A),...,¢n(A)), siis on
liitfunktsioon f pidev punktis A.

Joonis 6.12

6.8 Kinnises tokestatud piirkonnas pidevate funkt-

sioonide omadusi

Olgu antud m-muutuja funktsioon f, mis on méaaratud piirkonnas D.
Funktsiooni absoluutsed ekstreemumid piirkonnas D.

Kui leidub punkt P; piirkonnas D nii, et iga teise punkti P korral sellest piirkon-
nast kehtib vorratus f(P1) > f(P), siis nimetatakse arvu f(P;) funktsiooni f
suurimaks vddartuseks ehk absoluutseks maksimumiks piirkonnas D.
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Kui leidub punkt P, piirkonnas D nii, et iga teise punkti P korral sellest piirkon-
nast kehtib vorratus f(P;) < f(P), siis nimetatakse arvu f(P,) funktsiooni f
vahimaks vddartuseks ehk absoluutseks miinimumiks piirkonnas D.

Funktsiooni absoluutseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni absoluutseteks ekstreemumiteks.

Kahemuutuja funktsiooni graafikul on absoluutse maksimumi korral kérgeim
punkt ja absoluutse miinimumi korral madalaim punkt (vt joonis 6.12, seal on
suurim vadrtus tahistatud M-ga ja vahim vadrtus m-ga).

Toome valja kolm olulist kinnises tokestatud piirkonnas pidevate funkt-
sioonide omadust. Tegemist on §2.11 esitatud 16igul pidevate funktsioonide
omaduste iildistustega.

Omadus 1. Kinnises tokestatud piirkonnas pidev funktsioon saavutab oma suu-
rima ja vahima vddrtuse selles piirkonnas.

Uhe- ja kahemuutuja funktsioonide korral saab selles omaduses veenduda
funktsioonide graafikuid kasutades. Kinnises tokestatud piirkonnas pideva iihe-
muutuja funktsiooni graafik on selle piirkonna kohal pidev joon. Taolisel joonel
on olemas nii kdrgeim kui ka madalaim punkt (nagu naiteks joonisel 2.13). Seega
on funktsioonil olemas absoluutsed ekstreemumid vaadeldavas piirkonnas. Kui
kahemuutuja funktsioon f(z,y) on pidev kinnises tokestatud piirkonnas, siis on
selle funktsiooni graafik antud piirkonna kohal pidev pind. Taolisel pideval pin-
nal on samuti olemas nii kdrgeim kui ka madalaim punkt (nagu néiteks joonisel
6.12), millest tuleneb, et funktsioonil on olemas absoluutsed ekstreemumid selles
piirkonnas.

Kui moéni omaduse 1 eeldustest ei ole taidetud, siis ei tarvitse funktsioon
saavutada oma absoluutseid ekstreemume. Naiteks 16igul [0; 2] (mis on kinnine
ja tokestatud hulk) defineeritud funktsioon

[z kui x€]0;2)
(@) _{1 kui z =2

ei ole pidev punktis z = 2 ja §2.11 me négime, et see funktsioon ei saavuta oma
suurimat vaartust 16igul [0; 2]. Kui me jatame selle funktsiooni maaramispiirkon-
nast vilja katkevuspunkti x = 2, siis saame funktsiooni

flx) =2, =e€[0;2),

mis on kiill pidev koikjal oma méaaramispiirkonnas [0; 2), kuid maaramispiirkond
ei ole enam kinnine hulk. Taolisel funktsioonil puudub samuti suurim vaartus.
P&hjus on selles, et funktsiooni védrtuste hulk ¥ = [0;2) ei sisalda suurimat
arvu. Ukskoik millise funktsiooni viisrtuse me ka ei valiks, alati saame me leida
sellest veel suurema funktsiooni véartuse. Valides niiteks funktsiooni vaartuse
y = 1.9 saame me leida sellest veel suurema, nt y = 1.99, viimasest omakorda
veel suurema, nt y = 1.999 jne.

Lihtne on tuua naiteid ka funktsioonidest, mis on pidevad kinnisel ja tokesta-
mata hulgal ning ei saavuta seal vihemalt iihte oma absoluutsetest ekstreemu-
mitest. Naiteks funktsioon

f(x) =, xc[0;00)
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on pidev koikjal oma méadramispiirkonnas [0; co), mis on kinnine ja tokestamata.
Funktsiooni vé#rtuste hulk on samuti ¥ = [0, 00). Funktsioon voib saavutada
iikskoik kui suuri vadrtusi, seega suurim véairtus puudub.

Omadus 2. Kinnises tokestatud sidusas piirkonnas pidev funktsioon saavutab
selles piirkonnas iga vddrtuse oma suurima ja vahima vadrtuse vahel.

Uhe- ja kahemuutuja funktsioonide korral saab selle omaduse 6igsuses veen-
duda jallegi graafikuid kasutades. Kui me tombame pideva joone (pideva pinna)
korgeima ja madalaima punkti vahele horisontaalsirge (horisontaaltasandi) , siis
see sirge (tasand) peab antud joont (pinda) kuskil l6ikama.

Kui funktsioon ei ole pidev, siis omadus 2 iildiselt ei kehti. Naiteks v&ib tuua
joonisel 2.15 kujutatud katkeva funktsiooni. Antud funktsioon ei saavuta oma
véhima ja suurima vaartuse vahel neid vadrtusi, mis asuvad pooldigul [by;ba).

Y Joonis 6.13

m/

ai b1 a2 by T

Paneme tdhele, et omaduse 2 eelduste hulgas on noutud ka hulga sidusust.
Funktsioon, mis on pidev tokestatud ja kinnisel, kuid mittesidusal hulgal, ei
tarvitse seal saavutada koiki vadrtusi oma absoluutsete ekstreemumite vahel.
Seda vo6ib tdheldada joonisel 6.13 kujutatud funktsiooni korral. Funktsioon on
pidev kinnisel tékestatud hulgal [a1; b1]U[ag; be], mis ei ole sidus. Kui valida arv
h funktsiooni absoluutsete ekstreemumite vahele jadvast vahemikust (y1; y2), siis
funktsioon ei saavuta vaartust h.

Omadus 3. Kui funktsioon f on pidev kinnises tokestatud sidusas piirkonnas
D ja omandab selles piirkonnas nii positiivseid kui negatiivseid vdadrtusi, siis
leidub selles piirkonnas vihemalt ks punkt A nii, et f(A) = 0.

Téestus. Vastavalt omadusele 1 saavutab funktsioon f oma suurima ja vahima
vaartuse piirkonnas D. Kuna funktsioon f omandab piirkonnas D nii positiiv-
seid kui negatiivseid vaértusi, siis on selle funktsiooni suurim vaartus piirkonnas
D positiivne ja vahim vaartus negatiivne. Teisest kiiljest: vastavalt omadusele
2 saavutab f piirkonnas D iga vdirtuse oma suurima ja vahima vaartuse vahel.
Kuna antud juhul 0 jaab suurima ja vahima vaartuse vahele, siis kuskil peab
vaadeldav funktsioon saavutama vaartuse 0. See tdhendabki, et piirkonnas D
leidub véhemalt iiks punkt A nii, et f(A) = 0.
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Peatukk 7

Osatuletised ja nende
rakendused

7.1 Mitmemuutuja funktsiooni osatuletised

Osatuletise moiste.
Olgu antud m-muutuja funktsioon z = f(x1,xa,...,z,)jaolgu A = (a1, as, ..., an)
mingi punkt funktsiooni f méaaramispiirkonnas. Jargmist piirvaartust:

hm f(a17a23 ey A1, Ly A1y - - - 7am) - f(a/laaQ? .. '7ai—17ai7ai+17 .. '7am)

Ti—a; T; — a;

(7.1)

nimetatakse funktsiooni f (ehk muutuja z) osatuletiseks argumendi z; jargi
punktis A ja tdhistatakse

of .. 0
oz, (4) voi oz,

f(4)

voi 5 5
z ~.
oz, (A) voi .

z, (A) vai z(A).

Seega argumendi z; jargi osatuletise votmisel fikseeritakse funktsiooni f
iilejadnud argumendid x1, 9, ..., Ti—1,Tit1,- - -, Tm, st vOoetakse nad vordseteks
vastavalt arvudega ai,a9,...,a;-1,0+1,...,0n. Vabaks jaetud argumendi z;
suhtes arvutatakse funktsiooni muut (selleks on valemis (7.1) esineva murru
lugeja), jagatakse see argumendi muuduga x; —a; ja arvutatakse saadud jagatise
piirvaartus argumendi muudu ldhenemisel nullile. Jarelikult, kui me defineerime
ainult muutujast z; soltuva ithemuutuja funktsiooni g selliselt, et fikseerime m-
muutuja funktsiooni argumendid zi,2x2,...,Ti—1,Tit1,--., Ty asjakirjeldatud
viisil, st

g(x;) = flai,az,...,0i—1,%, Git1,. ., 0m),
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siis ilmselt langeb funktsiooni f osatuletis argumendi z; jargi punktis A =
(a1,az,...,an) kokku ithemuutuja funktsiooni g tavalise tuletisega punktis a;,
st kehtib vordus

9'(ai) = fz,(A).
Kui f on ithemuutuja funktsioon, siis tema osatuletis iihtib tuletisega.
Ndide. Arvutame funktsiooni

u=2x?+siny + yz

osatuletised muutujate z, y ja z suhtes. Kui leitakse osatuletist teatud fiksee-
ritud argumendi suhtes, siis koiki teisi argumente kéasitatakse konstantidena.
Arvutades néaiteks osatuletist x suhtes, on y ja z konstandid ning seega on kons-
tantne ka liidetav siny + yz funktsiooni avaldises. Konstantse liidetava tuletis
on aga null. Jirelikult, kasutades astmefunktsiooni 22 tuletise valemit, saame
v/, = 2z. Kui me arvutame osatuletist y suhtes, on liidetav 22 konstantne ja

ithtlasi esineb liidetavas yz konstantne kordaja z. Konstantse kordaja saab aga
tuletise margi alt vélja tuua:

(y2)y =2y, =2-1=z

Tulemusena saame u'y = cosy + z. Lopuks avaldame ka osatuletise argumendi

z suhtes. Selle arvutamisel on z ja y konstandid. Saame v/, = y.

Osatuletis kui funktsioon. Eksisteerigu funktsioonil f loplik osatuletis muu-
tuja z; jargi mingi piirkonna D koigis punktides. See tdhendab et igale punktile
P piirkonnast D saab vastavusse seada iihe kindla reaalarvu f; (P). Siis on
osatuletis f; piirkonnas D méaratud funktsioon.

Mitmemuutuja funktsiooni osatuletiste tolgendus. Tuletame meelde,
et themuutuja funktsiooni osatuletis vordub selle funktsiooni graafiku puutuja
tousuga vaadeldavas punktis ning on télgendatav funktsiooni ”kasvu kiirusena”.
Mitmemuutuja funktsiooni osatuletistele v6ib anda sarnase tolgenduse. Kuna
mitmemuutuja funktsioonil on palju argumente, siis vGib selle funktsiooni ”kasvu
kiirus” olla erinev, kui me liigume argumendiga erinevas suunas. Mitmemuu-

tuja funktsiooni z = f(x1, o, ..., x,,) osatuletis muutuja x; suhtes naitab selle
funktsiooni kasvu kiirust, kui argumendiga P = (z1, 22, ..., Z,,) liikkuda z;-telje
suunas.

Kui vaatluse all on néiteks kahemuutuja funktsioon z = f(x,y), mille graafik
on pind kolmemdootmelises ruumis, siis selle funktsiooni osatuletis muutuja =
suhtes vordub pinna z = f(x,y) puutuja téusuga argumendi P = (z,y) ni-
hutamisel z-telje suunas ning osatuletis muutuja y suhtes vordub pinna z =
f(z,y) puutuja tousuga argumendi P = (z,y) nihutamisel y-telje suunas.

Naiiteks muutujate z ja y funktsiooni z = y osatuletised on 2/, = 0 ja z; =1
Selle funktsiooni graafik on tasand, mis paikneb paralleelselt z-teljega ja tGuseb
45 - kraadise nurga all y-telje suunas (vt joonis 7.1). Seega, kui me liigume
z-telje suunas, siis funktsioon ei kasva ega ei kahane. Graafiku tous vordub

nulliga. Seda néitab ka vordus z/, = 0. Kui me aga liigume y-telje suunas, siis
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funktsioon kasvab ja tema graafiku tous vordub tan45° = 1. See on kooskolas
ka vordusega z;, = 1.

Joonis 7.1

7.2 Liitfunktsiooni osatuletised. Taistuletis

Liitfunktsiooni osatuletiste valemid.

Olgu antud argumendist P = (x1, 2, . .., Z;) soltuvad m-muutuja funktsioonid

ur = @1(1, T2, ..., Tm)y Uz = P2(T1, T2y oy Tyn)y <oy Un = On(T1, 22,0, T)

ja argumendist (uq,us, ..., u,) soltuv n-muutuja funktsioon
z=F(u1,ug,...,up).

Vaatleme liitfunktsiooni

z flz1, 29, .. 2m)

F(¢1($17$27 .. .,a:m),<p2(x1,x2, e ,J}m), .. '7§0n(x17x27 e )l‘m)) .

Fikseerime funktsiooni f argumendi x; ja vaatleme f osatuletist selle argu-

mendi suhtes, st %. Selle osatuletise jaoks kehtib jargmine valem komponen-

tide ¢1,..., ¢, ja F' osatuletiste kaudu:

0f  OF dpy | OF Opy 6F%:§:BF% 72)
j=1

0z;  Oui 0z | Oup 0z T Ouy, Oy ou, O,
Selle valemi toestame allpool §2.5.
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Kuna funktsiooni ¢; soltuv argument on u;, siis voib osatuletise g—ij kirju-
tada kujul 3 uj Peale selle kuna funktsioonide F' ja f soltuv muutuja on z,
voib osatulet1s1 au ja ax tahistada vastavalt siimbolitega -2 au ja az . Jarelikult
saab valemi (7.2) kll‘_]a panna ka jargmiselt:

n

Oz _ 9z Oux Oz Ougy 0z Oun __ 9z Ouy
Ox; ~  Oui Oz, Oug Ox; +oF Aun Ox; Z Ouj Ox;
voi (7.3)
/ _ / / / /
Z:vi - Zul ul,wi + Zu2 ’U’Z,wi +...+ Zun n,x; Z ZuJ j x;*

j=1

Ndide. Olgu kahemuutuja funktsioonide

u=(x,y), v=y(,y) ja z=F(uv)

baasil moodustatud liitfunktsioon
2= f(@,) = F(ple,y). (@)

Valemite (7.2) ja (7.3) rakendamisel saame jargmised seosed liitfunktsiooni z =
f(z,y) osatuletiste jaoks:

of OFdp OFdy 9f OFdp OF 9y

0r  Ou Oz rm ov oz’ 87/ ou Jy T v Qy
ehk ekvivalentsel kujul
0: _0z0u 0:00  0: _0:0u 0z0v
Or Oudx Owdxr’ Oy Oudy Ovdy
voi
/

’ o i
—zu + 2,0 Zy = Zyly + 2,0,

2y vYx Yy

Taistuletise moiste.
Vaatleme juhtu, kui on antud ithe muutuja funktsioonid

ur = 1(z), u2 = @2(2), ..., un = ()
ja F soltub lisaks argumentidele uy, us, ..., u, ka muutujast z, st
z=F(z,ui,ug, ..., u,).
Siis on liitfunktsioon
2= f(@) = F(2,01@), 02(2), .., (@)

ithe muutuja, so = funktsioon. Teatavasti iihtib themuutuja funktsiooni osa-
tuletis tema tuletisega. Jarelikult

of

5 = /(@) (7.4)
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Peale selle,

87%_ %_ / %_ / a<pn_ /
i o = ¢y (2), 2 = (), -, 5 = ¢, (z). (7.5)

Valemeid (7.2), (7.3) ja (7.4), (7.5) rakendades saame funktsiooni f tuletise
jaoks jargmised seosed:

OF 0x OF O0p1  OF Ogo OF Oy,

! _ it i o Tra ~rn

Fll) = ox 8x+3u1 O0x  Ouy Ox T Ou,, Oz
OF OF oF | oF

= + 87“@1(3”) + aﬁ,@éﬁz(x) +oot %@n("f)

ehk ekvivalentselt

0z = 0z 0z 0z
2 (x) = T a—ulu’l(z) + a—uzu’g(x) +...+ . u, (). (7.6)
Valemis (7.6) esineb soltuva muutuja = kaks erinevat tuletist: 22 ja 2'(z). Esi-
mene neist on n + l-muutuja funktsiooni z = F(z,ui,us,...,u,) osatuletis
esimese argumendi x jargi ja teine on liitfunktsiooni
z=f(x) = F(x,gol(ac),gog(x),...,cpn(x)) (7.7)

(mis on iithe muutuja x funktsioon) tuletis.
Liitfunktsiooni (7.7) tuletist z’(x) nimetatakse soltuva muutuja z tdistuletiseks.

Nimetus ”téistuletis” tuleneb sellest, et tema arvutamisel on voetud arvesse

muutuja z soltuvust argumendist z taielikult liitfunktsiooni f komponentide
F ja ¢1,92,...,p, kaudu. Seevastu osatuletise % arvutamisel on arvestatud

funktsiooni F' soltuvust esimesest argumendist z, kuid on jaetud arvestamata
asjaolu, et F iilejadnud argumendid w1, us, . .., u, soltuvad samuti z-st.

Ndide. Olgu antud funktsioonid
ui(z) = e®, ug(x) =sinz ja z= 3 4 u% + Us.

Leiame z osatuletise argumendi = suhtes. Selle leidmisel kisitatakse iilejaanud
argumente u; ja up funktsiooni z valemis konstantidena. Seega z! = 322,
Jargnevalt toome sisse muutujate u; ja ug soltuvuse x-st. Siis ei ole suurused
u1 ja ug enam konstandid. Saame jargmise vorduse:

2 =22+ e** 4+ sinz.

Selle funktsiooni tuletis ongi muutuja 2 taistuletis, st 2’(z) = 322+ 2e2® +cos .

7.3 Ilmutamata ja parameetrilise funktsiooni tule-
tised

Ilmutamata funktsiooni tuletise valem.
Olgu ithemuutuja funktsioon y = f(z) antud ilmutamata kujul vorrandiga

F(z,y) = 0.
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Eeldame et tuletis f'(z) ja osatuletised Fy, F) eksisteerivad mingis vaadel-
davas punktis. Eesmirgiks on tuletada valem f’(z) jaoks F, ja F, kaudu.
Selleks leiame koigepealt ithemuutuja funktsiooni F'(z, f(z)) tuletise avaldise.
Téistuletise arvutamise eeskirja (7.6) pohjal kehtib jargmine valem:

%F(%f(x)) = Fp(z, f(x)) + Fy(x, f(2))f'(z) . (7.8)

Jargmiseks kasutame asjaolu, et vorrand F(z,y) = 0 méirab ilmutamata kujul
funktsiooni y = f(x). Sellest tulenevalt kehtib samasus

F(z, f(z)) = 0. (7.9)

Kuna nullfunktsiooni tuletis vordub samuti nulliga, siis valemist (7.9) jareldub

et
dF

@) =0,

Seega vordub avaldise (7.8) vasak pool nulliga. Saame
Fy(z, f(@) + Fy(z, f(2)) f'(z) =0
ehk
Fy(@, f(2)) f'(z) = —F(, f(2))-

Eeldades, et Fy(z, f(z)) # 0 tuletame viimasest vordusest jirgmise valemi il-
mutamata funktsiooni f tuletise jaoks:

_Fi(z, f(2)
Fy(z, f(z))

Niide. Olgu funktsiooni y = y(x) antud ilmutamata kujul vorrandiga

7@) = (7.10)

y—siny + 2> 4+¢e” = 0.

Leiame 3/(z). Antud juhul F(x,y) = y — siny + 2® + €. Arvutame: F. =
3x2 + e”, Fy =1 —cosy. Seega (7.10) pohjal

_ij N y,:cosy—l.
E! 3x2 4 e

/

y =
Parameetrilise kahemuutuja funktsiooni osatuletiste arvutamine.

Olgu kahemuutuja funktsioon z = f(z,y) antud jargmiste parameetriliste vor-
randitega:

y = y(u,v) (7.11)

Eesmérgiks on leida funktsiooni f osatuletised f. ja f?’/ Selleks asendame x ja
y oma parameetriliste vorranditega funktsiooni f:

z= f(:c(u, v),y(u, v))
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ja avaldame z osatuletised kasutades liitfunktsiooni osatuletiste leidmise eeskirja:

/ /

Z = Loy + fyyus 20 = Lol + fy- (7.12)

Tekib jirgmine 2x2 lineaarne vorrandisiisteem tundmatute [/, ja f; méaramiseks:
H Sy = 2
TS+ Ynfy = 2

Siisteemi (7.13) saame lahendada Crameri valemite abil. Lahend on jargmine:

(7.13)

! / / !/
/ / / !/
r_ 2y Yy r Ty 2y
fw A ’ fy A I
x/ y/
kus A = m}‘ y? on siisteemi determinant.
v v

Naide. Olgu funktsioon z = f(z,y) antud parameetriliste vorranditega

xr = sinu + cosv
y = cosu +sinwv (7.14)
z = u+2v.

Avaldame f! ja f; Selleks asendame x ja y oma parameetriliste vorranditega
funktsiooni f:
z= f(sinu + cos v, cosu + sinv).

Kirjutame vélja saadud liitfunktsiooni osatuletised:

2y, = fp - (sinu+cosv);, + f, - (cosu +sinv);, = f, cosu— f; sinu, (7.15)
zy = fp - (sinu+cosv), + f, - (cosu +sinv);, = —f; sinv + f, cosv. '
Peale selle, kolmandast parameetrilisest vorrandist (7.14) saame
2l =1, z, =2. (7.16)
Seoste (7.15) ja (7.16) pdhjal tekib jirgmine siisteem:
cosu- f, —sinu- f =1
_ , , (7.17)
—sinv- f; +cosv- f, =2.
Siisteemi determinant on
A= ‘ oSt TS o5 cos v — sinusiny = cos(u + v).
—sinv  cosv
Seega on lahend jirgmine:
1 —sinu cosu 1
= 2 COSU |  cosv + 2sinu = —sinv 2|  2cosu+sinv
T A ~ cos(utw) TV A ~ cos(u+v)
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7.4 Tuletis etteantud suunas

Suunatuletise moiste.

Olgu antud m-muutuja funktsioon z = f(P) argumendiga P = (z1,...,%m) ja
olgu A = (ay,...,a,) mingi punkt tema méadramispiirkonnas. Peale selle, olgu
§ = (81,...,8m) vektor ruumis R™. Paiknegu punkt P vektoriga § méaratud

sirgel [ punkti A suhtes positiivses suunas (joonis 7.2).

Joonis 7.2

s /fg

Funktsiooni f argumendi muutu punktis A iseloomustab punktide P ja A
vaheline kaugus |PA|. Funktsiooni f muut punktis A vordub vahega f(P) —
f(A). Jagatis

fP) - f(4)
|PA|

annab funktsiooni f suhtelise muudu suunas § punktide A ja P vahel.
Vaatleme piirprotsessi P — A, mille kaigus punkt P ldheneb punktile A
mooda vektori § suunalist sirget [. Selles protsessis defineeritud piirvaartus

. f(P) - f(A)
Y=y T (7.18)
iseloomustab funktsiooni f muutumise méaédra punktis A suunas §.

Piirvaértust (7.18) nimetatakse funktsiooni f (ehk muutuja z) tuletiseks vektori
§ suunas punktis A ja tahistatakse

, .. 0 .. 0
fs(A) voi a—‘é,(A) voi 55 f(A)
voi
2H(A)  voi %(A) voi a% 2(A)

Suunatuletise valem.
Tuletame valemi suunatuletise fZ(A) jaoks funktsiooni f osatuletiste kaudu.
Alustame sellest, et esitame sirge | parameetrilisel kujul. Kuna sirge [ 1abib
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punkti A ja on vektori §suunaline, siis vastavalt valemile (6.7) on tema parameet-
rilised vorrandid jargmised:

r1 = a1+ sit,

Ty = a F sat, (7.19)

Ty = A + St , t € R.
Kui t > 0, siis asub punkt P sirgel [ punkti A suhtes positiivses suunas.

Vorranditest (7.19) saame leida ka punktide P ja A vahelise kauguse sirgel
l:

IPA| = /(1 —a1)2 + ...+ @m — am)2 = /(5102 + ... + (5mt)?
= V(512 + ..+ (sm)2 t = |3]t. (7.20)

Edasi arutleme jargmiselt. Kuna sirge [ on ithemdootmeline objekt, siis peaks
funktsioon f selle sirge peal olema ithe muutuja funktsioon. Esitamegi f-i selle
sirge peal ithe muutuja funktsioonina. Selleks paneme tédhele, et sirgel [ asuv
punkt P soltub parameetrist ¢, st

P(t) = (z1(t), w2(t), - - 2m (1))

Seega on funktsioon f argumendi véértusel P(t) ithe muutuja funktsioon, mis
avaldub kujul

g(t) = f(P(t)) = f(l’l(t)7...,$m(t)) = f(a1+31t7~~~7 am+5mt)~ (721)

Niitid saame soovitava suunatuletise sirgel | saame avaldada ithemuutuja funk-
tsiooni g tuletise kaudu. Selleks paneme koigepealt tdhele, et

9(0) = flar,...,am) = f(A).

|PA|

Peale selle, kuna t = ERE siis piirprotsessis P — A ldheneb muutuja ¢ nullile.
Jarelikult
oy - e S FA) L g(t) —g(0)
f4) = Jim, = ET:
1 t)—g(0 1
_ Ly 90 =9 L (7.22)

ER= I E

Et soovitud valemit f%(A) jaoks kétte saada, jaéb veel avaldada ¢'(0). Liitfunkt-
siooni osatuletiste arvutamise eeskirja pohjal saame vordusest (7.21)

g'(t) = fo,(P)2i(t) + fr,(P)as(t) + ... + £, (P)ag,(8).

Seejuures valemitest (7.19) tuletame

2y () =81, ...y 2 (t) = 5.



Seega

g®) = fo,(P)si+ fo,(P)s2 + ..+ fr, (P)sm
Kuit =0, siis P= A ja

9'0) = fr,(A)s1+ fr,(A)s2+ ...+ f5 (A)sm.

Jarelikult saame (7.22) pohjal suunatuletise fL(A) jaoks jirgmise valemi osa-
tuletiste kaudu:
, 1

FiA) = e (s 4 FL (Ao 4 1 (o] (7.23)

Ndide. Arvutame funktsiooni

f(z,y,2) = Vayz

tuletise punktis A = (1;4;9) suunas, mis viib punktist (1;2;1) punkti (7;4;4).
Avaldame osatuletised:

1 Yz 1 Tz
/ _ - / — o
Fly,2) = 5 (ey2), = —

2\/xyz JIYZ

Vektor, mis viib punktist (1;2;1) punkti (7;4;4), on jargmine:
§=(T-1;4—2;4—1) = (6;2;3).

Vektori pikkus on |§] = V62 + 22 + 32 = 7. Kasutades valemit (7.23) saame

otsitava suunatuletise avaldise:

_ byz +2xz + 3zy

!/

Punktis A = (1;4;9) on sellel tuletisel jirgmine vadrtus: f4(1;4;9) = %.

Telgedesuunalised tuletised. Olgu § zj-telje suunaline vektor, st
§= (0,...,O,Sk,o,...,O)7
——
k—1x

kusjuures s; > 0. Siis s; = 0 kui j # k, % = 1 ja valemist (7.23) jareldub
vordus

fA) = fi,(A4).
Tuletis xk-telje suunas vordub osatuletisega muutuja xj suhtes.
Suunatuletise tolgendus. §7.1 nigime, et mitmemuutuja funktsiooni z =
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f(z1,...,2y) osatuletis muutuja z; suhtes naitab selle funktsiooni ”kasvu kii-

rust”, kui argumendiga P = (z1,...,Z,,) liikkuda z;-telje suunas.

Funktsiooni z = f(x1,...,x,,) osatuletis vektori § suunas néitab selle funkt-
siooni "kasvu kiirust”, kui argumendiga P = (z1,...,2,,) liikkuda vektori &
suunas.

2 Joonis 7.3
Z=Y

Niéiteks vaatleme kahe muutuja x ja y funktsiooni z = y, mida sai analiiiisitud
ka §7.1. Arvutame selle funktsiooni tuletise suunas 5 = (v/2,1). Kasutades
valemit (7.23) ja arvestades, et |5] = v/3, 2/, = 0 ja z, = 1, saame

, 1 [ 51+ 2 53] 1 1

> = —|z.s Z, 89| = — —.

ST Ve V3

Jooniselt 7.3 ndeme, et see funktsioon kasvab koige kiiremini, kui punktiga
P liikuda y-telje suunas. Siis on graafiku tousunurk 45°. Kui liikuda z-telje
suunas, siis funktsioon on konstantne. Kui aga punktiga P liikuda vektori §

suunas, siis on kasvukiirus z% = % See vastab graafiku tousunurgale 30°, sest

o_ 1
tan 30° = 75

0-V2+1-1] =

z

7.5 Diferentseeruv mitmemuutuja funktsioon ja
taisdiferentsiaal

Olgu antud m-muutuja funktsioon z = f(P), kus P = (x1,23,..., %) ja olgu
A = (a1,as,...,a,) punkt selle funktsiooni médramispiirkonnas. Toome sisse
jargmised moisted:

Ax; = x; —a; — argumendi z; muut punktis A,

Az = f(P)— f(A) — funktsiooni f td@ismuut punktis A.
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Punktide P ja A vaheline kaugus avaldub Ax;-de kaudu valemiga

|PA| = \/Ax% + Az3+ ...+ Az
Diferentseeruv mitmemuutuja funktsioon. Funktsiooni

z=f(x1,29,...,Zm)

nimetatakse diferentseeruvaks punktis A, kui selle funktsiooni tdismuudu Az
saab esitada jargmise summana:

Az = C1Axy + ColAxs + ...+ Cp Az, + 3, (724)

kus C1,Cs,...,Cy, on konstandid, mis iildiselt soltuvad punktist A ja 3 on
korgemat jarku lopmatult kahanev suurus punktide P ja A vahelise kauguse
|PA| suhtes piirprotsessis |[PA| — 0.
Taisdiferentsiaali definitsioon. Argumendi muutude Az; suhtes lineaarset
liiget

Clel + CQA(EQ + ...+ CmA(Em
valemis (7.24) nimetatakse funktsiooni f (ehk muutuja z) taisdiferentsiaaliks
kohal A ja tdhistatakse dz voi df. Seega kehtib valem

Kui on vaja rohutada téisdiferentsiaali soltuvust punktist A, siis kirjutatakse
dz(A) vai df (A).

Kui f on diferentseeruv punktis A ja moni C;-dest on nullist erinev, siis
véikese |PA| korral hakkab liige dz funktsiooni muudu Az avaldises litkme 3
suhtes domineerima. Teiste sonadega, Az on ligikaudselt lineaarses soltuvuses
argumendi muutudest Az, Az, ..., Ax,,, st

Az ~ dz = ClAI1+CQA£C2++OmAIm

Piisavateks tingimusteks, mis garanteerivad f diferentseeruvuse punktis A on nai-
teks osatuletiste fr,, fr,,-- -, fx,, Olemasolu punkti A mingis iimbruses ja nende osa-
tuletiste pidevus punktis A.

Niide. Leiame funktsiooni f(z,y) = 2% + 32 tiisdiferentsiaali punktis A =
(a,b). Tahistades Az = z — a ja Ay = y — b teisendame selle funktsiooni
taismuutu:

Az = f(x,y) — fla,b) =a* +y* —a® — b = 2* —a® + > — b =
= (a+Azx)? —a®+ (b+ Ay)? —b* =
= a® 4 2aAz + Az® — a® + V* 4 20Ay + Ay® — b =
= 2aAx 4 20Ay + (z —a)* + (y — b)*.
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Seega antud funktsiooni korral C; = 2a ja Cy = 2b ning téisdiferentsiaal avaldub
jargmiselt:
dz = 2aAx + 2bAy.

Liidetav 3 = (z — a)? + (y — b)? tdismuudu Az avaldises on korgemat jérku
16pmatult kahanev suurus punktide P = (z,y) ja A = (a,b) vahelise kauguse
suhtes piirprotsessis | PA| — 0. Téepoolest: kuna |[PA| = \/(z — a)2 + (y — b)2,
siis

. 3 . (r —a)? + (y — b)? .
lim —— = lim = lim z—a)?+ (y—0)2=0.
|P,1xpo |[PA|  |PA—0 \/(a; —a)2+ (y—Db)2 |PA[—0 VI P +-?)

Taisdiferentsiaali valem.

Kui f on diferentseeruv ja me soovime tema diferentsiaali dz kasutada mingites
rakendustes, siis ldheb vaja sobivaid valemeid kordajate C; jaoks. Teatud juhul
saab C; avaldada f osatuletiste kaudu. Nimelt kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 7.1. Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis A ja osatuletised

w1> Jugs s Ju, eksisteerivad punktis A, siis

Ci = f,(4), (7.25)
millest jareldub, et tdisdiferentsiaali valem on jargmine:

dz = fo (A)Azy + fi (A)Azs+ ...+ f, (A)Azy, . (7.26)

Toestus. Kuna funktsioon f on diferentseeruv punktis A, siis on Az avaldatav
kujul (7.24), kus 8 on korgemat jarku 16pmatult kahanev suurus |PA| suhtes
kui |[PA| — 0. Fikseerime iihe konkreetse ¢ vadrtuse 1 - st kuni m-ni ja valime
punkti P jargmiselt:

P=(a1,a2, .., 0i—1,Ti Qit1,---,0m),
kus z; # a;. Siis
Axy =Axs=...=Ax; 1 =Ax;p1=...= Az, =0
ja Ax; = x; — a; # 0. Jarelikult |[PA| = |Ax;|. Seega saame valemist (7.24)
Az =CiAz; + 5, (7.27)

kus [ on korgemat jarku 16pmatult kahanev suurus Az; suhtes, kui Az; — 0.
Vaatleme niilid jargmist the muutuja funktsiooni:

g(xl) = f(al,ag, ey A1, Ly A 1y - - - ,CLm).

Kuna f;  eksisteerib punktis A, siis eksisteerib ka g’ punktis a;. Seega on g
muut Ag = g(z;) — g(a;) esitatav kujul

Ag = ¢'(ai)Az; + B, (7.28)
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kus 3; on korgemat jarku 16pmatult kahanev suurus Az; suhtes protsessis Az; —
0 (vt tthemuutuja funktsiooni diferentsiaali kéasitlust §3.6).
Kuna Az = Ag, siis valemitest (7.27) ja (7.28) saame vorduse

Cildx; + = g'(a;) Az + S,

Viies selles vorduses ¢'(a;)Ax; vasakule poole ja 3 paremale poole ning jagades
Ax;-ga tuletame seose

-8

Ci *gl(ai) = Az,

(7.29)

Kuna f; ja # on korgemat jarku lopmatult kahanevad suurused Az; suhtes
protsessis Az; — 0, siis vorduse (7.29) parem pool ldheneb nullile, kui Az; — 0.
Seega peab vasak pool (mis on konstantne) vorduma nulliga. Seega kehtib
C; — ¢'(a;) = 0 ehk

Ci=g'(a;).

Kuna g'(a;) = f,,(A), saamegi valemi (7.25). Sellega on teoreem toestatud.

Eespooltoodud niites funktsiooniga f(x,y) = 2% + y? saime konstantidele
C1 ja Cy jargmised vadrtused: C; = 2a ja Cy = 2b. Need arvud ongi funkt-
siooni f osatuletised punktis A = (a,b). Toéepoolest: kuna f.(z,y) = 2z ja
f{/(l‘,y) = 2y, siis f1(a,b) = 2a ja f;(a,b) = 2b.

Argumentide diferentsiaalid taisdiferentsiaali valemis.
Asendame valemis (7.26) olevad argumentide muudud nende téisdiferentsiaali-
dega. Selleks tuleb koigepealt leida funktsioonide

f(P) ==
taisdiferentsiaalid. Kui f(P) = x;, siis
foo=1 ja fi =0, ku j#i.

Seega avaldub funktsiooni z = x; téisdiferentsiaal dx; valemi (7.26) pohjal
jargmiselt:

dr; = 0Ax; + 0Azy + ...+ 0Ax;—1 + 1Az; + 0Az; 41 + ... + 0Az,, = Az;.

Seega

Olgu niitid f uuesti suvaline teoreemi 7.1 eeldusi rahuldav funktsioon. Asen-
dades Ax; suurusega dz; valemis (7.26) saame funktsiooni z = f(P) tdisdiferent-
siaali esitada argumentide téisdiferentsiaalide kaudu jargmisel kujul:

Tm

dz = fl (A)dzy + f),(A)day + ...+ £ (A)dan, = > fi (A)dx;. (7.30)
i=1
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Liitfunktsiooni osatuletise valemi toestus.
Téisdiferentsiaali saab kasutada liitfunktsiooni osatuletise valemi (7.2) toestami-
sel.

Olgu antud argumendist P = (x1,9,...,Z;,) soltuvad m-muutuja funkt-
sioonid
= p1(x1, T2, .., Tm), Uz = ©2(T1, T2y, Tm), «vn s Un = Op(T1, 22, .., Tm)
ja argumendist (uq,ug, ..., u,) soltuv n-muutuja funktsioon
z=F(u1,ug,...,up).

Paneme neist kokku liitfunktsiooni

z = f<x17$25-~-7xm)
= F(‘Pl(iﬁhx% M m7n)7 ()02($1,x27 R 7x77L)7 M) ¢7L($17x27 e 7xm)) .
Eeldame, et funktsioonid ¢1,...,¢,, F ja f on diferentseeruvad ja omavad

osatuletisi koigi argumentide suhtes. Need eeldused on vajalikud valemi (7.30)
kasutamiseks.
Paneme kirja funktsiooni f taisdiferentsiaali. Vastavalt valemile (7.30) saame

= dx 7.31
Z dxp (7.31)
Sama suuruse dz saame ka siis, kui me arvutame funktsiooni z = F'(uy,us, ..., uy,)
taisdiferentsiaali:
dz = 7.32
Z au] (7.82)
Viimases valemis esinevad funktsioonide w;(z1,xs,...,z,,) taisdiferentsiaalid

du;. Avaldame ka need:
0
Z %5 day,. (7.33)

Asendades (7.33) valemisse (7.32) ja grupeerides liidetavad timber saame

&pj OF Op,
dz = E dx Tk — E E au 6‘xk dl‘k. (7.34)
Seega kehtib (7.31) ja (7.34) pdhjal jirgmine vordus:
- af OF 0p;
—_L . 7.35
5 2L o = 3 |5- 2000 aa
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Selles vorduses me voime valida suvalised argumentide muudud dzxy. Fikseerime
mingi indeksi ¢ ja valime need muudud jargmiselt:

d.ﬁl:dl‘gz...:dl‘i_lzo, d.]?izl, d$i+1:...:dl‘m20.

Siis on vorduses (7.35) vasakul ja paremal pool summas > koik liidetavad,
k=1
véalja arvatud liidetav indeksiga k = i, vordsed nulliga. Saame

Of <~ OF 0y,

j=1

See ongi valem (7.2).

7.6 Taisdiferentsiaali kasutamine ligikaudsetes ar-
vutustes ja veahinnangutes

§7.5 toodud ligikaudne vordus Az = dz omab iisna laia praktilist kasutusvald-
konda. Jargnevalt vaatleme selle seose kasutamist ligikaudsetes arvutustes ja
arvutusvigade hindamisel.

Ligikaudsed arvutused.
Olgu antud m-muutuja funktsioon z = f(x1,za, ..., T, ), mis on diferentseeruv
ja omab osatuletisi punktis A = (a1, az,...,an,). Siis

dz = f;l (A)Azy + f;Z (AAzg + ...+ fg’cm (A)Az,,
ja seose Az =~ dz saab kirjutada kujul
Az = f, (A)Azy + f,(A)Azy + ...+ fi (A)Azy, . (7.36)

Vaatleme tihte naidet valemi (7.36) kasutamise kohta.

Nidide. Arvutada silindrilise anuma valmistamiseks kuluva materjali hulk,
kui anuma mootmed on jargmised:

seesmise silindri korgus: H = 20cm
seesmise silindri raadius: R = 4em
anuma seinte ja pohja paksus: £ = 0, lem.

Anuma vertikaalldige on kujutatud joonisel 7.4 (H, R ja k tépseid arvulisi
vadrtusi selle joonise juures arvestatud ei ole).
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Joonis 7.4

7
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&k~ R

Esitame anuma seesmise silindri ruumala V' pohja raadiuse R ja korguse H
funktsioonina: V = V(R,H) = nR*H. Anuma vilimise silindri ruumala
arvutamisel tuleb raadiusele ja korgusele liita vastavalt seinte ja pohja paksus,
milleks on k. Seega vordub vilimise silindri ruumala avaldisega

V(R+Fk H+E)=n(R+k)*(H +k).

Anuma valmistamiseks kuluva materjali hulga saame, kui lahutame vélimise
silindri ruumalast sisemise silindri ruumala, st arvutame funktsiooni V' tdismuudu

AV = V(R+k,H+k) - V(R,H).
Lahendame seda iilesannet kahel erineval viisil: tapselt ja ligikaudselt.
1) Tépne lahendus. Kuna V (R, H) = nR?H siis
AV = n(R+k)*(H +k) - mR*H
=m(R?>+ 2Rk + k*)(H + k) — TR’H
=n(R?*H + R’k + 2RHk + 2Rk* + Hk? + k3) — nR*H
= m(R%k + 2RHk + 2RE*> + HE® + k3).

Asendades selles valemis R, H ja k etteantud arvuliste vairtustega saame
vastuseks AV = 17, 881x.

2) Ligikaudne lahendus. Paneme kirja ligikaudse valemi (7.36) funktsiooni
V =V(R, H) taismuudu jaoks:

AV ~ V4(R,H)AR+ Vi (R, H)AH . (7.37)

Kuna V(R,H) = wR?*H, siis V4(R,H) = 2nRH ja V;(R,H) = nR>.
Argumentide muudud AR ja AH vorduvad vastavalt anuma seina ja pohja
paksusega, st AR = AH = k. Seega teisendub valem (7.37) jargmisele
kujule:

AV =~ 2rRHEk + 7R*k = 7(R?k + 2RHE).

Asendades siin jillegi R, H ja k etteantud arvuliste vadrtustega saame
vastuseks AV = 17, 67.
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Veahinnangud.
Olgu vaatluse all mingi fiitisikaline protsess, mida iseloomustavad m -+ 1 suurust:

1,%2,...,Tm ja z. Eeldame, et z on muutujate x1, xs, ..., x,, funktsioon, st
z= f(z1,22,. ., Tm).

Olgu suuruste z1,xs,.. ., T, tipsed arvulised vaartused vaadeldavas protsessis

ai,as,...,a,. Oletame, et suurusi x; moddetakse. Teatavasti on moéotmine

alati ebatapne. Jarelikult saadakse mootmise tulemusena suuruse x; tépse
vadrtuse a; asemel tema ligikaudne vaartus a; + Ax;. Liidetav Az; on siin
suuruse z; mootmisel tehtud viga.

Suuruse z vadrtus arvutatakse valemist z = f(x1,xa,...,Z,,). Tema tépne
vadrtus on f(ai,as,...,a;). Modtmistulemuste alusel arvutatav z vaartus on

f(a1 + Azxi,a0 + Axo, ..., Ay + Aacm)
Jarelikult vordub suuruse z viga funktsiooni z = f(x1, 2, ..., 2, ) tdismuuduga
Az = f(a1 + Azy,a0 + Az, ... am + Axy) — flar, a2, ... am) .

Kui Az; on viike, siis

m

Az ~ dz = Zf;i(al,ag,...,am)Axi.

i=1

Vea Ax; tdpne véartus ei ole teada. Kiill aga on teada suuruse x; m66tmisel
kasutatava seadme vea iilempiir Az}. Seega saab viga Az; hinnata jargmiselt:

|Ax;| < Az}, (7.38)
Kasutades hinnangut (7.38) ja absoluutvairtuse omadusi
la+0 <lal+ 0], |abl = |af ||

saame hinnata ka suuruse z viga:

Az| & |dz| = Y f1.(a1,02,. .. am)Az;
i=1
< Ufi(an,az, . am)| [Azi] <Y fs (a1, a2, - am)| Az
=1 =1
Téhistame
Az = Z|f;i(a1,a2,...,am)|Amf. (7.39)
=1

Seega kehtib vorratus |Az| < Az*, millest ndhtub, et valemiga (7.39) antud
suuruse Az* voib votta z vea iilempiiriks.
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Ndide. Arvutada takistus R ja hinnata tema viga, kui on antud voolutuge-
vus I =104 0,01A ja pinge U =200+ 0,1V
Avaldame takistuse voolutugevuse ja pinge funktsioonina:

U
R=—.
1
Vastavalt tilesande algandmetele saame jargmise takistuse véartuse: R = 21—%0 =
2092. Jargnevalt hindame takistuse viga. Selleks arvutame R}, = % = % =0,1
ja Ry = -5 =—2% = —2. Valemi (7.39) péhjal

AR* = |Ry|AU* + |Rj|AI* = 0,1-0,1+2-0,01 = 0,03.

Ulesande vastuseks saame R = 20 + 0,039.

7.7 Pinna puutujatasand, normaalvektor ja nor-
maalsirge

Vaatleme kahemuutuja funktsiooni z = f(x,y). Eeldame, et f on diferentseeruv
ja omab osatuletisi punktis A = (a,b). Siis valemite (7.24) ja (7.25) pohjal on
tema taismuut Az = f(z,y) — f(a,b) esitatav kujul

Az = fr(a,b)Az + f,(a,0)Ay + 3,

kus Az = x—a ja Ay = y—0b on argumentide = ja y muudud ning £ on kérgemat
jarku lopmatult kahanev suurus |PA| suhtes, kui |[PA| — 0. Jérelikult

f,y) = fla,b) + fo(a,b)(x — a) + fy(a,0)(y = b) + 5. (7.40)

Viikese punktide P ja A vahelise kauguse korral on viimases vorduses esinev
liidetav 3 suhteliselt viike. Defineerime uue funktsiooni jéattes funktsiooni f
avaldisest (7.40) valja liidetava 8. Uus funktsioon on jargmine:

z = f(a,b) + fr(a,b)(x —a) + f,(a,b)(y — b). (7.41)

Funktsioon (7.41) on lineaarne ja tema graafikuks on teatud tasand.

Tasandit, mille vorrandiks on (7.41), nimetatakse pinna z = f(z,y) puutu-
jatasandiks punktis B = (a,b, f(a,b)).

Joonisel 7.5 on kujutatud pinna z = f(x,y) puutujatasand 7' punktis B.

Puutujatasand koosneb pinna loikejoonte puutujatest. Seda omadust saab
jalgida jooniselt 7.6. Punktist B on tommatud labi vertikaalsirge (st z-teljega
paralleelne sirge) v. On joonistatud suvaline sirget v sisaldav tasand W. Tasand
W 16ikab pinnast z = f(z,y) vélja joone L ja tasandist T vélja sirge s. Sirge
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s on joone L puutuja punktis B. Keerates loiketasandit W sirge timber sirge v
180 kraadi vorra, kujundab sirge s puutujatasandi 7T'.

Joonis 7.5

Joonis 7.6
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Pinna z = f(z,y) normaalvektoriks punktis B nimetatakse vektorit, mis
ristub puutujatasandiga selles punktis. Pinna z = f(x,y) normaalsirgeks punk-
tis B nimetatakse sirget, mis ldbib punkti B ja ristub puutujatasandiga selles
punktis. Joonisel 7.7 on kujutatud pinna z = f(z,y) normaalvektor ¥ ja nor-
maalsirge n.

Joonis 7.7

Leiame normaalvektori 7/ koordinaadid ja normaalsirge n kanoonilised vor-
randid.

Lineaaralgebra kursusest on teada jargmised vaited. Kui tasand on antud
vorrandiga Cr1z+Coy+Cs32+Cy = 0, siis temaga ristuva vektori koordinaadid on
C1,Cs ja C5 ning temaga ristuva ja punkti (z1,y1, 21) lébiva sirge kanoonilised
vorrandid on

r—r1 Y-y Z—2
Cl 02 CS )

Puutujatasandi T vorrand on (7.41). Viies selles vorrandis muutuja z paremale
poole ja avades sulud saame

fela,b)z + f(a,b)y — 2+ f(a,b) — fr(a,b)a — fy(a,b)b = 0.
Siit ndeme, et puutujatasandi vorrand on esitatav kujul
Ciz + Czy +C324+C4 =0,
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kus

Cl = f;(a,b), CQ = f;(a,b), Cg = —1,

Cy = f(a,b) = fo(a,b)a— f)(a,b)b.
Jarelikult on pinnal z = f(x,y) punktis B jirgmine normaalvektor:
v = (fila,b), f(a,b),~1).
Normaalsirge n 1dbib punkti B, mille koordinaadid on
r1=a, y1=>0, z1= f(a,b).
Seega on normaalsirge n kanoonilised vorrandid jargmised:

r—a  y—b ab) s
@)~ fan - @b

7.8 Korgemat jarku osatuletised. Segatuletiste

vordsus
Vaatleme m-muutuja funktsiooni f(x1,xa,...,%,). Eeldame, et sellel funk-
tsioonil eksisteerib osatuletis f; (x1,22,...,2y) piitkonnas D. Sellisel juhul
on f; (x1,%2,...,Ty) piirkonnas D méiratud funktsioon. See funktsioon voib
samuti omada osatuletisi.
Funktsiooni f(z1,2,...,Zm,) osatuletise osatuletisi nimetatakse selle funk-

tsiooni teist jarku osatuletisteks.

Teist jarku osatuletisi on kahte liiki.
1. Kui votta funktsioonist f(x1,xa,...,z,,) kaks korda osatuletist ithe ja sama
muutuja x; suhtes, siis saab selle funktsiooni teist jarku osatuletise x; suhtes,
mida tahistatakse

02 -
ﬁf(l"lya?z, ) VOL frl (@2, )
€Ty
2. Kui aga votta funktsioonist f(x1,x9,...,x,,) koigepealt osatuletis muutuja

x; suhtes ja seejérel osatuletis muutuja x; suhtes, kus i # j, siis tekib selle
funktsiooni teist jarku segatuletis x; ja x; suhtes, mida tahistatakse

62

8x4x-f(m1’x2"”’xm> Vol fyp (1,02, T)
iTj

Ilmselt on viimasel juhul voimalik segatuletist votta ka eelnevaga vastupidises
jarjekorras, st koigepealt muutuja x; suhtes ja seejérel muutuja x; suhtes. Siis
me saame segatuletise ; ja x; suhtes, st

82

&Cw_f(xl,xg,...,xm) ehk fi . (x1, 22, 2m).
ji
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Osutub, et teist jarku segatuletise vadrtus ei soltu iiksikute tuletiste votmise
jarjekorrast, st kehtib jargmine teoreem:

- ! ! 1 - 1 - - -
Teoreem 7.2. Kui f; , ij, wizy IO J2,0, ON pidevad punktis P, siis

Fioy(P) = £il0,(P). (7.42)

Néide. Avaldame funktsiooni z = xy? + 3 cosy teist jirku segatuletised:
2 = y? 4+ 32 cosy
Zyy = 2y — 3z%siny

2! = 2xy — a3 cosy

y
2y, = 2y — 3z siny.
Nagu ndeme, kehtib vordus z;, = z,,.
Arvutades funktsiooni z = f(x1, 22, ..., Zy) teist jirku osatuletise osatule-

tise, saame selle funktsiooni kolmandat jarku osatuletise, viimasest osatuletise
arvutamisel neljandat jarku osatuletise jne.

Niiteks kui me votame funktsioonist f,’ 2 (z1,22,...,2,) osatuletise muu-
tuja x; suhtes, saame kolmandat jarku osatuletise, mida tdhistatakse
83
~ e "
Py f@1, 20, am) VOL fylg (T, @2, )
1
Kui me aga votame funktsioonist fg’g’imj (x1,22,...,%y) osatuletise muutuja
suhtes, saame kolmandat jarku osatuletise, mida tahistatakse
93
~ i
mf(l‘l,l’g,...,xm) VO1 ijwiwk(l'l,l‘Q,...,xm).
Funktsiooni f(x1,a,..., %) n-jairku osatuletise avaldis on jargmine:
an
flz1, 20, ... 2m).

Oz 02b? ... Oxby

Siin on arvutatud p; korda osatuletist x; jargi, po korda osatuletist xs jargi jne.
Osatuletiste koguarv on n =p; +p2 + ... + pm.-

Segatuletiste vordsus kehtib ka korgemat kui teist jarku osatuletiste korral.
See tahendab, et korgemat jarku osatuletise vadrtus ei soltu iiksikute tuletiste
arvutamise jarjekorrast. Naiteks kehtivad teatud pidevuse eeldustel kolmandat
jarku osatuletiste jaoks jargmised vordused:

" _ e _ f///

2, — T 2.
5T TiXjLq T;Ty

Kill aga soltub korgemat jérku osatuletis sellest mitu korda on iga iiksiku ar-

gumendi jérgi tuletist voetud. Néiteks iildjuhul vordus f75 = f! , ei kehti,
it iT;

sest vasakul pool on muutuja z; jargi tuletist voetud kaks korda aga paremal

pool ainult iiks kord.
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7.9 Valjateooria moisteid

Skalaarvali ja vektorvali.

Mitmemuutuja funktsiooni siinoniiiim on skalaarvdli. Taoline moiste tuleneb
sellest, et funktsioon f seab igale oma maaramispiirkonna punktile P vastavusse
parajasti ithe reaalarvu ehk skalaari f(P).

Olgu D piirkond ruumis R™. Kujutist, mis seab igale punktile P € D
vastavusse iihe kindla vektori ruumis R™, nimetatakse piirkonnas D antud vek-
torvdljaks.

Olgu piirkonnas D antud vektorvali tdhistatud stimboliga F'. Siis on punktile
P vastava vektori tihis jirgmine: F(P).

Kuna F(P) on vektor ruumis R™, siis on tal m koordinaati. Olgu need
koordinaadid Fy(P), Fo(P),..., Fn(P), st

F(P) = (F\(P),Fy(P),...,Fpn(P)).

Koordinaadid Fy(P), F5(P), ..., F,,(P) soltuvad punktist P. Jarelikult on nad
piirkonnas D méédratud m-muutuja funktsioonid ehk skalaarvéljad. Seega koos-
neb ruumi R™ piirkonnas D antud vektorvali F' m skalaarsest komponendist
P, Fs, ... Fp,.

Gradient ja selle omadused.
Olguu = f(x1,x2,...,2y) m-muutuja funktsioon ehk skalaarvéli piirkonnas D.
Eeldame, et funktsioonil f on olemas koik osatuletised piirkonnas D. Vektorit

gradf(P) = (f;,(P), f2,(P),-- -, 2, (P))

nimetatakse skalaarvélja ehk funktsiooni f gradiendiks punktis P. Kujutist,
mis seab igale punktile P hulgast D vastavusse vektori gradf(P), nimetatakse
skalaarvalja f gradientvdljaks.

Vaatleme gradiendi omadusi.
Omadus 1. Olgu s vektor ruumis R™. Siis kehtib valem

_ gradf(P) - §

fP) (7.43)
131
Erijuhul |s] = 1 taandub valem (7.43) kujule
fu(P) = gradf(P)-5. (7.44)

Téestus. Siirdume §7.4 tuletatud suunatuletise valemi (7.23) juurde. Arves-
tades gradiendi definitsiooni ja skalaarkorrutise definitsiooni (6.8), saame selle
valemi kirjutada kujul (7.43). Sellega ongi omadus 1 toestatud.

Omadus 2. Tuletis vektori § suunas on maksimaalne siis, kui S on gradiendi-
suunaline. Sellisel juhul fL(P) = |gradf(P)].
Téestus. Hindame valemit (7.43) kasutades Cauchy-Schwartzi vorratust (6.10).
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Saame

)| — | P)F|  Jemadf(P)F _ Jeradf(P)| IS

131 131 - E

Jarelikult ei saa f%(P) olla suurem kui |gradf(P)|. Kui meil 6nnestub néidata,
et gradiendiga samasuunalise § korral kehtib vordus

fe(P) = |grad f(P)],

siis on s-suunaline tuletis maksimaalne ning omadus 2 on toéestatud. Olgu s ja
gradf(P) samasuunalised. Tuletame meelde, et samasuunaliste vektorite @ ja
¥ skalaarkorrutise jaoks kehtib seos (6.12). Kasutades seda seost vektorite § ja
gradf(P) jaoks ja arvestades valemit (7.43) saame
gradf(P)-5 _ |gradf(P)||]
fdP) = = = |gradf(P)].
151 151

Olemegi ndidanud, et gradiendiga samasuunalise vektori 5 korral kehtib fL(P) =
|grad f(P)|. Seega on omadus 2 toestatud.

= |gradf(P)|.

Niide. Leiame funktsiooni f(z,y,z) = 2% — y3 + 2z kiireima kasvu suuna ja
suurima kasvu kiiruse punktis A = (2,1,1). Selleks avaldame osatuletised:

f;(a:,y,z) = 2337 fg//(xayaz) = _3y27 f;(l',y,Z) =1

ja moodustame gradiendi

gradf(z,y,z) = (2x, —3y2, 1).

Arvutame: gradf(A) = (4,-3,1). Funktsiooni kiireima kasvu suund punktis
A jérgmine: § = (4 3 1 Suurlm kasvu kiirus on aga gradiendi pikkus, st

lgrad f(A)] = /27 + — V2.

Omadus 3. Olgu u = f(x,y,z) kolmemuutuja funktsioon ja A punkt tema
madaramispiirkonnas. Vektor gradf(A) on funktsiooni f nivoopinna normaalvek-
tor punktis A.

Omadus 3 jareldub tihest teisest, samuti nivoopinnaga seotud omadusest,
mis on jargmine:
Tuletis funktsiooni u = f(x,y,z) nivoopinna puutuja suunas vérdub nulliga.

Viimast omadust saab lihtsalt selgitada. Kui liigutakse pinna puutuja suu-
nas, siis liigutakse mooda seda pinda. Nivoopinnal on funktsiooni f véartus
konstantne, st f(z,y,2) = C. Seega on funktsioon nivoopinna puutuja suunas
lilkumisel konstantne. Kuid konstantse funktsiooni tuletis on null. Jarelikult
vordub nivoopinna puutuja suunaline tuletis nulliga.

Omaduse 3 téestamiseks valime suvalise punktist A ldhtuva vektori nivoo-
pinna f(z,y,z) = C puutujatasandil 7. Té&histame selle vektori s-ga (joonis
7.8). Siis, nagu négime, kehtib vordus fi(A) = 0. Seetottu saame valemist
(7.43)
gradf(A) - §

fo(A) = E

=0 = gradf(4)-5§=0.
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See niitab, et gradf(A) ristub vektoriga §. Kuna § valiti puutujatasandil T’
suvaliselt, siis gradf(A) ristub terve tasandiga T, st gradf(A) on funktsiooni f
nivoopinna normaalvektor punktis A. Omadus 3 on toestatud.

Joonis 7.8

Mairgime, et omadusega 3 sarnane omadus kehtib ka kahemuutuja funkt-
siooni korral, nimelt:

Olgu z = f(x,y) kahemuutuja funktsioon ja A punkt tema mddramispiirkonnas.
Vektor gradf(A) on funktsiooni f nivoojoone normaalvektor punktis A.

Joonis 7.9

f(x,y) =C

~

gradf(A)
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Seda omadust on illustreeritudn joonisel 7.9. Nivoojoonele f(z,y) = C on punk-
tis A tébmmatud puutuja ¢t. Gradient ristub puutujaga punktis A.

Nabla.
Eemaldades funktsiooni f(P) gradiendist

gradf(P) — (lef(m 9 5. af(P))

" Oxg " 0Ly
funktsiooni f(P), jaab jargi jargmine siimboolne vektor, mis koosneb ainult
osatuletistest:

0 0 0
v(am-,ah’...’%n). (7.45)

Seda vektorit nimetatakse Hamiltoni operaatoriks e nablaks. Seega Hamiltoni
operaator funktsioonist f(P) vordub selle funktsiooni gradiendiga, st

Vf(P) = gradf(P).

Divergents. Solenoidaalne vili. .
Olgu antud vektorvali F' = (Fy, Fs, ..., F,,). Moodustame nabla ja F skalaarkor-
rutise:

0

_, 0 0

Tegemist on skalaarvaljaga. Seda vélja nimetatakse vektorvélja F divergentsiks
ja tahistatakse div F'. Seega

divF = V- F. (7.47)

Divergents on seotud allikate tihedusega mitmesugustes flitisikalistes protses-
sides. Toome siinkohal {ihe néite. Olgu vaatluse all vedeliku voolamine mingis
keskkonnas (nt pohjavee voolamine maapinnas). Olgu ¥(P) vedeliku voolu kii-
rus punktis P. Siis on div ¥(P) vordne punktis P paiknevate vooluallikate tihe-
dusega. Kui divd(P) = 0 iga P korral, siis vooluallikad puuduvad, st vedeliku
mass ei muutu. Tapsemalt: suvalise piirkonna D korral on ajaiihikus piirkonda
D sisse voolava vedeliku mass vordne ajaiithikus piirkonnast D vélja voolava
vedeliku massiga.

Vektorvilja F , mille puhul divF = 0, so vélja, milles allikad puuduvad,
nimetatakse solenoidaalseks véljaks.

Vektorite vektorkorrutis.
Lisaks skalaarkorrutisele esineb vektoralgebras ka vektorkorrutise moiste. Kahe kolmemootme-
lise vektori @ = (u1,u2,u3) ja ¥ = (v1,v2,v3) vektorkorrutis on samuti kolmemd&dtmeline
vektor, mis avaldub valemiga

€1 €2 €3
uyp U2 U3
vy v2 U3

@x T = , (7.48)
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kus e1, e2 ja e3 on telgede suunalised iihikvektorid. Arendades valemis (7.48) esineva 3 X 3
determinandi vélja esimese rea jargi saame

uip  us up  u2

Lo us U
UX U = 2 3 el — es + ez = (7.49)
vy w3 v U3 v U2
u2 us usz  u1 U1 u2
= e1 + ez + es. (7.50)
vy U3 v v U2

Seega on vektori @ X ¥ valem komponentide kaupa vélja kirjutatuna selline:

N N u u U, u u U
AXT = ( 2 3 , 3 1 , 1 2 ) _
v2 v3 v3 U1 v1 v2
= (uz’Ug — u3v2, U3V] — UIV3 , ULV — uzvl) . (7.51)

Vektorkorrutis 4 X ¥ ristub vektorite @ ja ¥ poolt maaratud tasandiga ja on suunatud nii,
et 4 X U tipu poolt vaadatuna paikneb vektor ¥ vektori @ suhtes vastupédeva (vt joonis 7.10).

Joonis 7.10

IS
X
<L

<

IS

Vektori @ x ¢ pikkus on vektorite @ ja ¢ pikkuste kaudu antud valemiga |@ X ¢] = |d| |7] sin o,

kus a on @ ja ¥ vaheline nurk.

Rootor. Keerisevaba vali.
Olgu antud kolmemdootmeline vektorvali F' = (Fy, Fy, F3). Moodustame nabla

ja F' vektorkorrutise:

€1 €9 €3

- 9 l°) 9
VxF = Grn EERS D3 . (752)

Fy,  F, F3

Saadud vektorvalja nimetatakse vektorvalja F rootoriks ja tahistatakse rot F.
Seega

rot F = V x F. (7.53)

Komponentidekaupa {iles kirjutatuna (vrdl (7.51)) on rootori valem jargmine:

Oxy  Oxs Ory Ory Oy Ora

I‘Otﬁ _ <8F3 8F2 8F1 8F3 8F2 8F1) ) (754)
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Vektorvalja F , mille puhul rot F= 0, nimetatakse keerisevabaks valjaks.

Potentsiaalne vali.
Vektorvélja F'(P) nimetatakse potentsiaalseks, kui ta on mingi skalaarvilja gra-
dientvali, st

—

F = gradU ehk
(Fl,FQ,...,FnL) = (U/

xy1)

Ul .. UL Y. (7.55)

Funktsiooni U selles valemis nimetatakse vektorvilja F potentsiaaliks.

Potentsiaalsed on néiiteks gravitatsioonijou vali, elektrijou véli jms. On ka
selliseid fiitisikalisi vélju, mis ei ole potentsiaalsed (niiteks voolava vedeliku kii-
ruse véali teatud tingimustes).

Teeme kindlaks milliseid matemaatilisi tingimusi peavad vektorvilja kom-
ponendid F; rahuldama selleks, et see vili oleks potentsiaalne. Kui F(P) on
potentsiaalne, siis vastavalt valemile (7.55)

F, =U, iga i=1,...,m Xkorral (7.56)

Valime kaks suvalist indeksit 4,5 € {1;2;...;m} ja kirjutame vorduse (7.56)
vélja nende indeksite korral:

Fy=U., Fj=U.. (7.57)

Votame esimesest vordusest osatuletise muutuja x; suhtes ja teisest vordusest
osatuletise muutuja x; suhtes. Saame

oF; T 8Fj "

=U, . =U; . - 7.58
axj TiTj? axz ZTjT; ( )
Kuna segatuletised on omavahel vordsed, st Uy, = Uy, , siis
oF, O0F; . .
= =1,....,m. 7.59
amj aml i /L’ j Y ) m ( )

Potentsiaalse vilja F komponendid F; rahuldavad tingimusi (7.59).

Lopuks néitame, et potentsiaalne vektorvéli on keerisevaba. Olgu antud
kolmemdootmeline potentsiaalne vektorvali F' = (Fy, Fa, F3). Arvutame selle
rootori. Vastavalt tingimustele (7.59) kehtivad seosed

OF _0F, oF, _oF, on _on,
drs  Or1  Oxs  Oxe  Oxg  Ory

Nende seoste tottu saame valemist (7.54) vorduse rot F = 0. Seega voibki viita,
et potentsiaalne vili on keerisevaba.
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7.10 Kahemuutuja funktsiooni Taylori poliinoom

Kombinatsioonid. Binoomvalem.
Antud n-elemendilise hulga m-elemendilisi (jarjestamata) alamhulki nimetatakse kombinat-
stoonideks n elemendist m-kaupa. Kombinatsioonide arvu n elemendist m-kaupa tahistatakse
stimboliga ().

Naiteks kaheelemendilise hulga {A; B} kombinatsioon 0-kaupa on @), kombinatsioonid 1-
kaupa on {A}, {B} ja kombinatsioon 2-kaupa on {A; B}. Seega

AR

Kolmeelemendilise hulga {A; B; C} kombinatsioon 0-kaupa on ), kombinatsioonid 1-kaupa
on {A}, {B}, {C}, kombinatsioonid 2-kaupa on {A4; B}, {4;C}, {B;C} ja kombinatsioon
kolmekaupa on {4; B; C'}. Jarelikult

Bt (s Qs (-t

Kombinatsioonide arvu leidmiseks saab kasutada jargmist iildist valemit:
n n!
= — 7.60
(m) m!(n —m)! ( )

Eespool nagime, et kombinatsioonide arvud n = 2 ja n = 3 korral vorduvad vastavalt
summa ruudu ja summa kuubi valemite kordajatega. Seega

2
(z+y)? =a® +2ey+y° =) (2) a? !
1=0 v
3.3 o
@+y)?* = o + 322y +3ay? +y7 = Y (D)2 7y
i=0 "

Kahe muutuja summa n-aste avaldub Newtoni binoomvalemiga

(z+y)" = i (7)55’“@’3 (7.61)

i=0 "

Kahemuutuja funktsiooni poliinoomid.
Tuletame meelde, et muutuja x iilimalt n-astme poliinoomi iildkuju on jargmine:

P.(z) = chxk =co+ 1z + cox? + ...+ cpa™,
k=0

kus cq,...,c, on konstantsed kordajad. Kui ¢, # 0, siis on tegemist tapselt

n-astme poliinoomiga.

Vaatleme niiiid kahe muutuja poliinoome. Muutujate x ja y iilimalt n-astme
poliinoom on jargmine funktsioon:

n

k
Pa(z,y) = )Y ey, (7.62)

k=0 i=0

kus ci; on konstantsed kordajad. Indeks k niitab poliinoomi liidetava sum-
maarset astet: xF~? ja y' astmeid kokku liites saame k — i + i = k. Koige
korgema astme liidetavate puhul on k& vordne n-ga. Kui vihemalt tiks koige
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korgema astme liidetavate kordajatest c,g, Cpn1,- - ., Cnn on nullist erinev, siis on
poliinoomi aste tapselt n.
Niiteks muutujate = ja y ilimalt 1-astme poliinoom on

1k
Py(z,y) = Z Z kit Y’ = coo + 102 + ey
k=0 i=0

Kui vahemalt iiks kordajatest c1g, c11 on nullist erinev, siis on tegemist 1-astme
poliinoomi e lineaarfunktsiooniga. Muutujate = ja y tlimalt 2-astme poliinoom
on

2k
Py(z,y) = Z kit 'y’ = oo + 10T + c11y + 207 + co1xy + ca2y”
k=0 i=0

Kui vahemalt iiks arvudest cag, c21, coz on nullist erinev, siis on tegemist 2-
astme poliinoomi e ruutfunktsiooniga. Ulimalt 3-astme poliinoom on

k

3
Ps(z,y) = Z Z cria™ Tyt =
k

—0 i=0
= coo + C107 + 11y + 202” + co17Y + Ca2y® + c302” + 3127y + czxy® + c33y°
jne.
Niiteks olgu toodud binoomvalem

(z+y)" = i (?) a" Ty =

=0

_nxn+nxn—1+nxn—22+ 4 n xn—1+nn
~\o 1 Y7\ L P n)?

Seal esineb n-astme poliinoom, mis sisaldab vaid koige korgema astmega liik-
meid, st lilkmeid, mille summaarne aste on n.

Kui me nihutame argumenti = konstandi a vorra ja argumenti y konstandi
b vorra, siis teisendub iilimalt n astme poliinoom (7.62) jargmisele kujule:

n k
]Sn(l"vy) = Z ZCM(I —a) 'y —b)".
k=0 i=0

Kahemuutuja funktsiooni Taylori poliinoom.
Uhemuutuja funktsiooni f(z) Taylori polilnoom punktis a avaldub jirgmise
valemiga (vt §3.12):

f"(a)

k) (g
) =3 T a0 = 1@ + @) —a) + T (0 a4
2 |

e (n)a
+f35)(a:—a)3+...—|—fn!()(x—a)".
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Taylori poliilnoom ldhendab funktsiooni f(x) punkti a ldhedal, st f(z) = P,(x).

Vaatleme niiiid kahe muutuja funktsiooni f(z,y). Seame endale eesmérgiks
leida muutujate x ja y poliinoom, mis lahendab funktsiooni f(x,y) mingi fiksee-
ritud punkti A = (a, b) ldhedal. Idee on jirgmine. Témbame punktide A = (a, b)
ja M = (z,y) vahele suunatud sirgldigu parameetriga ¢. Siis on funktsioon f
selle sirge peal ithe muutuja ¢ funktsioon. Kirjutades selle funktsiooni jaoks valja
Taylori poliinoomi, saamegi kahemuutuja poltinoomi, mis lahendab funktsiooni
I

Loigu AM parameetrilised vorrandid on jargmised:

u=p(t)=a+(x—a)t
{Uzz(t) =b+ (y—b)t, telo,1], (7.63)

kus P = (u,v) on 16igul AM asuv punkt. Parameetri vadrtustele 0 ja 1 vastavad
16igu otspunktid A ja M:

((0),%(0)) = (a,0) ja ((1),¥(1)) = (z,9).

Defineerime jargmise themuutuja funktsiooni:

Siis
fla;b) = f((0),4(0)) = g(0) ja f(z,y)=f(p(1),%(1)) =g(1).

Téhistame @,-ga funktsiooni g(t) Taylori poliinoomi nullpunktis, st

an) (n) 0
SO, g0,

9(t) ~ Qu(t) = 9(0) + 'Ot + L i, (7.64)

Seda valemit kasutades saab tuletada funktsioonile f kuitahes korge astmega
poliinomiaalse 1ahendi. Teeme tuletuskaigu 1abi n = 1 ja n = 2 korral.
Kui n =1, siis

flxy) = g(1) = Q:(1) = g(0) + 4'(0). (7.65)

Nagu nagime,

9(0) = f(a,b). (7.66)

Valemi (7.65) rakendamiseks peame arvutama ka ¢’(0). Vastavalt liitfunktsiooni
tuletise arvutamise reeglile saame

d /

9 (t) = 2 F((8),9(2) = fale(t), ¥(6)) & (1) + f (1), (1)) ¥'(2).

Kasutades funktsioonide ¢ ja 1 definitsioone (vt (7.63)) arvutame nende tule-
tised:

Yt)=r—a, Y(t)=y->
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Seega

g9'(t) = (1), (1) (z — a) + f,(0(t), (1)) (y — b). (7.67)
Kuna ¢(0) = a ja ¥(0) = b, siis
g'(0) = f.(a,b)(z — a) + f;(a, b)(y — b). (7.68)

Asendades (7.66) ja (7.68) valemisse (7.65) saame funktsiooni f lineaarse lihends
ehk esimese astme Taylori poliinoomi punktis A:

f(@y) = Pi(z,y) = fa,b) + fr(a,b)(x — a) + fi(a.b)(y = b).  (7.69)

Seda ldhendit me késitlesime juba eespool §7.7 (valem (7.41)). Funktsiooni z =
Py (z,y) graafik on pinna z = f(x,y) puutujatasand punktis B = (a, b, f(a,b)).
Kui n = 2, siis (7.64) pdhjal

flx,y) = g(1) = Q2(1) = g(0) + ¢'(0) + g"2(0).

Suuruste ¢(0) ja ¢’(0) valemid on juba olemas. Taiendavalt tuleb arvutada veel
9" (0). Selleks leiame avaldise (7.67) tuletise:

(7.70)

() = I 0, 9(0) (2~ a) + 5 00, 0(0) (v~ b) =

= [£2((6), ()& (1) + £2, (0(8), b ()¢ ()] (x — a) +
= [a(0(), ())& (1) + f,(p(), ()¢ (D] (y — D).

"
yx

Kuna ¢'(t) = © — a, ¢'(t) = y — b ja segatuletised on vordsed, st f;, =
saame

9"(t) = fa(p(t), ¥ (1) (z — a)* + 2£7, (p(t), (1)) (z — a)(y — b) +

Seega
g//(()) = f::v(aﬁ b)(l‘ - a’)Q + Zf;/y(a’v b)(.’L‘ - a)(y - b) +
+71,(a,b)(y — b)>. (7.71)

Kasutades valemeid (7.66), (7.68) ja (7.71) vorduses (7.70) saame funktsiooni f
ruutldhendi ehk teise astme Taylori polinooms punktis A:

f@,y) ~ Pa(z,y) = f(a,b) + fr(a,b)(z — a) + f(a,D)(y —=b) +  (7.72)

1

+5 [fe(@ )@ = a)* + 2f, (a,0)(w — a)(y = b) + £, (. b)(y — b)*] .

Seda meetodit jitkates saame tuletada funktsiooni f(x,y) m-astme Taylori polimoomi
punktis A:

J(z,y) = Pu(z,y) = Z &l 4 Z ( )Bazk Dyl -f(a,b)(z —a)* "y —b)’. (7.73)
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Niide. Leiame funktsiooni f(z,y) = e cosy teise astme Taylori poliilnoomi
punktis O = (0,0). Selleks avaldame osatuletised kuni teise jarguni:

f;(l’,y) = e” cosy, f;;(xay) = —€’ Sinya
alflx (Iv y) = e” cos Y, f;cly(J:, y) = —e*sin Y,
oy (T,y) = —eTcosy.

Arvutame funktsioni ja tema osatuletiste vaartused punktis O:

f(0,0) =1, f3(0,0) =1, f,(0,0) =0,
7(0,0) =1, £7(0,0)=0, f(0,0) = —1.

ry

Rakendades valemit (7.72) saame antud funktsiooni teise astme Taylori poliinoomi:

1
e’ cosy = Py(x,y) = 1—&-90—1—5 [xz—yQ].

7.11 Mitmemuutuja funktsiooni lokaalsed ekstree-
mumid

Olgu antud mitmemuutuja funktsioon z = f(x1,x2,...,Tm).

Lokaalse ekstreemumi moiste.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis P, lokaalne maksimum, kui
1. funktsioon f on méa#ratud punkti P, mingis timbruses U (P, €),

2. iga P € U(Py,¢) korral kehtib vorratus f(P) < f(Py).

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis P; lokaalne miinimum, kui
1. funktsioon f on méadratud punkti P, mingis timbruses U (P}, €),
2. iga P € U(Py,€) korral kehtib vorratus f(P) > f(Py).

Funktsiooni lokaalseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funktsiooni
lokaalseteks ekstreemumiteks.

Kahemuutuja funktsiooni graafikul on lokaalse maksimumi kohal "tipp” ja
lokaalse miinimumi kohal ”org”. Joonisel 7.10 on vasemal funktsioonil lokaalne
maksimum punktis P; ja paremal funktsioonil lokaalne miinimum punktis Ps.

56



Joonis 7.10

)

1,=0

: 120
O : fz

P 1 .PQ

Lokaalsete ekstreemumite tarvilikud ja piisavad tingimused.

Jooniselt 7.10 ndeme, et lokaalse ekstreemumi kohal on kahemuutuja graafiku
puutujad paralleelsed xy-tasandiga. Nii z- kui y-telje suunas liikudes funkt-
sioon ei kasva ega ei kahane. Seega on lokaalse ekstreemumi kohal kahemuutuja
funktsiooni molemad osatuletised vordsed nulliga. Samasugune omadus kehtib
ka kolme- ja enama muutuja funktsioonide korral. Lokaalses ekstreemumis on
koik osatuletised (juhul kui nad eksisteerivad) vordsed nulliga.

Funktsiooni f statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti, kus selle funktsiooni
koik osatuletised vorduvad nulliga. See tdhendab, et statsionaarses punktis P;
kehtivad jargmised vordused:

fo,(P1) = fo,(P1)=...=f, (P1)=0 (ehk grad f(P;) =0).

Saame formuleerida jargmise teoreemi.
Teoreem 7.3 (Lokaalse ekstreemumi tarvilik tingimus). Olgu funkt-

sioonil z = f(P) punktis Py lokaalne ekstreemum ja eksisteerigu osatuletised
vy (P1)s [y (P1)s oo, fo, (Pr). Siis on Py funktsiooni f statsionaarne punkt.

Siiski ei ole statsionaarsed punktid samastatavad lokaalsete ekstreemumitega.
Lokaalne ekstreemum saab esineda ainult statsionaarses punktis, kuid funkt-
sioonil voib olla ka selliseid statsionaarseid punkte, kus lokaalset ekstreemumi
ei ole.
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Joonis 7.11

Py

Niiteks voib tuua joonisel 7.11 kujutatud kahemuutuja funktsiooni. Punk-
tis P, on selle funktsiooni molemad osatuletised vordsed nulliga, st P; on
statsionaarne punkt, kuid lokaalset ekstreemumi seal ei ole. Tegemist on nn
”sadulpunktiga”. Funktsiooni graafik on x-telje sihis kumer ja y-telje sihis
nogus.

Seega tekib kiisimus: milliseid tdiendavaid tingimusi peab rahuldama funkt-
siooni statsionaarne punkt, et seal oleks lokaalne ekstreemum? Lihtsuse mottes
anname sellele kiisimusele vastuse vaid kahemuutuja funktsiooni korral.
Teoreem 7.4 (Lokaalse ekstreemumi piisavad tingimused). Olgu P, ka-
hemuutuja funktsiooni f(x,y) statsionaarne punkt, st

fo(P1) = fy(P1)=0.
Tdhistame:

" :‘ vo(P1) - fry(P1)

v (P1) - £y (P1)

Siis kehtivad jirgmised vdited.

’ = [P f,(P) = [F2,(P]”

1. Kui A > 0 ja fI.(P1) < 0, siis on funktsioonil f punktis Py lokaalne
maksimum.

2. Kui A > 0 ja fI! (Py) > 0, siis on funktsioonil f punktis P, lokaalne
MUNIMUM.

3. Kui A <0, siis ei ole funktsioonil f punktis Py lokaalset ekstreemumi.

Juhul A = 0 jdab kiisimus lokaalse ekstreemums olemasolust punktis Py lahtiseks.
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Niide. Leiame funktsiooni f(z,y) = 2 +y3+3xy—4 statsionaarsed punktid
ja maarame nende liigi. Alustame osatuletiste avaldamisest:

filz,y) =32+ 3y, fi(z,y) =3y + 3a.

Statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb lahendada vorrandisiisteem

322 +3y =0 ??+y =0
2 = 2
y*+3z =0 z + y° = 0.
Esimesest vorandist saame seose y = —z2. Asendades teises vorrandis y-i suu-

rusega —x? tekib jirgmine vérrandi x jaoks: x 4+ x* = 0. Lahendame selle:
r+a2t=0 = z(@E*+1)=0 = 2=0, zo=—1

Funktsioonil on kaks statsionaarset punkti: P; = (0,0) ja P, = (—1,—1).
Statsionaarsete punktide liigi kindlaks tegemiseks tuleb hinnata suurust A =
"oF — ()2, Teist jirku tuletised on

zxtyy zy
ve(T,y) =62, fy (v,y) =6y, f(x,y)=3.
Seega
A = 36xy — 9.

Punkti P, = (0,0) korral on A =36-0-0—9 = —9 < 0. Jarelikult ei ole teoreem
7.4 pohjal selles punktis lokaalset ekstreemumi. Punkti P, = (—1,—1) korral
on A=36-(—1)-(—1) —9 = 27 > 0. Teoreem 7.4 pdhjal on selles punktis
lokaalne ekstreemum. Kuna f/ (—1,—1) = 6-(—1) < 0, on tegemist lokaalse
maksimumiga. Arvutame ka

f(=1,-1) = (-1 + (-=1)* +3-(-1)? —4 = -3.

Seega on maksimumpunkti koordinaadid jargmised: (P, f(P,)) = (—1,—1,-3).

7.12 Kahemuutuja funktsiooni tinglike ja abso-
luutsete ekstreemumite leidmine

Kahemuutuja funktsiooni tinglikud ekstreemumid ja nende leidmine.
Vaatleme niitid tilesannet kahemuutuja funktsiooni z = f(z,y) ekstreemumite
ehk suurima ja vahima vaartuse leidmiseks lisatingimusel

oz, y) =0, (7.74)

kus ¢ on samuti mingi kahemuutuja funktsioon. Vérrand (7.74) méérab teatud
joone zy-tasandil. Lihtsuse mottes eeldame, et joon ¢(z,y) = 0 on kinnine, st
tema alg- ja lopp-punkt iihtivad.

Geomeetriliselt tahendab tingliku ekstreemumiilesande lahendamine pinna
z = f(z,y) madalaima ja kdrgeima punkti leidmist joone p(z,y) = 0 kohal.
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Joonisel 7.12 kujutatud funktsiooni maksimum ja miinimum lisatingimusel
o(z,y) = 0 on vastavalt M ja m.

Joonis 7.12

oz, y) =

Tingliku ekstreemumiilesande lahendamisel saab kasutada selle iilesandega
seotud Lagrange’i funktsiooni. Antud iilesande korral on Lagrange’i funktsioon
jargmine:

F(.’L‘,y, )‘) = f(LIJ, y) + )\(ﬁ(.%‘,y) . (775)

Kordajat A funktsiooni ¢ ees nimetatakse Lagrange’i kordajaks. Tingliku ekst-
reemumiilesande lahendamise saab niiiid taandada Lagrange’i funktsiooni stat-
sionaarsete punktide leidmisele. Nimelt kehtib jargmine teoreem:
Teoreem 7.4. Leidub A € R nii, et funktsiooni f(x,y) ekstreemumid lisatingi-
musel p(x,y) = 0 saavutatakse Lagrange’i funktsiooni F(x,y, \) statsionaarsetes
punktides.

Jarelikult tuleb punkte P = (z,y), kus f saavutab tingliku ekstreemumi,
otsida Lagrange’i funktsiooni F' statsionaarsete punktide hulgast. Funktsiooni
F statsionaarsed punktid on teatavasti sellised kus

Fy(x,y,\) = F,(z,y,\) = 0.

Asendades nendesse vordustesse funktsiooni F' valemi (7.75) pohjal saame jarg-
mised vorrandid:

fo(x,y) + 205 (z,y) = 0, fy(z,y) + Aoy (z,y) = 0. (7.76)
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Uldiselt voib funktsiooni F statsionaarseid punkte (st (7.76) lahendeid) olla
rohkem kui funktsiooni f tinglikke ekstreemumeid. T'6epoolest: miski ei garan-
teeri, et slisteemi (7.76) lahend (x,y) rahuldaks ekstreemumiilesandes noutud
tingimust ¢(x,y) = 0. Seega tuleb (7.76) lahendite hulgast vélja selekteerida
eelkdige sellised mis rahuldavad tingimust ¢(x,y) = 0. Ststeem (7.76) sisaldab
3 tundmatut z,y ja A kuid ainult 2 vorrandit. Lisatundmatu A voimaldabki
meil taiendada stisteemi (7.76) kolmanda vorrandiga ¢(z,y) = 0, viies sellega
tundmatute ja vorrandite arvud omavahel vordseks. Saame jargmise siisteemi:

fo(@y) + A (z,y) = 0
fy(@,y) + Agy(2,y) = 0 (7.77)
p(z,y) = 0.
Tingimusliku ekstreemumiilesande lahendi(te) leidmiseks lahendataksegi 3 x
3 vorrandisiisteem (7.77). Siiski voib ka (7.77) lahendite hulgas olla selliseid,
mis ei ole esialgse ekstreemumiilesande lahendiks. Oigete lahendite véalja selek-

teerimiseks puuduvad iildised eeskirjad. Seda tuleb teha konkreetse tilesande
sisust lahtuvalt.

Niide. Leiame funktsiooni f (x,y) = +y ekstreemumid tingimusel 22 +y* =
1. Ulesande Lagrange’i funktsioon on jargmine:

Flz,y,\) =z +y+ A@® +y* - 1).
Avaldame osatuletised:
Ei(z,y,\) =1+ 2z, Fy(r,y,\) =1+2\y.

Siisteem (7.77) on jargmine:

14+2\z =0
14+2\y =0 (7.78)
2 4+y?=1.

Kahest esimesest vorrandist saame
142\ =142y = 2z =2\y = z=y.
Asendades y-1 z-ga siisteemi (7.78) kolmandas vorrandis arvutame z-i:

1 1
x2—|—y2:1 = 2%=1 = =2 = r=+—.

2 V2

Jarelikult on Lagrange’i funktsiooni statsionaarsed punktid, mis vastavad tingi-
musele 2% + y? = 1, jirgmised:

ne () m ()
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Lopuks tuleb otsustada, millistes leitud punktidest on funktsiooni tinglikud
miinimumid, maksimumid voi ekstreemumid puuduvad. Selleks arvutame funk-
tsiooni vaartused antud punktides:

Funktsiooni z = x + y graafik on ringjoone 22 + y?> = 1 kohal pidev joon,
millel on olemas korgeim ja madalaim punkt. Seega on antud funktsioonil
olemas nii tinglik maksimum kui ka tinglik miinimum. Jarelikult, punktis

P = (f% , 7%) saab olla vaid tinglik miinimum véirtusega —v/2 ja punktis

P, = (% , %) saab olla vaid tinglik maksimum viirtusega v/2. Ulesanne on
lahendatud.

Lopuks olgu mainitud, et kui ¢(z,y) = 0 ei ole kinnine joon (st tema alg-
ja 16pp-punkt on erinevad), voivad tinglikud ekstreemumid esineda lisaks Lag-
range’i funktsiooni statsionaarsetele punktidele ka joone ¢(z,y) = 0 otspunk-
tides. Sellisel juhul tuleb funktsiooni f vé&rtustele mainitud statsionaarsetes
punktides lisada ka funktsiooni vadrtused joone ¢(z,y) = 0 otspunktides ja
neist valja valida suurim ja vahim.

Kahemuutuja funktsiooni absoluutsete ekstreemumite leidmine.
Olgu kahemootmelises kinnises ja tokestatud piirkonnas D antud pidev kahe-
muutuja funktsioon f(x,y). Eesmérgiks on leida selle funktsiooni suurim ja
vahim véartus piirkonnas D. Nagu me teame, sellistel eeldustel funktsiooni
absoluutsed ekstreemumid eksisteerivad. On kaks voimalust.

a) Absoluutne ekstreemum saavutatakse piirkonna D sisepunktis P (nagu P;
joonisel 6.12). Siis on antud absoluutne ekstreemum tihtlasi ka lokaalne
ekstreemum. Teoreem 7.2 pohjal on P funktsiooni f statsionaarne punkt.

b) Absoluutne ekstreemum saavutatakse piirkonna D rajapunktis P (nagu P
joonisel 6.12). Kui piirkonna rajajoon on antud vorrandiga o(z,y) =
0, siis on antud absoluutne ekstreemum iihtlasi ka tinglik ekstreemum
lisatingimusel ¢(x,y) = 0. Teoreem 7.4 pohjal on P Lagrange’i funktsiooni
statsionaarne punkt.

Siit ndhtub, et me voime funktsiooni f absoluutsed ekstreemumid piirkonnas
D leida jargmist eeskirja kasutades.

1. Leiame koik funktsiooni f statsionaarsed punktid piirkonnas D. Olgu need
Py,..., Py

2. Konstrueerime piirkonna D rajajoonele ¢(z,y) = 0 vastava Lagrange’i
funktsiooni Fy(z,y,\) = f(x,y) + Ap(x,y) ja leiame selle statsionaarsed
punktid joonel p(z,y) = 0. Olgu need Q1, ..., Qm.

3. Arvutame funktsiooni vaartused f(P1),..., f(Pn), f(Q1),..., f(Qm). Leia-
me nende hulgast suurima ja vahima. Tulemusena saamegi funktsiooni
suurima ja vahima vaértuse piirkonnas D.
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Ndide. Leiame funktsiooni
flzy) =20 —2"—y* -1

suurima ja vihima viirtuse kinnises ringis D : 22 + y? < 4.
Alustame f statsionaarsete punkide arvutamisest. Selleks avaldame osatule-
tised:

filz,y) =2—-2x, f,(z,y)=—2y.

2-2x=0
{ —2y = 0.
Lahend on z = 1, y = 0. Seega on funktsioonil f iiks statsionaarne punkt
P, = (1,0), mis paikneb ringis D.
Piirkonna D rajajoone vorrand on z? + y2 = 4. Sellele vorrandile vastab
Lagrange’i funktsioon

Lahendame siisteemi

F(z,y,\) =2z — 2% —y? — 1+ \Na? +y* — 4).
Arvutame Lagrange’i funktsiooni osatuletised:
Fi(z,y,\) =2 —2x+2\x, Fj(z,y,)\) = =2y +2\y.
Moodustame siisteem (7.77):

2—2x+2)\r =0
—2y+2\y =0 (7.79)
2?2 +y?=4.

Teisest vorrandist saame
—2y+22y=0 = 2A—-1)y=0 = y=0.
Asetame y = 0 viimasesse vorrandisse. Saame
2?+yP=4 = 2’=4 = z=+2

Muutuja x vaartustele —2 ja 2 vastavad A vadrtused saame arvutada siisteemi
esimesest vorrandist. Need tulevad A = % ja = % (kuigi \ vadrtused iilesande
lahendamise seisukohast enam olulised ei ole). Seega on Lagrange’i funktsioonil
kaks statsionaarset punkti @ = (—2,0) ja Q2 = (2,0), mis paiknevad joonel
2,2 _
¢ +y =4
Arvutame f védrtused saadud kolmes punktis:

f(P) =0, f(Q)=-9, f(Q)=-1

Funktsiooni suurim vaartus on 0 ja vahim vaartus on —9.
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Peatukk 8

Kahekordne integraal

8.1 Kahekordse integraali moiste ja geomeetri-
line sisu

Kahemuutuja funktsiooni integraalsumma.
Olgu D kinnine tokestatud piirkond ruumis R?. Olgu z = f(x,y) piirkonnas D

maééaratud pidev funktsioon. Jaotame piirkonna D n tiikiks ASy, ASs, ..., AS,
(joonis 8.1). Tahistagu AS; samaaegselt nii <-ndat tiikki kui ¢-nda tiki pindala.

Joonis 8.1

Valime igal tiikil AS; ithe punkti P;. Moodustame jargmise summa:

n

Vo = f(P)AS) + f(P)ASy + ...+ f(P)AS, = Y f(P)AS;.  (8.1)

Summat V,, nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks piirkonnas D.
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Kahekordne integraal.
Olgu d; osapiirkonna AS; 1abimo6ot. (Hulga labimodduks nimetatakse selle hulga
kahe punkti vahelist maksimaalset kaugust.) T#histame

en = max{dy;ds;...;ds}.

See tahendab, et e, on osapiirkondade ASi, ASs,...,AS, suurim 1abimoot.
Muudame piirkonna D tiikeldust jarjest peenemaks selliselt, et osapiirkondade
suurim 1abimo6ot e, ldheneb nullile. Kui f on pidev piirkonnas D, siis on in-
tegraalsummal V,, taolises piirprotsessis 1oplik piirvaartus. Seda piirvaartust
nimetatakse funktsiooni f kahekordseks integraaliks piirkonnas D ja tdhistatakse

//f(P)dS véi //f(x,y)dxdy. (8.2)
D D

Seega definitsiooni kohaselt

//f(x,y)dxdy = EETO V, = lim Z;f(Pi)ASi. (8.3)
, -

en—0 4
(2
Piirkonda D nimetatakse integreerimispiirkonnaks.

Suurus dS = dxdy integraali tahises (8.2) on pindala diferentsiaal. Tegemist
on viikese ristkiiliku pindalaga, mille kiiljed on dz ja dy.

Joonis 8.2




Kahekordse integraali geomeetriline sisu.

Olgu f(x,y) pidev mittenegatiivne funktsioon. Vaatleme keha @), mis on iilalt
piiratud pinnaga z = f(z,y), alt tasandiga z = 0 ja kiiljelt silindriga, mille
moodustajad on paralleelsed z-teljega ja juhtjooneks on piirkonna D rajajoon
(joonis 8.2). Eesmirgiks on leida valem keha ) ruumala jaoks.

Tiikeldame piirkonna D tiikkkideks ASy, ASs, ..., AS,, (joonis 8.1). Téhista-
gu AS; samaaegselt nii i-ndat tiikkki kui i-nda tiiki pindala. Vaatleme osa-
piikonna AS; kohal paiknevat keha osa AQ); (joonis 8.2). Keha AQ; korgus
punktis P € AS; vordub f(P)-ga. Kui AS; 1abimoot on véike, siis voib pideva
funktsiooni f(P) lugeda tiikil AS; ligikaudselt konstantseks. Seega, valides
P; € AS;, voime kirjutada

f(P) = f(P;) iga P € AS; korral. (8.4)

Sellest tuleneb, et AQ; on ligikaudselt konstantse korgusega, st ligikaudselt
silinder. Silindri ruumala vordub korguse ja pohja pindala korrutisega. Seega
saame

AQz ruumala =~ f(PZ>ASZ (85)

Summeerides AQ;-de ruumalad tuletame keha @ ruumala ligikaudse valemi:
Q ruumala ~ Y f(P)AS;. (8.6)
i=1

Olgu maérgitud, et valemi (8.6) paremal poolel seisab joonisel 8.3 kujutatud
”treppkeha” Z ruumala.

Joonis 8.3




Paneme téhele, et (8.6) paremal poolel seisev avaldis on tihtlasi funktsiooni
f(P) integraalsumma piirkonnas D. Seega, kui osapiirkondade suurim 1abimoot
€, ldheneb nullile, koondub antud integraalsumma funktsiooni f(z,y) kahe-
kordseks integraaliks [[ f(z,y)dzdy. Teisest kiiljest: mida viiksem on &, seda

D

tapsem on ligikaudne vordus (8.4) ning seetottu on seda tapsem ka ligikaudne
valem (8.6). Kokkuvottes saame piirprotsessis €, — 0 jirgmise tapse ruumala
valemi:

Q@ ruumala = a}ligo;f(Pi)ASi = // f(z,y)dzdy . (8.7)
= D

8.2 Kahekordse integraali omadusi

L £f[f(P)+9(P)}dS = gff(P)dS+£fg(P)d5-
2. [[Cf(P)dS = C [[ f(P)dS, kus C on konstant
D D

Alljargnevate omaduste 3 - 5 pohjendamisel saab kasutada kahekordse integ-
raali geomeetrilist sisu: kui f(P) > 0, siis kahekordne integraal [[ f(P)dS
D

vordub keha @ ruumalaga, mis asub piirkonna D kohal funktsiooni z = f(P)
graafiku all (joonis 8.2).

3. Kui D = Dy U Dy, kusjuures D7 ja Dy ei oma uhiseid sisepunkte, siis

[[ f(P)dS = [[ f(P)dS+ [[ f(P)dS.
D D Ds

Pohjendus. Vaatleme juhtu, kui f(P) > 0. Olgu Q, Q1 ja Q2 kehad, mis
asuvad funktsiooni z = f(P) graafiku all vastavalt piirkondade D, D; ja
Dy peal. Siis

Q ruumala = [[ f(P)dS,
D

Q1 ruumala = [[ f(P)dS ja
Dy

Q2 ruumala = [[ f(P)dS.
D->

Kuna D ja Dy ei oma tihiseid sisepunkte, siis ka (01 ja (J2 ei oma iihiseid
sisepunkte (st 1 ja Q2 voivad vaid teatud osas oma rajast kokku puu-
tuda). Sellest tuleneb, et

@ ruumala = () ruumala + (5 ruumala.
Siit jareldubki omadus 3.
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4. Olgu piirkonna D pindala S. Siis kehtib vordus [[dS = S.
D

Pohjendus. Olgu @ keha, mis asub konstantse funktsiooni f(P) = 1
graafiku all piirkonna D peal. Siis

Q ruumala = [[dS
D

Teisest kiiljest: ) on silinder, mille pohi on D ja korgus on 1. Esitades )
ruumala pohja pindala ja korguse korrutisena saame

@ ruumala = §-1 = S.
Sellest jareldubki omadus 4.

5. Kui f1(P) < f2(P) iga P € D korral, siis

[f f1(P)dS < [[ f2(P)dS.
D D

Péhjendus. Vaatleme juhtu, kui 0 < f1(P) < f2(P). Olgu Q1 ja Q2
kehad, mis asuvad piirkonna D peal vastavalt funktsioonide z = f1(P) ja
z = f(Py) graafikute all. Siis

Q1 ruumala = [[ f1(P)dS ja
D

Q2 ruumala = [[ fo(P)dS.
D

Kuna f;(P) < fo(P), siis Q1 € Qo, millest jareldub, et
@)1 ruumala < () ruumala.
Siit jareldubki omadus 5.

Lopuks formuleerime ilma toestamata keskvaartusteoreemi kahekordse integ-
raali jaoks.

6. Keskvddrtusteoreem: Piirkonnas D leidub vdhemalt iiks punkt A nii, et
kehtib jargmine vordus:

y f(P)dS = f(A) £fd5 = f(A)S.

8.3 Kahekordse integraali teisendamine kaksik-
integraaliks

Uks voimalus kahekordse integraali arvutamiseks on taandada ta kahele jérjesti-
kusele kahekordsele integraalile (so kaksikintegraalile) ning seejérel avaldada vii-
mased Newton-Leibnitzi valemit kasutades. Kéesolevas paragrahvis vaatlemegi
kahekordse integraali teisendamist kaksikintegraaliks.

Kaksikintegraal y-telje suhtes regulaarse piirkonna korral.
Piirkonda D nimetatakse regulaarseks y-telje suhtes, kui iga sirge, mis on pa-
ralleelne y-teljega, 1oikab piirkonna D rajajoont maksimaalselt kahes punktis.
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Kui D on kinnine y-telje suhtes regulaarne piirkond, siis leiduvad arvud
a < b ning funktsioonid ¢;(x) < ps(x) nii, et piirkond D on antud jargmiste
vorratustega:

D: a<z<b, ¢i(z) <y<ox).

Niide y-telje suhtes regulaarse piirkonna kohta on toodud joonisel 8.4. Piir-
kond asub funktsioonide y = ¢1(x) ja y = p2(x) graafikute vahel. Suvaline ver-
tikaalsirge saab piirkonna rajajoont ldigata maksimaalselt kahes punktis. Uks
16ikepunkt asub alumisel rajajoonel y = o1 (x) ja teine l6ikepunkt asub tilemisel
rajajoonel y = @o(x).

Joonis 8.4

Kui D on regulaarne y-telje suhtes, siis on kahekordne integraal le piirkonna
D esitatav jargmise kaksikintegraalina:

[ #ededy = [ b < / (()) f(:ay)dy) o (3.8)

Joonis 8.5

y=¢pa2(x)

y=¢p1(x)

Skemaatiliselt on integreerimist kaksikintegraalis (8.8) kujutatud joonisel
8.5. Vilimises integraalis liigutakse x-ga arvust a arvuni b (horisontaalnool
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joonisel). Kui muutujal  on mingi konkreetne vaartus a ja b vahel, siis liigutakse
sisemises integraalis y-ga arvust ¢; (x) arvuni ps(x) (vertikaalnool joonisel). Sel-
lisel viisil kaetakse litkuva punktiga P = (x,y) kogu piirkond D.

Traditsiooniliselt kirjutatakse kaksikintegraal (8.8) selliselt, et sisemise integ-
raali ja dx kohad on vahetatud, st

[ ety = [ s [p W(()) Fy)dy. (8.9)
D

Kaksikintegraal z-telje suhtes regulaarse piirkonna korral.

Piirkonda D nimetatakse requlaarseks x-telje suhtes, kui iga sirge, mis on pa-

ralleelne x-teljega, 16ikab piirkonna D rajajoont maksimaalselt kahes punktis.
Kui D on kinnine x-telje suhtes regulaarne piirkond, siis leiduvad arvud

¢ < d ning funktsioonid 1 (y) < 2(y) nii, et piirkond D on antud jargmiste

vorratustega:

D: c<y<d, Yi(y) <z <va(y).

Néide z-telje suhtes regulaarse piirkonna kohta on toodud joonisel 8.6. Piir-
kond asub funktsioonide x = ¥1(y) ja * = 1¥2(y) graafikute vahel. Suvaline
horisontaalsirge saab piirkonna rajajoont loigata maksimaalselt kahes punktis.
Uks I6ikepunkt asub vasakpoolsel rajajoonel x = 1)1 (y) ja teine 16ikepunkt asub
parempoolsel rajajoonel x = 15 (y).

Joonis 8.6

Kui D on regulaarne z-telje suhtes, siis on kahekordne integraal tle piirkonna
D esitatav jargmise kaksikintegraalina:

//f(x,y)dxdy _ /Cd (/jj(?) f(x,y)dx) dy. (8.10)
D 1y
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Vahetades sisemise integraali ja dy kohad saab selle valemi kirjutada ka nii:

//f(x,y)d:cdy _ /Cddy/w:j)f(x,y)dx. (8.11)
A 1

Integreerimist kaksikintegraalile (8.10) on skemaatiliselt ndidatud joonisel
8.7. Valimises integraalis liigutakse y-ga arvust ¢ arvuni d (vertikaalnool joonisel).
Kui muutujal y on mingi konkreetne vaartus c ja d vahel, siis liigutakse sisemises
integraalis a-ga arvust 11 (y) arvuni ¥»(y) (horisontaalnool joonisel).

Joonis 8.7
1’:1111(?7’
y ,,,,,,,,,
I

Uldjuht. Niited.
Kui piirkond on regulaarne nii x- kui ka y-telje suhtes, siis nimetatakse seda
piirkonda regulaarseks.

Regulaarsed piirkonnad on néiiteks ringid, ellipsid, hulknurgad jne. Olgu
maérgitud, et joonisel 8.4 kujutatud piirkond ei ole regulaarne, sest tal puudub
regulaarsus x-telje suhtes. Leiduvad x-teljega paralleelsed sirged, mis loikavad
selle piirkonna rajajoont rohkemas kui kahes punktis (joonis 8.8 vasakul). Samuti
ei ole regulaarne joonisel 8.6 kujutatud piirkond, sest tal puudub regulaarsus y-
telje suhtes. Leiduvad y-teljega paralleelsed sirged, mis loikavad selle piirkonna
rajajoont rohkemas kui kahes punktis (joonis 8.8 paremal).
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Yy Joonis 8.8

y=wp2(z)

y=p1(x)

a b x x

Kui piirkond D on regulaarne, siis saab kahekordse integraali arvutamisel
kasutada nii valemit (8.9) kui ka valemit (8.11).

Natuke keerulisem on olukord siis, kui piirkond D ei ole regulaarne kummagi
telje suhtes (nagu naiteks joonisel 8.9).

Joonis 8.9

Piirkonna, mis ei ole regulaarne kummagi telje suhtes, saab tikeldada alam-
piirkondadeks, mis on regulaarsed mingi telje suhtes. Integraal iile piirkonna D
avaldub siis summana integraalidest iile mainitud alampiirkondade. Viimaste
jaoks saab juba kasutada valemeid (8.9) ja (8.11).

Niéiteks on joonisel 8.9 kujutatud piirkond tiikeldatav kaheks y-telje suhtes
regulaarseks alampiirkonnaks moédda joonisel toodud punktiirjoont.

Lahendame moned naiteiilesanded.
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Niide 1. Arvutame funktsiooni f(z,y) = 22y integraali iile piirkonna D, mis
on piiratud joontega y = 4 — 22 ja y = % (4 — xg). Et taandada see integraal

kaksikintegraalile, tuleb mé&arata viimase rajad. Selleks teeme joonise:

Joonis 8.10

'l

Jooniselt ndeme, et D on y-telje suhtes regulaarne piirkond, mis on kirjeldatav
jargmiste vorratustega:

D:-2<x<2, (4—x2)§y§4—x2.

2 4—2?
I = //:Udexdy = / dx/ 2y dy.
5 -2 1(4—22)

Koigepealt arvutame sisemise integraali y suhtes. Muutuja y suhtes integreeri-
misel kisitatakse teisi muutujaid konstantidena. Seega x? on konstantne kor-
daja, mille voib sisemise integraali alt vilja tuua. Saame

42 42 y2 4
/ 2?ydy = x2/ ydy = 2=
1a-a2) 1a-a2) 2

N |

Seega

Lopuks arvutame vélimise integraali:

2 3 5 7
3 3 | 16x 8x T

I= Z (1622 -8z + 2% dx = = et

/_28[30 o+t de 8[3 5+7}_2
3 ([16-2° 8~25+27 16 - (—2)3 8~(—2)5+(—2)7 B
8 3 5 7 3 5 7 N
_ 12
35
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Niide 2. Ulesanne on sénastatud jargmiselt: muuta integreerimise jarjekorda

kaksikintegraalis
2 4—2?
I :/ dx/ f(z,y)dy.
—2 1 (4—22)

Integreerimispiirkond on sama, mis eelmises néites, so joonisel 8.10 kujutatud
hulk. Ulesande lahendamist komplitseerib see, et antud piirkond ei ole regu-
laarne z-telje suhtes. Seega tuleb ta sobival viisil tiikeldada, et saaks moodus-
tada noutavad kaksikintegraalid. Tiikeldame piirkonna D joonisel 8.11 naidatud
punktiirjoonega korgusel 2.

Joonis 8.11

Sellega jaotub integreerimispiirkond kolmeks z-telje suhtes regulaarseks alam-
piirkonnaks: D;, Dy ja D3. Kuna sisemised integraalid tuleb kirja panna muu-
tuja x suhtes, peame me lahendama piirkonna D rajajoonte vorrandid x suhtes.
Piirkonna D iilemise rajajoone vérrand on y = 4—22. Lahendame selle z suhtes.
Saame kaks lahendit:

rT=—4—y ja = =+4—y.

Seejuures © = —+/4 — y on iilemise raja vasakpoolne (so y-teljest vasakul asuv)

osa ja x = /4 —y on iilemise parempoolne (so y-teljest paremal asuv) osa.

Alumise rajajoone vorrand on y = 2 (4 — 352). Sellel on muutuja x suhtes

2
samuti kaks lahendit:
T =—\4-2y ja x = +/4-2y.

Jallegi x = —y/4 — 2y ja x = /4 — 2y on vastavalt alumise raja vasak- ja parem-
poolne osa. Niiiid on skemaatiliselt voimalik kirjeldada integreerimist jargmiselt
(vt seda ka jooniselt):

hulgas D; muutub y rajades 0 kuni 2 ja x rajades —y/4 — y kuni —/4 — 2y
hulgas Dy muutub y rajades 0 kuni 2 ja x rajades /4 — 2y kuni /4 — y
hulgas D3 muutub y rajades 2 kuni 4 ja x rajades —y/4 — y kuni /4 — y.
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Seega on iilesande lahend

2 VT2 Nz=
I =/ dy V f(a?,y)der/ f(z,y)dx
0 — iy Vi=Zy

4 Vi—y
+/ dy/ f(z,y)dx.
2 —Visy

Ndide 3. Arvutame integraali

z 1
I= /2 xdx/ y cos(zy?)dy.
0 0

Alustame sisemisest integraalist fol y cos(xy?)dy. Teeme muutuja vahetuse u =

xy?. Siis du = 2xydy (x on selle integraali juures konstant!). Alumises rajas

y=0 = u =0 jailemises rajas y =1 = u = z. Seega

1 1 T
1 1
/0 y cos(zy?)dy = %/0 cos(xy?) - 2xydy = %/0 cosudu =

u=r
= —SsImu

2z

1
=9 [sinz —sin0] = %sinx.

u=0

Lopuks arvutame ka vélimise integraali:

El 1 {
2

2 1 1 (% 1
I:/ zdr - —sinxy = f/ sinxdr = ——=cosx
0 2 Jo 2 0

s 0} _ 1
o7 cos cos0| = 5"

2

8.4 Ruumala arvutamine kahekordse integraali
abil

Olgu antud funktsioon f(x,y) > 0. Vaatleme joonisel 8.2 kujutatud pinna
z = f(x,y) ja tasandi z = 0 vahel paiknevat keha ). Nagu négime §8.1,
avaldub selle keha ruumala valemiga

V= //f(x,y)dmdy. (8.12)
D

Jargnevalt késitleme pisut teistsugust juhtu. Vaatleme keha @, mis on alt
piiratud pinnaga z = f1(z,y) ja iilalt pinnaga z = fa(x,y) (joonis 8.12).
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Joonis 8.12

Olgu @ projektsioon zy-tasandile tdhistatud D-ga. Meid huvitab @) ruumala.
Niitame, et @@ ruumala saab esitada fo ja f; vahe integraalina, st

V= é / Falary) — fi(2y)) dedy. (8.13)

Valemi (8.13) tdestamiseks nihutame @ iilespoole tasandit z = 0. Selleks leiame
sellise positiivse arvu C, mille korral kehtib vorratus fi(z,y) + C > 0 ja defi-
neerime funktsioonid

g1(z,y) = fi(z,y) + C ning ga(z,y) = fa(z,y) + C.

Olgu @ pindade z = ¢1(z,y) ja z = ga2(z,y) vahel paiknev keha. Ténu C
sobivale valikule asetseb keha @ tasandi z = 0 peal (joonis 8.12). Margime, et
juhul kui @ asetseb juba tasandi z = 0 peal, siis ei ole taolist nihutamise
operatsiooni vaja teha, st votame C' = 0 ja é =Q.

_ Kehade @ ja Q ruumalad on vordsed. Jarelikult tuleb V' leidmiseks arvutada
Q@ ruumala. Kuna pinnad z = g1 (z,y) ja z = g2(x, y) asetsevad iilalpool tasandit
z = 0, siis voib keha é ruumala arvutada selliselt, et lahutame pinna z = go(z, y)
ja tasandi z = 0 vahele jaava silindri ruumalast pinna z = g;(x,y) ja tasandi
z = 0 vahele jddva silindri ruumala. Kuna valemi (8.12) pdhjal vordub z =
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g2(x,y) ja z = 0 vahele jadva silindri ruumala integraaliga [[ g2(z,y)dzdy ning
D
z = g1(x,y) ja z = 0 vahele jadva silindri ruumala integraaliga [[ g1(z, y)dzdy,
D

siis V = gf lg2(z,9) — g1(z, y)] dezdy. Lopuks arvutame
V= [ [lete0) - sl drdy = [ [ 1ate9) + € = fiwg) - oy
D D

~ [[15aw) - i)y
D
Olemegi toestanud valemi (8.13).

8.5 Muutujate vahetus kahekordse integraali all.
Integreerimine polaarkoordinaatides

Muutujate vahetus iildjuhul.
Vaatleme kahekordset integraali [[ f(z,y)dzdy. Valime kaks funktsiooni
D

u=u(z,y) ja v=v(z,y),

mis on méadratud piirkonnas D. Eesmargiks on sooritada vaadeldava integraali
all muutujate vahetus, st asendada integreerimine muutujate x ja y jargi integ-
reerimisega muutujate u ja v jargi.

Funktsioonid u ja v seavad igale punktile P = (z,y) hulgast D vastavusse
ithe kindla punkti P’ = (u(m,y),v(w,y)) uv-tasandil. Kui P jookseb 1adbi kogu
piirkonna D, siis kujutispunkt P’ kujundab wuv-tasandil teatud piirkonna D’
(joonis 8.13).

Joonis 8.13

u=u(z,y)
v=v(x,y)

Olgu taidetud jargmised tingimused:
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1. Eeldame, et punkt P on tiheselt taastatav punkti P’ pohjal, st iga P’ € D’
korral leidub iiks ja ainult iiks P € D nii, et P’ on P kujutiseks. Sellisel
juhul eksisteerib poordteisendus, mis seab igale punktile P’ = (u,v) €
D’ vastavusse parajasti ihe punkti P = (x,y) € D. Seda teisendust
médravad kaks funktsiooni: funktsioon, mis seab arvupaarile u,v vas-
tavusse punkti P esimese koordinaadi = ja funktsioon, mis seab arvupaa-
rile u, v vastavusse punkti P teise koordinaadi y. Olgu need funktsioonid
tahistatud jargmiselt:

r=z(u,v) ja y=uyu,v).

2. Olgu nimetatud poordteisendust méadravatel funktsioonidel z(u, v) ja y(u, v)
olemas osatuletised z,, x}, y., ja vy, terves piirkonnas D’.

Kui on taidetud tingimused 1 ja 2, siis kehtib jargmine muutuja vahetuse valem:
[ t@dady = [ [ £otw o) v o) i o) dude, (1)
D D’

kus J(u,v) on nn funktsionaaldeterminant e jakobiaan, mis avaldub x ja y osa-
tuletiste kaudu jargmiselt:

(8.15)

Integreerimine polaarkoordinaatides.
Olgu A = (a,b) fikseeritud punkt zy-tasandil. Tuletame meelde (vt §6.1), et
punkti P = (x,y) polaarkoordinaadid punkti A suhtes on arvupaar g ja ¢, kus
o on P ja A vaheline kaugus ja ¢ on nurk, mis tekib liikumisel z-telje suunaliselt
vektorilt vektorile AP vastupédeva. Ristkoordinaadid avalduvad polaarkoordi-
naatide kaudu valemitega (6.2).

Vaatleme niiiid ristkoordinaatides = ja y antud kahekordse integraali

/D [ @ ydody

teisendamist polaarkoordinaatidesse g ja . Olgu hulgas D paiknevatele punk-
tidele P = (x,y) vastavate polaarkoordinaatide hulk D’. Muutujate vahetuse
teostamiseks peame me arvutama jakobiaani J(p, ). Kasutades avaldisi (6.2)
saame

ry,(0,0) zl,(0: ) cosp —psing

yp(0:9)  y,(0,¢) sinp  ocosy

= Qcos2<p—|—gsin2<p = 0.
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Valemis (vt (8.14)) esineb jakobiaani absoluutvédrtus. Kuna polaarkaugus o
on mittenegatiivne, siis |J(o, )| = |o| = o. Jarelikult on soovitud muutuja
vahetuse valem jérgmine:

é/f(x,y)dxdy = é/f(a—l—Qcos<p,b+gsingp)gdgdgp. (8.16)

Ndide. Arvutame integraali

2 2
7 /(/’ngﬁgiﬁi,dzdy
X
D

iile piirkonna D, mis on méiiratud vorratustegay <z, y > 0jal < 22 +92 < 4.
Teeme joonise:

y Joonis 8.14
1. '

P\
el

Kasutame polaarkoordinaate koordinaatide alguspunkti O suhtes. Sellisel juhul
muutub hulgas D paikneva punkti P = (z, y) polaarkaugus g piirides 1 kuni 2 ja
polaarnurk ¢ piirides 0 kuni 7. Jarelikult on hulgas D paiknevatele punktidele
P = (z,y) vastav polaarkoordinaatide hulk jargmine ristkiilik:

D':1<e<2, 0<p<t
See tahendab, et muutujate vahetusega me teisendame kahekordse integraali iile
piirkonna D kahekordseks integraaliks iile ristkiiliku. Viimast on véga lihtne

kaksikintegraalina kirja panna: rajad on ju konstantsed. Integraalialuse funk-
tsiooni esitamisel uutes muutujates ¢ ja ¢ kasutada valemeid (6.3). Vastavalt

neile valemitele
yvz?+y?

T

= Q2 tan p.
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Seega (8.16) pohjal

= 2
4
I = //QQtanwdesa =/ d@/ 0® tan ¢ do.
0 1
D/

Arvutame sisemise integraali:

4

2 2 =2
3 _ 35 0|
o’ tanp dp = tan g 0 dg—tangoz
1 1

o=1

Jaab veel arvutada valimine integraal

115 15 (7 si
I:/ —tanpdy = — Sm(pd(p
o 4 4 Jo cose

Kasutame asendust ¢ = cos ¢. Siis dt = —sinpdp ja ¢ =0 korral t = cos0 =1

T

ning ¢ = 7 korral £ = cos 7 % Seega

™ 1

1 1 §i 1 vz 1

(LA TR
4 Jy cose 4 /; t 4

1
\/5_
1

:*E {lnllnl] :—Elni = Eln\@.
1| 472 4

Ulesanne on lahendatud.

8.6 Tasandilise kujundi mass ja masskese

Tasandilise kujundi pindtihedus.

Olgu tasandiline piirkond D kaetud mingi ainega, mis paikneb ebaiihtlaselt sellel
piirkonnal. Vaatleme suvalist piirkonna D osapiirkonda AS. Tahistame AS-i
pindala samuti AS-iga. Olgu AS-i mass Am. Suhet

Am
Yas = TS

nimetatakse aine keskmiseks pindtiheduseks osapiirkonnas AS. Osapiirkonna
AS mass avaldub keskmise pindtiheduse ja pindala kaudu jargmiselt:

Am = y,,AS.

Oletame, et osapiirkond AS kahaneb tombudes kokku punktiks P. Vaatleme
aine keskmise pindtiheduse 7y, piirvaartust selles protsessis. Tegemist on suu-
rusega, mis soltub punkti P asukohast, st on kahemuutuja funktsioon. T&hista-
me selle funktsiooni y-ga. Seega



Suurust v(P) nimetatakse aine pindtiheduseks punktis P.
Tasandilise kujundi mass.
Pistitame jargmise iilesande. Olgu antud aine pindtihedus ~(P) kogu piir-
konnas D, kusjuures eeldame, et v on pidev. Méarata tuleb piirkonnas D sisal-
duva aine mass m.

Ulesande lahendamiseks jaotame piirkonna D osapiirkondadeks

ASy, ASy, ..., AS,

ja valime igas osapiirkonnas AS; {ihe punkti P; (vt joonist 8.1). Tahistagu AS;
samaaegselt nii i-ndat tiikkki kui ¢-nda tiiki pindala. Olgu AS; mass Am;. Kui
osapiirkond AS; on viike, siis v6ib aine pindtiheduse AS; peal lugeda ligikaud-
selt konstantseks ja vordseks arvuga v(P;). Jarelikult

Summeerides saame D massi ligikaudse valemi
m ~ Y y(P)AS;. (8.17)
i=1

Valem (8.17) on seda tdpsem, mida peenem on piirkonna D jaotus. Tei-
sest kiiljest: valemi (8.17) paremal poolel seisab funktsiooni v integraalsumma.
Jarelikult, kui osapiirkondade suurim 1dbimoét e,, 1aheneb nullile, saame kahe-
kordse integraali definitsiooni pohjal valemist (8.17) jargmise tdpse massi valemi:

m = EEQOZZ:;W(PZ-)ASZ- = é / v(P)dS . (8.18)

Masspunktide siisteemi masskese.
Olgu zy-tasandil antud n masspunkti

Pl = (Z‘l,yl), P2 = (l‘g,yg),...,Pn = (xnayn)

massidega my, ma,...,m,. Mehaanikast on teada, et taolise masspunktide
slisteemi masskeskme P. = (x.,y.) koordinaadid avalduvad valemitega

3

n
szml 2. Yimi
e =" yo=5L (8.19)
> my
1=1

Tasandilise kujundi masskese.

Vaatleme jargmist tilesannet. Olgu antud tasandiline materiaalne kujund D pi-
deva pindtihedusega v(P). Méaarata tuleb kujundi D masskeskme P. = (¢, y.)
koordinaadid.
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Ulesande lahendamiseks jaotame piirkonna D osapiirkondadeks
ASy, ASy, ..., AS,

ja valime igas osapiirkonnas AS; tihe punkti P; = (x;,y;) (joonis 8.1). Tahistagu
AS; jélle samaaegselt nii i-ndat tiikki kui i-nda tiiki pindala ning tiiki AS; mass
olgu Am,;. Eelnevalt nigime, et viikese osapiirkonna AS; korral

Asendame materiaalse pinnatiiki AS; punkti P, kontsentreeritud masspunk-
tiga, mille mass on Am;. (Piltlikult véljendudes: likkame pinnatikil AS;
paikneva aine kokku punkti P;.) Tehes sellise operatsiooni kéigi osapiirkon-
dadega ASy,ASs, ..., AS,, saame n masspunktist P, P, ..., P, koosneva siis-
teemi massidega Amgy, Ams,...,Am,. Valemite (8.19) pohjal avalduvad selle
stisteemi masskeskme P, = (Zcn, Yen) koordinaadid jargmiselt:

3

n

x;Am; > yiAm;
_ =1 _ a=1
Ten = —F Yen = n
i=1 i=1

Kui osapiirkonnad ASy, ASs, ..., AS,, on viikesed langeb D masskese P, ligikaud-

selt kokku masspunktide siisteemi Py, P, ..., P, masskeskmega P.,. Seega
Z i Am; Y Amy
7. =1 Ve R i=1
i=1 i=1
Asendades siia Am,; valemi (8.20) pohjal saame
n n
Z ;v (P;)AS; Z yiy(Pi)AS;
e~ Sl oy e = (8.21)
;’Y(Pi)ASi ;7(Pi)ASz

Valemid (8.21) on seda tipsemad, mida peenem on D tiikeldus, st neis
valemites tekib tdpne vordus, kui osapiirkondade suurim 1dbimoot e,, 1aheneb
nullile. Peale selle paneme tédhele, et valemite (8.21) nimetajates on funktsiooni
~v(z,y) integraalsumma ning lugejates on vastavalt funktsioonide zvy(z,y) ja
yy(z,y) integraalsummad. Jarelikult, kahekordse integraali definitsiooni pohjal

iy (P)AS; [ ay(z,y)dzdy
1 D
= , (8.22)
(P)AS, 1f>f v(@,y)dzdy

. =3
T, = lim
en—0

12|10 T

yiy(P)AS;  [[yy(z,y)dady
7 D

(8.23)

Yo = lim
en—0

1’7(Pi)ASi - ng(%y)dxdy'

.
Il
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Peatukk 9

Kolmekordne integraal

9.1 Kolmekordse integraali moiste. Ruumilise
keha massi arvutamine

Kolmemuutuja funktsiooni integraalsumma ja kolmekordne integraal.
Olgu V kinnine tokestatud piirkond ruumis R3. Olgu u = f(x,y, z) piirkonnas
V maéaratud pidev funktsioon. Jaotame piirkonna V' n tiikiks

AVy, AV, ..., AV,

Tahistagu AV; samaaegselt nii i-ndat tiikki kui i-nda tiiki ruumala.
Valime igal tiikil AV; {ihe punkti P;. Moodustame jargmise summa:

on = f(P)AVI + f(P)AVa+ ...+ f(P)AV, = Y f(P)AV;.  (9.1)
=1

Summat o, nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks piirkonnas V.
Olgu d; osapiirkonna AV; 1a4bimo6ot. Téhistame:
en = max{dy;ds;...;dy},

so €, on osapiirkondade AVy, AV, ..., AV, suurim ld4bimoot. Muudame piir-
konna V tiikeldust jarjest peenemaks selliselt, et osapiirkondade suurim 14bimoot
€ ldheneb nullile. Kui f on pidev piirkonnas V, siis on integraalsummal o,
taolises piirprotsessis 16plik piirvdartus. Seda piirvaartust nimetatakse funkt-
siooni f kolmekordseks integraaliks piirkonnas V ja téhistatakse

/// fFp)yav. voi ///f(%y,z)dxdydz. (9.2)

Seega definitsiooni kohaselt

en—0

///f(x,y,z)dxdydz = E{igloan = lim z;f(Pi)AVi. (9.3)
7 -
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Piirkonda V' nimetatakse integreerimispiirkonnaks.

Suurus dV = dzdydz integraali tdhises (9.2) on ruumala diferentsiaal. Tege-
mist on vaikese risttahuka ruumalaga, mille servad on dzx, dy ja dz.
Keha ruumtihedus.
Olgu V ebaiihtlase tihedusega materiaalne keha. Vaatleme suvalist osapiirkonda
AV kehas V. Olgu AV ruumala samuti AV. Tahistame AV massi Am-iga.

Suhe
Am

Oav = TV
vordub aine keskmise ruumtihedusega osapiirkonnas AV. Osapiirkonna AV
mass vordub keskmise ruumtiheduse ja ruumala korrutisega, st Am = o, AV.
Oletame, et osapiirkond AV kahaneb tombudes kokku punktiks P. Aine
keskmise ruumtiheduse o, piirvdartus selles protsessis annab aine ruumtihe-
duse punktis P. Téhistades ruumtiheduse punktis P o(P)-ga saame valemi

. Am
o(P) = Alll/n—l>0 AV’

Ruumilise keha massi arvutamine.
Vaatleme jargmist iilesannet: leida etteantud pideva ruumtiheduse o(P) pdhjal
keha V mass m.

Ulesande lahendamiseks jaotame V osapiirkondadeks

AVi, AVs,..., AV,

ja valime igas osapiirkonnas AV} ithe punkti P;. Tahistagu AV, samaaegselt nii
i-ndat tiikki kui i-nda tiiki ruumala. Olgu AV, mass Am,;. Kui tiikk AV; on
viike, siis voib aine ruumtiheduse selles tiikis lugeda ligikaudselt konstantseks
ja vordseks arvuga o(P;). Jarelikult

Summeerides korrutised o(P;)AV; saame keha V ligikaudse massi

n

m o~ Y o(P)AV;. (9.4)

i=1

Valem (9.4) on seda tdpsem, mida peenem on V tiikeldus. Teisest kiiljest:
valemi (9.4) paremal poolel seisab funktsiooni g integraalsumma. Jérelikult, kui
osapiirkondade suurim ldbimoot €, laheneb nullile, siis kolmekordse integraali
definitsiooni kohaselt saame valemist (9.4) jargmise tapse massi valemi:

n

m = EE%Z o(P)AV; = /// o(P)dV . (9.5)

i=1
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9.2 Kolmekordse integraali omadusi
1. fff v = ffff dV+fJfg(P)dV

2. f‘[f Cf(P)dV = C’f‘[f f(P)dV, kus C on konstant.

Jargnevate omaduste 3 - 5 pohjendamisel saame kasutada eelmises para-
grahvis kirjeldatud kolmekordse integraali fiilisikalist sisu: keha V' mass avaldub
valemiga m = f [[ o(P)dV, kus o(P) on ruumtihedus.

3. Kui V =V} UV,, kusjuures Vi ja Vs ei oma tihiseid sisepunkte, siis
JIJfP)av = [[[ f(P)aV + [[[ f(P)dV
1% Vi Va

Pohjendus. Toestame omaduse juhul, kui f on aine ruumtihedus piirkon-
nas V, so f(P) = o(P). Siis

V mass :ffo(P av

Vlmass_fffg )dV ja

ngassffvffg

2
Hulgad V; ja V3 ei oma iihiseid sisepunkte (st V; ja Va2 voivad vaid teatud
osas oma rajast kokku puutuda). Sellest tuleneb, et

V mass = V; mass + V5 mass.
Siit jareldubki omadus 3 funktsiooniga f = p.

4. Olgu piirkonna V' ruumala V. Siis kehtib vordus [[[dV = V
1%

Péhjendus. Olgu V' keha, mille ruumtihedus on konstantne ja vordne
arvuga 1, so o(P) = 1. Siis vastavalt valemile (9.5) kehtib vordus

V mass = [[[dV.

Teisest kiiljest: kui o(P) = 1, siis on mass arvuliselt vordne ruumalaga, st
V mass = V.
Siit jareldubki omadus 4.

5. Kui f1(P) < fo(P) iga P € V korral, siis

ffffl )V < ffffz

Pohjendus. Tdestame omaduse jéallegi juhul, kui f; = 01 ja fo = 02 on aine
ruumtihedused. Téapsemalt: vaatleme kahte samas piirkonnas piirkonnas
V paiknevat keha: esimese keha W; ruumtihedus olgu g1 (P) ja teise keha
W5 ruumtihedus olgu g2(P). Eeldame, et 01(P) < p2(P) iga P € V
korral. Vastavalt valemile (9.5) kehtivad vordused
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Wi mass = [[[ 01(P)dV ja
4
W5 mass = f‘{f 02(P)dV .

Kuna g1 (P) < g2(P), siis on keha W kergem kui keha W, st
W1 mass < W5 mass.
Siit jareldubki omadus 5 funktsioonidega f; = 01 ja fo = 02.

Lopuks formuleerime ilma téestamata keskvadrtusteoreemi kolmekordse integ-
raali jaoks.

6. Keskvddrtusteoreem: Piirkonnas V' leidub vihemalt iiks punkt A nii, et
kehtib vordus

HT D)V = fA) ] dV = f(A)V .

9.3 Kolmekordse integraali esitamine kolmikin-
tegraalina

Teatud eeldustel integreerimispiirkonna kohta saab kolmekordse integraali teisen-
dada kolmikintegraaliks ehk kolmeks jarjestikuseks médratud integraaliks. Sel-
lisel juhul taandub kolmekordse integraali arvutamine méaratud integraalide
arvutamisele.

Eeldame integreerimispiirkonna V' kohta jargmist:

1. Piirkond V' on alt piiratud pinnaga z = wi(z,y) ja ilalt pinnaga z =
wg(m,y).

2. Piirkonna V' projektsioon zy-tasandile on regulaarne kas y- voi z-telje
suhtes.

Tahistame V projektsiooni zy-tasandile tahega D.

Vaatleme koigepealt juhtu, kui D on regulaarne y-telje suhtes. Siis leidu-
vad arvud a < b ja funktsioonid ¢;(x) < @o(x) nii, et piirkond D on antud
vorratustega

D: a<z<b, pi(z) <y < ga(x).
Jarelikult, arvestades eeldust 1, on piirkond V' antud jargmiste vorratustega:
Vi a<z<b, pi(z) <y<pa(z), wilz,y) <z <waz,y)

(vt joonis 9.1). Antud juhul saab kolmekordse integraali iile piirkonna V esitada
kolmikintegraalina jargmiselt:

b ®2(z) w2 (z,y)
/// f(z,y, z)dzdydz = / d:r:/ dy/ fz,y,2)dz. (9.6)
o a e1(x) wi(z,y)
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Joonis 9.1

Integreerimist kolmikintegraalis (9.6) on skemaatiliselt kirjeldatud joonisel
9.2. Valimises integraalis liigutakse z-ga arvust a arvuni b. Kui muutujal =
on mingi konkreetne vaartus a ja b vahel, siis liigutakse keskmises integraalis
y-ga arvust ¢1(z) arvuni o(z). Kui ka y-1 on mingi konkreetne vadrtus oq(x)
ja po(x) vahel, siis liigutakse sisemises integraalis z-ga arvust wj(z,y) arvuni

wg(l’,y)~

Joonis 9.2
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Teiseks vaatleme juhtu, kui D on regulaarne z-telje suhtes. Siis leiduvad
arvud ¢ < d ja funktsioonid 1 (y) < 12(y) nii, et piirkond D on antud vorratus-
tega

D : nggda ¢1(y)§$§¢2(y)a
Sellest jareldub, et V' on méiratud vorratustega
Vo cSySdawl(y)ngwZ(y)awl(x>y)§2§w2(x7y)

Sellisel juhul saab kolmekordse integraali {ile piirkonna V esitada kolmikinteg-
raalina jargmiselt:

d P2 (y) wa(,y)
/// f(z,y, z)dedydz = / dy/ d;v/ flz,y,2)dz. (9.7)
“ c 1(y) wi(z,y)

Kui D on regulaarne nii  kui y-telje suhtes, siis saab kasutada molemaid
valemeid (9.6) ja (9.7).

Niide 1. Arvutada kolmekordne integraal I = [[[ zyz dzdydz iile piirkonna
1%

V', mis on antud vorratustega
V:0<z<1l, 0<x<y, 0<z<zy.

Moodustame kolmikintegraali vastavalt valemile (9.6):

1 x Ty
I = / dm/ dy/ ryzdz.
0 0 0

Koigepealt arvutame sisemise integraali. Kuna seal integreeritakse muutuja z
jargi, siis kasitatakse iilejddnud muutujaid z ja y konstantidena. Seega

*y Yy 2 z=z 2 02 3
0 0

- 2 2 2
Jargnevalt arvutame keskmise integraali. Kuna seal integreeritakse y-i jargi, on
x konstant. Saame

x(xy)3 x3 T 3 $3y4
dy = = dy = =Y
/O 2 YT /0 ST 5y

Lopuks jaab veel leida vdlimine integraal:

1.7 1 8
T 1 z° |t 1
/0 8 o 8/0 rar 6410 64

Ndide 2. Arvutada integraal

2 zlu T
I = / dy/ dm/ cos(yz)dz.
1 0 —x
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Alustame sisemisest integraalist, mis on muutuja z jargi. Seal on = ja y kons-
tandid. Seega

Z=x 1

= [sin(yx) — sin(—yzx)] = %sin(yx).

£ 1
/ cos(yz)dz = —sin(yz)
Y

—x

Keskmise integraali arvutamisel on y konstant. Seega

2y 2 2 (2 2 1 =2
/ —sin(yz)dzr = f/ sin(yz)de = —= - = cos(yz)| =
o Y Y Jo y 'y 0

2 2 2
= —? [cos (yiy) —cos(y-O)} = —y—2 {cosg —COSO} = —.

Lopuks arvutame valimise integraali:

2 2
2 d 12 1 1
1Y 1Y yh 2 1

Ulesanne on lahendatud.

9.4 Muutujate vahetus kolmekordse integraali
all

Vaatleme kolmekordset integraali

/V// f(z,y, 2)dzdydz.

Valime kolm funktsiooni
U:U(.f,y,Z), U:U(.’I},y,Z) ja’ w:w($,y7z)7

mis on madratud piirkonnas V. Eesmargiks on teostada integraali all muutujate
vahetus, mille tulemusena integreerimine muutujate x, y ja z suhtes asendub
integreerimisega muutujate u, v ja w suhtes.

Valitud kolm funktsiooni seavad igale punktile P = (x,y, z) hulgast V vas-
tavusse tihe kindla punkti P’ = (u,v,w). Kui P jookseb libi kogu piirkonna V,
siis kujutispunkt P’ kujundab teatud ruumilise piirkonna V' (joonis 9.3).
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Joonis 9.3

Kehtigu jargmised tingimused:

1. Eeldame, et P on iiheselt taastatav P’ pohjal, st iga P’ € V' korral lei-
dub {iiks ja ainult itks P € V nii, et P’ on P kujutiseks. Siis eksisteerib
poordteisendus, mis seab igale punktile P’ = (u,v,w) € V' vastavusse
parajasti iihe punkti P = (z,y, z) € V. Selle poordteisendusega on seotud
kolm funktsiooni

z=z(u,v,w), y=yluv,w) ja z=z(u,vw).

2. Olgu funktsioonidel z(u,v,w), y(u,v,w) ja z(u,v,w) olemas osatuletised

/ / / / / / !/ 3 ! 33 !/
Ty Toyr Lops Yo Yoo Yws Zu» 2y Ja& 2y, terves piirkonnas V7.

Kui on taidetud tingimused 1 ja 2, siis kehtib jargmine muutuja vahetuse valem:

///f(x’yﬁz)dxdydz -
v

_ ///f[x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)]-|J(u,v,w)|dudvdw, 9.8)

kus J(u,v,w) on funktsionaaldeterminant e jakobiaan, mis avaldub jargmiselt:

) (u,v,w) 2 (u,v,w)  xl, (u,v,w)
J(u,v,w) = | y,(u,0,w) y,(u,v,w) yl,(u,v,w) |. (9.9)
Zy(u,v,w) 2y (w, v, w) 2y, (u, v, w)
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9.5 Silinderkoordinaadid. Integreerimine silin-
derkoordinaatides

Silinderkoordinaadid.

Olgu antud punkt P = (,y, z) ruumis R3. T#histame punkti P projektsiooni
xy-tasandile M-ga. Punkti P silinderkoordinaadid on arvud o, ¢ ja z, kusjuures
0 ja ¢ on punkti M polaarkaugus ja polaarnurk koordinaatide alguspunkti O
suhtes xy-tasandil. Punkt P oma rist- ja silinderkoordinaatidega on kujutatud
joonisel 9.4.

Joonis 9.4
z
. P=(z,y,2)
z
O
N
Yy 'M = (I, Y, O)

Silinderkoordinaatidel on jargmised muutumispiirkonnad:
0>0, €]0,21) ja zeR.

Peale selle, kuna o ja ¢ on punkti M = (x,y,0) polaarkoordinaadid O suhtes,
siis nende jaoks kehtivad valemid (6.3). Lisades neile vorduse z = z, saame
jargmised seosed punkti P = (x,y, z) rist- ja silinderkoordinaatide vahel:

0= vz +y?, tamp:%, 2=z ja (9.10)

x = pcosp, y = psingp, z=z. (9.11)

Kolmekordse integraali teisendamine silinderkoordinaatidesse.
Vaatleme kolmekordset integraali

/V// f(z,y, 2)dzdydz.
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Téhistame hulgas V' paiknevatele punktidele P = (x,y,z) vastavate silinder-
koordinaatide P’ = (p, ¢, z) hulga siimboliga V’. Muutujate vahetuse jaoks on
vaja arvutada jakobiaan J(p, p, z). Kasutades avaldisi (9.11) ja arvestades, et
x ja y ei soltu muutujast z ning z ei soltu muutujatest o ja ¢ saame

zy(0:9) wl(09) (0 ) cosp —psing 0
J(o,0,2) = | yolo,9) vip(o9p) y.(o,p) | = | sing  pgcosp 0 | =
A 2, 2, 0 0 1

= gcos’p + psin®p = p.

Kuna ¢ on mittenegatiivne, siis |J(g,¢,2)| = J(0,p,2) = p. Seega saame
jargmise muutujate vahetuse valemi:

/V//f(m,y,z) drdydz = /V//f(gcosgo,gsincp,z)gdgdgpdz. (9.12)

Niide. Arvutada integraal

I= /V//z(m—i-y)dxdydz

iile piirkonna V', mis on antud jargmiste vorratustega:
V. 332—&-1/2§4:7 y>0, 1<2<3.

Kuna o = /22 + 92, siis esimene vorratus V definitsioonis annab 0 < p <
2. Peale selle, zy-tasandi iilemises pooles, kus y > 0, muutub polaarnurk
© 16igul [0, 7]. Seega on hulgas V paiknevatele punktidele vastavate silinder-
koordinaatide hulk jargmine risttahukas:

Vi:i0<0p<2, 0<p<m, 1<2<3.

Teeme muutujate vahetuse vastavalt valemile (9.12) ja teisendame saadava kolmeko-
rdse integraali kolmikintegraaliks:

I:///Z(QCOSSO"‘QSimP)QdeSOdZ:///292(Cosg0+sing0)dgdgodz:
v’ v

2 ™ 3
= / dg/ dgp/ 20%(cos o + sin @) dz.
0 0 1

Arvestades seda, et fikseeritud muutuja jargi integreerimisel on teised muutu-
jad konstandid, toome sisemise integraali alt vilja kordaja o?(cos ¢ + sin p) ja
keskmise integraali alt vilja kordaja o

2 T 3
I = / QZdQ/ (COSQOJrSinga)dgo/ zdz.
0 0 1
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Oleme saanud kolme soltumatu integraali korrutise. Arvutame need eraldi vilja:

2 2 28 0° 8
2 :i‘:f_f:,
/Ogdg sl 3 3 " 3

T

s
/ (cosp +sing)dp = (sinp —cosy)| = sinm — cosm —sin0+ cos0 = 2,
o 0

3 2,3 2 2

z 3 1
d:—‘zf—f:él.

/1’” 2T 2 2

Ulesande vastus on I = $:2-4="7.

9.6 Sfaarkoordinaadid. Integreerimine sfaarkoor-
dinaatides

Sfaarkoordinaadid.

Olgu antud punkt P = (x,v, ) ruumis R? ja téhistagu M selle punkti projekt-
siooni zy-tasandile. Olgu O koordinaatide alguspunkt. Punkti P sfddarkoordi-
naadid on arvud o, ¢ ja «, kus ¢ = |OP|, ¢ on punkti M polaarnurk O
suhtes ja a on vektori opP ja z-telje vaheline nurk. Punkt P oma rist- ja
sfadrkoordinaatidega on kujutatud joonisel 9.5.

p Joonis 9.5
Qii o
Z N

0

«
0]

0 : Y

N :
Y M = (z,y,0)

Kuna g ja ¢ on M polaarkoordinaadid, siis nende muutumispiirkonnad on ¢ > 0
ja @ € [0,27). Vaatame ka milline on vektori OP ja z-telje vahelise nurga «
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muutumispiirkond. Joonisel 9.6 on kujutatud viis erinevat juhtu. Kui P asub
z-telje positiivses osas, siis OP ja z-telg on samasuunalised, seega o = 0. Kui
P ei paikne z-teljel, kuid asub iilevalpool xy-tasandit, siis 0 < o < 5. Kui P

asub zry-tasandil, siis & = 7. Kui P asub allpool zy-tasandit véljaspool 2-telge,
™
2

siis £ < a < 7. Lopuks, kui P asub z-telje negatiivses osas, siis a = 7.

Joonis 9.6

Seega on « muutumispiirkond 16ik [0,7]. Kokkuvéttes: sfadrkoordinaatide
muutumispiirkonnad on

0>0, p€[0,2r) ja a€][0,n]

Jargnevalt vaatleme ristkoordinaatide ja sfddrkoordinaatide omavahelisi seo-
seid. Kuna g on punktide O = (0,0,0) ja P = (z,y, z) vaheline kaugus, siis

0= VaZ+y?+22. (9.13)

Suuruste ¢ ja « valemid z, y ja z kaudu on keerukamad ja selleparast neid
siinkohal tuletama ei hakka.

Muutujate vahetuseks kolmekordses integraalis on siiski vaja ristkoordinaati-
de z, y ja z valemeid sfadrkoordinaatide kaudu. Seepérast tuletame need
valemid. Selleks kasutame joonist 9.5. Kolmnurgast OQ P nieme et

z = pcosa, |QP| = psina.
Samamoodi saame kolmnurgast ON M seosed
x = |OM|cosp, y = |OM|sing.
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Kuna |OM| = |QP| = gsina, siis voib viimased seosed kirjutada jargmiselt:
T = pcospsina, y = pgsingsino.

Kokkuvottes oleme tuletanud jargmised valemid ristkoordinaatide jaoks sfaér-
koordinaatide kaudu:

x = pcospsina, y = pgsinpsina, z = pcosa. (9.14)

Kolmekordse integraali teisendamine sfadrkoordinaatidesse.
Vaatleme kolmekordse integraali

///f(x,y,z)dmdydz

teisendamist sfaarkoordinaatidesse o, ¢ ja . Selleks tahistame hulgas V' paikne-
vatele punktidele (z,y, z) vastavate sfadrkoordinaatide (o, ¢, @) hulga siimboliga
V' ja arvutame jakobiaani J(p, ¢, @). Kasutades valemeid (9.14) saame

r,(0,p,a) (0, p,a) (0,0, )
J(o,0,a) = | yy(0,0,0) y,(op,a) yulop,a) | =
zo(0,p,a) 2,0, 0,0)  2,(0,0,)
cospsina —psinpsina  pcosycosw
= | sinysina pcospsina pgsinpcosa | =
cos o 0 —osina
3 2

2 3

= —0? cos?psin®a — p? sin®¢ sin a cos®a — p? cos?psin a cos?a — p? sinpsina =

= —0%(cos®p + sin?p) sin®a — p*(sin®p + cos?p) sin a cos®a =
= —92 sina — 92 sin o cos?ar = —92 sin o (sin2a + cos2a) = —92 sin .
Arvestades, et sina > 0, kui « € [0, 7], saame

|J(0,,0)| = | — o*sina| = p*sina.

Jarelikult on muutujate vahetuse valem jargmine:

/V//f(x’y’z) dxdydz

= ///f(gcosgosinmgsinapsina,Qcosa) 0 sin «v dodpda.  (9.15)
V/

Ndide. Arvutada integraal

I= /V//(QJ:—y)da:dydz
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iile piirkonna V', mis on antud vorratustega
V. x2+y2+22§1, >0, y>0, 2>0.

Leiame piirkonnale V' vastavate sfadrkoordinaatide hulga. Kuna ¢ =

v/ x? + y? + 22, siis esimene vorratus V' definitsioonis annab 0 < o < 1. Kaks
jargnevat vorratust x > 0 ja y > 0 méaidravad esimese veerandi zy-tasandil.

Selles veerandis paikneva punkti M = (z,y,0) polaarnurk O suhtes asub 16igul
@ € [0,%]. Viimane vorratus z > 0 hulga V' definitsioonis méarab zy-tasandi
kohal paikneva poolruumi. Seal on nurk « 16igul [0, §] (vt joonis 9.6). Seega
on hulgas V paiknevatele punktidele vastavate sfaarkoordinaatide hulk jargmine
risttahukas:
™
5"
Teeme muutujate vahetuse etteantud kolmekordses integraalis kasutades vale-
meid (9.15) ja (9.14) ning teisendame ta kolmikintegraaliks:

V'i0<e<l, 0<p<z, 0<a<

I = ///(QQcosgpsina—Qsingosinoz)QQSinadgdgoda:
V/

1 Z z
:/ dg/ dgp/ (20cos psina — gsin psina) ® sin o do =
0 0 0

1 3 3
:/ dg/ dgp/ 03(2 cos ¢ — sin ) sin® a da =
0 0 0

™

1 Bl El
:/ dig/ (2c0s<p—sin<p)d<p/ sin? adav.
0 0 0

Arvutame saadud kolm séltumatut integraali eraldi valja:

[
0 4o 4 1w

™

2
/ (2cos —siny)dy = (2sin ¢ + cos p)
0

jus
2

0

= (ZSing —|—cosg) — (2sin0 + cos0) = 1,

i 21— cos2 1 1
/ sin2ada:/ ﬂda:f o — — sin 2«
o o 2 2 2
1 .
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Peatukk 10

Joonintegraalid ja
pindintegraal

10.1 Esimest liiki joonintegraali moiste

Joone kaare pikkuse diferentsiaal.

Olgu kahemdtmelises ruumis antud sile joon L (joonis 10.1). Valime mingi
punkti M = (z,y) selle joonel ja fikseerime lithikese kaare AL, mille otspunkt
on M. Kaare AL projektsioonid telgedele olgu dx ja dy.

Joonis 10.1
Yy
L
Yody| /-/
as
AE// dy
/ i
S/ ‘
M
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
. dzx
x x—&;dz €T

Tahistagu AL iihtlasi ka AL-i pikkust. Sile joon on suurendamisel sirgestuv,
st viikese pikkusega kaar on ligikaudselt sirgloik. SeetSttu voime vaikese AL-i
avaldada ligikaudselt Pythagorase teoreemi kasutades:

AL =~ +/dz? + dy?. (10.1)

Mida véiksem on AL, seda tdpsem on see valem. Jargmist suurust:

dL = \/da? + dy? (10.2)
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nimetatakse tasandilise joone L kaare pikkuse diferentsiaaliks punktis M. Kaare
pikkuse diferentsiaal dL vordne kaare AL otspunktide vahelise kaugusega. Vale-
mid (10.1) ja (10.2) annavad ligikaudse seose

AL ~ dL

kaare pikkuse ja selle diferentsiaali vahel.

Analoogiliselt saab joone kaare pikkuse diferentsiaali mdiste sisse tuua ka
kolmemootmelises ruumis antud joone L jaoks. Olgu M mingi punkt selle joonel
ja AL lithike kaar, mille otspunkt on M. Peale selle, olgu dx, dy ja dz kaare
AL projektsioonid telgedele. Jérgmist suurust:

dL = +/dz? 4 dy? + dz? (10.3)

nimetatakse ruumilise joone L kaare pikkuse diferentsiaaliks punktis M. Jallegi
kehtib ligikaudne seos

AL ~ dL.

Esimest liiki joonintegraal.

Olgu kahe- v6i kolmemoGtmelises ruumis antud sile 16pliku pikkusega joon L
otspunktidega M ja N. Peale selle, olgu antud funktsioon f(P), mis on sellel
joonel madratud. Jaotame joone L osakaarteks punktidega

M = My, My, My,..., M, = N.

Valime igal osakaarel M; 1M, ithe punkti P;. Olgu AL; osakaare M; 1M;
pikkus (vt joonis 10.2).

Joonis 10.2
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Moodustame jargmise summa:
In =Y _ f(P)AL;. (10.4)

See on funktsiooni f(P) integraalsumma joonel L.

Olgu ¢, maksimaalne arvudest ALy, ALs,...,AL,. Integraalsumma [,
piirvéartust protsessis €, — 0 nimetatakse funktsiooni f esimest litki joon-
integraaliks ehk joonintegraaliks kaare pikkuse jargi iile joone L ja tahistatakse

/f(P)dL. (10.5)
L
Seega definitsiooni kohaselt
/ f(P)dL = Elnlgozn = J}%; f(P)AL;. (10.6)
L =

Rakendusi.

1. Esimest liiki joonintegraali kasutades saab arvutada joone L pikkuse. Kuna
AL; on osakaare M, 1M, pikkus, siis osakaarte pikkuste summa

I = > AL (10.7)
i=1

vordub joone L pikkusega. Summa (10.7) on aga integraalsumma funkt-
sioonist 1. See on konstantne ¢,, suhtes (joone L pikkus ei muutu, kui me
muudame selle joone tiikeldust!). Seega tema piirvairtus, st joonintegraal

funktsioonist 1
/ dL
L

vordub samuti joone L pikkusega.

2. Kui L on materiaalne joon pideva joontihedusega ~(P), siis selle joone mass
avaldub valemiga

m = /fy(P)dL. (10.8)

L

Selle valemi tuletamiseks arutleme jargmiselt. Kui osakaare M;_1M; pikkus
on vaike, siis muutub joontihedus selle osakaare peal viahe. Seega

v(P) ~~(P;) iga Pe€ M;_1M; korral,
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kus P; on mingi fikseeritud punkt osakaarel M; ; M;. Kuna mass avaldub
joontiheduse ja pikkuse korrutisena, siis kehtib osakaare M;_ 1 M; massi
jaoks jargmine ligikaudne valem:

Seega on kogu joone L massi ligikaudne valem jargmine:
m~ Y y(P)AL;. (10.10)
i=1

Selle valemi paremal poolel seisab funktsiooni v(P) integraalsumma joonel
L. Seega kui pikima osakaare pikkus &, ldheneb nullile, ldheneb antud
summa joonintegraalile f ~v(P)dL. Teisest kiiljest, mida véaiksemad on

osakaared, seda vihem muutub ~v(P) iga osakaare peal ja seda tdpsem on
ligikaudne vordus (10.10). Seega 1dheb ligikaudne vordus (10.10) piirprot-
sessis €, — 0 ile tapseks vorduseks. Kokkuvottes saamegi piirprotsessis
e, — 0 valemi (10.8).

10.2 Esimest liiki joonintegraali omadusi

1. f(Fl(P>+F2( )dL—fFl dL+fF2 L
L

2. [CF(P)dL = C [ F(P)dL, kus C on konstant.
L L

3. Olgu joone L otspunktid M ja N. Peale selle olgu @) mingi kolmas punkt
sellel joonel. Tahistame L1-ga joone osa, mis jaab punktide M ja Q) vahele
ning Ly-ga joone osa, mis jaab punktide @ ja N vahele (joonis 10.3).

Joonis 10.3

Lo

L,

M

Siis kehtib jargmine valem:

fF dL—fF dL-l-fF L
Lo

Péhjendus. Vaatleme juhtu, kui integreeritav funktsioon on joone L joon-
tihedus, st f(P) = v(P). Siis

L mass —f’y )L,
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Ly mass = [ y(P)dL ja
Ly

Ly mass = [ ~(P)dL.
Lo

Ilmselt L mass = L; mass + Lo mass. Siit jareldubki omadus 3.

10.3 Esimest liiki joonintegraali arvutamine para-
meetrilise joone korral

Uks vaimalus arvutada joonintegraali
/F(P)dL (10.11)
L

on taandada ta méadratud integraalile ja avaldada viimane Newton-Leibnitzi
valemit kasutades. See on voimalik siis, kui joon on antud parameetrilisel kujul.

Kahemootmeline juht.
Olgu tasandiline joon L antud parameetriliste vorranditega

z = ()
{y = i(t), t € [a,b]. (10.12)

Seejuures vastavad joone L otspunktidele M ja N parameetri vadrtused ¢t = a
jat = b, st M = (p(a),¥(a)) ja N = (p(b)y(b)). Eeldame, et ¢ ja ¥ on
diferentseeruvad (st omavad 16plikke tuletisi).

Teisendame joonintegraali (10.11) méadratud integraaliks parameetri ¢ jargi
16igul [a, b]. Muutuja P = (z,y) avaldub t kaudu jargmiselt:

P = (p(t), 9(t))-

Lisaks tuleb leida ka sobiv valem joone kaare pikkuse diferentsiaali dL jaoks.
Selleks arvutame koigepealt dx ja dy:

dr = ¢'(t)dt, dy = '(t)dt.
Seega (10.2) pohjal
dL = V/dz? +dy? = /[’ O)dt]? + [/ (t)dt]? =
= VI OP + ' OP} a2 = V] ()] + [v' ()] dt.

Niitid on olemas kéik valemid, et teostada vajalikud asendused integraali (10.11)
all. Saame jargmise vorduse:

b
/ F(P)dL = / Flo(t), o)W OF + [P O] dt. (10.13)

L

On kaks olulist erijuhtu.
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1. Olgu L antud vorrandiga y = f(z), kus = € [a,b]. Siis saab L esitada
parameetrilisel kujul jargmiselt:

{x =t

y=f@), te€]lab].

Tegemist on vorranditega (10.12), kus ¢(t) = ¢ ja ¢ (t) = f(t). Valem
(10.13) teisendub jargmisele kujule:

b
/F(P)dL:/ Fla, f(2)) VI @) da. (10.14)
L

2. Olgu L antud vorrandiga ¢ = g(y), kus y € [e,d]. Siis saab L esitada
parameetrilisel kujul jargmiselt:

{rc:g(t)

y=t, te€lcd.

Tegemist on vorranditega (10.12), kus ¢(t) = ¢(t) ja ¥(t) = t. Valem
(10.13) teisendub jargmisele kujule:

d
JEPaL = [ PV EwRy. (10.15)
T (&
Ndide. Arvutada integraal

I= /y\/l—deL

L

iile joone L, mis on antud vérrandiga y = cos z, kus = € [0, T].

Kasutame valemit (10.14). Kuna /1 —y2 = v/1 —cos?z = sinz ja y/ =
— sin z, saame

us

2
I:/ cosz sinx V1 + sin? z dx.
0

Teeme asenduse u = 1 + sin® z. Siis du = 2sinz cosz dz ja = 0 korral u = 1
ning x = 5 korral u = 2. Seega

1 (2 12 1 2 2y2-1
I= 5/ \/1+sin2:v~2sinxcosxd:r:f/ \/ﬂdu:gu\/ﬂ’ L
0 1

2 1: 3

Kolmemootmeline juht.
Olgu ruumiline joon L antud parameetriliste vorranditega

y - ¥(t) (10.16)



Analoogiliselt eeltooduga saab tuletada jargmise valemi ruumilise joonintegraali
jaoks:

b
[ PPz = [P, v x)VOP + O+ RO (1047

L

10.4 Teist liiki joonintegraali moiste

Teist liiki joonintegraal tasandil.
Olgu zy-tasandil antud lopliku pikkusega joon L otspunktidega M ja N. Peale
selle olgu antud kaks funktsiooni F'(P) ja G(P), mis on méératud iga P € L
korral.

Jaotame joone L n osakaareks punktidega

M = My, My, Ms,...,M, =N

suunaga punkti M poolt punkti N poole (joonis 10.3).

Joonis 10.3

f
Ti—1 ZT; x

Olgu punkti M; koordinaadid z; ja y;. Téhistame
Az =z — i1 ja Ay =y —yi-1.

Valime igal osakaarel M;_; M; tihe punkti P;. Moodustame jargmise summa:

n

A, =Y [F(P)Az; + G(P)Ay;] . (10.18)
i=1
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Summat (10.18) nimetatakse funktsioonide F ja G integraalsummaks koordi-
naatide jargi joonel L.

Téhistame d; = |M;_1M;|. Olgu &, maksimaalne arvudest di, da,...,d,.
Integraalsumma A,, piirviirtust protsessis £, — 0 nimetatakse funktsioonide
F ja G teist litki joointegraaliks ehk joonintegraaliks koordinaatide jdrgi iile joone
L ja tahistatakse

/F(x, y)dr + G(x,y)dy . (10.19)
L
Seega definitsiooni kohaselt

en—0

/F(m,y)dm—i—G(m,y)dy = lim A, =
L

n
= lim0 [F(Pi)Axi + G(H)Ayi] . (10.20)
R
Joone L suunda punktist M punkti N nimetatakse integreerimissuunaks.
Kui integraali tahistuses on vaja niidata integreerimissuunda, siis voib ta kir-
jutada jargmiselt:

N
/ F(z,y)dx + G(z,y)dy voi /F(m, y)dz + G(z,y)dy .
MLN M

Integreerimissuund on teist liiki joonintegraali juures oluline. Suuna muutmisel
muutub integraali mérk (vt omadus 4 §10.6 allpool). Seda véib intuitiivselt
pohjendada jargmiselt. Kui me muudame integreerimissuunda, st valime selleks
suuna punkti N poolt punkti M poole, siis jarjestuvad timber koik punktid
M; (st My asetub M,,_; kohale, My asetub M,,_5 kohale jne). Analoogiliselt
jarjestuvad iimber ka punktide M; koordinaadid x; ja y;. Tulemusena muutuvad
integraalsummas olevate koordinaatide muutude Ax; = x; — x;_1, Ay; = y; —
y;—1 margid ja seega ka integraalsumma ning integraali mark.

Vordluseks olgu maérgitud, et esimest liiki joonintegraal ei soltu integree-
rimissuunast. Vastavas integraalsummas esineva osakaare pikkuse AL; vaartus
ei soltu sellest, kas seda moota punkti M poolt punkti N poole voi vastupidi.
Seega ei soltu ka integraalsumma ja vastav joonintegraal suunast.

Vaatleme monda olulist erijuhtu teist liiki joonintegraali korral.

1. Olgu G = 0. Siis puudub integraalsummas ja joonintegraalis funktsioon G.
Seega A, = > F(P;)Ax; ja lim A, = [ F(z,y)dz.
i=1 Enp— I

2. Olgu F = 0. Siis puudub integraalsummas ja joonintegraalis funktsioon F'.
Seega A, = > G(P;)Ay; ja lim0 An = [ G(z,y)dy.
i=1 En— I
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3. Olgu M = N. Siis on L kinnine kontuur (joonis 10.4).

Joonis 10.4
M=N

Sellisel juhul ei s6ltu joonintegraali vaartus integreerimise alg- ja 16pp-
punktist kontuuril L. Kill soltub integraali vaartus kontuuril valitud in-
tegreerimissuunast. Kokkuleppeliselt loetakse integreerimisel modda kin-
nist kontuuri positiivseks suunaks kellaosuti liikumisele vastupidine suund
(lihidalt: suund vastupdeva). Integraali m66da kinnist kontuuri L tahista-
takse jargmiselt:

fF(w, y)dz + G(z,y)dy . (10.21)
L

Teist liiki joonintegraal ruumis.
Analoogiliselt saab defineerida ka teist liiki joonintegraali kolmemaootmelises ru-
umis. Erinevus integraalist tasandil seisneb vaid selles, et juurde tuleb iiks
koordinaat ja ka selle koordinaadiga seotud funktsioon integraali all.

Olgu ruumis R? antud 16pliku pikkusega joon L otspunktidega M ja N.
Olgu antud kolm funktsiooni F'(P), G(P) ja H(P), mis on médratud iga P =
(z,y,z) € L korral. Jaotame joone L n osakaareks punktidega

M = My, My, Ms,...,M, =N

suunaga punkti M poolt punkti N poole. Olgu punkti M; koordinaadid x;, y;
ja z;. Tahistame

Azi =z — w1, Ayi=yi—yi-1 Ja Azi=2z — 21
Valime igal osakaarel M;_; M; tihe punkti P;. Moodustame jargmise summa:
Ap = > [F(P)Az; + G(P)Ay; + H(P,)Az] . (10.22)
i=1

Summat (10.22) nimetatakse funktsioonide F, G ja H integraalsummaks koor-
dinaatide jargi joonel L.

Téhistame d; = |M;_1M;|. Olgu &, maksimaalne arvudest dy, da, ..., d,.
Funktsioonide F', G ja H teist liiki joointegraal ehk joonintegraal koordinaatide
jargi lle joone L on defineeritud jargmiselt:
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/F(x,y, z)dx + G(z,y,z)dy + H(x,y,z)dz = lim A, =

en—0
L
n

= lim Z [F(P)Az; + G(P,)Ay; + H(P)Az] . (10.23)
)

10.5 Too arvutamine teist liiki joonintegraali abil

To66 konstantses jouviljas.

Liikugu materiaalne punkt P sirgjooneliselt punktist M punkti N. Mojugu
punktile P konstantne joud T. Toestame, et jou F poolt tehtud t66 avaldub
valemiga

A=T.MN. (10.24)

Vektorid MN ja T asuvad teataval ithisel tasandil. Moodustame sel tasandil
2 telge: litkumissuunaline telg s ja temaga ristuv telg r (joonis 10.5). Vektori
T saab selles teljestikus panna kirja jargmiselt F = (Fs, F)), kus Fy ja F, on
projektsioonid telgedele (vektori ia koordinaadid).

,\r Joonis 10.5

w

e

Liikumissuunaline jou komponent Fy teeb t66d ja litkumissuunaga ristuv kom-
ponent F. ei tee t66d. Kuna t66 on vordne liikumissihis mojuva jou ja teepikkuse
korrutisega, siis A = F |MN |. Arvestades seda, et Fy = |?| oS  saame

A=|F||MN|cos .

Selle avaldise paremal poolel on vektorite ia ja MN pikkuste ning nendevahelise
nurga koosinuse korrutis. Kuid see vordub ju nende vektorite skalaarkorrutisega.
Siit jéreldubki valem (10.24).

To66 mittekonstantses jouvaljas tasandil.

Vaatleme niiiid tildisemat iilesannet. Liikugu materiaalne punkt P xy-tasandil
mooda (lildiselt koverat) joont L punktist M punkti N. Soéltugu punktile P
mojuv joud ia punkti P asukohast. Viimane tdhendab seda, et jouvektori
kooordinaadid F} ja F» on muutuja P funktsioonid, st

F = F(P) = (F(P), F2(P)).
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Eeldame, et F; ja Fs on pidevad funktsioonid ja joon L on sile. Eesmérgiks on
avaldada t66, mida teeb joud bal punkti P nihutamisel asendist M asendisse V.
Ulesande lahendamiseks jaotame joone L n osakaareks punktidega

M = My, My, Ma,..., M, =N

suunaga punkti M poolt punkti N poole. Olgu M; koordinaadid z; ja y; (joonis
10.6). Tahistame Ax; = x; — x;-1 ja Ay; = y; — Yi—1-

Joonis 10.6

Olgu osakaarel M; 1 M; tehtud t66 on AA;. Kogu joonel L tehtud t66 avaldub
osakaartel tehtud t66de summana, st

A= iAAZ-.

Valime punkti P; kaarelt M;_; M;. Kui d; = |M;_1 M;| on viike siis on joud bal
kaarel M;_, M; ligikaudselt konstantne ja vordne jouga punktis P;, st

F(P)~F(P), kui PeM;_ M. (10.25)

Lisaks on sileda joone L viike osakaar M, 1M, ligikaudselt sirgloik. Seega
toimub osakaarel M, 1M, ligikaudselt sirgjooneline liikumine konstantses jou-
véljas. Valemi (10.24) pdhjal

AA; ~ F(P) - M,_{ M. (10.26)



Valemis (10.26) esinevad vektorid saab esitada koordinaatide kaudu jargmiselt:

———

F)(Pz) = (Fl(PZ),FQ(Pz)) ja Mi—lMi = (A.]Z“Ayl)
Sellega teisendub (10.26) jargmisele kujule:
AA; = Fi(P)Ax; + Fa(P;)Ay; .

Summeerides t66d osaldikudel tuletame t66 ligikaudse avaldise kogu joonel:

=1

Valemi (10.27) paremal poolel seisab funktsioonide F; ja F integraalsumma
koordinaatide jargi. Olgu €, suurim arvudest dy, da,...,d,. Valem (10.27) on
seda tdpsem, mida peenem on joone L tiikeldus, st mida véiksem on €,. Seega
teist liiki joonintegraali definitsiooni pohjal saame jargmise tépse valemi t66
jaoks:

n

L

En—U %
=1

T66 mittekonstantses jouvaljas ruumis.

Esitame ilma tuletuskaiguta ka valemi t66 arvutamiseks kolmemootmelises ruu-
mis. Liikugu materiaalne punkt P = (z,y, z) ruumis R? mé6da joont L punktist
M punkti N. So6ltugu punktile P mojuv joud ia punkti P asukohast, st

F = F(P) = (F(P), Fy(P), F5(P)).

Siis avaldub jou b poolt tehtud t66 punkti P nihutamisel asendist M asendisse
N jargmise valemiga:

A= /F1($7y7z)dx+Fg(x7y7z)dy+F3(x,y,z)dz. (10.29)
L

10.6 Teist liiki joonintegraali omadusi
Piirdume tasandilise joonintegraali omaduste loetlemisega. Seejuures omaduste

3 ja 4 pohjendamisel kasutame eelmises paragrahvis kasitletud rakendust - t66
arvutamist.

1. f(Fl + FQ)dZZ? + (Gl + G2)dy = fF1d1‘ + Gldy + szdI + ngy
L L L

2. [CFdz+ CGdy = C [ Fdx + Gdy, kus C on konstant.
L L
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3. Kui joone L otspunktid on M ja N ning ) on mingi kolmas punkt joonel
L (vt joonis 10.3), siis

[ Fdz+Gdy = [ Fdz+Gdy+ [ Fdz+ Gdy.
MLN MLQ QLN

Péhjendus. Vaatleme juhtu, kui funktsioonid F' ja G on jouvektori F =
(F1, F») komponendid, st F = Fy ja G = Fy. Siis jouvélja 7 poolt tehtud
t00 materiaalse punkti nihutamisel mooga joont L
asendist M asendisse N vordub [ Fidz + Fhdz,

MLN
asendist M asendisse () vordub f Fidx + Fodzr ja

MLQ
asendist @ asendisse N vordub [ Fidz + Fpdz.

QLN
Ilmselt vordub t66 materiaalse punkti nihutamisel asendist M asendisse N
to6ode summaga, mis tehakse selle punkti nihutamisel asendist M asendisse
Q@ ja asendist ) asendisse N. Siit jareldubki omadus 3.

4. Integreerimissuuna muutmisel teist liiki joonintegraali mark muutub vastu-
pidiseks, st

[ Fdz+Gdy = — [ Fdx+ Gdy.
MLN NLM

Péhjendus. Vaatleme jallegi juhtu, kui F' ja G on jouvektori F= (F1, F)
komponendid, st F = F; ja G = F,. Siis jouvalja F poolt tehtud t66
materiaalse punkti nihutamisel moéga joont L
asendist M asendisse N vordub f Fidz + Fydzr ja

MLN

asendist N asendisse M vordub f Fidx + Fodzx.
NLM

Liikugu materiaalne punkt asendist M asendisse N ja seejarel asendist
N asendisse M. Sellise liikkumise korral on summaarne labitud teepikkus
vordne nulliga. Seega on ka summaarne t66 vordne nulliga. Kehtib vordus
MLN NLM

Viies teise liidetava vorduse paremale poole saamegi omaduse 4.

10.7 Teist liiki joonintegraali arvutamine para-
meetrilise joone korral

Kaesolevas paragrahvis vaatleme teist liiki joonintegraali teisendamist maadratud
integraaliks parameetriliselt antud joone korral. See on iisna sarnane vastava

teisendusega, mis me tegime esimest liiki joonintegraali kisitlemisel. Erinevus
seisneb vaid diferentsiaalide késitlemises. Kui esimest liiki joonintegraalis tuli
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asendada joone kaare pikkuse diferentsiaal dL parameetri diferentsiaaliga, siis
teist liiki joonintegraalis tuleb asendada koordinaatide diferentsiaalid dz, dy (ja
dz) parameetri diferentsiaaliga.

Kahemootmeline juht.

Olgu tasandiline joon L antud parameetriliste vorranditega

z=p(t)
{y = i(t) , t € [a,b]. (10.30)

Seejuures vastavad joone L otspunktidele M ja N parameetri vadrtused t = a
jat = b, st M = (p(a),¥(a)) ja N = (p(b)1(b)). Eeldame, et ¢ ja 1) on
diferentseeruvad (st omavad 16plikke tuletisi).

Teisendame teist liiki joonintegraali

/F(x,y)dx—i—G(x,y)dy (10.31)
L

médratud integraaliks parameetri ¢ jargi 16igul [a,b]. Selleks avaldame dife-
rentsiaalid dx ja dy:

dv = ¢'(t)dt, dy = ¢'(t)dt. (10.32)

Tehes asendused vastavalt seostele (10.30) ja (10.32) saame jargmise valemi:

/F(x, y)de + G(z,y)dy =
L

b
= / [Flo(). (1) (1) + Clo®), oW (D]de.  (10.33)

Vaatleme kahte erijuhtu.

1. Olgu L antud vorrandiga y = f(z), kus = € [a,b]. Siis saab L esitada
parameetrilisel kujul jargmiselt:

=1
{y:f(t), t € la,b].

Tegemist on vorranditega (10.30), kus ¢(t) = t ja ¢ (¢t) = f(t). Valemist
(10.33) saame seose

b
/F(x,y)d:c + G(z,y)dy = / [F(z, f(2) + G(z, f(z))f (z)]dz .(10.34)
L

Erijuhul, kui G = 0, lihtsustub see seos jargmiselt:

/ Fla,y)dz — / Fla, f(z))da. (10.35)

L
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2. Olgu L antud vorrandiga = = g(y), kus y € [e,d]. Siis saab L esitada
parameetrilisel kujul jargmiselt:

{x—g(t)
y=t, te€ld.

Tegemist on vorranditega (10.30), kus ¢(t) = g(t) ja ¢¥(t) = t. Valemist
(10.33) saame

/F(xvy)derG(w,y)dy = / [F(9(v),v)9' () + G(g(y), y)]dy . (10.36)

L

Kui F' = 0, siis
d
/ G, y)dy = / Ggy). v)dy. (10.37)
L C

Naide. Arvutada integraal

I= /xydx + (z — y3)dy
L

modda joont, mis on antud parameetriliste vorranditega

T =1Int
y=+t, te[l,2].
Leiame diferentsiaalid:

dt dt

do = =, dy = —.
x n Y W

Teeme asenduse ja lihtsustame:

2 dt dt 3 [? dt 1 [?
I = Int-Vt-— + (Int — V13 f/lt-——f/tdt.
/1[n\/t+(n )2\/] 2y VUi 2 )

Logaritmi sisaldava integraali arvutame ositi integreerimise abil. Selleks votame
u=1Int jadv= %. Siis du = % jav = 2+/t. Saame

g/IQInt-jl/ti [lnt 2\/‘ / dt} 3[21 t\/‘ —2/ jti]:
= g [21ntﬁ‘j—4\/im =3(1nt—2)\/z?’j: 3(In2 — 2)v2 + 6.

2
Arvutame ka 3 ff tdt = tz

3(In2—-2)v2+6— 3 =3(In2 —

= 3. Seega on iilesande vastus jirgmine: I =
2)v2

\[ 21.
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Kolmemootmeline juht.
Olgu ruumiline joon L antud parameetriliste vorranditega

z = p(t)
y=(t) (10.38)
z=Xx(t), t € [a,b].

Analoogiliselt eeltooduga saab tuletada jargmise valemi ruumilise teist liiki joon-
integraali jaoks:

[ Ple e+ Glavy. 2y + Hw,y,2)dz =
L

b
= / [F (1), (1), x ()¢ () + Gle(), (), x())y'(t) + (10.39)

+H(p(t), (1), x ()X (t)]dt .

10.8 Greeni valem

Olgu zy-tasandil antud regulaarne piirkond D, mis on piiratud kinnise kontuu-
riga L. Olgu antud funktsioonid F' ja (G, mis on méaératud piirkonnas D, kaasa
arvatud rajajoon L. Kéiesolevas paragrahvis tuletame nn Greeni valemi, mis
taandab funktsioonide F' ja G teist liiki joonintegraali méoda joont L kahekord-
sele integraalile iile joone L poolt piiratud piirkonna D.

Kuna D on regulaarne, siis on ta ka regulaarne y-telje suhtes. Viimasest
jareldub, et leiduvad arvud a < b ja funktsioonid fi(z) < fo(x) nii, et piirkond
D on antud vorratustega

a<z<b, fi(zr)<y< fo(x).
Eeldame veel lihtsuse mottes, et
fl(a) = fg(a) ja fl(b) = fz(b) (1040)

Neist eeldustest jareldub, et jooned y = f1(x) ja y = fa(x) on otstest liidetud.
Vastavad liitepunktid on joonisel 10.7 tdhistatud P ja Q-ga.

Joonis 10.7

y = fa(x)




Téahistame joone y = f1(z) L1-ga ja joone y = fo(x) Lo-ga. Siis L = Ly U L.
Arvutame kahekordse integraali [ F} (x, y)dzdy minnes iile kaksikintegraalile
D

ja kasutades Newton-Leibnitzi valemit. Saame

//F'xydxdy—/dx/ F,(z,y)dy
f1(@)

y=f2(x)
- / da F(z,y)

y=f1(z)
Valemi (10.35) pohjal

/ab (z, fr(z /nydx ja /abF(a:,fg(x))dx: / F(z,y)dz.

PL1Q PL>Q

_ /[ (@, fa(x)) — Flz, f1(x))]dz . (10.41)

Asendades need seosed vorduse (10.41) paremasse poolde ja arvestades, et in-
tegraali § F'(z,y)dz kokkuleppeline suund on vastupdeva, saame
L

/ F! (2, y)dedy = / Fla,y)dz — / F(a,y)ds
D

PL>Q PL:1Q
=— / F(z,y)dz — / F(z,y)dz = —%F(x,y)dx
QL2 P PLiQ

Jarelikult kehtib valem

fF(x,y)dx = /j/ Fy(z,y)dxdy . (10.42)

Valem (10.42) taandab funktsiooni F' teist liiki joonintegraali m66da joont
L kahekordsele integraalile iile joone L poolt piiratud piirkonna D. Et saada
tervet Greeni valemit, peame me tuletama analoogilise valemi ka funktsiooni
G joonintegraali § G(xz,y)dy jaoks. Selleks toome sisse piirkonna D uue kirjel-

L

duse. Kuna D on regulaarne, siis on ta ka regulaarne x-telje suhtes. Viimasest
jareldub, et leiduvad arvud ¢ < d ja funktsioonid g;(y) < g2(y) nii, et piirkond
D on antud vorratustega

c<y<d, gy <z<g2y)-

Eeldame veel lihtsuse mottes, et

gi(c) = g2(c) ja gi(d) = g2(d). (10.43)

Neist eeldustest jareldub, et jooned z = ¢1(y) ja © = g2(y) on otstest liidetud.
Vastavad liitepunktid on joonisel 10.8 tdhistatud R ja S-ga.
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Joonis 10.8

Téhistame joone x = g1(y) Ls-ga ja joone x = go(y) Ly-ga. Siis L = L3 U Ly.
Arvutame integraali [[ G’ (x,y)dzdy. Minnes iile kaksikintegraalile ja kasu-
D

tades Newton-Leibnitzi valemit saame

//G mydxdy—/dy/ dx
91(y)

z=g2(y)
:/ dy G(z,y)

Valemi (10.37) pohjal

d
- / [Glga(y). ) — Glor(y), )] dy . (10.44)

z=g1(y)

d d
/G(gl(y),y)dy= / G(z,y)dy ja /G(gz(y),y)dy= / G(z,y)dy .

RL35 RL4S

Asendades need seosed vorduse (10.44) paremasse poolde ja arvestades, et in-
tegraali f G(z,y)dy kokkuleppeline suund on vastupéeva, saame

//G’xydacdy— /Gmydy— /Gmy

RL4S RL3S

/nydy—i— /nydy—y{ny

RL4S SL3R
Jarelikult kehtib valem

74 Gla,y)dy = / / G (z,y)dzdy . (10.45)
L D

Liites 16puks vordused (10.42) ja (10.45) tuletamegi Greeni valemi:

74 (z,y)dx + G(z,y)dy = // (z,y) — F,(z, y)|dxdy . (10.46)

116



Olgu mérgitud, et piirkonna D regulaarsus ja eeldused (10.40), (10.43) olid
sisse toodud Greeni valemi tuletuskaigu lihtsustamiseks. See valem kehtib ka
iildisemate, mitteregulaarsete piirkondade korral.

10.9 Teist liiki joonintegraali integreerimisteest
soltumatuse tingimus

Potentsiaalse vektorvalja integraal mooda kinnist kontuuri tasandil.

Olgu xy-tasandil antud piirkond D, mis on piiratud kinnise kontuuriga L. Olgu

piirkonnas D antud funktsioonid F(P) ja G(P) nii, et neist funktsioonidest

moodustatud vektorvéli on potentsiaalne, st leidub U(P) nii, et iga P € D
korral on taidetud tingimused

F(P) = UL(P), G(P) = U/(P) ehk (F(P),G(P)) = grad U(P).(10.47)

Arvutame funktsioonide F' ja G teist liiki joonintegraali modda L-i. Kasu-
tades Greeni valemit (10.46) ja vordusi G}, = U, F, = U, mis jirelduvad
tingimustest (10.47), saame

%de—&—Gdy:/ G, — da:dy—// U, — Us, | dzdy.
L D

Kuna teist jérku segatuletised on vordsed, st Uy, = Uy,

sy» SAame

}I{F(m, y)dz + G(x,y)dy = 0. (10.48)

Kui funktsioonid F ja G rahuldavad tingimusi (10.47), siis nende funktsioonide
teist liski joonitegraal ile kinnise kontuuri vordub nulliga.

Naide. Olgu F(x,y) = y ja G(x,y) = x. Need kaks funktsiooni moodustavad
potentsiaalse vektorvilja. Toepoolest: funktsiooni U(z,y) = xy osatuletised on
U,=y=FjaU,=xz=G. Olgu L ellips

r = acost
y =bsint, t € [0,27)

suvaliste etteantud pooltelgedega a,b > 0. Naitame, et integraal moéoda ellipsit
iilesandes antud funktsioonidest vordub nulliga, st

I = %yder:rdy = 0.
L

Selleks leiame diferentsiaalid:

dr = —asintdt, dy = bcostdt,

117



teeme integraali all asenduse ja arvutame:
2 2m
I = / [bsint(—asintdt) + acost - beostdt] = ab/ [cos? t — sin? t]dt =
0 0

2m
b 2 b
:ab/ cos 2t dt = L sin 2t :a—[sin47r—sin0]:0.
0 2 0 2

Tasandilise joonintegraali soltumatus integreerimisteest.
Olgu xy-tasandil antud kaks punkti M ja N ja kaks joont L; ja Lo, mis
thendavad neid punkte (joonis 10.9).

Joonis 10.9

Ly

Ly

Tahistame joonte Ly ja Lo ithendi L-ga, st L = L; U Lo, ja kontuuriga L
piiratud ala D-ga. Olgu antud funktsioonid F' ja GG, mis rahuldavad piirkonnas
D tingimusi (10.47). Esitame joointegraali iile kontuuri L integraalide summana
mooda jooni Ly ja Lo:

?{F(x, y)dz + G(z,y)dy
L

- / F(z,y)dz + Gz, y)dy + / F(z,y)dz + Gz, y)dy.
MLyN NLiM

Valemi (10.48) pohjal § F(z,y)dz + G(z,y)dy = 0. Seega
L

F(z,y)dz + Gz, y)dy + / F(z,y)dz + Glz,y)dy = 0.
MLyN NLiM
Siit jareldub, et
/ F(z,y)dz + Glz,y)dy = — / F(z,y)dz + Gz, y)dy.

MLyN NLM
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Muutes parempoolses integraalis integreerimissuunda tuletame valemi

/F(x,y)derG(x,y)dy: /F(x,y)derG(x,y)dy- (10.49)
MLy;N MLiN

Saadud tulemuse voib sonastada jargmiselt:

Kui funktsioonid F ja G rahuldavad tingimusi (10.47), siis nende funktsioonide
teist litki joonintegraal ei soltu integreerimisteest vaid ainult integreerimise alg-
ja lopp-punktist.
Ruumilise joonintegraali soltumatus integreerimisteest.
Joonintegraali integreerimisteest soltumatuse tingimus kehtib ka kolmemootmelises
ruumis. Formuleerime selle vaite ilma toestamata.

Olgu kolmem&atmelises piirkonnas D antud funktsioonid F'(P), G(P), H(P).
Eeldame, vektorvali (F'(P), G(P), H(P)) on potentsiaalne, st leidub funktsioon
U(P) nii, et iga P = (z,y,z) € D korral kehivad tingimused

F(P) = UL(P), G(P) = U}(P), H(P) = UL(P) ehk 050
10.50
(F(P),G(P), H(P)) = gradU(P).

Olgu piirkonnas D antud kaks punkti M ja NN ning kaks joont Ly ja Lo, mis
ithendavad punkte M ja IN. Siis kehtib valem

F(x,y,z)dx + G(z,y, z)dy + H(z,y, z)dz

MLsN

= / F(z,y,z)dx + G(z,y,2)dy + H(z,y, z)dz . (10.51)

MLN

See tdhendab, et tingimusi (10.50) rahuldavate funktsioonide F, G ja H teist
litki joonintegraal ei soltu integreerimisteest, vaid ainult integreerimise alg- ja
lopp-punktist.

Fiisikaline taust.

Valemeid (10.49) ja (10.51) kasutatakse sageli fiiiisikas. Néiteks vaatleme ma-
teriaalset punkti, mis liigub kolmemootmelises ruumis asendist M asendisse IV,
kusjuures talle mdjub joud F = F (P) = (Fy(P), F5(P), F5(P)). §10.5 niigime,
et jou ia poolt tehtud t66 avaldub valemiga

A= / Fi(z,y, z)dx + Fa(x,y, 2)dy + Fs(z,y, 2)dz, (10.52)
MLN
kus L on punkti liikumise trajektoor.
Vaatleme juhtu kui integraal (10.52) ei s6ltu integreerimisteest L, vaid ainult

integreerimise alg- ja lopppunktidest M ja IN. Siis on t66 A soltumatu punkti
litkumise trajektoorist.
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Kui jouvalja ia poolt tehtud t66 ei soltu liikumisteest, vaid ainult liikumise
alg- ja 16pp-punktist, siis nimetatakse seda jouvilja konservatiivseks. Ulaltoodu
pohjal voime viita, et potentsiaalne jouvdli on konservatiivne.

Tuntud konservatiivsed jouvaljad on gravitatsioonivali ja elektrivéli. Liht-
ne naide: maa raskusviljas korguselt h; korgusele ho kukkuva keha korral on
gravitatsioonivalja poolt tehtud t66 vordne potentsiaalse energia kaoga, so A =
mg(h1 — hz2). See on soltumatu trajektoorist, mida mooda keha langeb.

10.10 Esimest liiki pindintegraal ja selle raken-
dused

Olgu kolmemootmelises ruumis antud lopliku pindalaga pind S ja sellel pinnal
méadratud funktsioon f(P).

Jaotame pinna S n tikiks ASy, ASs,...,AS,. Tahistagu AS; iihteaegu
nii ¢-ndat tiikkki kui ¢-nda tiiki pindala. Valime igal tiikil AS; tihe punkti P;.
Moodustame summa

n

on = f(P)ASy + f(P)ASy + ...+ f(P)AS, = Y f(P)AS;. (10.53)

=1

See on funktsiooni f(P) integraalsumma pinnal S.

Olgu d; tikki AS; diameeter (so tiikil AS; asuva kahe punkti vaheline maksi-
maalne kaugus). Tahistame e,-ga maksimaalset arvudest dy, ds,...,d,. Muu-
dame pinna S tiikeldust jarjest peenemaks nii, et ¢, — 0. Integraalsumma
oy piirvaartust taolises piirprotsessis nimetatakse funktsiooni f esimest liiki
pindintegraaliks tile pinna S ja tahistatakse

é/f(P ds

Seega definitsiooni kohaselt

// f(P)dS = lim o = Elnlglozjf (10.54)
S

Rakendusi.

1. Esimest liiki pindintegraali kasutades saab arvutada pinna S pindala. T'6epoo-
lest: kuna AS; on tiikki AS; pindala, siis tiikkide pindalade summa

= Y _AS; (10.55)
i=1

vordub pinna S pindalaga. Summa (10.55) on aga integraalsumma funkt-
sioonist 1. See on konstantne ,, suhtes (pinna S pindala ei muutu, kui me
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muudame selle pinna tiikeldust!). Seega tema piirvdartus, st pindintegraal

funktsioonist 1
/ / ds

s
vordub samuti pinna S pindalaga.

2. Kui S on materiaalne pind pideva pindtihedusega (P), siis selle pinna mass
avaldub esimest liiki pindintegraali kaudu valemiga

m = //V(P)dS. (10.56)
S

Selle valemi tuletamiseks arutleme jargmiselt. Kui pinnatiitki AS; dia-
meeter on véike, siis muutub pindtihedus selle tiiki peal viahe. Seega

v(P) = ~(P;) iga P e AS; korral,

kus P; on mingi fikseeritud punkt tiikil AS;. Kuna mass avaldub pindtihe-
duse ja pindala korrutisena, siis kehtib pinnatiiki AS; massi jaoks jargmine
ligikaudne valem:

Seega on kogu pinna S massi ligikaudne valem jargmine:
ma Y y(P)AS;. (10.58)
i=1

Selle valemi paremal poolel seisab funktsiooni y(P) integraalsumma. Seega,

kui pikima diameetri pikkus ¢, ldheneb nullile, ldheneb antud summa

pindintegraalile [[~(P)dS. Teisest kiiljest: mida véiksemad on pin-
s

natiikid AS;, seda vihem muutub ~(P) iga pinnatiiki peal ja seda tdpsem
on ligikaudne vordus (10.58). Seega laheb ligikaudne vordus (10.58) piir-
protsessis €, — 0 lile tadpseks vorduseks. Kokkuvottes saamegi piirprot-
sessis &, — 0 valemi (10.56).

Esimest liiki pindintegraali arvutamine parameetrilise pinna korral. Olgu pind S
antud jargmiste parameetriliste vorranditega:

z = ¢(u,v)
y =(u,v)
z = X(u7 7}) )

kus parameetritepaar (u,v) omab véairtusi kahemdotmelises hulgas D. Kui funktsioonide ¢, 1
ja x osatuletised on piirkonnas D pidevad, siis saab esimest liiki pindintegraali funktsioonist
f esitada kahekordse integraalina iile piirkonna D jargmisel viisil:

// F(P)dS = //f(gp(u, v), ¥(u, v), X(u, v)) VEG — F2 dudv, (10.59)
S D
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kus
E=(00)%+ (@Wu)?+ (Xu)?, F=ql,o)+ vy + XuXs

10.60
G = (9,)%+ [W)%+ (x4)? ( :

Matemaatikas ja rakendustes esineb ka teist liiki pindintegraal, kuid seda
me antud loengukursuses ei kasitle.
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Peatukk 11
Read

11.1 Arvrea moiste. Arvrea koonduvus. Koon-
duvuse tarvilik tingimus.

Arvrea moiste.
Olgu antud reaalarvude jada

ai, az, ag, ... .

Avaldist

s:Zai:al—i—az—i—ag—ﬁ—... (11.1)
i=1

nimetatakse arvreaks (lihidalt: reaks). Liidetavad a; on rea litkmed. Rea (11.1)
n esimese liikkme summat

sn:Zai:al—l—ag—&—...—i—an (11.2)
i=1

nimetatakse selle rea n-ndaks osasummaks.
Osasummast saame rea, kui n ldheneb 16pmatusele. Jérelikult on loomulik
defineerida rea s summa jargmise piirvaartusena:

s = iai = nlingosn = nllngoi:ai. (11.3)
i=1 i=1

Kui piirvdartus s = lim s, eksisteerib ja on 16plik, siis 6eldakse, et rida koon-
n—oo

dub. Vastasel juhul 6eldakse, et rida hajub.

Geomeetriline rida ja selle koonduvus.
o0

Vaatleme rida s = Y aq’, kus a # 0 ja ¢ on etteantud reaalarvud. See on nn
i=0
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geomeetriline rida. Antud rea osasumma on iihtlasi geomeetrilise progressiooni
summa tuntud valemiga

n
e
i=0

Et leida rea s summat, peame arvutama osasummade piirvdartuse lim s,.

n—oo

n+l_q n41

T = e s kui g #1

ad
an kui ¢ =1.

Teeme seda eraldi juhtudel 0 < g <1, ¢>1,¢=1, -1<¢<0,qg< —1ja
g = —1. Paralleelselt arvutame koigil neil juhutudel vilja ka rea liikkme a; = ag®
piirvaartuse.

1) Juht 0 < ¢ < 1. Siis

lim a; = lim aq' = a lim ¢‘ =0,

11— 00 11— 00 11— 00
sest eksponentfunktsioon alusega, mis on véiksem kui 1, laheneb nullile argu-
mendi lahenemisel 16pmatusele (vt joonis 1.5 Matemaatiline analiiiis I konspek-
tist). Seega sellel juhul lim ag"*! =0 ja

n—oo

) ) aqn+1 a a
s= lim s, = lim + = :
n—oo n—oo | ¢ —1 1—gq 1—g¢q

Rida koondub.
2) Juht ¢ > 1. Siis lim ¢* = oo, sest eksponentfunktsioon alusega, mis on su-
11— 00
urem kui 1, ldheneb 16pmatusele argumendi ldhenemisel 16pmatusele (vt joonis

1.4 Matemaatiline analiilis I konspektist). Jarelikult rea litkme piirvaartus

lim a; = lim ag® ei ole 16plik

1— 00 1— 00
ja samuti
n+1
s= lim s, = lim {aq + a] ei ole loplik.
n—00 n—oo | g —1 1—gq
Rida hajub.
3) Juht ¢ = 1. Rea liige on konstantne, st a; = aq® = a. Seega
lim a; =a #0.
11— 00

Kuid rea summa

s = lim s, = lim an ei ole loplik,

n—oo n—oo

sest tegur n kasvab piiramatult. Rida hajub.
4) Juht -1 < ¢ < 0. Siis on ¢ negatiivne, seega saab ta esitada kujul
g = (—1)]|g|, kus 0 < |q| < 1. Uhtlasi

¢ = (=1)"lql"
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Viimase korrutise esimene tegur, so (—1)¢ on tokestatud. Teine tegur, so |q|®
on aga lopmatult kahanev protsessis n — oo, sest see on jallegi eksponentfunkt-
sioon, mille alus on véiksem kui 1. Kuna lopmatult kahaneva ja tokestatud
suuruse korrutis on 16pmatult kahanev, saame lim ¢° = 0. Seega

11— 00

lim a; =

m aq’ =a lim ¢' = 0.
1—00 1—00

li
1—00

Samuti lim ag”! = 0, millest jireldub, et

n—oo

s = lim s, = lim
n—oo n—oo

ag™tt a a
- = :
g—1 1-q] 1-9¢
Rida koondub.
5) Juht ¢ < —1. Defineerime g = %. Siis —1 < g < 0. Arutledes samamoodi
nagu juhul 4) konstandiga g konstandi ¢ asemel saame, et lim g* = 0, st ¢g° on
1— 00

lopmatult kahanev. Suurus

on lopmatult kahaneva suuruse poordarv, seega lopmatult kasvav. Sellest tu-
leneb, et piirvaartus

lim a; = lim aq" ei ole 15plik
71— 00 71— 00

Uhtlasi
n+1 a
s= lim s, = lim { + ] ei ole loplik.
n—00 n—oo | qg—1 1—gq
Rida hajub.
5) Juht ¢ = —1. Siis
a; = a(—1)",
(_1)n+1 -1 a 1
n=0—"———=—[1—(=1)"""].
=@t = 21— (- )]

Jadas a; esinevad vaheldumisi elemendid a ja —a ning jadas s,, esinevad vahel-
dumisi elemendid a ja 0. Nii a; kui ka s,, ei oma piirvaartust. Rida hajub.

Kokkuvote: geomeetriline rida s = Y aq’ koondub siis ja ainult siis, kui
i=1
—1 < ¢ < 1. Sellisel juhul s = %q.
Mboned erijuhud:
1 1 1
—1.g== — 14 -4 -4= — =9
a ,q s + 5 + 1 + 3 + 1= %
1 1 1 1 2
—1,qg=—= ]S4 = ———
R 2 " * 1+1 3



1 1 1 1 1 3
a=1,qz§: s=14+-+-+—=-+... = =

3 9 27 1—% 2

1 1 1 1+1 1Jr 1 3

a = = —— s=1—— P L= — —

4= 73 379 27 1+1° 1
a=1,g=2: s=1+24+4+48+... rida hajub

Arvrea koonduvuse tarvilik tingimus.

Paneme tahele, et geomeetrilise rea koonduvus on seotud sellega, kas rea liige
a; = aq’ liheneb nullile v5i mitte. Tdepoolest: rea liige koondub nulliks siis ja
ainult siis, kui —1 < ¢ < 1. Seega koondub geomeetriline rida parajasti siis, kui
tema liige liheneb nullile. Uldisem seos rea koonduvuse ja tema litkme nullile
ldhenemise vahel on jargmine.

Teoreem 11.1 (Arvrea koonduvuse tarvilik tingimus). Kui rida s =

o0
> a; koondub, siis lim a; = 0.
i=1 i—oo

o0
Toestus. Kuna s = > a; koondub, siis rea summa definitsiooni kohaselt
i=1

n—oo

s = lim s, = lim Zai. (11.4)
i=1

Asendades selles vorduses suuruse n suurusega n — 1 saame

n—1
s= lim s,_1 = lim a; . (11.5)
n—1l—oo n—l—oo
i=1
Tlmselt n — oo siis ja ainult siis, kui n—1 — oo. Jérelikult saab (11.5) kirjutada
kujul

n—oo

n—1
s = lim s,_1 = lim Zai. (11.6)
i=1

Lahutame niitid (11.4) ja (11.6). Saame

n n—1 n n—1
0= nan;oZai —nlir{:oZai = nhﬂn;() lz a; — Zai] = nan;o ap . (11.7)
i=1 i=1 i=1 i=1

Seega lim a; = 0. Teoreem on toestatud.

Toestatud viite pohjal peavad koonduva arvrea liikmed nullile 1dhenema.
Nagu nagime, geomeetriline rida koondub siis ja ainult siis, kui tema liige
laheneb nullile. Uldjuhul on rea liikme nullile ldhenemine rea koondumiseks
vaid tarvilik. See tahendab, et on ka selliseid ridu, mille litkmed ldhenevad
nullile, kuid mis ei koondu.
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Naiteks vaatleme nn harmoonilist rida

=1+ L + L + L + + L +
s = stgtgt-t7+--
Ka selle rea liikmed ldhenevad nullile. Sellele vaatamata harmooniline rida ei

koondu (vt integraaltunnuse juures toodud néidet jargmises paragrahvis).
o0
Oletame, et on antud arvrida s = Y a;, mille liikmed ldhenevad nullile.
i=1
Piistitame kiisimuse: milliseid tdiendavaid tingimusi peale nullile 1dhenemise
peavad rea liikmed veel rahuldama selleks, et rida koonduks? Taolisi, arvridade
koonduvuseks piisavaid tingimusi, nimetatakse koonduvustunnusteks. Jargmises
paragrahvis vaatleme moningaid koonduvustunnuseid.

11.2 Arvridade koonduvustunnused.

oo
Vaatleme koigepealt positiivsete liikmetega arvridu, st ridu > a;, kus a; > 0.
i=1

> by, kus-

o0
Majoranttunnus. Olgu antud positiivsete litkmetega read " a; ja

i=1 i=1
Juures

Kui rida 3" b; koondub, siis koondub ka rida a; ja kehtib vorratus
i=1 i=1

00 9]
i=1 i=1

o0 o0
Sealjuures nimetatakse rida > b; rea > a; majorandiks.
i=1 i=1
Ndide. Hindame arvrea

> 1 1 1 1
3 ;w(iﬂ) o tr3teat

koonduvust. Majoranttunnuse kasutamiseks peame antud rea litkkmeid hindama
mone koonduva reaga liikmetega. Hindamiseks valime koonduva geomeetrilise

rea
00

1 1 1 1
= —=14+-4+-4+=-+...=2
o ZO G =ltgttgt
Kuna summa indeks rahuldab vorratust ¢ > 0, siis ¢ + 1 > 1. Sellest jareldub,
et 14%1 < 1. Seega kehtib vorratus

1

2(i+1)

1
207
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millest nahtub, et rea s lilkkmed on hinnatavad rea o liikmetega. Jarelikult s
koondub majoranttunnuse pohjal ja s < 2.

o0
D’Alemberti tunnus. Olgu s = Y a; positiivsete liidetavatega rida. Eeldame,
i=1
et pirvaartus
l= lim Git1
1—00 A4

eksisteerib ja on loplik. Siis kehtivad jargmised vaited:
1. Kuil < 1, siis rida s koondub.
2. Kuil > 1, siis rida s hajub.
2. Kuil =1, siis jadb kiisimus rea s koonduvusest lahtiseks.
Ndide 1. Hindame arvrea
s = 3 i = 1—|—3—|—i+i+...
‘2 22 23 24

1=

koonduvust. Selleks arvutame piirvaartuse

i+l .

7 7 1 1 1 1

[ = lim % = g 27 =g A0 L (1+‘):2.
1

D’Alemberti tunnuse pohjal rida koondub.
Nadide 2. Hindame arvrea

koonduvust. Arvutame piirvaartuse

2i+1

: G2 2 A%
D= him 2 = im T g = o gim () =
i—oo @y i—00 o i—00 (l + 1)2 i—oo \ 7+ 1

1 2
:2lim< 1) = 2.
1—00 1—|—;

D’Alemberti tunnuse pohjal rida hajub.

o0
Integraaltunnus. Olgu s = > a; positiivsete litkmetega rida, kusjuures
i=1

a12a22a32....

Peale selle olgu f(x) mingisugune pidev ja monotoonselt kahanev funktsioon,
mis rahuldab tingimust

f(l):al, f(2):a2, f(3):a3, cee s
Siis kehtivad jargmised vdited:
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1. Kui pdratu integraal fl x)dx koondub, siis koondub ka rida s.

2. Kui pdratu integraal fl x)dx hajub, siis hajub ka rida s.

Funtsiooni f(z) nimetakse monotoonselt kahanevaks, kui iga z1 ja z2 korral, mis rahul-
davad vorratust ©1 < x2, kehtib mitterange vorratus f(z1) > f(xz2).

Ndide. Hindame arvrea

1 1
S—Z— +—+3—p—|——+ , kus peR,
koonduvust. Margime, et antud rea erijuht on harmooniline rida, mis tekib

p = 1 korral. Integraaltunnuse kasutamiseks defineerime jargmise funktsiooni:
f(z) = L. Siis kehtivad tingimused

1 1

f() =1=a, f(2)=27,=a2, f(3):37,

Peale selle, f(z) on monotoonselt kahanev. Jarelikult, integraaltunnuse pohjal
soltub rea s koonduvus pératu integraali [~ f(z)dz koonduvusest. Arvutame
selle paratu integraali eraldi juhutudel p # 1 ja p = 1.

= ag,....

b

o o b zl-p
/ f(z)dz = / 2 Pdz = lim 7 Pdr = lim =
1 1

b—oo Jq b%oo].—p

bt—p 1
— Jim ( ).
b—moo\1—p 1—p

Suuruse b' P kiiitumine protsessis b — oo soltub tema astendaja 1 — p mirgist.
Kuil—p <0 (sop>1),siis b — 0. Kuiagal—p > 0 (so p < 1), siis
b!~P — o0o. Seega saame jirgmise tulemuse:

> —- kui p>1
/ f(z)de _{ =y 0P
1 0 kui p < 1.
Rida s koondub, kui p > 1 ja hajub, kui p < 1.
2) Kui p = 1, siis

lim Inb =0

b—oo Jq b—o0 b—o0

b
00 0o b
/ f(x)dx:/ z~ldx = lim z e = lim Inz| =
1 1
1

Rida hajub.
Kokkuvote: iilesandes antud rida koondub, kui p > 1 ja hajub, kui p < 1.

Lopuks esitame iihe koonduvustunnuse, mis on kasutatav vahelduvate marki-
dega ridade korral. Vahelduvate markidega reaks nimetatakse arvrida, millel on
jargmine kuju:

al—a2—|—a3—a4+a5—...,

129



kus a; > 0.

Leibnitzi tunnus. Kui vahelduvate mdrkidega rea a1 —as +as —aqg +as — . ..
litdetavad on sellised, et kehtivad vorratused

a; >as >az > ...

ja lim a; = 0, siis see rida koondub ja tema summa on posititvne arv, mis ei
71— 00

tleta Tea esimest litdetavat.
Nadide. Vaatleme rida
o .
e (D 1 1 1
S—;T—l §+§ Z—‘r
Tegemist on vahelduvate méarkidega reaga, mis vastab Leibnitzi tunnuse tingimus-

tele. Seega antud rida koondub. Rea summa s on positiivne arv, mis ei iileta
esimest liidetavat, so arvu 1.

11.3 Funktsionaalrida ja selle koonduvuspiirkond.
Olgu antud funktsioonide jada

up(x), ua(x), us(z), ... .

Avaldist
s(x) = Zul(x) = uy(x) + ug(z) + us(z) + ... (11.8)

nimetatakse funktsionaalreaks.

Muutuja  fikseerimisel saame funktsionaalreast konktreetse arvrea. Uhtede
x vaartuste korral voib see arvrida koonduda ja ja teiste x vaartuste korral ha-
juda. Muutuja x nende vaartuste hulka, mille korral funktsionaalrida koondub,
nimetatakse selle rea koonduvuspiirkonnaks.

Vaatleme iihte tunnust, mille alusel on v6imalik hinnata funktsionaalrea
koonduvust.

o0
Funktsionaalrea majorant. Positiivsete lilkmetega arvrida o = Y a; nimeta-
i=1

takse funktsionaalrea s(z) = Y u;(x) majorandiks hulgas D, kui iga © € D

=

1=
korral kehtib vorratus
lui(2)] < ay.

o0
Funktsionaalrea majoranttunnus. Olgu o = > a; funktsionaalrea s(z) =
i=1

u;(x) majorant hulgas D. Kui koondub o, siis koondub ka s(x) iga x € D

o

i=1
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korral.
Ndide. Hindame funktsionaalrea

e % 2 3 4
Z COoS T CosT COosS T Cos T COsST

s(z) =

_ z’2*1+4+9+16

=1

COSIi
;2

koonduvust. Kuna < %2 iga = € R korral, siis on funktsionaalreal s(x)

jargmine majorant:

—il 1+ +1+i+
_: 2 9 16

hulgas R. Integraaltunnuse juures toodud néites nédgime, et rida o koondub.
Seega koondub ka s(z) iga € R korral. Antud funktsionaalrea koonduvus-
piirkond on terve reaalarvude hulk.

11.4 Astmerida. Taylori ja Mclaurini read.

Astmerida.
Vaatleme niiiid funktsionaalrida, mille liidetavateks on astmefunktsioonid. Tap-
semalt: olgu reas (11.8) esinev funktsioon u; kujul

ui(x) = a;x,

kus a; on reaalarv. Lisades vaadeldavasse ritta ka liikkme agz® = ag, saame nn
astmerea, millel on jargmine kuju:
s(x) = Zaixi = ag+ a1z + asx® + azx® + ... . (11.9)

=0

Vaatamata sellele, et iildjuhul voib funktsionaalrea (11.8) koonduvuspiirkond
olla {isna keeruline reaalarvudest koosnev hulk, on astmereaga (11.9) koondu-
vuspiirkond lihtsalt kirjeldatav. Nimelt kehtib jargmine teoreem:

Teoreem 11.2. Astmerea koonduvuspiirkond on vahemik, mille keskpunkt 0, st
vahemik kujul (—R, R).

Arvu R nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks. Koonduvusraadius véib
olla iikskoik milline mittenegatiivne arv, kaasa arvatud co. Erijuhul kui R = 0,
on koonduvuspiirkond tiihi hulk, st astmerida hajub koikjal. Kui R = oo, on
koonduvuspiirkond kogu reaalarvude hulk R.

Funktsionaalrida, millel on jargmine kuju:

Zazx—a =ap+ai(z—a)+ax(zr—a)* +az(z—a)®+...,(11.10)
=0

kus a,ag,a1,as,as3 ... on reaalarvud, nimetatakse nihutatud astmereaks. Ni-
hutatud astmerea (11.10) saame astmereast (11.9) argumendi z nihutamisega
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konstandi a vorra. Nihutatud astmerea koonduvuspiirkond on vahemik, mille
keskpunkt a, st vahemik kujul (¢ — R,a + R). Arv R on rea koonduvusraadius.
Taylori ja McLaurini read.

3.9 négime, et 16pmatu arv kordi diferentseeruva funktsiooni f(z) saab punkti
a ldhedal esitada jargmise ligikaudse valemiga:

f"(a)
2!

f"(a)

n!

f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + (x—a)+...+ (x —a)™. (11.11)
Valemi (11.11) paremal poolel seisvat n- astme poliinoomi nimetatakse funkt-
siooni f(x) Taylori poliinoomiks punktis a. Kui a = 0 nimetatakse Taylori
poliinoomi ka McLaurini poltinoomiks.

Valem (11.11) on seda tépsem, mida suurem on temas esineva poliinoomi
aste n. Piirprotsessis n — oo tekib ligikaudsest vordusest (11.11) tépne vordus.

Jarelikult

2! 3!
@) (q )
- Z FOL )(x—a)’. (11.12)

il
i=0

@) = f@)+ Fa)e—a) + D a4 @D gy~

Valemis (11.12) esinevat funktsionaalrida nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori
reaks punktis a. Tegemist on nihutatud astmereaga (11.10), kus
f9(a)

1!

a; =

Kui a = 0, siis nimetatakse Taylori rida ka McLaurini reaks. Seega on funkt-
siooni f(z) McLaurini rida jargmine:

" " 0 p(4) )
f(@) = f(0) + f'(0)z + f2<!0)m2+ f 350):1034-... = Zf i!(O)xz' (11.13)
=0

. 10)
Tegemist on astmereaga (11.9), kus a; = fli,(o)

Nditeid. Esitame siinkohal monede tuntud funktsioonide McLaurini read
koos koonduvusraadiusega R.

o0 .
em:1+x+%?+%?+_”:2:0% R— oo
i
sing = ¢ — % + £ i+ _i( 1)171 221 R -
= s T T T A _

=
cosy = 1— T+ 2 20 4= Y ()i R=o0
- 21 4l 6! ---—_0 D] =
1=

Kui funktsioon ei ole O-punkti timbruses 1o6pmata arv kordi diferentseeruv, siis
ei saa teda McLaurini ritta arendada. Niiteks voib tuua funktsioonid %, Inzx ja
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vx. Funktsioonid % ja Inz el ole x = 0 korral médratud. Funktsioon /x on
kiill 2 = 0 korral madratud (v/0 = 0), kuid tema tuletis ei ole ( (vz) = ﬁ
katkeb z = 0 korral). Taolisel juhul v&ib funktsiooni f(z) arendada Taylori
ritta mones teises, nullist erinevas punktis a, kus ta on lopmata arv kordi dife-
rentseeruv. See on samavédrne funktsiooni f(a + z) arendamisega McLaurini
ritta. Néiteks olgu toodud funktsioonide 14%1’ In(1 4 z) ja 1+ z McLaurini
read koos koonduvusraadiusega:

H%:1—x+x2—x3+x4—...:l;)(—l)ixi R=1

ln(1+z):z7w—;+§—%+...: (—1)i+tz R=1

7

o

i=1

_ 1, 1.2 13 ,3 135 4 _
Vid+ax =143 — 5527+ 5557 5468l +...=

. 00 i i—3)!
:1+§+;(—1)+1% fi=1

11.5 Trigonomeetriline rida. Fourier rida.

Funktsionaalrida jargmisel kujul:
a oo
?O +;[an cosnz + by sinnx), (11.14)

kus ao, an ja b, on konstandid, nimetatakse trigonomeetriliseks reaks perioodiga 27.
Ei ole raske ndha, et taolise rea periood on téesti 27: kuna funktsioonid cos x ja sinx
on 27-perioodilised, siis suvalise positiivse taisarvu n korral kehtivad vordused

cosn(x + 2m) = cos(nx + 2n7w) = cosnx, sinn(x + 27) = sin(nx + 2n7) = sinnx,

millest jareldub, et

oo oo
% + ;[an cosn(x + 2m) + by sinn(x + 27)] = % + ;[an cosnx + by, sinnz].
Trigonomeetrilise rea (11.14) abil saab esitada 27-perioodilisi funktsioone. Vaatle-
megi 27-perioodilist funktsiooni f(x), mis on esitatav taolise reana, st

ao — .
flx) = ?Jr?;l[ancosnerbnsmnm]. (11.15)

Tuletame valemid selle rea kordajate jaoks. Kordaja ao leidmiseks integreerime seost
(11.15) rajades —m kuni =

f(z)dz = a0 dm—}—z [an/ cosnxdw+bn/ sinnxdm} (11.16)

- -7
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Rakendades Newton-Leibnitzi valemit arvutame selles valemis esinevad integraalid:

™

/ de =2z| = 2w,
/ﬂ 1 ‘ 7r
cos ntdr = —sin nx| =
o n .
1 . 1 .
= —sinnr — —sin(—n7r)=0—-0=0, (11.17)
n n
T 1 i 1 1
sin nedr = ——cos nz| = ——=cosnm+ — cos(—nw) =
o n . n n
1 1
= ——cosnm+ —cosnmw = 0. (11.18)
n n

Viimase integraali arvutamisel kasutasime asjaolu, et cos x on paarisfunktsioon, mistGt-
tu cos(—nm) = cosnm. Arvestades valemeid (11.17) ja (11.18) saab vordus (11.16)
jargmise kuju

fz)dz = Wor = aor.

J_n 2
Siit avaldamegi kordaja ao:
1 us
ap = ;/ f(z)dx . (11.19)
Kordajate a,, ja b, leidmiseks laheb vaja jargmisi abivalemeid:

T [0 kuin#k
/_7T cosnz coskx dr = { - kuin— k (11.20)

T . [0 kuin#k
/77Tsmmcsm kxdr = { o kui e k (11.21)

/ cosnzsinkxdr = 0. (11.22)

-

Toestame niiteks valemi (11.20). Kui n # k, siis tdhistame avaldatava integraali

f cosnx cos kx dx tahega I ja integreerime kaks korda ositi. Saame

-

K 1 ™ s
I = cosnxcoskxrdr = —cosnrsinkx| +-— sin nx sin kx dx =
n k kJ_.
—T
U = COoS Nx dv = cos kx dx
du = —nsinnxdr v = %Sinkx

1 1 T
= —cosnwsinkm — — cos(—nm) sin(—km) + n / sin nz sin kx dx =

k k kJ_,
n e . . n . ™ n2 ™
= — sinnrsinkrdr = — —5 sinnx cos kx +-5 cosnx cos kx dr =
kJ_. k k2 J_.
—T
u = sinnz dv = sin kzx dx
du = ncosnzx dzx vzfécoskx
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" i ke 4 o i 4 [ ka dx =
— 7z sinncos 7r+ﬁsm(fn7r)cos(f 7r)+ﬁ cosnz cos kx dx =

-

2 ™ 2
= % / cosnx cos kr dr = %[.

(Siinkohal kasutasime seost sinmm = 0, kui m € Z.) Seega oleme joudnud voérrandini
2
n
I == ﬁj'
Lahendame selle I suhtes. Viies liikme Z—;I vasakule poole saame

n? k2 —n?
1(1—5):0 ehk T % =0.

Selles nulliga vorduvas korrutises esineb kaks tegurit: [ ja kzk’z’lz
teine tegur kQ,;"z on nullist erinev. Jarelikult peab esimene tegur I vorduma nulliga.

Seega

Kuna n # k, siis

™

I = /cosnmcoskmdm =0.

-

Oleme toestanud valemi (11.20) n # k korral. Kui n = k, siis

I:/COS2nxd$ = / [§—|—C082mj} dx =

- -

B {x sin Qnm}

2+ 4n

2+ 4n

2 4n

i {77 sin 2n7r} - { T sin(—2nm)

Oleme toestanud valemi (11.20) ka n = k korral. Valemid (11.21) ja (11.22) tGestatakse
analoogiliselt.

Tuleme niiiid tagasi kordajate a, ja b, maaramise juurde valemis (11.15). Kor-
rutame seda valemit funktsiooniga cos kx, kus k on mingi positiivne tiisarv, ja integ-
reerime. Saame

™

f(z)coskxdx = % cos kxdx +

-

+ Z [an / cosnx cos kx dx + by, / sinnx coskxrdx| .
n=1

- -

Seoste (11.17), (11.20) ja (11.22) tottu on selle vorduse paremal poolel koik liidetavad
vordsed nulliga, va liidetav a, f :T cos nx cos kx dr indeksi n = k korral, kui ta vordub
arvuga aim. Seega

f(z)coskxdx = apm.
Avaldame siit kordaja ay:
a = 1 / f(z) coskx dx . (11.23)

T J 7
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Jargmiseks korrutame valemi (11.15) funktsiooniga sin kz, kus k on positiivne taisarv,
ja integreerime:

i . ao [T .
f(x)sinkxdx = 5 sin kxdx +

-7

+Z {an/ cosnxsink’mdm—f—bn/ sinnxsinkxz dx| .
n=1

- -

Arvestades seoseid (11.18), (11.21) ja (11.22) saame
f(x)sinkzxdx = by,

millest avaldame kordaja by:

b = 1 f(z)sinkz dx . (11.24)
T

Kordajaid (11.19), (11.23) ja (11.24) nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier kor-
dagjateks. Trigonomeetrilist rida (11.15), mille kordajad avalduvad valemitega (11.19),
(11.23) ja (11.24) nimetatakse funktsiooni f(z) Fourier reaks. Fourier rida kasutatakse
palju signaalitootluses.

Naiteid. Koigis jargnevates naidetes on 27-perioodiline funktsioon esitatud analiiii-
tiliselt poolldigul (—, 7] ja jatkatud perioodiliselt kogu arvteljele valemiga

flx+2km) = f(z), keLZ.

-1 kui —w<z<0 ..
l'Olg“f(“’):{ 1 kui O<a<m OO

flz) = % {sinaer

sin 3x " sin bx " sin 7z
3 5 7 .

2. Olgu f(z) =« kui « € (—m, 7. Siis

flz) =2 {Sinxf + -

sin2x  sin3x  sindx
2 3 4 .

3. Olgu f(z) = «® kui x € (—n, 7). Siis

) = Tt [eonn _ COS20 | cos3r cosdr
-3 22 32 12

Uldistus. Vaatlesime sellise funktsiooni Fourier rida, mille periood on 2. Kui
funktsiooni f(z) periood on 2, siis tema Fourier rida ja Fourier kordajad avalduvad
jargmiste valemitega:

ao > nmw . nw
flz) = ?4—; {ancos Tm—i—bnsme] ,

ol ! rl
GOZ%/ f(z)dz, ak:%/ f(ﬂf)COSkTﬂxd% ka%/ f(w)Sinkllwdx~
—1 -1 -l
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