Peatukk 5

Integraalid ja
diferentsiaalvorrandid

5.1 Algfunktsioon ja maaramata integraal.

Algfunktsiooni moiste. Funktsiooni F nimetatakse funktsiooni f
algfunktsiooniks, kui kehtib vordus
F'(z) = f().

Niiteks funktsioon sinz on funktsiooni cosz algfunktsioon, sest (sinz)’ =
COS .

Paneme tahele, et algfunktsioon ei ole itheselt maaratud. Naiteks on funkt-
siooni f(xz) = cosz algfunktsioonideks ka koik funktsioonid sinz + C, kus
C on suvaline konstant. Toepoolest, kuna konstandi tuletis on null, kehtib
(sinz + C) = (sinz) + C' = cosx.

Teoreem 5.1. Kui F' on funktsiooni f algfunktsioon, siis funktsioonid kujul
F + C, kus C on suvaline konstant, on samuti funktsiooni f algfunktsioonid.

Toestus. Olgu F funktsiooni f algfunktsioon. Arvutame F' + C' tuletise:
[F(z)+C] = Fl(z) +C" = F'(z) = f(2).

See néaitabki, et F' 4+ C on funktsiooni f algfunktsioon.

Maaramata integraali moiste. Funktsiooni f algfunktsioonide iildavaldist
F(x)+C, kus C on konstant, nimetatakse funktsiooni f madramata integraaliks
ja tahistatakse [f(z)dz. Seega definitsiooni kohaselt

/f(gc)dx = F(z)+C, C — konstant. (5.1)
Algfunktsiooni leidmist nimetatakse integreerimiseks.
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Maédramata integraal ei ole iihene funktsioon. Fikseeritud x korral on tal
lopmatult palju erinevaid vaartusi, mis soltuvad valitud konstandist C. Teisest
kiiljest voib médramata integraali tolgendada kui tiheste funktsioonide parve
y = F(z) + C, kus konstandi C' igale vaértusele vastab iiks tthene funktsioon.
Kujutades seda funktsioonideparve graafiliselt tasandil zy-koordinaadistikus saame
joonteparve, mille jooned on iiksteisest tuletatavad y-telje sihilise paralleelliikke
abil (joonis 5.1).

Y
/\/y—F(x)—l—C’
/\/ y=F(x)+1
/\/ y=F(x)—2
1__

Joonis 5.1

5.2 Integraalide tabel. Maaramata integraali oma-
dused.

Integraalide tabel.
1. fdz =2z+C,
kuna (z + C) = 1.
2. [z%dx = %—I—C, kus a # —1,

za+1

4 a
kuna (a+1 —|—C) =(a+1)5g ="

3. [% =Inz|+C.
Toestame valemi 3. Selleks peame niitama, et (In|z| + C) = 1.
Kui z > 0, siis (In|z| + C) = (Inz + C)' =
Kui z < 0, siis (In|z] + C)' = [In(—x) + C)

1
o

(e =Ly =1L

x

Kui z = 0, siis ei ole In|z| madratud. Oleme téestanud valemi 3 kehtivuse
koikide € R\ {0} korral.



4. [a*dr = 2= +C ,kus a>0,a # 1,

Ina

kuna (% + C)/ = lima Ina =a®.
Erijubt: [e"dz = e* +C.

5. [sinzdx = —cosz + C.

6. [coszdr = sinz+ C.

7. [ — tanz + C.

cos? x
8 Az — _cotz+C
: sin?x z :
9 Az — Larctan £ 4+ C
: k2422 k k :

Erijuht: f% = arctanz + C.

dx _ 1 k+
10. [#% = sln|its

+C.

11. f\/lg—f—ﬂ = arcsin £ + C.

Erijuht: f\/ldfT = arcsinz + C.

11. [shzdr = chz+C

12. [chazdr = shz+C
13. [4% =thz+C

14. fsﬁlfm = —cthz + C.

Valemite 5 - 14 kontrollimiseks tuleb arvutada nende paremate poolte tuletised
ning vorrelda saadud tulemusi integraalialuste funktsioonidega.

Nditeid valemite 9 — 11 rakendamise kohta:

/ du 1acta I—l—C/ du 1 arcta 33 +C
——— = —arctan— —— = —— arctan —
4422 2 2 ") 5+a22 B V5 ’

/da: = ! In V2t du arcsini—l—C.
2 — 22 24/2

Viea| T B T e
Maaramata integraali omadused.
L [lf@) £ g(@)lde = [fa)dr £ [g(z)da.
NB! Omadus 1 ei kehti korrutamise ja jagamise korral! See tihendab, et
Ju@s@las 2 [ [g@is o
Juw:g@iar # [rwas: [

3

+C




2. [af(z)dz = a [ f(z)dz, kus a on konstant.
3. Kui [f(z)dz = F(z)+ C ja a, b on konstandid, siis

1
/f(ax +b)dx = —F(az +b) + C.
a
Toestame omaduse 3. Selleks me peame naitama, et
1 !/
|:EF(CL{E +b) + C} = f(ax +b).

Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja ja vordust F'(z) = f(x)
saame valemi

EF(ax—i—b) —l—C}/ = —[F(ax +b)] = %F’(ax-i-b) “(ax+b) =

SHl=

F'(ax +b)-a = flax +),

SHE

mida oligi tarvis toestada.

Nditeid omaduse 3 rakendamise kohta.
1. Arvutame [ cos(3z +4)dz. Kuna [ coszdz = sinz + C, siis

1
/cos(3x +4)dx = 3 sin(3z +4) + C.

2. Arvutame [ -4

Kuna [ 4 = In|z| + C, siis

d
/ ’ 1n|ax+b|+0
ax—i—b a

aerb

3. Arvutame [

de ..
cos2 = Ik 5 = tanz + C, siis

dx 1
/ cos?(1 —x) 1 an(l —z) +C tan(l — 2) + C

dx dz_ _ 1 z_ i
4. Arvutame [ 555z Kuna i gier = 5 arctan + C, siis

/ du —/ du = —— rctan\/ix—i—C—iarctan\/?x—i—C
34222 3+(\/§x)2_\/_\/_ V3 - V6 3 '

4. Arvutame [ \/%. Kuna [ \/KT = arcsin £ + C, siis

arcsin @ + C.

/\/m / \/—I) \/_ 2
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5.3 Asendusvote ja ositi integreerimine maara-
mata integraali avaldamisel.

Asendusvote. Vaatleme méadramata integraali

/f(:v)d:v. (5.2)

Integraali (5.2) avaldamisel asendusvottega tehakse selle integraali all muutuja
vahetus. Selleks valitakse mingi funktsioon

u = p(x)

ja integreerimine muutuja z jargi asendatakse integreerimisega muutuja v jargi.
Eeldame, et ¢ on iiksiihene ja diferentseeruv. Téahistame funktsiooni ¢ poéord-
funktsiooni -ga. Seega

x = P(u). (5.3)

Paneme kirja funktsiooni 1 tuletise diferentsiaalide jagatisena: 4% = ¢/ (u).

du
Korrutades seda vordust du-ga saame
dr = ' (u)du . (5.4)

Kasutades valemeid (5.3) ja (5.4) asendame z ja dx integraali (5.2) all. Saame
avaldise

/ f(@)dz = / PR (w)du. (5.5)

Ndited. 1. Avaldame [ ~ \/(iﬁﬁ muutuja vahetusega u = % Funktsiooni
u = % poordfunktsioon on x = % Arvutame diferentsiaali: dx = —%. Niid

on olemas valemid suuruste z ja dx asendamiseks integraali all. Arvutame:

/ dv / -4 / du
I\/ZCQ—l N 1 L_l N U 1—u?
u'\ u? V u?
Kui u > 0, siis Vu? = u ja me saame
/ dz / du, nut C 1 ‘C
———=— | —— = —arcsinu = —arcsin — :
Va2 —1 V1—u? x

Kui aga u < 0, siis Vu? = —u ja

/ dx / du . LC o1 LC
= = arcsinu = arcsin — :
Va2 —1 V1—u? x
Seega on vastus jargmine:
—arcsin%—l—C’ kui z >0

dx
/x\/ac?—l _{ arcsin%—i—C kui z < 0.
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2. Avaldame [ ze®’ dx, kusjuures sobiv muutuja vahetus ei ole ette antud, vaid
tuleb ise leida. Ulesande lahendamise idee on jargmine. Piiiame integraali
teisendada nii, et selle alla tekiks liitfunktsiooni korrutis oma sisemise kompo-
nendi diferentsiaaliga. Siis vottes selle sisemise komponendi uueks muutujaks,
on voimalik teostada asendus, mis integraali lihtsustab.

Piilamegi viia integraali [ ze® du sellisele kujule. Paneme tahele, et inte-

graali all on juba olemas liitfunktsioon e®”. Selle liitfunktsiooni sisemise funkt-
siooni 22 diferentsiaal on 2zdx. Seega kirjutame integraali jairgmiselt:

2 1 2
/xew dx = §/ew-2xd:§.

Niiiid on ta viidud kujule, kus liitfuntksioon on korrutatud oma sisemise kom-
ponendi diferentsiaaliga. Seega teeme muutuja vahetuse u = z2, du = 2zdx ja
saame

1 1 1 1
/xeﬁdx = 5/612' 2xdr = E/e“du = 56"—1—0 = 5612 + C.

Ositi integreerimine. Olgu u = u(x) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funkt-
siooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise (vt. diferentsiaali
omadus 3 §3.5:

d(uwv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist. Saame

/d(uv) = /vdu—l—/udv.

Kuna [d(uv) = uv + C integraalide tabeli valemi 1 pohjal, siis

uv+C = /vdu—l—/udv.

Konstandi C' voib sellest valemist vélja jatta, sest molemad mairamata integ-
raalid [udv ja [vdu sisaldavad juba méiédramata konstante. Viies [vdu vorduse

teisele poolele saame
/udv = uv — /vdu. (5.6)

Saadud avaldis kannab ositi integreerimise valemi nime.

Ositi integreerimise valemit kasutades saab avaldada integraale

/x" sin(ax)dx /:v" cos(ax)dx , /x"e‘”dw, /(lnx)"dx,

kus n on positiivne téisarv ja a on reaalarvuline konstant. Samuti saab seda
votet kasutades leida integraale arkusfunktsioonidest.
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Ndited. 1. Avaldame f x cos 2x dx. Votame
u=2z ja dv=-cos2zdx.

Siis on avaldatav integraal kujul [udv. Ositi integreerimise valemi (5.6) ka-
sutamiseks peame me avaldama ka suurused du ja v, mis asuvad selle valemi
paremal poolel. Kuna u = x, siis

du = dzx.

Funktsiooni v leidmiseks tuleb meil integreerida diferentsiaali dv = cos2x dz.
See tdhendab funktsiooni cos 2z algfunktsiooni leidmist. Funktsiooni cos 2z alg-
funktsioonide tldavaldis on %sin 2z 4+ C, kus C' on suvaline konstant. Ositi
integreerimise valemis laheb vaja ainult iihte algfuntsioonidest. Seega votame
neist lihtsaima:

1
= —sin2z.
v 251n:v

Niitid on meil olemas vajalikud suurused u,v,du,dv ja me saame ositi integ-
reerida:

/xcos2xd:1: = x-%sin2x—/%sin2xdm = gsin2x—%/sin2xda:.

Kuna [ sin2zdz = —% cos2x + C, on lopptulemus jargmine:

1
/xcos2xdx = gsin2x+1cos2x—|—0.

2. Avaldame [Inzdz. Seekord votame
u=Inz ja dv=dx.
Siis
dx

du = — ja v=ux.
x

Integreerime ositi:

/lnxdx = xlnx—/xd—x = xlnx—/dm =zlhze—-—z+C.
T

2. Avaldame [ arctanz dz. Olgu
u = arctanx ja dv=dzx.

Siis
dx

d =
v 14 22

ja v=uw.

Integreerime ositi:

zdx
arctanz dxr = xarctanx — —.
1422

7



zdx

172> avaldamisel kasutame asendusvotet. Selleks kirjutame ta kujul

/ xdr 1/ 2xdx
1+22 2) 1422

ja teeme muutuja vahetuse t = 1 + z2. Siis dt = 2xdx. Saame

d 1 2zd 1 [d 1 1
u

Integraali [

1+ 22 2) 1+ 22 2

Kokkuvottes on vastus jargmine:

1
/arctan:z:da: = rarctanz — 51n|1+x2|+0.

5.4 Diferentsiaalvorrandid.

Diferentsiaalvorranditega seotud pohimoisted. Diferentsiaalvorrand on
vorrand, mis sisaldab tuletisi voi diferentsiaale otsitavatest funktsioonidest.
Naiteks

r—u" +u +u?=0 (5.7)
voOi
2?du = (u — x)dz, (5.8)
kus u(z) on otsitav funktsioon voi

61}— a—zvzf, (5.9)

ot Ox?
kus v(x,t) on otsitav funktsioon, on diferentsiaalvorrandid.

Diferentsiaalvorrandi jarguks nim selles vorrandis esineva otsitava funkt-
siooni tuletise voi diferentsiaali korgeimat jarku.

Naiteks vorrand (5.7) on 3. jarku, vorrand (5.8) 1. jarku ja vorrand (5.9) 2.
jarku.

Kui diferentsiaalvorrandis on otsitavaks funktsiooniks ithe muutuja funkt-
sioon, siis nimetatakse seda vorrandit harilikuks diferentsiaalvorrandiks (HDV).
Naiteks (5.7) ja (5.8) on HDV-d.

Kui diferentsiaalvorrandis on otsitavaks mitme muutuja funktsioon, millest
tulenevalt esinevad vorrandis osatuletised, siis nimetatakse seda vorrandit
osatuletistega diferentsiaalvorrandiks (ODV). Naiteks (5.9) on ODV.

Diferentsiaalvorrandi lahendid. Diferentsiaalvorrandi lahend on funktsioon,
mis rahuldab seda vorrandit.

Margime, et diferentsiaalvorrand ei ole iitheselt lahenduv. See tdhendab, et
lahendeid on palju. Naiteks 1. jarku HDV

u = coszx



lahenditeks on koik funktsioonid kujul v = sin x+C, kus C' on suvaline konstant.
Seevastu 2. jarku vorrandit

v’ = cosz

tuleb kaks korda integreerida, seega soltub selle lahend kahest konstandist.
Toepoolest: esmakordsel integreerimisel saame v/ = sinz + C; ja teistkord-
sel integreerimisel avaldame lahendi u = — cosz + Crx + Cs, kus C7 ja Cy on
suvalised konstandid. Uldiselt n. jarku vorrandi lahend soltub n konstandist.

n. jarku HDV uldlahendiks nimetatakse selle vorrandi lahendit, mis soltub
n suvaliselt valitavast konstandist. Erilahendiks nimetatakse lahendit, mis on
saadud tildlahendist mainitud konstantide fikseerimise teel.

Ndaiteks v = sinz + C on vorrandi v/ = cosz ildlahend. Funktsioonid
u=sinz, u =sinz + 1, u = sinz — 2 jne on selle vorrandi erilahendid.

1. jarku HDYV iild- ja normaalkuju. Paragrahvi iilejaanud osas tegeleme 1.
jarku HDV-dega.
1. jarku HDV J4ildkuju on jargmine:

F(x,u,u’) =0,

kus F(z,u,v) on kolme muutuja funktsioon. Kui vorrandis on tuletis teiste
liikmete kaudu ilmutatud, siis Geldakse, et see vorrand on normaalkujul. Seega
on 1. jarku HDV normaalkuju jargmine:

u = f(z,u),

kus f on kahe muutuja funktsioon.
Naiteks diferentsiaalvorrand /u—1In v+ = 0 on antud iildkujul. Avaldades
sellest vorrandist tuletise v/ teisendame ta normaalkujule v/ = eV&+e,

Cauchy iilesanne. Vaatleme normaalkujulist 1. jarku HDV-d v’ = f(z,u).
Selle vorrandi iildlahend so6ltub suvalisest konstandist C. Konstandi méarami-
seks peame lisama sellele vorrandile iihe lisatingimuse. Selleks on mitmeid
voimalusi. Vaatleme ldhemalt ithte voimalust.

Olgu teada argumendi vaartusele o vastav lahendi vaartus ug. See tdhendab,
et on antud tingimus u(zg) = up. Koos vorrandiga v’ = f(x,u) saame jargmise
iilesande:

u = f(z,u), ulxg) = uo. (5.10)

Seda iilesannet nimetatakse Cauchy tlesandeks 1. jarku HDV-le. Cauchy
iilesandel on parajasti iiks lahend.
Ndide. Lahendame Cauchy iilesande

v =cosz, u(0)=-3.

Uldlahend on u = sinz + C. Lisatingimus u(0) = —3 iitleb, et & = 0 korral
u = —3. Seega saame jargmise vorrandi konstandi C' médramiseks:
—3 =sin0+ C. Lahendiks on C' = —3. Ulesande lahend on seega u = sinx — 3.
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Tihtipeale on on diferentsiaalvorrandis otsitava funktsiooni argumendiks aeg
ja lisatingimus on antud nullhetkel. Siis nimetatakse Cauchy iilesannet ka
algtingimusega tlesandeks.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid. 1. jarku HDV-d nimeta-
takse eralduvate muutujatega vorrandiks, kui ta on teisendatav jargmisele kujule:

g(u)du = h(z)dz, (5.11)

kus g ja h on mingid funktsioonid. Vérrandis (5.11) on muutujad eraldatud, st
iihel pool on ainult muutuja v ja teisel pool ainult muutuja xz. Vorrandit (5.11)
saab lahendada otsese integreerimise teel, st

/g(u)du = /h(x)dx.

Ndjiteid.
1. Lahendada vorrand z?u’ = 2.
Asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega:

28U _ @

dr sinu’

Korrutamiste ja jagamistega teisendame vorrandi sellisele kujule, kus vasakul
pool on ainult » ja paremal pool on ainult x. Koigepealt korrutame suurusega
dx. Saame

rdx
22du = =
sinu
Jagame suurusega 2. Saame
dz
du = —.
rsinu

Lopuks korrutame suurusega sin u. Jouamegi eraldatud muutujatega vorrandini:

dzr
sinudu = —.
T

d
/sinuduz _:v'
T

Avaldame integraalid. Saame

Integreerime:

—cosu=In|z|+ C.

See ongi vaadeldava diferentsiaalvorrandi tildlahend, kuigi ilmutamata kujul.
Imutamiseks tuleb avaldada . Ilmutatud lahend on u = arccos(—In |z| + C).

/

2. Lahendada Cauchy iilesanne % — v* = 0, v(1) = 1.
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Eraldame muutujad:

/ !/
v 2 v 2 d'U 2 2,2
— = = — =y — = = dv=0vtdt =
t2 2 t2dt
dv 9
Integreerime:

d
/—g:/tzdt.
v
L _

Saame iildlahendi: —+ = 5 + C. Lisatingimus iitleb, et ¢ = 1 korral v = 1.

Seega —1 = % + C. Jérelikult C = —%. Cauchy iilesande lahend on —1 = th_‘l,

3. Lahendada vorrand u' = au, kus a on konstant ja w argument on ¢.
Eraldame muutujad:

du du
v =au = =au = du=audt = — =adt.
n

dt
d
—u:a/dt.
U

Saame iildlahendi ilmutamata kujul:

Integreerime:

In|u| = at + C.

Ilmutame lahendi. Rakendades eksponentfunktsiooni tuletame:

lu| = eMtC,
Kasutades valemit e*t8 = ¢®e? saame
lu| = e,

Kuna |u| v6ib soltuvalt v mérgist vorduda kas +u voi —u -ga, siis
u = +eCe.

Kuna C on suvaline reaalarv, siis ka +e¢ on suvaline reaalarv. Téhistades +e¢
imber C-ga saame vaadeldava vorrandi tildlahendi ilmutatud kujul:

u= Ce®.

5.5 Naiteid diferentsiaalvorrandite kohta.

Reaktsiooni kineetilised vorrandid. Olgu keemilises reaktsioonis osaleva
reaktandi kontsentratsioon ¢. Kontsentratsiooni tuletis r(t) = ¢’(t) niitab
reaktsiooni kiirust ajahetkel {. Kuna reaktandi kontsentratsioon kahaneb, on
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tuletis negatiivne, so r < 0. Kui reaktandi kontsentratioon on suur, siis on
reaktsioon kiire, kui kontsentratsioon on muutunud véikeseks, siis reaktsioon
aeglustub. Lineaarses lahenduses on reaktandi kahanemiskiirus —r proport-
sionaalne kontsentratsiooniga c, st —r = kc, kus k on konstant. Seega r = —kc
ja saame diferentsiaalvorrandi

¢’ = —ke.

Selle diferentsiaalvorrandi saame lahendada nii nagu eelmise paragrahvi néites
3 toodud vorrandi. Uldlahendiks on ¢ = Ce™*, kus C' on suvaline konstant.
Olgu alghetkele t = 0 vastav kontsentratsioon cg. Siis saame konstandi C' jaoks
vorrandi ¢g = CeP, millest leiame C' = cy. Seega on antud algtingimusele vastav
erilahend
c= coefkt.

Anuma tithjenemine. Olgu vaatluse all silindrikujuline tilevalt avatud anum,
mis on tdidetud vedelikuga. Anuma allosas on auk, millest vedelik hakkab vilja
voolama (vt joonist).

Vedelikutaseme korgus olgu h ja silindri ristldike pindala S. Augu pindala olgu
s ja august viljavoolavate vedelikumolekulide kiirus v. Vool aeglustub vedeliku
taseme langemisel. Nii A kui ka v soltuvad ajast t.

Vedeliku voolamise pidevuse lause (vedeliku voolamise kiiruse ja toru ristloike
pindala korrutis on konkreetse toru korral konstantne suurus) pohjal kehtib seos
VS = wvs, kus V on vedelikutaseme languse kiirus anumas. Kuna V = —h/,
saame vorduse —Sh’ = sv, millest avaldame

N
W=-. (5.12)

Teisest kiiljest, Torricelli seaduse pohjal v = /2gh. Seega saame avaldisest
(5.12) diferentsiaalvorrandi

W = —kvVh, kus k=£\/2g.

S
Lahendame selle vorrandi. Eraldame muutujad:
dh dh
W=-kvh = — =-kvh = dh=-kvVhit = — = —kdt
dt Vh
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Integreerime:

dh
— =k / dt.
Vh
Saame iildlahendi 2vh = —kt + C. Olgu ajahetkel t = 0 vedelikutaseme

korgus hg. Asetades need arvud lahendi avaldisse, leiame konstandi C' véértuse:
C = 2v/hg. Algtingimusele vastav erilahend on 2v/h = —kt + 2v/ho. Ilmutame

lahendi: )
SR

Anum saab tiihjaks, kui v/hg — % = 0, st ajahetkel { = 2\{;70'

Newtoni jahtumisseadus. Olgu vaatluse all keha, mille temperatuur on 7.
Keha timbritseva keskkonna temperatuur olgu T.. Kui 7" > T, siis hakkab keha
jahtuma, st temperatuur 7' kahaneb ajas. Seega on funktsiooni T'(t) tuletis
negatiivne: T'(t) < 0. Mida suurem on sise ja vilistemperatuuri vahe, seda
kiiremimini keha jahtub ehk seda vaiksem on T tuletis. Lineaarses lahenduses
on —T" on vordeline sise- ja vilistemperatuuride vahega T — T,.. Seega kehtib
jargmine HDV:

~T' = (T - T,), (5.13)

kus k on positiivne konstant (soojusvahetustegur). Lahendame vorrandi (5.13).
Eraldame muutujad:

dr
ST =K(T-T.) = “o=-h(T=T) = dT =—s(T-T.)dt =
dr
= —kdt.
T-1. "
Integreerime: [ 7%= = —k [dt. Saame In|T — T.| = —xt + C. Tlmutame

lahendi nii nagu eelmise paragrahvi néites 3. Saame T' = T, 4+ Ce™*. Olgu
keha algtemperatuur Ty. See annab seose Ty = T, + C', millest leiame konstandi
vaartuse C = Ty — T.. Algtingimusele vastav lahend on

T=T,+(Ty—T.)e "

Evansi hinnamudel. Olgu kauba hind p, pakkumine S ja néudlus D. Hinna
kasvades pakkumine suureneb kuid noudlus vaheneb.




Tasakaalupunktis p, kehtib vordus S(p.) = D(ps«). Oletame, et hind on vaiksem
kui p,.. Siis on tegemist kauba defitsiidiga, st D(p) > S(p). Hind hakkab
kasvama. Hind kasvab seda kiiremini, mida suurem on D ja S vahe. Lineaarses
lahenduses on hinna kasvu kiirus vordeline suurusega D —.S. See annab jargmise
diferentsiaalvorrandi:

kus K on konstant.

5.6 Integraalsumma ja maaratud integraal.

Integraalsumma moiste. Olgu antud funktsioon f, mis on pidev 16igul [a, b].
Jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks punktidega

a=xr0< 21 <T3<...<xy =D,

mis paiknevad konstantsete vahedega. Téhistame Az = x; — x;—1 (Joonis 5.2)

Az
f_JH
| | | | | | |
I 1 1 T T I I T
a T1 T2 : Ti—1 X4 Tn—1p
Il Il
Zo Tn
Joonis 5.2

Valime igal osaldigul [x;_1, ;] ithe punkti p;:

Di
+—e—F

Ti—1 X
Moodustame summa
Sy = if(pi)Ax. (5.14)
i=1
Seda summat nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks 16igul [a, b].

Ma&aratud integraali méiste. Muudame 16igu [a, b] tiikeldust jarjest peene-
maks nii, et Az — 0:
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Kui funktsioon f on pidev 16igul [a,b], siis on integraalsummal S, piir-
protsessis Ax — 0 16plik piirvaértus, mis ei s6ltu punktide p; valikust osaloikudel.
Seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f mddratud integraaliks 16igul [a, b]

ja tahistatakse
b
/ f(z)dx.

Seega definitsiooni kohaselt
b
/a flz)dr = AlirgoSn. (5.15)

Integraali f: f(z)dx komponendid kannavad jargmisi nimetusi: a - integraali
alumine raja, b - integraali iilemine raja, [a,b] - integreerimisloik, x - integree-
rimismuutuja, f - integreeritav funktsioon, f(z)dzx - integraalialune avaldis.

Naide fuusikast. Liikugu materiaalne objekt x-teljel punktist a punkti b.
Mgjugu temale joud F', mis iildiselt s6ltub koordinaadist z, st F' = F(x).

F
O—
| |

; .

Eesmargiks on leida valem t66 A arvutamiseks, mille joud F teeb vaadeldava
objekti litkumisel punktist a punkti b.
Kui F on konstantne, siis avaldub t66 valemiga

A=F(—a).

Kui F ei ole konstantne, siis tuleb t06 arvutamisel kasutada integreerimist.

Idee on jargmine: jaotame vaadeldava 16igu [a, b] vaikesteks osaloikudeks nii,
et igal osaloigul on joud ligikaudselt konstantne. Igal osaloigul arvutame t66
eraldi, kasutades selleks iilaltoodud valemit. Seejarel liidame osaloikudel tehtud
t66d kokku saades t66 tervel 16igul [a, b]. Niiviisi saame ligikaudse t66 valemi.
Tépse t06 valemi saame, kui muudame loigu tiikelduse ”16pmata peeneks”,
st votame ligikaudsest t60 valemist piirvaartuse osaloigu pikkuse lahenemisel
nullile.

Asume t66 valemi tuletamise juurde. Seejuures eeldame, et funktsioon F' on
pidev. Pidevus on vajalik selleks, et F'(z) muutuks véikestel osaldikudel vihe.
Teatavasti ldheneb pideva funktsiooni muut nullile tema argumendi muudu
lahenemisel nullile (vt §2.8).

Jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks {ihtlaste vahedega paiknevate punktidega

a=ro <1 <To<...<ZTp=0">
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ja tahistame A = x; — x;_1:

Az
=
—— — —
a Ti T2 Ti—1 T4 In-1p z
I I
To Tn

Valime igal osaloigul [x;—1, ;] tihe punkti p;:

Di
+—e—F

Ti—1 Ti
Kui osaloigu pikkus on véike, siis muutub pidev funktsioon F' osaloigul vahe, st

F(z) =~ F(p;) iga « € [rj_1,2;] korral:

x = Pi = F(z) ~ F(p;)
+—e—eo—+

Ti—1 T

Seega on osaldigul [x;_1, z;] tehtud t66 A A; ligikaudselt vordne F(p;) ja osaldigu
pikkuse Az korrutisega, st

AA; ~ F(p;)Az.

Summeerides t66d iile osaloikude saame t66 ligikaudse avaldise kogu 16igul
[a, b]:

n n

A=Y "AA; = Y F(p)Ax. (5.16)

i=1 =1

Mida véiksem on osaldigu [x;—1,x;] pikkus Az, seda vihem muutub joud sellel
osaloigul ja seda tdpsem on ligikaudne valem A; =~ F(p;)Az. Seega, mida
peenem on tiikeldus, seda tdpsem on ka ligikaudne valem (5.16). Teisest kiiljest,
valemi (5.16) paremal poolel seisab funktsiooni F' integraalsumma l6igul [a, b].
Integraalsumma ldheneb méératud integraalile protsessis Az — 0. Seega saame
ligikaudsest valemist (5.16) piirprotsessis Ax — 0 jirgmise tépse valemi t60
jaoks:

A= /abF(:c)d:c.

5.7 Maaratud integraali geomeetriline sisu.
Olgu funktsioon f pidev 16igul [a, b]. Eeldame, et f(z) > 0. Vaatleme joontega

y = f(x), x = a, x = b ja y = 0 piiratud kovertrapetsit (joonis 5.3). Tahistame
selle kujundi pindala siimboliga S. Meie eesmérk on tuletada valem S jaoks.

16



Joonis 5.3

f(pi)

ﬁ P1 x1 P22 Ti—1 Pi T4
xo

Joonis 5.4
Tiikeldame 16igu [a, b] osaloikudeks punktidega
a=T9g<x <T3<...<Typ =0,
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mis paiknevad tihtlaste vahedega Ax = x; — xz;_1. Fikseerime igal osaloigul
[€;—1,x;] the punkti p;,. Vaatleme osaldigule [z;_1,x;] toetuvat kovertrapetsi
osa AS; (joonisel 5.4 on selle kiiljed kujutatud katkendliku joonega).

Kui Az on viike, siis muutub pidev funktsioon f osaldigul [x;—1,z;] véhe.
Seega voib ta sellel osaldigul lugeda ligikaudselt vordseks konstandiga f(p;) ehk

f@)= f(p;) kui =€ [xi—1,2]. (5.17)

Jarelikult on AS; ligikaudselt ristkiilik ja tema pindala avaldub ligikaudu kérguse
ja aluse korrutisena:
AS; =~ f(p;)Azx.

Terve kovertrapetsi ligikaudse pindala valemi saame, kui summeerime osapiir-
kondade pindalad:

n

S~y fp)Az. (5.18)

=1

Mida véiksem on Az, seda vihem muutub funktsioon f osaldigu [z;—1, ;] peal,
jarelikult seda tépsem on valem (5.17). Seega, mida peenem on [a, b] titkeldus,
seda tépsem on ka pindala valem (5.18). Teisest kiiljest, valemi (5.18) paremal
poolel on funktsiooni f integraalsumma 16igul [a, b]. Jarelikult, kui Az 1&heneb

nullile, siis laheneb nimetatud integraalsumma maaratud integraalile f: f(z)dz.
Kokkuvottes, piirprotsessis Az — 0 saame ligikaudsest valemist (5.18) jargmise
téapse valemi pindala jaoks:

b
S:/ f(z)dx. (5.19)

Néide. Arvutame f: dx = f: 1dz. Kuna loigule [a,b] toetuva ja korgust 1
omava ristkiiliku pindala on b — a, siis

b
/d:c:b—a.

5.8 Maaratud integraali omadused. Integraali
keskvaartusteoreem.

Maaratud integraali omadusi.

L [P1f(@) £ g(2)]dz = [° f(z)dx + [ g(x)da.

NB! Omadus 1 ei kehti korrutamise ja jagamise korral! See tdhendab, et
[ @i # [ e [ g
x)g(x)|dx z)dx - glx)axr Ja
(lb a b a
[ @ sgnts # [ s@is s [gw)d.
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2. f; Cf(z)dr = Cf; f(z)dz, C - konstant.
Lisame veel moned olulised omadused. Nende omaduste pohjendamisel on
hea kasutada méératud integraali fiilisikalist sisu: jou F'(x) pool tehtud t66 ma-
teriaalse objekti lilkumisel punktist a punkti b avaldub valemiga A = f; F(z)dx.

Me defineerisime méératud integraali f: f(z)dx 16igul [a, b]. Et selline definit-
sioon omaks motet, peab kehtima vorratus a < b. Teatud pohjustel on aga
vaja maaratud integraali definitsiooni laiendada ka juhule kui a > b. Naiteks
asendusvotte rakendamise tulemusena (vt. §5.10) tekib sageli integraal, mille
alumine raja on suurem kui iilemine. Alljargnevatest omadustest esimesed kaks
ongi definitsioonid, mis laiendavad méaratud integraali juhule a > b.

3. [ f(z)da =0,
Pohjendus: kui a = b, siis on labitud teepikkus vordne nulliga, seega on
ka t66 vordne nulliga, st [ F(z) = 0.

4. Kui a > b, siis f: f@)de = — [ f(x)dz.
Pohjendus. Jou F(z) poolt tehtud t66 liikumisel punktist a punkti b on
f; F(z)dz ning t66 liikkumisel punktist b punkti a on [;" F(z)dz. Seega,
kui materiaalne objekt liigub punktist a punkti b ja sealt tagasi punkti a,

on kogu tehtud t66 vordne summaga f: F(z)dz + [, F(x)dz. Kuid kuna
sel juhul on kogu ldbitud teepikkus vordne nulliga, kehtib vordus

/a bF(x)dx+ /b " Flo)dz = 0.

Viies selles vorduses teise liidetava paremale poole tekibki valem

/abF(a:)da: = —/baF(x)dx.

Jargnev omadus iitleb, et integreerimisloikude liitmisel integraalide vaartused
liituvad:

c b c
5. [ fx)dx = [ f(x)dx+ [, f(x)dz.
Pohjendus. Jou F(z) poolt tehtud t66d litkumisel punktist a punkti b

ning punktist b punkti ¢ on vastavalt f; F(z)dz ning [, F(x)dz. Seega,
kui objekt liigub punktist a iile punkti b punkti ¢, on jou poolt tehtud
kogut6o vordne summaga

/ab F(z)dz + /bc F(z)dz.

Kuid teisest kiiljest on jouvalja poolt tehtud to66 liikumisel punktist a
punkti ¢ vordne ka integraaliga fac F(z)dx. Seega saamegi valemi

/:F(x)dx - /abF(x)dx+/bCF(:1:)d:z:.
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Vorratus, mida rahuldavad kaks funktsiooni, laieneb ka nende funktsioonide
integraalidele:

6. Kuia <bja fi(z) < fa(z) iga x € [a,b] korral, siis f: fi(z)dz < f: fo(z)dz.

Pohjendus. Joufunktsioonide Fj(x) ja Fp(x) poolt tehtud t66d litkumisel
punktist a punkti b on vastavalt f; Fi(x)dz ja f; Fy(x)dz. Kui Fy(z) <
F5(z) ja 1abitud teepikkus on positiivne, st b > a, siis on jou Fy poolt
tehtud t06 suurem voi vordne jou Fy poolt tehtud toost, st

/ab Fi(z)dz < /ab Fy(z)da.

Teoreem 5.2 (Integraali keskvéirtusteoreem). Kui f(z) on pidev 16igul
[a, b], siis leidub sellel 16igul vahemalt iiks punkt ¢ nii, et

b b
/ f(z)dx = f(c)/ dz = f(c)(b—a). (5.20)

Téestus. Olgu M ja m vastavalt funktsiooni f(z) suurim ja vahim vaartus 16igul
[a,b]. Siis kehtivad iga = € [a, b] korral vorratused m < f(z) < M. Méadratud
integraali omaduse 6 pohjal

/abmdac S/abf(:v)d:v < /abde.

Kuna m ja M on konstandid, siis omaduse 2 pohjal f:mdx = mf: dx ja
f:de = Mf: dx. Seega

m/abda: g/abf(a:)da: < M/abdx.

b
Jagades suurusega fa dx saame

b
< fa f(z)dzx
T Ve

paikneb funktsiooni f(x) suurima ja vahima vairtuse

< M.

ff f(z)dx
f;’ dx
vahel. Kuna 16igul [a, b] pidev funktsioon f(z) saavutab sellel 16igul iga véértuse
oma suurima ja vahima vadrtuse vahel (Teoreem 2.4), siis leidub vdhemalt iiks

punkt ¢ € [a, b] nii, et

Naeme, et arv

_ f:f(:v)dac
f:d:r '

Korrutades seda vordust arvuga ff dx ja arvestades, et f; dx = b — a, saame
valemi (5.20). Teoreem on toestatud.

f(e)
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5.9 Muutuva ililemise rajaga integraal. Newton-
Leibnitzi valem.

Muutuva iilemise rajaga integraal. Oleme vaadelnud kahte liiki integraale:

1. médramata integraal [ f(z)dz , mis on defineeritud kui funktsiooni f alg-
funktsioonide tildavaldis;

2. médratud integraal f: f(x)dx, mis on defineeritud kui funktsiooni f integ-
raalsumma piirvaartus.
Jargnevalt vaatame iihte olulist seost nende kahe integraalitiiiibi vahel.

Olgu antud funktsioon f(¢), mis on pidev 16igul [a,b]. Siis on sellel funkt-

sioonil olemas maaratud integraal f: f(t)dt. Asendame selle integraali tilemise
raja muutujaga x. Siis saame jargmise 16igul [a, b] defineeritud funktsiooni:

B(z) = /mf(t)dt, v € a,b.

Osutub, et sellisel viisil oleme me teisendanud méaratud integraali f: fl)de
médramata integraaliks. Téapsemalt: ®(x) on funktsiooni f algfunktsioon,
st iiks konkreetne funktsioon médramata integraaliga [f(z)dz antud funkt-
sioonide parvest. Sonastame ja toestame selle viite teoreemina.

Teoreem 5.3. Kui f on pidev 16igul [a,d], siis funktsioon ®, mis avaldub
valemiga ®(z) = [ f(t)dt, on funktsiooni f algfunktsioon 16igul [a, b).

Toestus. Teoreemi véite toestamiseks peame néitama, et
®'(x) = f(z) iga x € a,b] korral

Olgu z suvaline punkt 16igult [a,b]. Nagu tavaliselt, tdhistame stimboliga Az
argumendi x muutu. Kasutades miaratud integraali omadust 3 §5.8 arvutame:

z+Ax x z+Ax
Bz + Az) = / F(t)dt = / FO)dt + / F(t)dt

x+Ax
~ o) + / )t
Seega saame funktsiooni ® muudu jaoks seose
rz+Azx
AD = Oz + Azx) — P(x) = / fl)de. (5.21)

Integraali keskvadrtusteoreemi pohjal leidub punktide = ja x + Az vahel punkt
¢ nii, et kehtib vordus

rx+Ax
/ f@®)dt = f(e)(x+ Az —z) = f(c)Ax. (5.22)
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Vaottes (5.21) ja (5.22) kokku saame seose AP = f(c)Az, millest jareldub et

AD
N = f(e).

Selle vorduse vasakul pool olev jagatis koondub funktsiooni ® tuletiseks punktis
x piirprotsessis Az — 0. Peale selle, kuna ¢ paikneb x ja x + Az vahel, siis
¢ — x, kui Az — 0. Kokkuvottes saame vorduse

Olemegi toestanud, et ®'(z) = f(z) iga x € [a,b] korral ja sellega ka teoreemi
vaite.

Newton-Leibnitzi valem. Eelmises alamparagrahvis vaatlesime iihte voimalust
teisendada méadratud integraal madramata integraaliks. Niilid vaatleme teist-
pidist teisendust, st maaratud integraali saamist madramata integraalist.
Konkreetselt olgu F funktsiooni f algfunktsioon, st F' on iiks konkreetne
funktsioon médramata integraaliga [f(z)dz antud funktsioonide perest. Esi-
tame kiisimuse: kuidas oleks voimalik sellisel juhul arvutada méaaratud integraal
f: f(x)dz? Vastuse koos arvutusvalemiga annab jirgmine teoreem.
Teoreem 5.4 (Newton-Leibnitzi valem). Kui F on pideva funktsiooni f
algfunktsioon 16igul [a, ], siis kehtib valem

b

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a) = F(x)|". (5.23)

Toestus. Teoreemi eelduse kohaselt on F' funktsiooni f algfunktsioon 16igul

[a,b]. Peale selle, Teoreem 5.3 pohjal on ka funktsioon ®(x) = [ f(¢)dt funkt-
siooni f algfunktsioon 16igul [a,b]. Seega

() = F'(z) = f(x).

Néeme, et [®(z) — F(z)] = 0. Nulltuletis on ainult konstantsel funktsioonil.
Jarelikult ®(z) — F(x) = C ehk ®(z) = F(z) + C ja saame vorduse

/ " ftydt = Flx)+C. (5.24)

Jargnevalt leiame konstandi C véartuse. Selleks paneme avaldises (5.24) muu-
tuja x vorduma a-ga. Saame vorduse

/ f®)dt = F(a) + C,
mille vasak pool vordub nulliga méaératud integraali omaduse 1 pohjal (vt §5.8).

Seega, 0 = F(a) + C, millest tuletame konstandi C' jaoks valemi C' = —F'(a).
Niitid saame kirjutada vorduse (5.24) kujul

/x ft)dt = F(z) — F(a).
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Pannes selles avaldises muutuja x vorduma arvuga b, jouamegi Newton-Leibnitzi
valemini (5.23). Teoreem on toestatud.

Niiteid. 1. Arvutame f_ll e”dz. Kuna [e”dx = e”+C, siis Newton-Leibnitzi
valemit kasutades saame

! 1 1
/ ezdx:ez| =el—el =e— =,
—1

2. Arvutame fO% cos 3zdr. Kuna [cos3zdr = £ sin3z + C, siis

/% 3adr = ~sin3z|f = Lsin 2~ — sin0)
cosSoxraxr = — SInox = —|[Sln — — sS1n =
0 3 0 2

1
. 1-0) = =

1
3
Paratud integraalid. Maaratud integraali iildistused juhule, kui integraali
illemine voi alumine raja on kas pluss voi miinus 1opmatus kannavad nimetust
lopmatute rajadega pdratud integraalid. Taolised integraalid defineeritakse piir-
vadrtuste abil:

b

oo b b
/a f(z)dx = bli}rgo/a f(z)dz, /_OO f(z)dx = lim f(z)dz,

a— — 00 a

/:30 f(x)dz = lim flx)dx.

a—oo [_ .

Nditeid. 1. Arvutame integraali floo %. Vastavalt definitsoonile ja Newton-
Leibnitzi valemile saame

) bq 10 1
/ 2 —im [ 2 = lim {——‘ }_hm {——+1]_1.
1 x b—o00 1 X b—oo Tl b—00 b

2. Arvutame integraali

>d vd b
/ &~ lim '~ lim [1n|x|‘ } = lim [lnb—0] = oo.
1 b—oo 1 b—oo

T b—oo J1 T

5.10 Asendusvote ja ositi integreerimine maaratud
integraali korral.

Asendusvote. Vaatleme méadratud integraali

b
/ f(z)dx. (5.25)

Teeme integraali all asenduse valides uueks muutujaks u, mis soltub x-st jargmisel
viisil: u = ¢(z). Eeldame, et ¢ on iiksiithene ja diferentseeruv. Téhistame ¢
poordfunktsiooni i-ga. Siis

x = P(u). (5.26)
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Paneme kirja funktsiooni 1 tuletise diferentsiaalide jagatisena: 4% = ¢/ (u).

du
Korrutades seda vordust du-ga saame
dr = ' (u)du. (5.27)

Kasutades valemeid (5.26) ja (5.27) saame integraali (5.25) all suurused z ja dx
asendada vastavate u-st soltuvate suurustega. Erinevalt maaramata integraalist,
tuleb maaratud integraali korral lisaks suurustele = ja dv asendada ka integree-
rimisloik koos rajadega. Uus integreerimisloik koosneb funktsiooni v = ¢(x)
vadrtustest, mis on saadud argumendi x varieerimisel iile kogu esialgse integ-
reerimisloigu [a, b]. Uhtlasi on uue integraali alumine raja vordne u vaartusega,
mis vastab muutuja x viartusele a ja iillemine raja on vordne u vaartusega, mis
vastab muutuja z vairtusele b. Seega on uue integraali alumine raja ¢(a) ja
ilemine raja p(b). Kokkuvottes saame jargmise valemi:

b »(b)
/ f(2)dz = / () (u)du. (5.28)
a w(a)

1 tz)2d ..
Niide. Arvutame [~ (arccote)™dz - meame asenduse u = arccotz. Siis

1422
d
du=——"_
14 22
Taolise asenduse puhul lihtsustub integraalialune avaldis kujule —u?du. Arvu-
tame rajad uues integraalis: arccot(—1) = 3T, arccot1 = Z. Seega

/1 (arccotx)?dx /er 24 ud | % 1 (71')3 3r\° 1373
_— = — u u = —— = —— —_ _ _— = .
L, 112 s 3l 73|12 4 92

Ositi integreerimine. Olgu u = u(x) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funkt-
siooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise:

d(uv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist rajades a-st b-ni. Saame

/ab d(w) = /ab vdu + /ab udv . (5.29)

Arvutame eraldi selle avaldise vasaku poole. Kuna [d(uv) = uv+C integraalide
tabeli valemi 1 pohjal, siis Newton-Leibnitzi valemi tottu

b
/ d(uv) = uv|Z.

Tehes asenduse avaldise (5.29) vasakus pooles saame

. b b
uv‘a:/vdu—i-/ udv .
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.. b - . . . D
Viies fa vdu vorduse teisele poolele, tuletame ositi integreerimise valemi maaratud

integraali jaoks:
b , b
/ udv = uv‘a—/ vdu . (5.30)

Niide. Arvutame [ 2% cos £ dw. Votame u = 22 ja dv = cos % dw. Siis
du = 2zdz ja v = 2sin 3. Integreerime ositi:

/0 x2cos§dx = 2x2sing}0—4/0 xsin%dw.

Integraali foﬁ xsin 5 dr tuleb uuesti ositi integreerida. Selleks votame u = z ja
dv = sin § dz. Siis du = dx ja v = —2cos 5. Saame

/0xzcosgdx:2x2sin§‘0—4[—2xcosgO—|—2/0 cos%dw} =

:] = [(2x2 —16) sing + 8z cos %}

T

| x
= 2 24 —‘ —4 |:—2 a
T S 210 I COS 2

™ T
48in —
0+ ln2

- [(27r2 - 16)sing +87Tcosg] — [(2-022 — 16)sin0+ 8- 0 - cos 0] = 272 — 16.

5.11 Naiteid maaratud integraali kohta
rakendustes.

§5.6 toime me niite madratud integraali rakendamise kohta t606 arvutamisel.

Selles paragrahvis késitleme veel moningaid méaratud integraali rakendusi.

Kuna integreerimine on tuletise arvutamise poordoperatsioon, saab tuletisi
sisaldavaid valemeid esitada ka integraalsel kujul. Vaatleme kolme sellist naidet.

Teepikkuse leidmine kiiruse integreerimise abil. §3.3 négime, et sirgjoone-
liselt liikuva materiaalse objekti kiirus v ja koordinaat x on seotud valemiga

kus ¢ on aeg. Lelame ajavahemikus (¢1,t2) ldbitud teepikkuse S. Selleks
integreerime kiiruse valemit 16igul [t1, t2):

/:2 v(t)dt = /:2 o' (t)dt.

Kuna funktsiooni 2’ algfunktsioon on x, siis Newton-Leibnitzi valemi pohjal

ta

= l‘(tz) — l‘(tl) =S.

Teepikkuse valem on S = f:f v(t)dt.
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Massi arvutamine massivoo integreerimise abil. §3.3 me tuletasime jargmi-
se valemi:

](t) = m/(t)v
kus j(t) on aine massivoog torus ja m(t) on toru ristloike ithikpindala null-
hetkest t = 0 kuni positiivse ajahetkeni ¢ > 0 ldbinud aine mass. Piistitame
jargmise iilesande: antud on massivoog j(t) ja leida tuleb ajavahemikus [0,T]

ristldike tihikpindala 14binud aine mass m(T). Ulesande lahendamiseks integree-
rime massivoo valemit rajades 0 kuni 7":

/OT jt)dt = /OT m/ (t)dt.

Vastavalt Newton Leibnitzi valemile fOT m/(t)dt = m(T)—m(0). Kuna m(0) =

0, siis fOT m/(t)dt = m(T). Seega saame jargmise valemi m(T') jaoks:

Massi arvutamine joontiheduse integreerimise abil. Vaatleme z-telje ko-
hal paiknevat suhteliselt iihemootmelist objekti, mis paikneb x-telje sihis punk-
tide 0 ja [ vahel ja on tdidetud mittehomogeenselt paikneva ainega, nt gaasiga
taidetud toru, tahkest ainest koosnev varras jms.

0 % !
83.3 nédgime, et kehtib valem
V(@) = m'(z),

kus «y(z) on aine joontihedus punktis = ja m(z) on punktide 0 ja x vahel paikneva
aineosa mass. Piistitame jargmise iilesande: antud on aine joontihedus v(x)
16igul [0,!]. Méérata tuleb aine kogumass m(l). Massi leidmiseks integreerime
joontiheduse valemit:

/Ol y(z)dz = /Ol m/(z)dz = m(l) — m(0).

Kuna m(0) = 0, saame jargmise valemi kogumassi m(l) jaoks:

!
m(l) = /0 ~y(z)dz.

Lopuks vaatleme veel néiteid, milles rakendatakse maaratud integraali definit-
siooni.
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Ruumala arvutamine ristloigete pindalade jargi. Olgu antud ruumiline
keha V', mis paikneb tasandite x = a ja x = b vahel. Tahistame selle keha
ruumala samuti V-ga. Eesmargiks on tuletada valem V' arvutamiseks.

Vaatleme keha V' 16iget z-teljega ristuva tasandiga (joonis 5.5). Tekkiva
ristloike pindala soltub loiketasandi asukohast, seega on ta muutuja x funkt-
sioon. Tahistame ristloike pindala S(z)-ga. Eeldame, et S(x) on pidev.

Joonis 5.5

Tiikeldame 16igu [a, b] osaldikudeks punktidega
a=ro <1 <T9<...<ZTp=0">

ithtlaste vahedega
Az = Ty — Tj—1.

Valime igal osaloigul [z;_1,x;] iithe punkti p;. Vaatleme tasandite z = x;_; ja
x = x; vahele jaavat keha kihti AV; (joonis 5.6). Kui Ax on véike, siis muutub
ristloike pindala S(x) osaligul [x;_1, z;] vihe ja me saame ta lugeda ligikaudselt
vordseks S(p;)-ga, st

S(z) ~ S(p;) kul z € [wi_1,z].

Sellisel juhul on AV; ligikaudselt silinder, mille pohja pindala ja korgus on vas-
tavalt S(p;) ja Az. Seega avaldub AV; ruumala ligikaudselt valemiga

AV; = S(p;)Ax.
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a 1 x2 Ti—1 &4 Tn—1 Il? e
xo Tn
Y
Joonis 5.6

Terve keha ruumala ligikaudse valemi saame summeerides AV; ruumalad:

n n

> S(pi)Az. (5.31)

=1 i=1

<
Il
™
=
Q

Mida peenem on 16igu [a, b] jaotus, seda tdpsem on ligikaudne vordus AV, =~
S(pi;)Azx ning seda tédpsem on ka valem (5.31). Teisest kiiljest: valemi (5.31)
paremal poolel seisab funktsiooni S integraalsumma 16igul [a,b]. Jéarelikult
saame Az lahenemisel nullile jargmise tdpse valemi keha ruumala jaoks ristldigete
pindalade jargi:

V= /b S(z)dx. (5.32)

Erijuht: péordkeha ruumala. Olgu antud funktsioon f 16igul [a, b]. Eeldame, et
f(z) on pidev ja f(x) > 0. Vaatleme joontega y = f(x),z =a,z=bjay =0
piiratud kovertrapetsit K (joonis 5.7 vasakul). Paneme kujundi K pdorlema
timber z-telje. Tulemusena saame poordkeha V' (joonis 5.7 paremal). Keha V
l6ikamisel z-teljega ristuva tasandiga tekkiv 1oige on ring, mille raadius vordub
f(z)-ga (sest kujundi K korgus punktis « on f(x)). Seega on ristloike pindala
S(z) = 7f?(x) ja iildisest valemist (5.32) saame jirgmise valemi V ruumala
jaoks:

b
V= 7T/ () d. (5.33)
2
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Joonis 5.7

Joone pikkuse arvutamine. Olgu antud joon vorrandiga y = f(x), kus
a < x < b. Tahistame selle joone pikkuse [-ga. Meid huvitab valem [ arvu-
tamiseks.
Eeldame, et f(z) on diferentseeruv. Jaotame 16igu [a, b] osaldikudeks punk-
tidega
a=ro <1 <T2a<...<ZTp=0">

(joonis 5.8). Téhistame Az = x; — xi—1, Ay, = f(x;) — f(ziz1).

f(zi)
flzio1)

a T1IT2 Ti—1T4 Tn—1b
| I

xZ
xo Tn

Joonis 5.8
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Vaatleme osaldigu [x;—1,z;] kohale jadvat joone osakaart Al;. See osakaar on
suurendatult kujutatud joonisel 5.9.

Al;

Ay;

Joonis 5.9

Kuna f(z) on eelduse kohaselt diferentseeruv, on vaadeldav joon sile. Sile
joon on aga sirgestuv (st suurendamisel muutub ”sirgemaks”). Jérelikult on
viikese Az korral osakaar Al; ligikaudselt sirgloik ja joonisel 5.9 on ligikaudne
tédisnurkne kolmnurk. Seega véime me Al; pikkuse arvutamisel kasutada Pythago-
rase teoreemi. Tahistades Al; pikkuse samuti Al;-ga saame

Al ~ ([ Ax? + Ay?. (5.34)

Edasi avaldame selles valemis esineva funktsiooni muudu Ay; argumendi muudu
Az kaudu. Selleks sobib kasutada Lagrange’i teoreemi (Teoreem 4.3). Nimetatud
teoreemi pohjal leidub vahemikus (2;-1, ;) punkt p; nii, et kehtib vordus

f@i) = flzica) = f'(pi)(wi — xia).

Seega
Ay; = f'(pi)Az

ja valemit (5.34) saab teisendada jargmiselt:

Al ~ /AP +(Fp)Aa) = VAP + [ pIPA =
— VIH [P Aa.

Terve joone ligikaudse pikkuse saame kui summeerime Al; ligikaudsed pikkused:

n

IR Y I+ [f(pi)]? A (5.35)

i=1

Mida véiksem on Az, seda ”sirgem” on osakaar Al; ja jarelikult on seda tdpsemad
ka ligikaudsed vordused (5.34) ja (5.35). Teisest kiiljest, valemi (5.35) paremal
poolel seisab funktsiooni /1 + [f/(z)]? integraalsumma 16igul [a,b]. Jéarelikult
Ax ldahenemisel nullile saame jargmise tdpse valemi vaadeldava joone pikkuse
jaoks:

b
- / VIF @R de. (5.36)
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