Peatukk 4

Tuletise rakendusi

4.1 Funktsiooni lahendamine. Taylori poliinoom.

Mitmetes matemaatika rakendustes on vaja leida keerulistele funktsioonidele
lihtsaid lahendeid. Enamasti konstrueeritakse taolised ldhendid poliinoomide
hulgast. Poliinoomiga on lihtne opereerida. Poliinoomi vaartuse arvutamisel
tuleb ju teostada ainult aritmeetilisi tehteid (liitmist, lahutamist, korrutamist
ja jagamist). Naiteks taskuarvuti leiab funktsioonide 10%, sinz jms tegelike
vaartuste asemel nende funktsioonide poliinomiaalsete lahendite vaartusi. Poli-
noomi on lihtne ka diferentseerida ja integreerida. Seetottu kasutatakse poliino-
miaalset lahendamist inseneriteadustes tisna palju.

Funktsiooni lineaarne lahend. Lihtsaima poliinomiaalse lahendi saame funkt-
siooni lineariseerimise teel. Olgu funktsioon y = f(z) diferentseeruv punkti a
mingis imbruses. Eelnevalt nagime, et funktsiooni muudu jaoks kehtib jargmine
valem (valem (3.8), Ptk 3):

Ay = f(a)Az + B.
Asendame siin Az = 2 — a ja Ay = f(z) — f(a). Saame
f(x) = f(a) = f(a)(z —a) + 5.
Avaldame f(z):
fl@) = fla)+ f'(a)(x —a) + 8. (4.1)

Jattes funktsiooni f(x) avaldisest vélja jadkliikkme [, saame uue funktsiooni,
mis on lineaarne:

Pi(z) = f(a) + f'(a)(z —a). (4.2)

Kui z = a, siis 8 on suhteliselt viike ja voime kirjutada jargmise ligikaudse
vorduse:

f(x) =~ Pi(x). (4.3)
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Funktsioon P;(x) on funktsiooni f(z) lineaarne ldhend. J&&kliikme 8 eemal-
damisega funktsiooni avaldisest me lineaariseerisime selle funktsiooni.

Lineaarse ldhendi y = Py (z) graafikuks on joone y = f(z) puutuja punktis
A(a, f(a)). Geomeetriliselt tdhendab lineariseerimine joone asendamist oma
puutujaga puutepunkti iimbruses (vt joonis 4.1).

Joonis 4.1

Lineariseerimisel séilivad funktsiooni f viartus punktis a:

ja joone y = f(x) tous, so f tuletis punktis a:

P{(a) = f'(a).

Kaotsi laheb joone "koverus”. Seetottu tekib kiisimus: kas on voimalik konst-
rueerida lineaarsest ldhendist paremaid lahendeid, mis arvestavad ka ”koverust”.
Joone "koverust”, iseloomustab teist jarku tuletis. Seega, kui onnestuks kon-
strueeritavasse ldhendisse tile kanda ka esialgse funktsiooni f(z) teise tuletise
vaartus, st kui lahendi P(z) puhul kehtiks seos P”(a) = f”(a), siis saaksime
joone "koveruse” teatud mottes siilitada. Kahjuks lineaarne ldhend selleks ei
sobi, sest lineaarse funktsiooni teine tuletis on alati null. Seega peame kasutusele
votma vihemalt teise astme ehk ruutpoliinoomid. Funktsiooni f(z) ruutlahend
punkti = a timbruses ruutfunktsioon Py (x), mis rahuldab jargmisi tingimusi:

P2<a) = f(a>7 PQ/(CL) = f/(a)’ PQN(G) = fﬁ(a)-

Jargmises alamparagrahvis piistitame ja lahendame iildisema iilesande: leida
poliinoom, P, (x), mis siilitab funktsiooni f tuletised kuni jarguni n.
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Taylori poliitnoom. Olgu funktsiooni y = f(z) kohta on teada tema véirtus
ja tuletised kuni jarguni n punktis a, st f(a), f'(a),..., f™(a). Ulesanne on
jargmine: leida n-astme poliinoom P, (), mis koos oma tuletistega kuni jarguni
n langeb punktis a kokku funktsiooniga f, st rahuldab tingimusi

Py(a) = f(a), Py(a)=f'(a), ..., P{"(a) = f"(a). (4.4)
Otsime meid huvitavat poliinoomi jargmisel kujul:

P.(z) = Co+Ci(x—a)+ Co(x —a)*+ Cs(z —a)®

+Cy(x —a) + ...+ Cp(x —a)”, (4.5)
kus Cp,C1,...,C, on konstantsed kordajad. Nende kordajate mé&dramiseks
arvutame koigepealt P, tuletised kuni jarguni n:

P/(z) = 101 +2Cy(z —a) +3Cs(x — a)® + 4Cy(x — a)®

+.. 4+ nCy(r—a)" !,

Pl(z) = 2-1Cy+3-2C3(z —a)+4-3Cy(z — a)?
+...4+nn—1)Ch(z —a)" 2,

P’(z) = 3-2:1C5+4-3-2Ci(z — a)
+.ot (= 1)(n - 2)Ch(a —a)" 2,

Pannes neis avaldistes ja valemis (4.5) muutuja z vorduma a-ga saame

Pn(a):CO, P,’L(a)zl'Ch P;LI(G):2!C2,

P"(a)=3!Cs, ..., P{™(a) =n!C,.
Stimbol n! téhistab arvu n faktoriaali:
nl=1-2-...-n.
Kasutades tingimusi (4.4) tuletame jargmised valemid kordajate Cy,C1,...,Cy
jaoks:
! a 1" a
Co= f(a), C1 = fl(,), Coy = f2(' )a
" (n)
=1 (a)’ o =1 (a)
3! n!
Seega saame valemi (4.5) kirjutada jargmisel kujul:
4 1
Pu) = f@)+ L a0y 4 Lo a2
n (n)
+f (a)(x—a)3+...+f (a)(m—a)”. (4.6)
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Poliinoomi P, nimetatakse funktsiooni f Taylori polinoomiks ehk n-jirku ldhen-
diks punkti a timbruses.
Kui z = a, siis kehtib ligikaudne valem

f(z) = Po(x).
Mida suurem on n seda tédpsem see valem on. See tdhendab, et poliinoomi astme
suurenemisel lahendi tdpsus paraneb.

Erijuhtudel n = 1 ja n = 2 saame Taylori poliinoomist vastavalt lineaarse ja
ruutldhendi:

Pia) = J(@) + ['(@)e —a), Poa) = [(a) + S (@) — ) + T3 (@ a2,

Kui @ = 0, siis nimetatakse Taylori poliinoomi ka McLaurini polinoomiks.
Seega on funktsiooni f(x) McLaurini poliinoom jargmine:

(n)
Pu(z) = £(0) O 0 4

Niiteid. 1. Olgu f(x) = e®. Kuna funktsioon e® diferentseerimisel ei muutu,
sits (") (x) = e® iga n € N korral. Seega f(™(0) = ¢” = 1, n € N. Asendades
need suurused valemisse (4.7) tuletame funktsiooni e McLaurini poliinoomi:

2 333 2t

T o1 i

2. Olgu f(z) = sinz. Arvutame tuletised:

)
f'(x) =cosz, f'(x)=—sinz, f"(z)=—cosz, fIV(zx)=sinz,

fY(x) =cosz jne.
Kuna sin0 = 0 ja cos0 = 1, saame

F0)=0, f(O)=1, f"(0)=0, f"(0)=—1,
FIY0)=0, fY(0)=1 jne.

Uldiselt
ey =0, fEHY0)=(-1)*, k=0,1,2,....

Jarelikult sisaldab funktsiooni f(z) = sinz McLaurini poliinoom ainult paari-
tuid liidetavaid vahelduvate markidega:

1‘3 .1‘5 1‘7 A l’2k+1

3. Analoogiliselt leiame ka f(z) = cosx Mclaurini poliinoomi. Erinevalt funkt-
sioonist sinx sisaldab see ainult paaris liidetavaid:

332 334 33‘6 2k

a1 T T X 1)k
cosz ~ 1 TR 6!—|-...—|—( 1)




Funktsiooni y = cosx erineva astmega lahendeid punktis ¢ = 0 on kujutatud

joonistel 4.2 - 4.7. Mida korgem on ldhendi aste, seda tdpsemini vastab ta
funktsioonile y = cos z.

Joonis 4.2: y = cos(z) ldhend P (x)

Joonis 4.3: y = cos(z) 1ldhend Ps(x)

Joonis 4.4: y = cos(z) ldhend Py(x)



Joonis 4.5: y = cos(z) ldhend Ps(x)

— X

Joonis 4.6: y = cos(z) ldhend Pjo(x)

X

Joonis 4.7: y = cos(z) ldhend Pi4(x)



4.2 Funktsiooni lokaalsed ekstreemumid.
Fermat’ teoreem

Lokaalse ekstreemumi moiste.

Ocldakse, et funktsioonil f on punktis 1 lokaalne maksimum, kui
1. funktsioon f on mé#ratud punkti z; mingis iimbruses (z1 — €, 1 + €);
2. iga z € (z1 — €,x1 + €) korral kehtib vorratus f(z) < f(z1).

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis ;1 lokaalne miinimum, kui
1. funktsioon f on méaératud punkti z; mingis imbruses (x; — €, 1 + €);
2. iga x € (x1 — ¢, 1 + €) korral kehtib vorratus f(xz) > f(z1).

Funktsiooni lokaalseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni lokaalseteks ekstreemumiteks.

Kui funktsioon ei ole konstantne lokaalse maksimumipunkti timbruses, siis on
selles punktis funktsiooni graafikul ”tipp”. Lébides maksimumpunkti vasakult
paremale asendub funktsiooni kasvamine kahanemisega. Seevastu on lokaalne
maksimum funktsiooni graafiku "org”. Labides seda punkti vasakult paremale
asendub funktsiooni kahanemine kasvamisega.

Lokaalseid ekstreemume saab vaadelda nt Ptk 2 joonisel 2.11. Seal kuju-
tatud funktsioonil on punktis x; lokaalne maksimum ja punktis z3 lokaalne
miinimum.

Funktsiooni lokaalseid ekstreemume ei tohi segi ajada funktsiooni absoluut-
sete ekstreemumitega, millest oli juttu §2.9. Néiteks joonisel 2.11 toodud funkt-
sioon saavutab absoluutse miinumumi punktis a, kuid seal lokaalset miinimumi
ei ole. Pohjus on selles, et ei leidu lokaalse ekstreemumi definitsioonis noutavat
a umbrust, kus funktsioon oleks méaaratud. Punktist a vasakul on funktsioon
maaramata.

Kill voib viita, et juhul, kui funktsioon on méaratud 16igul [a, b] ja saavutab
oma absoluutse ekstreemumi vahemikus (a, b), siis on see iihtlasi lokaalne ekst-
reemum.

Kehtib jargmine viide.

Teoreem 4.1 (Fermat’ teoreem). Kui funktsioonil f on punktis z; lokaalne
ekstreemum ja funktsioon on diferentseeruv selles punktis, siis f/(z1) = 0.

Toestus. Vaatleme juhtu, kui funktsioonil f on punktis x; lokaalne maksimum.
Siis, vastavalt lokaalse maksimumi definitsioonile, leidub punkti x; timbrus nii,
et iga = korral sellest timbrusest kehtib vorratus

f(@) = f(z1) <0. (4.8)

Selles timbruses asuva arvu x me saame votta punktist x; nii vasakult kui ka
paremalt. Asugu z punktist x; vasakul. Siis x — x; < 0. Jagame vorratuse
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(4.8) negatiivse arvuga z — z7. Kuna negatiivse arvuga jagamisel vorratuse
mark muutub vastupidiseks, saame

f@) = @)

r — I

> 0.
See vorratus jaab kehtima ka siis, kui me votame temast piirvaartuse protsessis
x — x1. Seega tuletise definitsiooni pohjal
x)— f(x
f(z1) = lim fl@) = fla) > 0. (4.9)
T—T1 xr — I

Jargnevalt olgu x punktist z; paremal. Siis © —x7 > 0. Jagades vorratuse (4.8)
positiivse arvuga r — x1 saame

f(z) = fz1) <0.
T — T -
Votame piirvaartuse:
f'(z1) = lim f@) = ) <0. (4.10)
T—T1 xr — T

Vorratused (4.9) ja (4.10) néitavad, et f'(z1) > 0ja f'(z1) < 0. See on voimalik
vaid siis, kui f/(z1) = 0. Seega on lemma toestatud juhul, kui x;-s on lokaalne
miinimum. Analoogiliselt saab késitleda ka juhtu, kui x1-s on lokaalne miini-
mum.

4.3 Keskvaartusteoreemid.

Teoreem 4.2 (Rolle’i teoreem). Kui funktsioon f on 16igul [a,b] pidev,
vahemikus (a,b) diferentseeruv ja rahuldab tingimust f(a) = f(b), siis leidub
vahemikus (a, b) vihemalt tiks punkt ¢ nii, et f'(c) = 0.

Toestus. Olgu M ja m vastavalt funktsiooni f suurim ja vahim vaértus loigul
[a, b].

Kui M = m, siis on funktsioon 16igul [a,b] konstantne, st koéigi = € [a, b]
korral kehtib f(z) = M = m. Sellisel juhul on f tuletis nullfunktsioon, st
f/(x) = 0 koigi x € [a, b] korral, ja teoreemi véide on téidetud suvalise ¢ € (a,b)
korral.

Edasi vaatleme juhtu, kui M > m. Funktsioon voib oma absoluutse ekst-
reemumi saavutada kas 16igu [a,b] otspunktis voi vahemikus (a,b). Oletame
koigepealt, et molemad absoluutsed ekstreemumid saavutatakse 1oigu otspunk-
tides @ ja b. Siis on f(x) véartus ithes otspunktis M ja teises otspunktis m ning
vorratusest M > m tuleneb, et f(x) vadrtused 16igu otspunktides on erinevad.
Kuid me ju eeldasime, et funktsiooni vaéartused loigu otspunktides on vordsed
(vt tingimus f(a) = f(b) teoreemi sonastuses!). Tekib vastuolu. Jérelikult
ei olnud oletus, et molemad absoluutsed ekstreemumid saavutatakse 16igu ots-
punktides a ja b, dige. Funktsioon f(z) peab vihemalt iihe oma absoluutsetest
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ekstreemumitest (kas suurima vo6i vahima vadrtuse) saavutama vahemikus (a, b)
asuvas punktis. Téhistame selle punkti c-ga. Kuna vahemikus (a,b) asuv ab-
soluutne ekstreemum on iihtlasi ka lokaalne ekstreemum, omab funktsioon f
lokaalset ekstreemumit punktis c. Peale selle on f teoreemi eelduste pohjal
diferentseeruv punktis c¢. Jérelikult, Fermat’ teoreemi pohjal saame f'(c¢) = 0.
Teoreem on toestatud.

Rolle’i teoreemil on lihtne geomeetriline sisu. See on jargmine. Nimelt
teoreemi eeldustel on funktsiooni y = f(z) graafik sile joon, mille otspunktid
A(a, f(a)) ja B(b, f(b)) asuvad z-telje suhtes samal korgusel. Teoreem véidab,
et sellisel juhul leidub vahemikus (a, b) vihemalt {iks punkt ¢, mille korral funkt-
siooni tuletis on null, st funktsiooni graafiku puutuja on paralleelne z- teljega.
Teoreemi illustreerib joonis 4.8. Vasakpoolsel graafikul on iiks taoline punkt c,
parempoolsel graafikul aga kaks punkti ¢; ja co.

=f(b) :

(a

Il =
=
TN
<>
N

Joonis 4.8

Teoreem 4.3 (Lagrange’i teoreem). Kui funktsioon f on 16igul [a, b] pidev ja
vahemikus (a, b) diferentseeruv, siis leidub vahemikus (a, b) véihemalt iiks punkt
c nii, et

f'le) =

TOZT e 6) - fa) = 106 a) (4.11)

Toestus. Defineerime jargmise funktsiooni:
——————"(z—a). (4.12)
Arvutame:

F(a) = f(a) = H5=0 (a — a) = f(a),

F(b) = f(b) = 19D 4y —a) = £(b) — (1) + f(a) = f(a).

Seega F(a) = F(b). Uhtlasi on F(x) pidev 16igul [a,b] ja diferentseeruv va-
hemikus (a,b). Jarelikult rahuldab funktsioon F(z) Rolle’i teoreemi eeldusi.
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Rolle’i teoreemi pohjal leidub vahemikus (a,b) véhemalt iiks punkt ¢ nii, et
F'(c) = 0. Valemist (4.12) leiame funktsiooni F(x) tuletise:

Seega F'(c) = 0 pohjal
f/(c) _ f(bl)) : i(a’) —0.

Siit jareldubki (4.11). Teoreem on toestatud.

Lagrange’i teoreemi geomeetrilist sisu vaatleme jooniselt 4.9. Punktidest
A(a, f(a)) ja B(b, f(b)) 1dbi tommatud loikaja ¢ tous vordub suhtega

f(b) — fla)
b—a

Viime paralleelliikkega sirge ¢ uude asendisse nii, et saadud uus sirge t' oleks
joone y = f(x) puutuja. Téahistame puutepunkti z-koordinaadi c-ga. Kuna
funktsiooni graafiku puutuja tous vordub funktsiooni tuletisega vaadeldavas
punktis, siis sirge ¢’ tous on f’'(c). Kuna sirged t ja t' on paralleelsed, siis
on nende tousud omavahel vordsed, seega

1) = f(a)

e =1

Saame valemi (4.11). Kokkuvottes: Lagrange’i teoreem viidab, et sileda joone
loikaja saab paralleelliikkega viia selle joone puutujaks.

Joonis 4.9
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4.4 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Funktsiooni kasvamine ja kahanemine on seotud funktsiooni tuletise margiga.
Konkreetselt kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4.3. Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Siis kehtivad
jargmised vaited:

1. Kui f'(z) > 0 iga = € (a,b) korral, siis f on kasvav vahemikus (a, b).
2. Kui f/(x) < 0 iga = € (a,b) korral, siis f on kahanev vahemikus (a, b).

Toestus. Toestame viite 1. Olgu f'(x) > 0 iga = € (a,b) korral. Valime
vahemikus (a, b) kaks suvalist punkti ;1 ja x5 nii et 1 < 5. Kui meil 6nnestub
néidata, et kehtib vorratus f(x1) < f(x2), siis on f kasvav vahemikus (a,b)
ning vaide 1 ongi toestatud.

Lagrange’i teoreemi pohjal leidub vahemikus (21, x2) vihemalt iiks punkt ¢
nii, et kehtib vordus

fx2) = f(x1) = fl(e)(w2 —21). (4.13)

Selle vorduse paremal poolel olev tuletis f’(¢) on nullist suurem, kuna me eel-
dasime f’(x) positiivsust vahemikus (a,b). Nullist suurem on ka vahe x5 — 1,
kuna me valisime punktid 7 ja x selliselt, et 21 < x2. Seega on valemi (4.13)
parem pool nullist suurem. Saame f(xz3)— f(z1) > 0. Sellest jareldubki soovitud
vorratus f(z1) < f(z2).

Viide 2 toestatakse analoogiliselt.

4.5 Ekstreemumiilesannete lahendamine.

Lokaalsete ekstreemumite ning kasvamis- ja kahanemispiirkondade
leidmine. Argumendi vaartust, kus funktsiooni tuletis vordub nulliga, nimeta-
takse selle funktsiooni statsionaarseks punktiks ehk kriitiliseks punktiks. Stat-
sionaarses punktis on funktsiooni graafiku puutuja horisontaalne.

Fermat’ teoreemi pohjal on diferentseeruva funktsiooni lokaalses ekstreemu-
mis selle funktsiooni tuletis vordne nulliga, st tegemist on statsionaarse punk-
tiga. Vastupidine véide (st ”statsionaarses punktis on funktsioonil lokaalne
ekstreemum”) ei ole 6ige. Funktsioonil voib olla ka selliseid statsionaarseid
punkte, kus lokaalset ekstreemumit ei ole.

Naiteks funktsiooni f(x) = x® tuletis avaldub valemiga f’(z) = 322. Punktis
x = 0 on tuletisel nullkoht, kuid funktsioonil seal ekstreemumit ei ole. Funkt-
sioon f(z) = 23 kasvab koikjal.

Erinevad voimalikud juhud statsionaarsetest punktidest on kujutatud joonisel
4.10. Graafikutel 1 ja 2 esineb lokaalne ekstreemum, kuid graafikutel 3 ja 4
lokaalset ekstreemumit ei ole.
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Joonis 4.10

Lokaalsete ekstreemumite véljaselekteerimiseks tuleks jalgida tuletise marki
statsionaarsest punktist vasakul ja paremal. Kui statsionaarse punkti labimisel
muutub tuletise mérk plussist miinuseks, siis esineb vaadeldavas punktis lokaalne
maksimum (juht 1 joonisel 4.10). Kui aga statsionaarse punkti 1abimisel muu-
tub tuletise mérk miinusest plussiks, siis esineb vaadeldavas punktis lokaalne
miinumum (juht 2 joonisel 4.10). Kui tuletis statsionaarse punkti ldbimisel
mérki ei muuda, siis vaadeldavas punktis lokaalset ekstreemumit ei ole (juhud
3 ja 4 joonisel 4.10).

Niide. Olgu antud funktsioon
f(z) =32* — 8% 4 4.

Leiame selle funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ja lokaalsed ekstree-
mumid.

Kuna kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ning ekstreemumid peavad asuma
funktsiooni médramispiirkonnas, leiame koigepealt antud funktsiooni loomuliku
madramispiirkonna. Vaadeldav funktsioon on maéaératud suvalise reaalarvu x
korral. Seega X = R. Avaldame tuletise:

f'(x) = 1223 — 242” = 122%(z — 2).

Statsionaarsete punktide leidmiseks lahendame vorrandi f/(z) = 0. Saame kaks
statsionaarset punkti z; = 0 ja o = 2. Kanname need teljele:

| I
T T

0 2 x

Vaadeldava funktsiooni tuletis on pidev ja saab marki muuta ainult oma null-
kohtades. Seega sailitab f’(x) mérki vahemikes (—o0,0), (0,2) ja (2,00). Tule-
tise margi kindlaks tegemiseks neis vahemikes valime igas vahemikus suvalised
kontrollpunktid ja leiame neis kontrollpunktides tuletise mérgi. Naiteks valime
—1€(—00,0),1€(0,2) ja3 € (2,00). Arvutame:

(1) = 12(-1)*(-1-2)=-36 <0,
' 2(-1)%(1-2)=-12 <0,
2(-1)?(3-2) =12 > 0.

Tuletise méargi pohjal koostame funktsiooni kasvamis-kahanemisdiagrammi tous-
vate ja langevate noolekestega z-teljel (vt iilal). Diagrammilt leiame funktsiooni
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kasvamispiirkonna: )? = (2, 00) ja kahanemispiirkonna: )? = (—00,2). Punktis
x = 2 funktsiooni kahanemine asendub kasvamisega. Jérelikult on seal lokaalne
miiminum. Miinimumpunkt koos koordinaatidega on P(2,—12). Teine stat-
sionaarne punkt x = 0 asub funktsiooni kahanemispiirkonnas. Selle punkti
iimbruses néeb funktsiooni graafik vilja nagu juht 4 joonisel 4.10.

Funktsiooni suurima ja vdhima vaartuse leidmine. Vaatleme funktsiooni
f(x) suurima ja véhima védrtuse leidmist 16igul [a,b]. Kui suurim (véhim)
vadrtus saavutatakse vahemiku (a,b) punktis, siis samas punktis omab funkt-
sioon ka lokaalset maksimumi (miinimumi), seega on see punkt tihtlasi funkt-
siooni statsionaarne punkt. Kuid funktsioon véib saavutada suurima voi vahima
vaartuse ka 16igu otspunktis a voi b. Seega tuleb lisaks statsionaarsetele punk-
tidele kontrollida funktsiooni véartusi ka 16igu otspunktides.

Kokkuvottes: funktsiooni f suurima (véhima) vadrtuse leidmiseks 16igul [a, b]
tuleb

1) leida funktsiooni statsionaarsed punktid vahemikus (a,b) ja arvutada funk-
tsiooni véaartused neis punktides;

2) arvutada f(a) ja f(b);
3) saadud arvudest valida suurim (v&him).

Ndide. Leiame funktsiooni f(z) = 2® — 3z suurima ja vihima viidrtuse 16igul
[0, 2].

Alustame statsionaarsete punktide maaramisest. Selleks arvutame tuletise:
f'(z) = 322—3 = 3(22—1). Funktsioonil on kaks statsionaarset punkti: z; = —1
ja o = 1. Kuna punkt x; = —1 ei asu loigus [0, 2], siis jadb see vaatluse alt
vélja. Seega tuleb funktsiooni vaartusi vorrelda kolmes punktis: statsionaarne
punkt z =1 ja I6igu otspunktid z = 0 ja = 2. Arvutame:

f0)=0*-3.0=0, f()=1"-3.-1=-2, f(2)=2°-3.2=2.

Jarelikult on suurim vaartus 2 ja vahim vadrtus —2. Suurim vaartus saavu-
tatakse loigu parempoolses otspunktis x = 2 ja vidhim vaadrtus saavutatakse
statsionaarses punktis z = 1.

Suurima ja vdhima vaartuse leidmisel 16pmatul poolldigul [a, co) tuleb tegut-
seda analoogiliselt. Lisaks funktsiooni vaértuste vordlemisele statsionaarsetes
punktides ja loigu otspunktis a tuleb analiilisida funktsiooni kditumist ka piir-
protsessis x — 0o.

Niide. Leida funktsiooni f(z) = % — 322 + 2z suurim ja vihim viidrtus
poolldigul [0, 00).

Avaldame tuletise: f/(z) = 322 — 6z + 2 ja leiame statsionaarsed punktid:
T = %, Ty = 327\/5 Molemad statsionaarsed punktid asuvad poolloigus
[0,00). Arvutame funktsiooni vadrtused statsionaarsetes punktides ja loigu
vasakpoolses otspunktis:

F0)=0, f(z1)~0.3849, f(zs)~ —0.3849.
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Kuna funktsiooni f(x) valemis esinev liidetav 2® on korgemat jirku 16pmatult
kasvav suurus teiste liidetavate suhtes protsessis x — oo, siis

lim f(z) = lim 23 = oco.
T—r00 T—r00
Funktsiooni vahim véartus on ligikaudu —0.3849 ja suurim vaéartus puudub, sest
funktsioon laheneb lopmatusele protsessis £ — oo.
Suurima ja vahima vaértuse leidmisel tervel reaalarvude hulgal tuleb lisaks
funktsiooni vairtuste vordlemisele statsionaarsetes punktides analiiiisida funkt-
siooni kaitumist ka piirprotsessides x — oo ja x — —o0.

Naide. Leida funktsiooni f(z) = ;2—;11 suurim ja vihim vaartus tervel
reaalarvude hulgal R.
2
Avaldame tuletise: f'(z) = 1(:3%)“2 ja lelame statsionaarsed punktid:

T =1-— \@, o2 = 14+ 2. Arvutame funktsiooni vidrtused statsionaarsetes

punktides:
flz1) = —=1.2071, f(z2) =~ 0.2071.

Leiame piirvaartuse:

. or—1 i - 1L 0
lim =1l F—=— = lim ¥—~ = - =0.

Analoogiliselt lim ﬁ = 0. Funktsioon ldheneb protsessides z — oo ja
T—r—00

x — —oo arvule 0, mis asub arvude —1.2071 ja 0.2071 vahel. Suurim va&rtus

on ligikaudu 0.2071 ja vdhim vairtus on ligikaudu —1.2071.
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