Peatukk 3

Tuletis ja diferentsiaal

3.1 Tuletise ja diferentseeruva funktsiooni mois-
ted.

Olgu antud funktsioon f ja kuulugu punkt a selle funktsiooni méaramispiirkonda.

Tuletis ja diferentseeruv funktsioon. Funktsiooni f tuletiseks punktis a
nimetatakse jargmist suurust:
x)— f(a
f(a) = lim M (3.1)
T—a T —a
Kui funktsioon f omab punktis a loplikku tuletist, siis 6eldakse et ta on selles
punktis diferentseeruv. Tuletise arvutamist nimetatakse diferentseerimiseks.
Tuletist defineeriva piirvaartuse voib kirja panna ka argumendi muudu ja
funktsiooni muudu kaudu. Olgu nii nagu ennegi

Ax = z—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(z)— f(a) — funktsiooni muut kohal a.
o f@) - fl@) A A
(@) = lim 2 1Y 2Y g 2Y
fla) = o e T A T A A

Funktsiooni diferentseeruvuse ja pidevuse vahel kehtib jargmine seos:
Teoreem 3.1. Punktis a diferentseeruv funktsioon on selles punktis pidev.

Toestus. Kuna punktis a diferentseeruv funktsioon on méaaratud punktis a, siis

on téidetud pidevuse definitsioonis (vt §2.8) toodud 1. tingimus. J&ib veel

ndidata 2. ja 3. tingimuse kehtivust, st tuleb toestada, et lim f(x) eksisteerib
r—a

ja vordub arvuga f(a). Kuid see jareldub jargmisest vorduste reast:

lim f() = lim[£(@) — f(a)] + f(a)
= lim f@) = fa) lim(z —a)+ f(a) = f'(a) -0+ f(a) = f(a).

T—a T —a T—a



Seega on teoreem toestatud.

Teoreemile 3.1 vastupidine vaide ei ole oige. Pidev funktsioon ei tarvitse
diferentseeruv olla.
Naiteks funktsioon y = |z| on punktis z = 0 pidev, kuna lir% ] =0 =
z—

|0]. Samas ei ole see funktsioon punktis x = 0 diferentseeruv. Et seda néha,
arvutame jargmised ithepoolsed piirvaartused:
|z = [0] || — x

— 0
lim ——— = lim —x:—l ja  lim 7||: lim — = +1.
z—0- x—0 z—0~ T z—0+t x —0 z—0+ T

Kuna need on erinevad, siis piirvdartust hrr%) %, mis méarab funktsiooni
T—r

y = |z| tuletise punktis x = 0, ei eksisteeri.

Jarelikult on funktsiooni diferentseeruvus rangem tingimus kui pidevus. Dife-
rentseeruvate funktsioonide hulk on viiksem kui pidevate funktsioonide hulk.
Tuletame meelde, et geomeetriliselt tdhendab funktsiooni pidevus joone pi-
devust. Diferentseeruvuse geomeetriliseks tdhenduseks on pideva joone siledus.
Punktis, kus funktsioon ei ole diferentseeruv, esineb tema graafikul murdepunkt.
Niiteks funktsiooni y = |z| graafik on jargmine:

y
y = ||

Joonis 3.1

Graafik on koikjal pidev (me saame selle joonestada ilma pliiatsit paberilt
tostmata). Samas koordinaatide alguspunktis esineb murdepunkt — funktsioon
ei ole diferentseeruv x = 0 korral.

Sublimatsiooni (tahke aine aurustumine) kdigus temperatuuri suurenemisel
suureneb sublimeerunud gaasi rohk. Teatud temperatuuri véartusest alates
(seda nimetatakse kolmikpunktiks) hakkab toimuma ka sulamine, st protsessi
iseloom muutub kvalitatiivselt. Peale kolmikpunkti labimist gaasi rohu kasv
jatkub pidevalt, kuid kolmikpunktis on réhufunktsioonil murdepunkt (tuletis
puudub). Vastava joonise voib leida nt aadressilt
https://www.taskutark.ece/m/faasisiirded-ja-siirdesoojused/ .

Tuletis kui funktsioon. Kui funktsioon f on diferentseeruv oma méaaramispiir-
konna alamhulga D koigis punktides, siis 6eldakse, et see funktsioon on dife-
rentseeruv hulgas D.
Olgu f diferentseeruv hulgas D. Siis igale arvule x hulgast D vastab iiks
kindel reaalarv f’(z). Seega on f’ funktsioon, mis on maaratud hulgas D.
Kirjutame funktsiooni f tuletise valemi vilja argumendi vaartusel z. Kui
tahistada Az-ga argumendi muutu punktis x, siis avaldub vastav funktsiooni



muut jargmiselt: Ay = f(z+Az)— f(x). Seega vastavalt tuletise definitsioonile
Ay

e @+ Ax) — f(z)
, L Ay . r+ Ax) — f(x
Fla) = Jim 2o = Jm Ar :

Tuletise teisi tahistusi. Funktsiooni y = f(x) tuletist punktis « t&histatakse

veel siimbolitega
!

y ) y7 f
Tuletiste tabel.

1) ¢’ =0, C — konstant,
2) (z%) = ax""t,
3) (a®) = a®lna, sealhulgas (e%) = e”,
1
4) "= lhulgas (Inz) = —
) (log, x) g Scalhulgas (Inz) —
5) (sinz)’ = cosz,
6) (cosx) = —sinz,
1
7 t I =
) (tanz) cos?z’
1
9 (eota) =~
sin®
1
9) (arcsinz) = ——,
1
10) (arccosz) = ————,
) ) 1— 22
11) (arctanz) = 1
1422’
1
12) (arccotz) = T
13) (shz)" = chz,
14) (Chx)/ = th)
1
15) (thz) = ——,
) ) ch?z
1
16) (cthz) = ———.
) ) sh?z

Toestame nditeks valemi 5. Vastavalt tuletise definitsioonile peame arvutama jargmise
piirvaartuse:
. . sin(z + Az) —sinz
(sinz) = lim #
Az—0 Az
Kasutades trigonomeetriast tuntud valemit

. . . a— a+f
sina —sin8 = 2sin cos —
suurustega a = = + Az ja 8 = x saame
o, . 2sin % cos % . sin % . 2z + Az
(sinz)’ = lim —=—=— = lim X - lim cos .
Az—0 Ax Az—0 Tx Az—0 2



i Az

. .. . .. . sin . .
Kuna sin % ~ % piirprotsessis Az — 0, siis lim —xz2— = 1. Peale selle, funktsiooni cos
Az—0
pidevuse tottu kehtib Alirn cos % = cos w = cosz. Seega (sinz)’ = cosz, mida oligi
z—0

vaja toestada.

Korgemat jarku tuletised. Olgu funktsioon y = f(z) diferentseeruv hulgas
D. Siis on tema tuletis f’ hulgas D méaaratud funktsioon. Oletame, et f’ on
samuti diferentseeruv hulgas D. Siis saame me arvutada funktsiooni f’ tuletise
ehk funktsiooni f teise tuletise, mida tahistatakse f”. Seda protseduuri voib
jatkata. Funktsiooni f teise tuletise diferentseerimisel saame selle funktsiooni
kolmanda tuletise f” jne.

Funktsiooni y = f(z) n-jarku tuletiseks nimetatakse selle funktsiooni n — 1
- jarku tuletise tuletist ja tdhistatakse f(™. Loplikku n-jarku tuletist omavat
funktsiooni nimetatakse n korda diferentseeruvaks.

Kui funktsioonil on olemas koik tuletised f), kus n = 1,2,3,..., ja neil
on 16plikud vaartused, siis nimetatakse seda funktsiooni lopmata arv kordi dife-
rentseeruvaks.

Neljandat ja korgemat jarku tuletisi tahistatakse ka rooma numbritega.
Niiteks fV on neljandat jarku tuletis, fV/! on seitsmendat jirku tuletis jne.

Nii nagu 1. jarku tuletise korral, voib ka korgemat jarku tuletiste tdhistes
f asendada soltuva muutujaga tahisega y. Naiteks teist jarku tuletis on y”,
n-jarku tuletis on y(™ jne.

Nditeks funktsioon y = sin z on 16pmata arv kordi diferentseeruv: y’ = cosz,

" " = —cosz, y'V =sinzx jne.

y' = —sinz, y

3.2 Tuletiste arvutamise pohireeglid

Paneme kirja aritmeetiliste tehetega seotud reeglid.
L (f+g9) =f+4d,
2. (f9) = flg+ 19,
I
£\ - fla=fd
3. (4) = Lopid,
Need reeglid on voimalik toestada piirdartuste omadusi kasutades. Piirdume

reegli 2 toestamisega. Saame

Az—0 Ax

= Jim [+ Aa) — f(@)gla + Ax) + [(@)o(n + Az) — g(a)]} =

A;HO x
e @A) - f@)
TAmTT A AT anT
o J@+Ar) —g(z)
O T

f(@)g(@) + f(2)g'(z) = (F'g+ fg) ().
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Sellega ongi reegel 2 toestatud.
Reeglitest 1 ja 2 jarelduvad veel 2 lihtsat valemit:

4. (CfY =C'f+Cf =0f+Cf =Cf', C — konstant,
5. (f—9) =[f+(Dg = f+[-Dgl' = f+(-1g =f -4

Liitfunktsiooni tuletise arvutamise reegel on jargmine:

6. {glf (@]} = ¢[f(2)] f'().

Selle reegli toestame allpool, funktsiooni diferentsiaali késitlemise juures.

3.3 Naiteid tuletiste kohta.

Kiirus ja kiirendus. Vaatleme materiaalse objekti sirgjoonelist liikumist x-
teljel. Olgu t aeg. Ajavahemikus (¢,¢t + At) liigub objekt teepikkuse Az =
z(t+ At) — x(t) vorra. Kuna antud ajavahemiku pikkus on At, siis on keskmine
kiirus selles ajavahemikus arvutatav valemiga vgesp = % = %W. Hetk-
kiiruse ajahetkel ¢ saame, kui me kahandame vaadeldava ajavahemiku pikkuse

At nulliks. Seega, tuletise definitsiooni pohjal avaldub hetkkiirus valemiga

v(t) = lim a(t + At) — z(t)

o
At—0 At -7 (t)

Sarnaselt saab kéasitleda ka kiirendust. Ajavahemikus (¢,¢ + At) on kiiruse
muut jargmine: Av = v(t + At) — v(t). Kiirendus on kiiruse suhteline muut
ajas. Seega avaldub keskmine kiirendus vaadeldavas ajavahemikus jérgmiselt:

Okesk = % = %W. Hetkkiirenduse saame jéllegi piirprotsessis At — 0:

a(t) = lim ot + At) —u(t)

o 7
At S0 At = V() = 2"(®).

Kiirus ei tarvitse alati olla seotud ruumilise liikumisega. Olgu keemilises
reaktsioonis osaleva aine kontsentratsioon c¢. Kontsentratsioon muutub ajas, st

c on t funktsioon: ¢ = ¢(t). Suhe rgesk = % = w

: annab keskmise
reaktsiooni kiiruse ajavahemikus (¢, t+At). Vottes piirviartuse, saame keemilise
reaktsiooni kiiruse ajahetkel ¢:

. c(t+ At) —c(t) ,
t) =1 —_— = t).
rt) = Jm T e
To66 tegemise kiirus on voimsus. Téhistame ajas muutuva jou poolt null-

hetkest ¢ = 0 kuni positiivse ajahetkeni ¢ > 0 tehtud t66 siimboliga A(t).
Suhe Pyesr = % = w véljendab keskmist voimsust ajavahemikus
(t,t + At). Voimsus ajahetkel ¢ avaldub valemiga

) — fm ALTAD —AQ)

Y
At—0 At =4 (t)




Aine massivoog. Aine massivooks nimetatakse ithikpinda ajaiihikus ldbivat
aine massi. Olgu vaatluse all aine ithemdotmeline liikumine (nt torus). Olgu
ristloike iihikpindala nullhetkest ¢ = 0 kuni positiivse ajahetkeni ¢t > 0 labiv
aine mass tahistatud m(t)-ga. Keskmine massivoog ajavahemikus (¢, ¢+ At) on

Am m(t—i—AAtl—m(t)

Jkesk = Ap = . Massivoog ajahetkel ¢ avaldub valemiga
N m(t+At) —m(t)
i = fm, = = m()

Sarnane moiste elektrodiinaamikast on voolutihedus. Selleks on juhtme
ristloike iihikpindala ajaiihikus ldbiv laeng. Olgu ristloike iihikpindala null-
hetkest ¢ = 0 kuni positiivse ajahetkeni ¢ > 0 l&biv laeng ¢(t). Voolutihedus
ajahetkel ¢ avaldub valemiga

. . q(t+ At) —q(?) ,
t = 1 D = t .
i) At S0 At ¢®
Voolutugevuse arvutamiseks tuleb voolutihedus korrutada juhtme ristloike pin-

dalaga S, st I = Sj = Sq¢'(¢).

Joontihedus. Olgu vaatluse all z-telje sihis paiknev materiaalne objekt, mille
pikkus on [ ja moodud teistes dimensioonides on suhteliselt viikesed (nt toru
mis tdidetud gaasiga, tahkest ainest koosnev varras).

| — |

0 T z+Ax l

Joontiheduse all moeldakse massi suhet pikkusesse. Kui aine paikneb iihtlaselt,
avaldub selle joontihedus lihtsa valemiga v = 5, kus m on aine kogumass.

Kasitleme keerulisemat juhtu, kui aine on jaotunud ebaiihtlaselt. Sellisel
juhul on aine tihedus erinevates punktides erinev. T#histame osaloigu [0, x]
kohal paikneva aine massi m(x)-ga. Siis on osaldigu [z, z + Az] kohal paikneva
mass Am = m(x + Azx) — m(z). Jagades Am osaldigu pikkusega saame aine
keskmise joontiheduse osaldigul [z, + Ax]:

Am  m(x+ Az) — m(z)

Vkesk = TZ‘ = Ax

Aine joontiheduse valemi punktis = saame keskmise joontiheduse valemist ka-
handades osaldigu pikkuse Az nulliks:
m(x + Az) — m(x)

(o) = Ji BELECEE — o)

Marginaalkulu ja -tulu. Olgu vaatluse all ettevote, mis valjastab min-
git toodangut. Toodangu mahu tahistame g-ga. Tootmine on seotud teatud
kuludega. Olgu kulud tahistatud C-ga. Mida suurem on toodangu maht,



seda suuremad on ka kulud. Seega on C suuruse ¢ funktsioon, st C' = C(q).
Mikrookonoomikas nimetatakse kulufunktsiooni tuletist marginaalkuluks ja té-
histatakse MC-ga. Seega MC(q) = C'(¢q). Marginaalkulu vordub ligikaudselt
lisakuluga, mis on vajalik selleks, et suurendada toodangu mahtu ithe tihiku
vorra.

Olgu R(q) toodangu hulga ¢ miiiimisest saadav tulu. Tulufunktsiooni tuletis
on nn marginaaltulu ja seda tdhistatakse M R-ga. Seega MR(q) = R/(q).
Marginaaltulu vordub ligikaudselt lisatuluga, mis saadakse iihe taiendava toodan-
guiithiku miiiigist.

3.4 Joone puutuja. Tuletise geomeetriline sisu.

Sirge tousunurk ja tous. Tasandil zy - teljestikus antud sirge s tousunurgaks
« nimetatakse selle sirge ja x - telje positiivse suuna vahelist nurka, mille véartus
radiaanides jéab poolldigule [0, 7). TGusva sirge korral a € (0, 5) ja langeva
sirge korral a € (§,m) (vt joonis 3.2).

Sirge s tousuks p nimetatakse tema tousunurga tangensit, st p = tan .

Y O<a< i Y F<a<m

x €T

Joonis 3.2

Punkti A = (a,b) ldbiva ja tousu p omava sirge vorrand on
y—b=nplx—a). (3.2)

Viimane valem kehtib juhul, kui tous p on maaratud, st kui @ # 7. Juhul kui

a = %, on p madramata (tinglikult vordne oo-ga). Siis on s paralleelne y -

teljega ja tema vorrand on x = a.

Joone puutuja ja selle tous. Puutuja vorrand. Olgu tasandil zy - tel-
jestikus antud joon y = f(x) (st funktsiooni y = f(x) graafik). Joone y = f(z)
puutujaks punktis A nimetatakse tema loikaja AP piirsirget, mis tekib punkti
P 1dhenemisel punktile A mééda joont y = f(x) (vt joonis 3.3, puutuja on seal
tahistatud s-ga).



Joonis 3.3

Meie eesmargiks on tuletada valem puutuja tousu jaoks ja koostada puutuja
vorrand. Koigepealt mérgime, et valemi (3.2) pohjal avaldub puutuja s vorrand
punktis A(a, f(a)) kujul

y— fla) = p(z—a), (3:3)

kus p on s toéus. Momendil on p veel tundmatu suurus. Avaldame suuruse p
funktsiooni f tuletise kaudu. Selleks vaatleme joonist 3.4. Joonisel on l6ikaja
AP tousunurk tahistatud §-ga. Seega on 16ikaja AP tous p = tan 8. Taisnurkselt
kolmnurgalt APQ néieme, et

f@)~ fa)

r—a

p =tanf =

Vaatleme niiiid piirprotsessi © — a. Kui x — a, siis P ldheneb punktile A
mooda joont y = f(x). Vastavalt puutuja definitsioonile laheneb loikaja AP
joone y = f(x) puutujale punktis A. Seega ldheneb ka loikaja tous p puutuja
tousule p. Jarelikult, tuletise definitsiooni pohjal saame puutuja tousu jaoks
jargmise valemi:

p = limp = lim f@) = fa) _ f'(a). (3.4)

T—a z—a T —a

Valemitest (3.3) ja (3.4) saamegi puutuja vorrandi
y—fla) = f(a)(z—a). (3.5)
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Joonis 3.4

Nagu négime, funktsiooni y = f(x) tuletis argumendi vadrtusel x = a vordub
selle funktsiooni graafiku puutuja tousuga punktis koordinaatidega (a, f(a)).

3.5 Funktsiooni muudu lineariseerimine.
Diferentsiaal

Funktsiooni y = f(x) tuletis kui graafiku puutuja tous néitab selle funktsiooni
kasvu maara. Rakendustes tekib aga sageli vajadus avaldada valemi kujul voi
hinnata funktsiooni absoluutset juurdekasvu ehk muutu Ay.

Meie eesmirgiks on analiilisida Ay struktuuri ja tuletada lihtne ligikaudne
valem Ay jaoks.

Vastavalt tuletise definitsioonile, f’(a) = Alim0 2—, kus

Ar=xz—a ja Ay= f(x)— f(a).

Eeldame, et
f'(a) £0.
Téhistame ﬁ—z ja f’(a) vahe jargmiselt:
Ay
Ax) = — — f'(a). 3.6
r(ax) = 2~ la) (36)



Arvutame:

A A
dimyr(ae) = Jim [~ 5@ = fim g @) =
= f'(a) = f'(a) = 0. (3.7)

Siirdume niiiid funktsiooni muudu Ay avaldamise juurde. Selleks avaldame
vordusest (3.6) suhte 2—3:

A
A—gyc = f'(a) + r(Ax)
ja korrutame saadud avaldise Az-ga. Saame valemi

Ay = f(a)Az + B, kus [ =r(Ar)Ax. (3.8)

Funktsiooni muut Ay koosneb kahest liidetavast: f/(a)Ax ja 8. Esimene liidetav
1/ (a)Az soltub lineaarselt argumendi muudust Azx.

Suurust f’(a)Az nimetatakse funktsiooni y = f(x) diferentsiaaliks punktis
a ja tahistatakse dy voi df.

Seega
Ay =dy + 3. (3.9)

Nii dy kui ka 8 on lopmatult kahanevad suurused protsessis Ax — 0. Vordleme
neid suurusi Az suhtes. Esiteks, eelduse f’(a) # 0 pohjal saame

. dy . fl(a)Ax .
lim — = lim ——— lim
Az—0 Ax Az—0 Az Az—0

Teiseks, (3.7) pohjal kehtib

) g . r(Az)Az B
A0y T AT A T a0 =0

Néeme, et esimene liidetav, so diferentsiaal dy, on sama jarku lopmatult kahanev
suurus Az suhtes ja teine liidetav 8 on koérgemat jarku I6pmatult kahanev suu-
rus Az suhtes. Jarelikult vdikese Az korral hakkab diferentsiaal funktsiooni
muudu avaldises domineerima. Seetottu voime lugeda diferentsiaali dy funkt-
siooni muudu peaosaks. Jddaklitkme 8 voib vaikese Ax korral funktsiooni muudu
avaldises ara jatta. Kehtib ligikaudne valem

Ay ~ dy kui Az =~0. (3.10)
Niide. Olgu f(x) = z%. Arvutame

Ay = f(z)— fla) = 22 —a® = (v +a)(x—a) = 2a+x—a)(xr—a) =
= 2a(xr —a) + (z — a)*.
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Seega
Ay = 2alAz + Az?.

Esimene liidetav selles valemis on diferentsiaal dy = 2aAz, kusjuures tegur
2a vordub funktsiooni f tuletisega punktis a, st f/'(a) = 2a. Teine liidetav
on jadkliige S = Az?, mis on kérgemat jirku lopmatult kahanev Az suhtes.
Jérelikult Az ~ 0 korral saame Ay ~ 2aAx.

Argumendi diferentsiaal. Tuletise esitus diferentsiaalide suhte kaudu.
Vastavalt diferentsiaali definitsioonile,

dy = f'(a)Ax. (3.11)

Vaatleme konkreetselt juhtu, kui funktsioon véirtus vordub oma argumendiga,
st y = x. Téhistame funktsiooni y = x diferentsiaali siimboliga dz ja nimetame
seda argumendi x diferentsiaaliks.

Kui y = z, siis ¥’ = 1 ja rakendades valemit (3.11) saame

dr = Ax.

Jarelikult vordub argumendi diferentsiaal argumendi muuduga Az.
Olgu y = f(z) jallegi suvaline funktsioon. Asendame suuruse Az suurusega
dx valemis (3.11). Saame vorduse

dy = f'(a)dx. (3.12)
Siit tuleneb jargmine valem tuletise jaoks diferentsiaalide suhte kaudu:

’ dy

f'(a) = I (3.13)
Liitfunktsiooni tuletise valemi toestus. Toestame liitfunktsiooni tuletise
valemi (reegel nr 6 §3.2). Olgu y = f(z) ja z = ¢g(y) kaks diferentseeruvat funk-
tsiooni ning olgu nendest moodustatud liitfunktsioon z = g[f(x)]. Funktsiooni
tuletise saab esitada soltuva muutuja ja argumendi diferentsiaalide jagatisena
(valem (3.13)). Kuna funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y, siis kir-
jutades valemi (3.13) iiles punktis x, saame f’(z) = g—g. Analoogiliselt toimime
ka funktsiooniga g, mille argument on y ja soltuv muutuja z. Esitame g tuletise
soltuva muutuja ja argumendi diferentsiaalide jagatisena. Saame ¢'(y) = g—z.
Viimaks avaldame ka liitfunktsiooni z = g[f(x)] tuletise tema argumendi on x
ja soltuva muutuja z diferentsiaalide jagatisena. Saame {g[f(z)]} = j—i. Kasu-
tades neid valemeid arvutame:

i@ = 7 = T = T = ) = U@ @),

Seega olemegi toestanud liitfunktsiooni tuletise arvutamise valemi

{glf @]} = g'[f(2)] f'(2).
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Diferentsiaali omadused.

1. du+v) = du—+ dv,

2. d(u —v) = du — dv,

3. d(uv) = vdu + udv,

4. d(Cu) = Cdu, C — konstant,
5.d (%) = vduudv kyji oy #£0.

v v
Need omadused jarelduvad vahetult tuletiste arvutamise pohireeglitest 1 - 5 (vt
83.2). Naiteks tuletiste arvutamise pohireegli 2 ja diferentsiaali valemi df = f'dx
pohjal

d(uv) = (w)'de = (u'v+v'u)dxr = vu'de +uv'de = vdu + udv,

mis toestab omaduse 3.

3.6 Naiteid diferentsiaali kasutamise kohta.

Ndide 1. Keemilise reaktsiooni kiirus on C'/ = 4.2?—‘;1. Leida aine kontsentrat-
siooni juurdekasv 5 sekundi jooksul.
Kuna AC ~ dC, saame AC ~dC =C'dt =4.2-5 = 21“‘T°1.

Ndide 2. Ettevotte kulufunktsioon on antud valemiga
C = 10"°¢>+0.2¢ + 30 tuhat eurot,

kus ¢ on toodangu maht. Hetke toodangu maht on 100 tihikut. Millised on
tdiendavad kulud selleks, et suurendada toodangut 50 iithiku vorra? Mitme
ithiku vorra on voimalik suurendada toodangut, kui tootmisse mahutada téienda-
valt 20 tuhat eurot?

Leiame kulufunktsiooni tuletise

C’'=3-10"%¢>40.2=3-10"5100% + 0.2 = 0.5.
Kui soovitakse suurendada toodangut 50 tihiku vorra, on taiendav kulu
AC ~ dC = C'dg = 0.5 - 50 = 25 tuhat eurot.

Lahendame ka iilesande teise osa, kus tuleb leida toodandu mahu kasv, kui
tootmisse on téaiendavalt mahutatud 20 tuhat eurot. Selleks avaldame valemist
dC = (C'dq suuruse dq. Saame dq = ‘é—q. Arvutame toodangu mahu kasvu:

Ag =dg =9 = 2% = 40 iihikut.

Uks diferentsiaali rakendusvaldkondi on vigade hindamine. Olgu vaatluse
all mingi protsess, mida iseloomustavad kaks suurust: = ja y, kusjuures y on =
funktsioon, st y = f(x). Olgu suuruse x tipne arvuline viirtus a. Oletame,
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et suurust x moodetakse. Teatavasti on mootmine alati ebatdpne. Mootmise
tulemusena saadakse suuruse z tapse vaartuse a asemel tema ligikaudne vaartus
a+Azx. Liidetav Az on siin suuruse x mootmisel tehtud viga. Suuruse y vaartus
arvutatakse valemist y = f(z). Tema tapne vadrtus on f(a). Mootmistulemuste
alusel arvutatav y vadrtus on f(a+ Az). Jarelikult vordub suuruse y viga funk-
tsiooni f muuduga

Ay = fla+ Az) — f(a).

Suuruse = vea Ax tdpne vadrtus ei ole kiill teada, kuid enamasti on teada
mooGtmisel kasutatava seadme vea iilempiir Az*. Seega saab Ax hinnata jargmiselt:
|Az| < Azx*. Suuruse y vea hindamisel saab aga kasutada diferentsiaali. Kui
Ax on vaike, siis

Ay ~ dy = f'(a)Ax.

Kasutades absoluutvaartuse omadusi saame
Ayl = |dy| = |f'(a)Az| = |f'(a)] |Az] < |f'(a)] Az~
Siit ndhtub, et y vea lilempiiriks sobib jéargmine suurus:
Ay =|f' ()| Ax

Ndide 3. Ideaalgaasi vorrand pV = nRIT seob rohku p, ruumalat V', moolide
arvu n ja temperatuuri 7. Konstandi R véaartus on R = 0.08206 i":;’cﬁ Leida
gaasi moolide arv n ja hinnata selle viga, kui rohu p = 4 atm ja ruumala V = 35L
juures on moodetud temperatuuri 7. Mootmistulemus koos vea tilempiiriga on

T=2984=+0.1K.

Tuletame moolide arvu valemi: n = %. Suuruse n arvuline vairtus on
n = Gomtegssg = D-717mol. Vea hindamiseks avaldame funktsiooni n = n(T)
tuletise argumendi T' suhtes: n' = —%. Kuna AT* = 0.1, saame
4-35
An* = |n/|AT* -0.1 = 0.002.

"~ 0.08206 - 298.42

Vastus on n = 5.717 £ 0.002 mol.
Niide 4. Komposiitmaterjalist keha pinge o ja deformatsioon e (suhteline pike-
nemine) on seotud valemiga o = Fe — ve?, kus E = 200 MPa ja v = 500 MPa
on vastavalt esimest ja teist jarku elastsuskordajad. Mootmisel saadi jargmine
deformatsiooni vaédrtus: € = 0.15 4+ 0.01%. Leida pinge ja hinnata selle viga.
Arvutame pinge vidrtuse: o = 200-0.15—500-0.152 = 18.75 MPa. Pinge vea
hindamiseks leiame funktsiooni o = o(g) tuletise: ¢/ = E — 2ve. Vea iilempiir
on

Ac* = |o’|Ae* =200 — 2 - 500 - 0.15] - 0.01 = 0.5.

Ulesande vastus on o = 18.75 + 0.5 MPa.
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3.7 Mitmemuutuja funktsiooni osatuletised.

Osatuletise definitsioon. Olgu antud n-muutuja funktsioon u = f(z1,...,z,)
ja olgu
1 =0A1y «+.y T = Qp
argumentide 1, ..., z, teatavad fikseeritud véédrtused. Jargmist piirvaartust:
lim f(al, ey A1, LGy A1y - - - 70%) — f(al, ey A1, Ay Ay 1y - - -y an) (314)
T;—a; Ty — Q4

nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x; suhtes argumentide vasdrtustel
ai,...,a, tahistatakse

of 9

fo (a1, .. a,) vOI axi(al,...,an) voi &mf(al’“"an)
voi 5 5
~. U ~.
uy (ay,...,a,) vOI (a1,...,an) vOI ulay,...,an).
X; €X;

Argumendi z; jargi osatuletise votmisel fikseeritakse funktsiooni f iilejadnud
argumendid x4, ..., T;—1, Tit1, - - . , Tn, st vOetakse nad vordseteks vastavalt arvu-
dega ay,...,a;—1,G;41,...,a,. Vabaks jaetud argumendi x; suhtes arvutatakse
funktsiooni muut (selleks on valemis (3.14) esineva murru lugeja), jagatakse see
argumendi muuduga x; — a; ja arvutatakse saadud jagatise piirvaartus argu-
mendi muudu ldhenemisel nullile. Jarelikult, kui me defineerime ainult muutu-
jast x; soltuva themuutuja funktsiooni g selliselt, et fikseerime tilejaanud argu-
mendid z1,...,2;—1,%it1,-.., 2y asjakirjeldatud viisil, st

g(l’l) = f(al,ag, ey A1, Ly Ay 1y ey an) 5
siis langeb funktsiooni f osatuletis argumendi x; suhtes kokku ithemuutuja
funktsiooni g tavalise tuletisega, st kehtib vordus
g'(ai) = fy, (a1, .. an).

Kui f on ithemuutuja funktsioon, siis tema osatuletis iihtib tuletisega.

Osatuletis kui funktsioon. Eksisteerigu funktsioonil f 16plik osatuletis f;, (&)
koigi vektorite @ = (ay,...,ay) korral mingis hulgas D C R™. See tdhendab et
igale vektorile Z = (z1,...,2,) hulgast D saab vastavusse seada iihe kindla
reaalarvu f; (¥). Siis on osatuletis f; hulgas D méadratud n-muutuja funkt-
sioon.

Ndide. Arvutame funktsiooni

u=2x>+siny + yz

osatuletised muutujate =, y ja z suhtes. Kui leitakse osatuletist teatud fiksee-
ritud argumendi suhtes, siis koiki teisi argumente késitatakse konstantidena.
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Arvutades osatuletist x suhtes, on y ja z konstandid ning seega on konstantne
ka liidetav siny + yz funktsiooni avaldises. Konstantse liidetava tuletis on aga
null. Jérelikult, kasutades astmefunktsiooni 22 tuletise valemit, saame u/, = 2x.
Kui me arvutame osatuletist i suhtes, on liidetav 22 konstantne ja iihtlasi esineb
lildetavas yz konstantne kordaja z. Konstantse kordaja saab aga tuletise margi
alt valja tuua:

(y2)y =z2-yy=2-1= 2

[

Tulemusena saame u cosy + z. Lopuks avaldame ka osatuletise argumendi

Yy
z suhtes. Selle arvutamisel on z ja y konstandid. Saame v/, = y.

Korgemat jarku osatuletised. Vaatleme n-muutuja funktsiooni f(z1,...,zy).
Eeldame, et sellel funktsioonil eksisteerib osatuletis f;, (z1,...,z,) hulgas D.

Sellisel juhul on f; hulgas D méaratud funktsioon. See funktsioon voib samuti
omada osatuletisi.

Funktsiooni f(x1, ..., z,) osatuletise osatuletisi nimetatakse selle funktsiooni
teist jarku osatuletisteks.

Teist jarku osatuletisi on kahte liiki.
1. Kui votta funktsioonist f(z1,...,x,) kaks korda osatuletist ithe ja sama
muutuja x; suhtes, siis saab selle funktsiooni teist jarku osatuletise x; suhtes,
mida tahistatakse

9? ~. "
—f(z1,...,x voi (@1, Tn) .
ang( 1 n) fmlxl( 1 n)
2. Kui aga votta funktsioonist f(z1,...,x,) koigepealt osatuletis muutuja z;

suhtes ja seejéarel osatuletis muutuja x; suhtes, kus @ # j, siis tekib selle funkt-
siooni teist jarku segatuletis x; ja x; suhtes, mida téhistatakse

82

8xixj

fler,.an) Vol frl, (z1,..0 20).

Ilmselt on viimasel juhul voimalik segatuletist votta ka eelnevaga vastupidises
jarjekorras, st koigepealt muutuja x; suhtes ja seejarel muutuja x; suhtes. Siis
me saame segatuletise x; ja x; suhtes, st

82

8x'x~f(z1"”’xn) ehk f;’j:ci(xl,...,zn).
J

Osutub, et segatuletise vaartus ei soltu tiksikute tuletiste votmise jarjekorrast,
st kehtib vordus f7 . = f; ,,. Seda demonstreerib ka alljirgnev néide.

Néide. Avaldame funktsiooni z = xy? 4+ 23 cosy esimest ja teist jirku osa-
tuletised:

2t = y? +3z%cosy 2z, =6xcosy 2, = 2y — 32”siny
r 3 "o 3 "o _ 2 o3
zy = 2oy —x’siny  zy, =2x —x°Ccosy z,, = 2y —3z”siny.

"

; o~ "o
Nagu nideme, kehtib vordus z;/, = 2z,
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Arvutades funktsiooni u = f(z1,...,z,) teist jirku osatuletise osatuletise,
saame selle funktsiooni kolmandat jarku osatuletise, viimasest osatuletise arvu-
tamisel neljandat jarku osatuletise jne.

Néiteks kui me votame funktsioonist f3', (z1,...,2,) osatuletise muutuja
x; suhtes, saame kolmandat jarku osatuletise, mida téhistatakse
93
~ g
Wf(xl, ceeyTy) VO ijxixi (T1,.. ., Zn) -
Kui me aga votame funktsioonist f;’ 2 (z1,...,2,) osatuletise muutuja xy, suhtes,
saame kolmandat jarku osatuletise, mida tahistatakse
83
~ ua
mf(l’l,...,xn) VOl fzjmimk(xl,...,zn).
gl
Funktsiooni f(x1,...,zm,) m-jirku osatuletise avaldis on jargmine:
am
flzy,. ... xy,) .

P1.D
Oxy'0z5” ... Ozy

Siin on arvutatud p; korda osatuletist x; jargi, po korda osatuletist x5 jargi jne.
Osatuletiste koguarv on m = p; +ps + ...+ pn.

3.8 Valjateooria moisteid.

Skalaarvali ja vektorvili. n-muutuja funktsiooni nimetatakse ka n-mootme-
liseks skalaarvaljaks. Moiste tuleneb sellest, et taoline funktsioon seab etteantud
vektorile vastavusse reaalarvu ehk skalaari.

Niiteks ruumipunktist koordinaatidega (z,y,z) soltuv temperatuur 7 on
skalaarvali.

Olgu antud 2n muutuvat suurust x1, ..., x, ja uy,...u,. Kujutist, mis seab
igale vektorile & = (z1,...,2,) teatud hulgast X C R™ vastavusse iihe kindla
vektori 4 = (ug, ..., u,) nimetatakse n- maootmeliseks vektorviljaks.

Olgu antud n-mootmeline vektorvali f Vektorit, milleks f kujutab ettean-

—

tud vektori & tdhistame siimboliga f(Z). seega kehtib jirgmine seos: @ = f(Z).

n-mootmeline vektorvali f koosneb n skalaarsest komponendist fi,..., f,.
Konkreetne komponent f; on skalaarvali, mis seab vektorile & vastavusse skalaari
ui, st u; = fi(7).

Naiteks vedeliku voolamist teatud ruumipiirkonnas iseloomustab voolukiirus.
Tegemist on kolmekomponendilise vektoriga @ = (v1,v2,v3). Voolukiirus voib
erinevates ruumi punktides olla erinev. Sel juhul on ¥ kolmemoGtmeline vek-
torvéli, mis s6ltub ruumivektorist Z = (z, y, 2).

Skalaarvilja gradient. Vektorvilja potentsiaal. Olgu antud skalaarvali
u = F(Z). Skalaarvélja F' gradiendiks kohal & nimetatakse jargmist vektorit:

grad F(Z) = (a%F(f), o %F(f)).
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Seega on grad F' vektorvili, mis on moodustatud skalaarvélja F' osatuletistest.
Gradiendi tdhistamiseks kasutatakse ka siimbolit V (v6i V), mis kannab
nime nabla. Tegemist on osatuletiste siitmbolitest moodustatud vektoriga:

A 7).

oxy’ " Oxy,

Seega grad F' asemel voime kirjutada VF.

Vektorvalja f nimetatakse potentsiaalseks ehk konservatiivseks, kui leidub
skalaarvali F' nii, et f = grad F. Seejuures nimetatakse skaalarvilja F' vek-
torvélja f potentsiaaliks.

Konservatiivsed on nditeks gravitatsioonivéli ja elektrivéli. Konservatiivne
on ka vedeliku kiirusvali, kui puuduvad keerised ja hoordejoud on tiihised.

Vektorvilja divergents ja rootor. Alustame monede tdiendavate vektoritega
seotud moistete sissetoomisega. Vektorite & = (21,...,2n) ja ¥ = (Y1,---,Yn)
skalaarkorrutiseks nimetatakse jargmist arvu:

—

Z-y=z1y1+ ...+ Tnyn.

Kolmemootmeliste vektorite & = (z1, 22, x3) ja ¥ = (y1, y2, y3) vektorkorrutiseks
nimetatakse jargmist vektorit:

T x § = (w2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).
Olgu antud vektorvali @ = _’(j’) Vektorvilja JF divergentsiks kohal & nimeta-
takse jargmist skalaari:

(@) = F @) = 5o Fi@) o+ o fal@)

Fuusikaliselt valjendab divergents vektorviljas sisalduvate allikate tihedust.
Kui véli f on allikavaba, siis divf = 0. Naiteks vedeliku vaba voolamise korral
on kiirusvélja divergents null, st divv = 0.

—

Olgu antud kolmemd&otmeline vektorvali @ = f(&). Vektorvilja f rootoriks
kohal Z nimetatakse jargmist vektorit:

N A

_ 9 )
 \ Oz Ox3 Oz

a0 o
h@%ﬁm%wﬁw%ﬁ@>

Rootori abil saab kirjeldada vektorviljas sisalduvaid keeriseid. Kui véli f
on keerisevaba, siis rotf = 0, kus 0 = (0,0,0) on nullvektor.
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