Peatikk 2

Piirvaartus ja pidevus

Kaéesoleva peatiiki pohiteema on funktsiooni piirvadrtus. Tegemist on baas-
moistega, mille kaudu on defineeritud mitmed teised rakenduste seisukohalt
olulised moisted, nt tuletis ja integraal.

2.1 Umbrused

Reaalarvu a dmbruseks nimetatakse suvalist vahemikku (a —e,a+¢), kus € > 0
on limbruse raadius. Arv z kuulub arvu a timbrusesse (a — e, a +¢) siis ja ainult
siis, kui selle arvu kaugus arvteljel on arvust a viiksem kui €, st |z — a| < e.

Néiteks arvu 0 @imbrus on suvaline vahemik (—¢,¢). Arv z kuulub 0-i
timbrusesse siis ja ainult siis, kui |z| < e.

Reaalarvu a vasakpoolseks iimbruseks nimetatakse suvalist poolloiku
(a —e,a], kus € > 0. Arv z kuulub arvu a vasakpoolsesse iimbrusesse (a — ¢, a]
siis ja ainult siis, kui selle arvu kaugus arveljel on arvust a vaiksem kui €, st
|z — a|] < g, ja x el asetse a-st paremal, st z < a.

Reaalarvu a parempoolseks iimbruseks nimetatakse suvalist poolloiku
[a,a+¢€), kus € > 0. Arv x kuulub arvu a parempoolsesse iimbrusesse [a,a + €)
siis ja ainult siis, kui selle arvu kaugus arveljel on arvust a vaiksem kui &, st
|z — a|] < g, ja z el asetse a-st vasakul, st > a.

Suuruse lopmatus imbruseks nimetatakse suvalist vahemikku (M, 00), kus
M > 0. Arv z kuulub 16pmatuse timbrusesse (M, o0) siis ja ainult siis, kui
z>M.

Suuruse miinus lopmatus imbruseks nimetatakse suvalist vahemikku
(—00,—M), kus M > 0. Arv z kuulub miinus 16pmatuse timbrusesse (—oo, —M)
siis ja ainult siis, kui z < —M.

Umbrusi kasutame piirprotsesside defineerimisel jirgmises paragrahvis.



2.2 Muutuva suuruse piirprotsessid.

Selleks, et saaks radkida protsessist « ”1aheneb millelegi”, peab vaadeldav suurus
x olema jarjestatud.

Muutuva suuruse x kohta Geldakse, et ta on jarjestatud, kui tema vaartustest
on moodustatud jarjestatud hulk, st hulk mille iga kahe elemendi kohta on
voimalik 6elda, kumb neist on eelnev ja kumb jargnev.

Jarjestatud muutuva suuruse erijuhuks on ajast soltuv suurus. Sel juhul
on loomulik lugeda kahest suuruse vaartusest jargnevaks seda, mis vastab suu-
remale ajamuutuja vaartusele. Néiteks materiaalse objekti sirgjoonelisel litku-
misel labitud teepikkus S(t) on jirjestatud suurus. Kui to > ¢1, siis teepikkuse
védrtus S(tz) jargneb teepikkuse vadrtusele S(tq).

Jarjestatud muutuva suuruse erijuhuks on ka reaalarvude jada

L1y L2,X3ye ey Ly

Sel juhul genereerib jada indeks jarjestuse. Kui k& > ¢, siis jada element xj
jargneb elemendile x;.

Meid huvitavad sellised jarjestatud suurused, mis mooda jarjestust edasi
liikkudes ldhenevad teatud fikseeritud arvule. Need on nn koonduvad ehk piir-
vadrtust omavad suurused.

Vaatleme ndidet mehaanika alalt. Olgu vaatluse all vedru, mis on iihest ot-
sast kinnitatud ja teine ots on lahtine. Olgu tasakaaluasendis vedru pikkus a.
Kui vedrut kokku suruda voi vélja venitada ja seejarel vabastada, hakkab tema
lahtine otspunkt tasakaaluasendi iimber vonkuma. Vedru pikkus on sel juhul
ajast soltuv (seega jarjestatud) muutuv suurus z. Vonkumisprotsessi mojutavad
mitmesugused takistusjoud, mille tagajarjel vonkumine sumbub, st vedru pikkus
x laheneb arvule a. Vaatame kuidas oleks voimalik sellist 1ahenemisprotsessi
matemaatilistes moistetes kirjeldada. Uks voimalus on jargmine. Valime mingi-
suguse tasakaalupunkti timbruse, néiteks (a — 0.1,a + 0.1). Kuna vonkumine
sumbub, siis mingist ajahetkest (st z vaartusest) alates koik jargnevad vedru
pikkuse vaartused x jaavad vahemikku (a—0.1,a+0.1), st rahuldavad vorratust
|x — a] < 0.1. Edasi valime mingi teise, véiksema raadiusega timbruse, nt
(a—0.01,a+0.01). Arvestades jillegi seda, et vonkumine sumbub, leidub mingi
teine, eelnevast suurem ajahetk ja sellele vastav x vaartus nii, et koik jargnevad
x vaartused jadvad vahemikku (a — 0.01,a + 0.01), st rahuldavad vorratust
|z — a| < 0.01. Sellist arutelu voib jéatkata suvalise kuitahes viikse raadiusega
timbrusega (a —e,a+¢). Jarelikult, iga kuitahes viikese positiivse arvu e korral
saab naidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva
suuruse vadrtused kuuluvad arvu a timbrusesse (a — €,a + ¢€), st rahuldavad
vorratust |z — a| < e.

Muutuva suuruse piirvaartuse tildine definitsioon on jérgmine:

Olgu z jarjestatud muutuv suurus. Arvu a nimetatakse muutuva suuruse z
purvadrtuseks, kui iga kuitahes vaikese positiivse arvu ¢ korral saab naidata sel-
list suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaartused
kuuluvad arvu a imbrusesse (a — ¢, a + ¢€), st rahuldavad vorratust |z — a| < e.
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Kui arv a on suuruse z piirvaartus, siis 6eldakse, et suurus x laheneb arvule
a ehk koondub arvuks a ja kirjutatakse

T —a voi limz =a.

Piirvaartuse tildises definitsioonis ei ole fikseeritud kuidas (vasakult, pare-
malt v6i moélemalt poolt) muutuja x lihenemine arvule a toimub. Seega on
piirprotsessi * — a erijuhtudeks sellised piirprotsessid, kus x laheneb arvule a
ainult vasakult voi paremalt. Ghepoolsete piirprotsesside definitsioonid saame
tildisest piirvadrtuse definitsioonist, kui me seal esineva timbruse (a—e, a+¢) kit-
sendame kas vasakpoolseks voi parempoolseks iimbruseks (a —¢, a] voi [a, a+¢).

Muutuv suurus x ldheneb vasakult arvule a, kui iga kuitahes vaikese posi-
tiivse arvu € korral saab naidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vairtused kuuluvad poolldiku (a — £,a]. Sellisel
juhul kirjutatakse

T —a

Muutuv suurus x ldheneb paremalt arvule a, kui iga kuitahes vaikese posi-
tiivse arvu ¢ korral saab naidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vaiartused kuuluvad poolldiku [a,a + €). Siis kirju-
tatakse

r—a’.

Saab konstrueerida ka lihtsaid mehaanilisi mudeleid, mis illustreerivad iihe-
poolset koondumist. Naiteks, kui vedrule on lisatud tugev vonkumist summutav
seade, siis vonkumist imber tasakaalupunkti ei teki. Vedru pikkus x laheneb
a-le vasakult voi paremalt soltuvalt sellest, kas vedru oli algselt kokku surutud
voi valja venitatud.

Defineerime ka sellised piirprotsessid, mille kdigus = laheneb pluss voi mii-
nus lopmatusele. Idee poolest on need definitsioonid sarnased eelpooltoodud
definitsioonidele, ainult reaalarvu a timbruste asemel kasutatakse 16pmatuse vo6i
miinus lopmatuse timbrust.

Alustame suurusest, mis ladheneb pluss 1opmatusele. Piltlikult valjendudes
on tegemist sellise jarjestatud suurusega, mis mooda jarjestust edasi litkudes
kasvavab piiramatult, st saab suuremaks kuitahes suurest positiivsest arvust
M. Selgitame seda ldhemalt. Olgu niiteks M = 100. Leidub selline = vadrtus,
millest alates koik jargnevad x vaartused on 100-st suuremad. Suurendame arvu
M. Olgu nt M = 10000. Leidub selline (eelnevast suurem) x véértus, millest
alates koik jargnevad x vadrtused on 10000-st suuremad jne. Kokkuvottes,
kuitahes suure positiivse arvu M korral saab néidata sellist suuruse x véartust,
millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vadrtused on arvust M suure-
mad, st rahuldavad vorratust z > M.



Uldine definitsioon on jargmine:

Muutuva suuruse x piirvadartus on lopmatus ehk muutuv suurus x laheneb
lopmatusele, kui iga kuitahes suure positiivse arvu M korral saab naidata sellist
suuruse z vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaéartused
kuluvad 16pmatuse timbrusesse (M, c0), st rahuldavad vorratust > M. Taolist
piirprotsessi tahistatakse jargmiselt:

T — 00 vOi limz = c0.

Analoogiliselt saab defineerida ja selgitada ka piirprotsessi x — —oco. Definit-
sioon on jargmine:

Muutuva suuruse = piirvadrtus on miinus lopmatus ehk muutuv suurus z
ldheneb miinus l6pmatusele, kui iga kuitahes suure positiivse arvu M korral
saab naidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva
suuruse vadrtused kuuluvad miinus 16pmatuse imbrusesse (—oo, —M), st rahul-
davad vorratust x < —M. Sellise piirprotsessi tahistusviis on

T — —00 voi limz = —00.

2.3 Jada piirvaartus.

Kuna jada on jarjestatud muutuva suuruse erijuht, saab muutuva suuruse piir-
vaartuse definitsiooni jadale otseselt iile kanda. See jargmine:

Arvu a nimetatakse reaalarvude jada x1,x9,xs3, ... piirvidrtuseks, kui iga
kuitahes vaikese positiivse arvu ¢ korral saab naidata sellist jada elementi z,,,
millest alates koik jargnevad jada elemendid kuuluvad arvu a {imbrusesse
(a —e,a + ¢). Jada piirvadrtuse kirjutusviis on jargmine:

Ty —a vOi limz, =a.

Loplikku piirvaédrtust omavat jada nimetatakse koonduvaks. Vastasel juhul
nimetatakse jada hajuvaks.

Nditeid. 1. Vaatleme jada elementidega z, = 1 + (;L)n. Taolise jada piir-

vaartus on 1. Jada kaitumise jalgimiseks paneme kirja jada esimeste elementide
arvulised vaartused:

21 = 0.5, 1o = 1.25, x5 = 0.875, 24 = 1.0625, x5 = 0.96875,
26 = 1.015625, 27 = 0.9921875, x5 = 1.0039625, . ..

Valime € = 0.1. Nieme, et alates neljandast elemendist kuuluvad koik jargnevad
jada elemendid arvu 1 timbrusesse (1 — 0.1,1+ 0.1) = (0.9,1.1). Jargmiseks
valime ¢ = 0.05. Alates viiendast elemendist kuuluvad koik jargnevad jada
elemendid iimbrusesse (1 — 0.05,1 + 0.05) = (0.95,1.05). Valime veel € = 0.01.
Alates seitsmendast elemendist kuuluvad koik jargnevad elemendid timbrusesse
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(1 —0.01,1 +0.01) = (0.99,1.01) jne. Kuitahes véikese ¢ > 0 korral saab
leida jada elemendi, millest alates koik jargnevad elemendid kuuluvad arvu 1
timbrusesse (1 —¢€, 1+ ¢).

2. Vaatleme jada x, = n®. Valime M = 1000. Alates 11. elemendist
x17 = 113 = 1331 on kéik jargnevad elemendid suuremad kui 1000. Valime
veel M = 10000. Alates 22. elemendist xoo = 223 = 10648 on kéik jirgnevad
elemendid suuremad kui 10000. Kuitahes suure M > 0 korral saab leida jada
elemendi, millele jargnevad elemendid on suuremad kui M. Jada piirvadrtus on
00.

2.4 Funktsiooni piirvaartus.

Olgu antud funktsioon f argumendiga x. Kui argument = on jarjestatud, siis
saame me jarjestada ka funktsiooni vadrtused f(x), lugedes funktsiooni kahest
vaartusest jargnevaks selle, mis vastab argumendi jargnevale vaartusele.

Niiteks olgu funktsiooni f(z) = z? argumentidest moodustatud jirjestatud
hulk 1,2,3,4,5,.... Siis vastab sellele funktsiooni véértuste jarjestatud hulk
1,4,9,16,25,. ...

Olgu funktsiooni f argument z jarjestatud selliselt, et ta koondub mingiks

arvuks a. Meid huvitab kiisimus: kas sellisel juhul ka funktsiooni véartus
laheneb mingile arvule b7 Kui see on nii, ja peale selle arv b ei soltu punktiks a
koonduvast argumendi x jarjestusest, siis on vaadeldaval funktsioonil punktis a
piirvaartus.
Funktsiooni piirvaartuse definitsioon. Funktsioonil f on piirvddrtus b
kohal a, kui suvalises piirprotsessis * — a, mis rahuldab tingimust x # a,
funktsiooni véaértus f(z) ldheneb arvule b.

Funktsiooni piirvdartuse kirjutusviis on

lim f(z) = b
voi
flx)=b kui z—a.

Fraasi ”piirvadartus kohal a” asemel voib kasutada ka samavaarseid fraase
”piirvaartus punktis a@” voi ”piirvaartus argumendi ldhenemisel vaértusele a”.

Tingimus x # a piirvadrtuse definitsioonis on sisse toodud selleks, et eristada
funktsiooni véartust kohal a tema piirvaartusest kohal a. Taoline eristus on
vajalik funktsiooni pidevuse késitlemisel edaspidistes paragrahvides.

Ndide. Uurime funktsiooni

f(x)

kéitumist protsessis x — 1. Vaadeldav funktsioon on maaratud koikjal valja
2

arvatud punkt x = 1. Kui « # 1, siis taandades murru % lugejast ja

nimetajast teguri x — 1, saame sellele funktsioonile lihtsama valemi

flx)=2z+4, z#1.

_21‘24—23:—4
o r—1
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Valime moned punktiks 1 koonduvad argumendi jadad ning arvutame neile vas-
tavad funktsiooni vadrtuste jadad:

Tr1 = 0 T = 0.5 r3 = 0.9 Ty = 0.95 I5 = 0.99...
f(l‘1) =4 f(l‘g) =5 f($3) =5.8 f($4) =5.9 f(x5) =598 ...

T =2 o =1.5 3 =1.1 xy = 1.05 x5 =1.01...
fle) =8 flz2) =7 [flz3) =62 f[f(za) =61 [f(x5)=6.02...

I1:3 1‘220 $3=1.1 .1‘4:0.99 335:1.001...

Esimeses jadas koondub x vasakult, teises koondub paremalt ja kolmandas koon-
dub vénkudes. Kbigil toodud juhtudel koondub funktsiooni vadrtus f(z) arvuks
6. Saab néaidata, et suvalises piirprotsessis x — 1 koondub vaadeldava funkt-
siooni vaartus arvuks 6. Seega

922 + 2 — 4
lim 2 P22 g
r—1 r—1

|

\ /]/\“ > f(@)

[ b [

_2z242z—4
Y="=2=1

1 J ,
)]
rT— 1 +—x z
Joonis 2.1

Selle funktsiooni piirvaartust saab jalgida ka jooniselt 2.1. Teatavasti naitab
suurus f(z) funktsiooni graafiku ”"korgust” punktis . Kui z — 17, siis funkt-
siooni graafiku korgus suureneb ja laheneb arvule 6. Kuiz — 17, siis funktsiooni
graafiku korgus véheneb ja laheneb samuti arvule 6. Suvalises piirprotsessis
x — 1, kus x # 1, ldheneb funktsiooni graafiku korgus iihele ja samale arvule 6.

Funktsiooni piirvaartuse geomeetriline tolgendus. Kui funktsioonil f(x)
on piirvadrtus b punktis a, siis suvalises piirprotsessis * — a, kus x # a, laheneb
funktsiooni graafiku kérgus f(x) iihele ja samale arvule b. Teiste sonadega:
suvalises piirprotsessis  — a, kus x # a, ldheneb funktsiooni graafiku jooksev
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punkt P(x, f(z)) tihele ja samale punktile A(a,b). Seda on kujutatud joonisel
2.2.

|

r— a —x €T

Joonis 2.2

Lopmatusi sisaldavad piirvaartused. Analoogiliselt saab késitleda ka piir-
vaartusi, milles 1oplike arvude a ja b asemel esinevad suurused —oo voi 0.
Selleks tuleb tilaltoodud definitsioonis lihtsalt arv a voi b asendada kas suurusega
00 VoI —00.

Naiteks piirvaartuse

lim f(z) = oo

r—a

definitsioon on jargmine:
Funktsioonil f on piirvidrtus oo kohal a, kui suvalises piirprotsessis  — a, mis
rahuldab tingimust z # a, funktsiooni vadrtus f(z) laheneb lopmatusele.

Vaatleme moningaid naiteid 16pmatusi sisaldavate piirvaartuste kohta. Neis
naidetes kasutame piirvadrtuste leidmiseks funktsioonide graafikuid.

1. Leiame 'ligz ﬁ, kus n on positiivne paarisarv. Funktsiooni f(z) = Ty

graafik on kujutatud joonisel 2.3.



xl | f(x) = (m_la)n
! X\ (n > 0, n — paaris)
|

Joonis 2.3

Graafikult ndeme, et kui  — a, siis funktsiooni graafiku korgus f(x) kasvab
piiramatult ja laheneb lopmatusele. Seega

li o

ez —a)2 o

2. Lelame lim arctanz ja lim arctanz. Funktsiooni y = arctan x graafik on

T—00 r——00
kujutatud joonisel 1.14 (Ptk 1). Kui # — oo, siis funktsiooni graafiku korgus
kasvab ja ldheneb arvule 7. Kui x — —oo, siis funktsiooni graafiku korgus

viheneb ja ldheneb arvule —7. Seega

. ™ . . U
lim arctanz = - ja  lim arctanz = ——.
T—00 2 T——00 2

3. Leiame lim arccotx ja lim arccotz. Funktsiooni y = arccot z graafik on
Tr—00 r——00

kujutatud joonisel 1.15 (Ptk 1). Kui & — oo, siis funktsiooni graafiku koérgus
véaheneb ja ldheneb arvule 0. Kui x — —oo, siis funktsiooni graafiku korgus
suureneb ja ldheneb arvule 7. Seega

lim arccotz =0 ja  lim arccotx =m.
r—r00 Tr—r— 00

4. Leiame lim a® ja lim «a”. Eksponentfunktsioon kaitub erijuhtudel a > 1
Tr—r0o0 r—r — 00

ja 0 < a < 1 kvalitatiivselt erinevalt (Ptk 1 joonised 1.4 ja 1.5). Esimeselt
jooniselt ndeme, et

juhula >1 lim a®* =00 ja lim a®*=0
Tr—r0o0 r—r—00

ning teiselt jooniselt leiame, et

juhul 0 <a<1 lim ¢®*=0 ja lim &* = oc.



2.5 Funktsiooni tihepoolsed piirvaartused.

Funktsioonil f on vasakpoolne piirvidrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis
x — a~, mis rahuldab tingimust x # a, funktsiooni vaartus f(z) laheneb arvule
b.

Vasakpoolse piirvaartuse kirjutusviis on

lim f(x) =b
r—a—
VOl
fx) =b kui x—a" .

Funktsioonil f on parempoolne piirvadrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis
x — at, mis rahuldab tingimust z # a, funktsiooni vadrtus f(z) laheneb arvule
b.

Parempoolse piirvadrtuse kirjutusviis on

lim f(z) =b

z—at
VOl
flx) b kui z—at.
Toodud definitsioonides voib lopliku arvu b asendada kas —oo-ga voi co-ga.

Ndide. Olgu antud jargmine funktsioon:

Flz) = r+2, kui x <1,
"l z+3, kui z> 1.

Arvutame selle funktsiooni iihepoolsed piirvaartused punktis 1. Valime punk-
tiks 1 koonduvad vasak- ja parempoolsed jadad ning arvutame neile vastavad
funktsiooni vaartuste jadad:

Tr1 = 0 T = 0.5 r3 = 0.9 Ty = 0.95 I5 = 0.99...
f(ah) =2 f(xg) =25 f(l‘3) =29 f(x4) =295 f(.%‘5) =299 ...

T =2 o = 1.5 x3 = 1.1 xy = 1.05 x5 =1.01...
flx1) =5 f(ze) =45 f(xs) =41 f(xe) =4.04 f(xs)=4.01...

Néeme, et vasakult arvuks 1 koonduva jada korral ldheneb f(z) arvule 3 ja
paremalt arvuks 1 koonduva jada korral laheneb f(z) arvule 4. Saab toestada,
et suvaliste piirprotsesside z — 17 ja  — 1 korral ldheneb f(z) vastavalt
arvudele 3 ja 4. Seega

lim f(z)=3 ja le)r%r f(z) =4.

r—1—

Tllustreerime seda tulemust graafiliselt joonisel 2.4.
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Fz) = r+2, kui x <1
Tl z+3, kuiz>1

e /

I
t

1 x

Joonis 2.4

Kui x — 17, siis funktsiooni graafiku korgus touseb ja laheneb arvule 3. Kui
x — 17, siis funktsiooni graafiku korgus viheneb ja liheneb arvule 4.

Antud néites on funktsiooni ithepoolsed piirvdartused punktis 1 erinevad.
Seetottu puudub funktsioonil piirvaartus punktis 1. See on nii, sest eelmises
paragrahvis toodud piirvadrtuse definitsioon ei ole taidetud. Ei leidu arvu b,
millele f(x) ldheneks koéigis piirprotsessides @ — 1, kus # # 1. Vasakpoolses
piirprotsessis # — 17 ja parempoolses piirprotsessis  — 17 liheneb f(x) eri-
nevatele arvudele.

r — a <X x

Joonis 2.5
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Funktsiooni iihepoolsete piirvairtuste geomeetriline tolgendus. Kui
funktsioonil f(z) on vasakpoolne piirvadrtus by ja parempoolne piirvaartus by
punktis a, siis suvalises piirprotsessis * — a~, kus x # a, ldheneb funktsiooni
graafiku jooksev punkt P;(z, f(x)) punktile A;(a,b;) ja suvalises piirprotsessis
z — a', kus z # a, liheneb funktsiooni graafiku jooksev punkt Ps(z, f(x))
punktile Az (a,bz) (joonis 2.5).

Kui by # by, siis funktsioonil puudub piirvadrtus punktis a, sest f(z) ei
ldhene tihele ja samale arvule suvalises piirprotsessis * — a, * # a. Piirprot-
sessi  — a erijuhtudel © — @~ ja © — a™ liheneb f(z) erinevatele arvudele.

Kehtib jargmine vaide:
Teoreem 2.1. Piirvaartus lim f(x) eksisteerib siis ja ainult siis, kui eksis-
r—a
teerivad vordsed iihepoolsed piirvadrtused lim f(x) ja lim f(z). Peale selle,
T—a~ r—a™t

piirvadrtuse lim f(x) olemasolu korral kehtib valem
T—a

lim f(z) = lim f(z)= lm f(z).

T—a T—a~ r—at

Eespooltoodud néites olid funktsioonil olemas molemad tthepoolsed piirvaar-
tused, kuid piirvaartus puudus. Saab tuua nditeid sellistest funktsioonidest,
millel puuduvad ka iihepoolsed piirviartused. Analiilisime funktsiooni

o1
x) =sin —
flw) = sin
kéitumist protsessis z — 0. Selleks valime jirgmise paremalt nulliks koonduva
jada: x, = ﬁ (ehk 1 = %7 T = %, ...). Vastavad funktsiooni vaartused
2

on siis
1 kui n on paaris,
—1 kuin on paaritu.

f(x,) =sin(n +1/2)7 = {

Funktsioon omandab vaheldumisi vaartusi —1 ja 1 ning seega ei lahene iihelegi

arvule. Jarelikult parempoolne piirvaartus lirn+ sin% puudub. Analoogiliselt
z—0

saab naidata, et puudub ka vasakpoolne piirvaartus lim sin %
x—0~

Vaatleme veel moningaid nditeid 16pmatusi sisaldavate tthepoolsete piirvaar-
tuste kohta.

1. Leiame lim tanz ja lim+ tanx. Ptk 1 jooniselt 1.10 ndeme, et vasakpoolses
=5 =7

piirprotsessis * — 5~ funktsiooni tanx graafiku korgus kasvab piiramatult ja
parempoolses piirprotsessis © — g+ funktsiooni tan x graafiku korgus vaheneb
piiramatult. Seega

lim tanz =00 ja lim tanz = —oo.
57 m%%*

2. Analoogiliselt, kasutades Ptk 1 joonist 1.11, leiame

lim cotx = —oco0 ja lim cotz = oo.
z—0— z—0*t

11



3. Leiame lim+ log, x. Funktsiooni y = log, x graafik on juhtudel a > 1 ja
z—0

0 < a < 1 kvalitatiivselt erinev (Ptk 1 joonised 1.6 ja 1.7). Neilt joonistel
naeme, et

juhul a > 1 lim log,z = —o0c0 ja
z—01

juhul 0 <a <1 lim log, z = oo.
z—0t

Arv e ja sellega seotud funktsioon. Vaatleme jargmist funktsiooni:

f@) = <1+ 31:) .

Selle funktsiooni loomulik mé&ramispiirkond on X = (—o0, —1)U(0, o). Graafik
on kujutatud joonisel 2.6.

y:(lJrl)I

x

Joonis 2.6

Jooniselt ndeme, et lim (1 + %)w = o0 ja lim (1 + %)m = 0. Peale selle, kui
r——1— z—01

T — 00 voi * — —o0, laheneb funktsioon (1 + %)z teatud arvule, mis asub 2 ja
3 vahel. Tegemist on irratsionaalarvuga e:

e~ 2.71828...
Seega
. 1\" . 1\*
e=lim (1+4—-) = lm (1+—-]) . (2.1)
T—00 T T——00 T

Logaritmi alusel e nimetatakse naturaallogaritmiks ja tdhistatakse stimboliga
In. Seega log, z =Inz.
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Toome iihe ndite piirvaartuse (2.1) kohta. Olgu hoiustatud rahasumma P.
Aastane intressiméér olgu r. Kui intressi arvestatakse k korda aastas, siis on
iihe perioodi intressiméér ;. Esimese perioodi 16pus on balanss B = P(1 4 7).
Aasta (so k-nda) perioodi 16pus on balanss

B= P(l + %)k

Néiteks kui intressi arvestatakse kord kvartalis, on vastav valem B = P(1+ %),
kui arvestatakse kord kuus, siis B = P(1 + 75)', kord péaevas, siis
T

B = P11+ %)365 jne. Vaatleme juhtu, kui intressi arvestatakse pidevalt.

Aastase balansi leidmiseks tuleb meil arvutada piirvairtus B = klim P(1+ %)k
xde el

Tehes muutuja vahetuse x = é leiame:

k 1 xr 1 xq T
B:hmP(Hf) _limP<1+> _P{lim <1+>} — Pe’.
k—o0 k T—00 T T—00 T

Funktsiooni graafiku asiimptoodid. Vaatleme tasandil zy - teljestikus joont
y = f(x). Sirget [ nimetatakse joone y = f(z) astimptoodiks, kui joone y = f(x)
punkti eemaldumisel lopmatusse selle punkti kaugus sirgest I ldheneb nullile.

Punkt eemaldub 16pmatusse, kui selle punkti kaugus koordinaatide algus-
punktist laheneb lopmatusele.

Mboistet on illustreeritud joonisel 2.7. Joon y = f(x) on kujutatud pidevalt
ja astimptoot [ on toodud katkendlikuna. Kui joone y = f(z) punkt P eemaldub
lopmatusse, siis tema kaugus sirgest [ ldheneb nullile.

Y

Joonis 2.7

Detailsemalt vaatleme vertikaal- ja horisontaalastimptoote.

Sirge = a on joone y = f(z) vertikaalasimptoot, kui piirprotsessis ¢ — a~
voi  — a™ funktsiooni vddrtus f(z) ldheneb kas pluss voi miinus 16pmatusele.

Naiteks sirged x = § + km, k € Z, on joone y = tanx vertikaalastimptoodid
(vt Ptk 1 joonis 1.10). Sirged z = km, k € Z, on on joone y = cotx ver-
tikaalastimptoodid (Ptk 1 joonis 1.11). Sirge z = —1 on joone y = (1 + i)z
vertikaalasiimptoodiks (joonis 2.6).

Sirge y = b on joone y = f(x) horisontaalasimptoot, kui piirprotsessis
x — —o00 vOi  — oo funktsiooni vaartus f(z) laheneb arvule b.
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Ndaitekssirged y = 5 jay = —5 on joone y = arctanz horisontaalasiimptoodid
(vt Ptk 1 joonis 1.14). Sirged y = 0 ja y = 7 on joone y = arccotz horison-
taalastimptoodid (vt Ptk 1 joonis 1.15).

2.6 Funktsiooni piirvaartuste omadused.

Loetleme ilma toestuseta aritmeetiliste tehetega seotud omadused:

L lim[f(2) +g(z)] = lim f(2) + lim g(z),

2. lim[f(@)g(@)] = lm /(@) lim g(a).
@) _dme e
3. il_l’g o ;%g(m kui il_rgg(x) #0.

Otseste jareldustena omadustest 1 ja 2 saame tuletada veel kaks omadust:

4. lim[Cf(z)] = lim C lim f(z) = Clim f(z), C — konstant,
r—a T—ra T—a

5. Iim[f(@) ()] = i [F(2) + (~D)g(w)] = Iim £(2) + lim [(~1)g(x)]
= lim f(z) + (=1) lim g(z) = lim f(z) — lim g(z).

r—a
Omadused 1 - 5 jadvad kehtima ka siis, kui neis esinev piirprotsess z — a
asendada iihega jargmistest piirprotsessidest:

+

r—a ,x—>a",r——00,T—00.

)

2.7 Lopmatult kahanevad ja kasvavad suurused
ning nende vordlemine.

Lopmatult kahanev ja lopmatult kasvav suurus ning nendevaheline
Seos.

Funktsiooni f(z) nimetatakse lopmatult kahanevaks ehk lopmatult vdikeseks
suuruseks protsessis x — a, kui

lim f(z)=0.

r—a

Funktsiooni f(z) nimetatakse lopmatult kasvavaks suuruseks protsessis x — a,
kui

li = 00.

lim [ f(2)] = o0

Teoreem 2.2. Funktsioon f(z) on 16pmatult kahanev suurus protsessis ¢ — a
siis ja ainult siis, kui % on lopmatult kasvav suurus samas protsessis.
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Ilustreerime selle teoreemi sisu nditega. Vaatleme funktsiooni (x — a)”, kus
n on positiivne taisarv. See funktsioon on l6pmatult kahanev protsessis x — a,
st

igrri(x—a) =0.

Seega ﬁ on lopmatult kasvav samas protsessis, st

lim
r—a

= OQ.

(x—a)"

Siin voib eristada kaks erijubtu:
1 1
(z—a)? (z—a)™

= oo. Seda juhtu on kujutatud joonisel 2.3 eespool.

_ 1
- (z—a)™

1. Kui n on paarisarv, siis > 0 iga = # a korral. Seega

. . 1
ning lim ———
g P a (l\fa)n

2. Kui n on paaritu arv, siis < 0, kui z < a ja > 0, kui

1
(x—a)™

ithepoolsetes piirprotsessides erineva

1
(z—a)"
x > a. Seega liheneb funktsioon ﬁ

. ~ . . . 1 _ . . 1
margiga lopmatustele. Tapsemalt: Ilir(rlli oo — —©Ja Zlg& o

joonis 2.8). Kuna tihepoolsed piirvadrtused on erinevad, puudub piirviirtus

=00 (vt

lim —L . Kiill aga eksisteerib lim Lol = oo
z—a (r—0) o—a | (z—a)
Yy o f@) = oo
: (n > 0, n — paaritu)
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
— a; T

Joonis 2.8
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Lopmatult kahanevate ja kasvavate suuruste vordlemine. Olgu f(z) ja
g(x) lopmatult kahanevad suurused protsessis @ — a. See tidhendab, et molemad
need suurused ldhenevad nullile, kui  — a. Meid huvitab jérgmine kiisimus:
kuidas vorrelda nende suuruste kahanemise kiirusi? Loomulik on seda teha

suhet % kasutades. Kui selline suhe koondub nulliks, siis lugejas olev f(x)

kahaneb kiiremini, kui nimetajas olev g(z). Kui aga sellisel suhtel on nullist
erinev piirvadrtus, siis on f(x) ja g(x) kahanemiskiirused samas suurusjérgus.

1. Kui eksisteerib 1oplik nullist erinev piirvaartus lim %, siis nimetatakse
r—a

suurusi f(z) ja g(x) sama jdrku 16pmatult kahanevateks suurusteks.

2. Kui lim % = 1, siis nimetatakse suurusi f(z) ja g(x) ekvivalentseteks
r—a

16pmatult kahanevateks suurusteks mérkides seda kujul f(z) ~ g(z).

3. Kui lim % = 0, siis nimetatakse suurust f(x) kérgemat jarku 16pmatult
r—a

kahanevaks suuruseks g(x) suhtes.

Niited. 1. Vaatleme funktsioone f(z) = az™t™ ja g(x) = bx™, kus n ja m
on positiivsed téisarvud ning a # 0, b # 0. Tegemist on 16pmatult kahanevate
suurustega piirprotsessis * — 0. Leiame piirvaartuse

flz) .. ax™™™ q

1 —_— = = -1 mo—
ili% g(x) alslg%) bam b ili%x 0.

Jarelikult on funktsioon ax™™™ korgemat jarku lopmatult viike suurus funkt-
siooni bx™ suhtes protsessis x — 0.

2. On voimalik toestada, et lim % = 1. Jarelikult sinz ~ x piirprotsessis

z—0
xz — 0.

Lopmatult kahanevate suuruste vordluslauseid saab rakendada ligikaudsetes
arvutustes. Kuna sinz ~ x piirprotsessis  — 0, siis on vaikese nurga x korral
selle nurga siinus vordne nurga endaga, st sinx ~ z, kui = 0.

Madalamat jarku lopmatult kahaneva liidetava voib ligikaudsetes arvutustes
arvestamata jitta. Niiteks vaatleme funktsiooni z(z) = 22 + 423 juhul, kui
x ~ 0. Liidetav 423 on korgemat jarku l6pmatult kahanev 22 suhtes protsessis
x — 0. Seega voib liidetava 42 funktsiooni z(x) avaldisest viilja jitta, kuna ta
on suhteliselt viiksem kui 22. Saame z(r) = 22 + 42% ~ 22, kui z ~ 0.

Sarnased vordluslaused saab sonastada ka lopmatult kasvavate suuruste jaoks.
Olgu f(z) ja g(x) lopmatult kasvavad suurused protsessis  — a. See tdhendab,
et |f(x)] = oo ja |g(z)| = oo, kui  — a.

1. Kui eksisteerib 1oplik nullist erinev piirvaartus lim %, siis nimetatakse
r—ra

suurusi f(x) ja g(z) sama jarku 16pmatult kasvavateks suurusteks.

2. Kui lim % = 1, siis nimetatakse suurusi f(z) ja g(z) ekvivalentseteks
r—a

16pmatult kasvavateks suurusteks mérkides seda kujul f(z) ~ g(x).
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3. Kui lim |£&)

z—a | 9(®)
kasvavaks suuruseks g(z) suhtes.

= 00, siis nimetatakse suurust f(x) kérgemat jarku lopmatult

Naiteid. 1. Vaatleme uuesti funktsioone f(z) = az™™™ ja g(z) = bz™, kus

n ja m on positiivsed taisarvud ning a # 0, b # 0. Seekord olgu vaatluse all
piirprotsess x — co. Arvutame
- lalz" ™ al

= T T ] T = oo

lim ’f(as)
Jarelikult on funktsioon az™™™ korgemat jirku lopmatult kasvav suurus funk-
tsiooni bx™ suhtes protsessis  — oo.
2. On voimalik toestada, et wli}n;o g—: = 00, kui a > 1 ja n > 0. Eksponentfunk-
tsioon a® on korgemat jarku 16pmatult kasvav funktsioon suvalise astmefunkt-
siooni 2™ suhtes (eksponetsiaalne kasv on kiirem astmelisest kasvust).
Madalamat jarku lopmatult kasvava liidetava voib ligikaudsetes arvutustes
arvestamata jitta. Niiteks vaatleme funktsiooni r(z) = 2®+ 522 juhul, kui z on
suur arv. Liidetav 22 on korgemat jarku 16pmatult kasvav 522 suhtes protsessis
x — 0o. Seega voib liidetava 522 funktsiooni r(z) avaldisest vilja jitta, kuna

ta on suhteliselt viiksem kui 23. Saame r(z) = 23 + 52% ~ 3.

Lopuks vaatleme veel iihte nédidet. Naaseme van der Waalsi vorrandi juurde
(Ptk 1 valem (1.7)): (P + % )(Vin —b) = RT. Lihtsustame seda vorrandit

suure molaarruumala V,, korral. Sel juhul ﬁ ~ 0 (rakendasime Teoreemi
2.2). Esimeses teguris domineerib liidetav P, st P + 3% =~ P. Teises teguris
domineerib aga liidetav V,,,, st V,,, —b = V,,,. Kokkuvattes saame van der Waalsi
vorrandist ideaalse gaasi olekuvorrandi PV, = RT.

2.8 Funktsiooni pidevus. Katkevuspunktid.

Pideva funktsiooni moiste. Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a,
kui

1. f on méairatud argumendi vaartusel a, st a € X,

2. eksisteerib 16plik piirvaartus lim f(x),
r—a

3. lim f(z) = f(a).

Viljendi ”pidev punktis a” asemel voib kasutada ka stinoniiiime ”pidev kohal
a” voi ”pidev argumendi véartusel a”.

Geomeetriliselt tahendab funktsiooni pidevus joone pidevust. Tépsemalt:
argumendi vadrtusel x = a pideva funktsiooni graafik on punktis A(a, f(a))
pidev joon (joonis 2.9).

Selgitame seda tdpsemalt. Vastavalt pidevuse definitsioonis toodud 1. tingimu-
sele on funktsioonil f(x) olemas vdédrtus punktis a, st f(a) eksisteerib. Peale
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selle, 2. tingimuse pohjal on olemas ka piirvadrtus b = lim f(z). Viimane
r—a

tdhendab seda, et suvalises piirprotsessis © — a, kus = # a, ldheneb graafiku

jooksev punkt P(z, f(z)) iihele ja samale punktile A(a, ). Lopuks, 3. tingimuse

pohjal kehtib b = f(a), mis tdhendab, et graafiku piirpunkt A asub samuti funkt-

siooni graafikul, st graafik on punktis A pidev joon.

T — a +—x Z

Joonis 2.9

Pideva funktsiooni definitsioonis esineva 3. tingimuse vo6ib kirja panna ka
pisut teistsugusel kujul. Selleks kasutame alljargnevalt defineeritud argumendi
muudu ja funktsiooni muudu moisteid:

Axr =x—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(z)— f(a) —  funktsiooni muut kohal a.

Kehtib jargmine samavaarsete valemite ahel:

lim f(x) = f(a) & lim f(z) ~ f(a) =0 & lim f(z) ~ lim f(a) =0

r—a
li — = i = li =0.
& Il_I}(ll[f(Q?) fla)]=0 < J}l_rgAy 0 < AirgoAy 0
Jarelikult on pideva funktsiooni definitsioonis esinev 3. tingimus samavéirne
vordusega
lim Ay = 0.
Az—0
Pideva funktsiooni muut ldheneb nullile, kui selle funktsiooni argumendi muut
ladheneb nullile. Teiste sonadega: pidev funktsioon muutub vahe, kui tema
argument muutub vahe.

Katkevuspunkti moiste. Punkti, kus funktsioon ei ole pidev, nimetatakse
selle funktsiooni katkevuspunktiks.

18



Katkevuspunktis funktsiooni graafik katkeb. Katkevuspunkt voib paikneda
naiteks véaljaspool funktsiooni maaramispiirkonda. Sellisel juhul on rikutud pi-
deva funktsiooni definitsioonis toodud 1. tingimus Juhul, kui katkevuspunkt
paikneb funktsiooni méaaramispiirkonnas, siis on rikutud kas pidevuse 2. voi 3.
tingimus.

Niiteid. 1. §2.4 vaadeldud funktsioon

7212+2x74
o r—1

f(x)

ei ole maaratud punktis z = 1. Seega ei ole pidevuse definitsioonis toodud
tingimus 1 tédidetud ja tegemist on katkevuspunktiga. Méargime veel, et antud
punktis on olemas piirvaartus 3%1_}1111 f(x) = 6, mistéttu pidevuse tingimus 2 on
siiski tdidetud. Vaadeldava funktsiooni graafik on sirge, millest on eemaldatud
punkt koordinaatidega 1 ja 6 (joonis 2.1). Graafik katkeb argumendi vadrtuse
x = 1 kohal.

2. §2.5 vaadeldud funktsioon

fx) = r+2, kuiz<l1
Tl z+3, kuiz>1

katkeb punktis z = 1. Uhepoolsed piirviirtused eksisteerivad, kuid nad on
erinevad. Nimelt lim f(z) =3 ja lim f(z) = 4. Seega piirvaartus lim f(x)
r—1— r—1+ rz—1

puudub. Rikutud on pidevuse tingimus 2. Funktsiooni graafikul esineb ”hiipe”

argumendi védrtuse = 1 kohal (joonis 2.4).

3. Funktsioonil f(x) = tanx on katkevuspunkt z = 7, sest funktsioon ei ole

selles punktis madratud. Rikutud on pidevuse tingimus 1.

2.9 Pidevus hulkadel. Funktsiooni absoluutsed
ekstreemumid. Loigul pidevate funktsioonide
omadusi.

Hulgal pidevad funktsioonid. Olgu A vahemik, 16ik v6i poolldik. Kui funk-
tsioon f on pidev hulga A koigis punktides, siis deldakse, et see funktsioon on
pidev hulgal A.

Hulgal A pideva funktsiooni graafik on selle hulga kohal pidev joon.

Loigul pidevate funktsioonide omadusi. Alljargnevalt vaatleme kahte 16igul
pidevate funktsioonide omadust. Esimene neist on seotud funktsiooni f null-
koha, st vorrandi f(x) = 0 lahendi olemasoluga.

Teoreem 2.3. Kui funktsioon f on pidev 16igul [a, b] ja omandab selle 16igu ots-
punktides erineva méargiga vaartusi, siis leidub sellel 16igul vahemalt iiks punkt
¢, kus f(c) =0.

Teoreemi on intuitiivselt lihtne pohjendada. FEelduse kohaselt on f pidev
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16igul [a, b], seega on joon y = f(z) selle 16igu kohal pidev. Peale selle, kuna f
omandab 16igu otspunktides erineva margiga vaartusi, siis asub antud joone iiks
otspunkt allpool z-telge ja ja teine otspunkt pealpool z-telge. Pidev joon peab
kuskil z- telge 16ikama (vt joonis 2.10). Loikepunktis kehtibki vordus f(¢) = 0.

Joonis 2.10

Loigul pideva funktsiooni 2. omaduse sonastamiseks on vaja eelnevalt defi-
neerida funktsiooni absoluutsed ekstreemumid.

Olgu A mingi reaalarvudest koosnev hulk.

Kui leidub punkt z; € A nii, et iga teise punkti z korral hulgast A kehtib
vorratus f(x1) > f(x), siis nimetatakse arvu f(zq) funktsiooni f suurimaks
vadrtuseks (absoluutseks maksimumiks) hulgal A.

Kui leidub punkt zo € A nii, et iga teise punkti = korral hulgast A kehtib
vorratus f(x2) < f(x), siis nimetatakse arvu f(xg) funktsiooni f wvdhimaks
vadrtuseks (absoluutseks miinimumiks) hulgal A.

Funktsiooni suurima vaértuse kohal on funktsiooni graafikul korgeim punkt
ja funktsiooni vahima vaartuse kohal on funktsiooni graafikul madalaim punkt.

Funktsiooni absoluutseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni absoluutseteks ekstreemumiteks.

Antud moistete illustreerimiseks sobib joonis 2.11. Sealne funktsioon on defi-
neeritud 16igul A = [a, b]. Graafiku korgeima punkti korgus on M ja madalaima
punkti korgus on m. Funktsiooni suurim vaartus on M ja vahim vaartus on m.
Suurim védrtus saavutatakse vahemikus (a,b) sisalduval argumendi véartusel
z1 ja vahim vaartus saavutatakse loigu vasakpoolses otspunktis a.

Margime, et suurim ja vahim vaértus voivad esineda ka mitmes punktis.
Niiteks vaatleme funktsiooni y = sinx kogu reaalarvude hulgal R. Suurim
vaartus on 1 ja vahim vaartus on —1. Need vaartused esinevad lopmata paljude
erinevate argumendi vaartuste korral: funktsioon sin x saavutab suurima vaértuse
r1 = § + 2km, k € Z, korral ja vihima véértuse o = —% + 2km, k € Z, korral.
Konstantne funktsioon (Ptk 1 joonis 1.2) saavutab koguni koigis punktides oma
suurima ja vdhima véartuse.

Formuleerime niitid 16igul pideva funktsiooni teise omaduse. Tegemist on 1.
omaduse (Teoreem 2.3) otsese iildistusega.
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Teoreem 2.4. Loigul pidev funktsioon saavutab sellel 1oigul iga vadrtuse oma
suurima ja vahima vaartuse vahel.

Teoreemi moistmiseks vaatleme taas joonist 2.11. Valime mingi vadrtuse
h funktsiooni suurima ja vidhima vaartuse vahel ja tombame horisontaalsirge
y = h (joonisel kujutatud katkendliku joonega). Funktsiooni graafiku korgeima
ja madalaima punkti vahele jadv osa on pidev joon, mis peab sirget y = h kuskil
loikama. Joonisel kujutatud 16ikepunkti P koordinaadid on ¢ ja h. Argumendi
vaartusel x = ¢ saavutabki funktsioon vaartuse h.

Joonis 2.11
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