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Peatukk 1

Funktsioonid ja nendega
seotud moisted

1.1 Reaalarvud ja Arvtelg. Absoluutvaartuse
moiste. Reaalarvudest koosnevad hulgad.

Enne arvu moiste kasitlemist toome sisse moned hulkadega seotud tahised.

Hulk (tavalises mottes) koosneb elementidest (e hulga liikmetest), kusjuures
elemendid ei kordu ja nende jarjestus ei ole kindlaks maaratud. Hulga tahistami-
seks eraldame vaadeldavad elemendid komadega ja piiritleme hulga loogeliste
sulgudega. Naiteks {0,7,5} on elementidest 0, 7 ja 5 koosnev hulk. Hulk v6ib
olla antud ka keerulisemal kujul. Niiteks {22 ||z = 1,2,3} on hulk, mille ele-
mendid on arvutatavad valemiga 2, kusjuures  voib omandada viirtusi 1, 2
ja 3. Viimase hulga v6ib muidugi panna kirja ka ekvivalentsel kujul {1, 4, 9}.

Peale tavaliste hulkade kasutame edaspidi ka jarjestatud hulki. Jéarjestatud
hulk koosneb samuti elementidest, kuid selles hulgas on iga kahe elemendi koh-
ta on voimalik Gelda, kumb neist on eelnev, kumb jargnev. Tavalise hulga ja
jarjestatud hulga eristamiseks lepime kokku, et viimase tdhistamisel kasutame
loogeliste sulgude asemel imarsulgi. Peale selle lubame jarjestatud hulga ele-
mentidel ka korduda. Naiteks (—1,1,—1,1,...) on jarjestatud hulk, milles —1-le
jargneb 1, sellele omakorda —1 jne.

Naturaalarvude hulk on N = {0,1,2,3,...} ja taisarvude hulk on Z =
{..,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Taisarvude baasil defineerime ratsionaalarvud. Ratsionaalarvuks nimetatakse
kahe taisarvu p ja ¢ jagatist p/q, kusjuures ¢ # 0. Ratsionaalarvude hulga téahis
on Q. Seega, lithidalt kirjutades Q = {§ lp,q € Z,q # 0}. Iga ratsionaalarvu
saab esitada kas 16pliku voi 16pmatu perioodilise kiimnendmurruna.

Lopmatuid mitteperioodilisi kiimnendmurde nimetatakse irratsionaalarvudeks.
Irratsionaalarvude hulga tihis on I. Uks ja sama arv ei saa olla samaaegselt nii
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ratsionaal- kui ka irratsionaalarav. Seetottu ei oma ratsionaalarvude ja irrat-
sionaalaarvude hulgad iihisosa, st Q N1 = ().

Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud kokku moodustavad reaalarvude hulga.
Reaalarvude hulga tahis on R. Seega R = QUL

Arvtelje moiste. Arvteljeks nimetatakse sirget, millel on valitud nullpunkt,
pikkusiihik ja positiivne suund. Kasutades neid kolme parameetrit, saab arvtelje
punktidele seada vastavusse reaalarvud. To6epoolest, nullpunktist tihe iithiku
vorra positiivses suunas paikneb punkt, mis vastab arvule 1, poole ithiku vorra
negatiivses suunas paikneb punkt, mis vastab arvule —1/2 jne. Vo6ib viita,
et igale arvtelje punktile vastab iiks ja ainult iiks reaalarv ja vastupidi: igale
reaalarvule vastab iiks ja ainult iiks arvtelje punkt. Oeldu pohjal saab reaalarvud
samastada sirge (arvelje) punktidega.

Olgu tasandil antud kaks arvtelge, mis on ristuvad oma nullpunktides. Need
moodustavad tasandil nn koordinaatteljestiku. Tasandi punkti ristkoordinaatideks
nimetatakse selle punkti ristprojektsioone koordinaatttelgedele. Igale tasandi
punktile vastab iiks ja ainult iiks ristkoordinaatidest moodustatud arvupaar ja
vastupidi: igale arvupaarile vastab iiks ja ainult iiks tasandi punkt. Matemaatikas
tahistatakse tavaliselt tihel ristuvatest koordinaattelgedest olevat olevat arvu
z-ga ja teisel koordinaatteljel oleval arvu y-ga. Sel juhul on tegemist xy-
teljestikuga ja me saame radkiga tasandil asuva punkti x- ja y-koordinaatidest.

Absoluutvaartuse moiste. Reaalarvu a absoluutvairtuseks nimetatakse jarg-
mist mittenegatiivset reaalarvu:

la| = a kui a>0
o —a kui a<0.

Reaalarvu a absoluutvadrtust |a| voib tolgendada kui punkti a ja nullpunkti
vahelist kaugust arvteljel.
Uldisemalt: punktide a ja b vaheline kaugus arvteljel vordub arvuga |a — b|.

Absoluutvaartuse omadused:

L |~ a] = d
2. |ab| = |al |b|
3. la+0b| < la| + 0]

W

- la—=bl = [[a] —[b]]

Reaalarvude ja lopmatuste timbrused. Reaalarvu a timbruseks nimetatakse
suvalist vahemikku (a — €,a + ¢), kus € > 0 on timbruse raadius. Arv z kuulub
arvu a imbrusesse (a — ¢, a + ¢) siis ja ainult siis, kui selle arvu kaugus arvteljel
on arvust @ véiksem kui ¢, st [z —a| < e.

Néiteks arvu 0 Gmbrus on suvaline vahemik (—¢,¢). Arv z kuulub 0-
timbrusesse siis ja ainult siis, kui |z| < e.
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Reaalarvu a vasakpoolseks iimbruseks nimetatakse suvalist poolloiku
(a —e,a], kus € > 0. Arv z kuulub arvu a vasakpoolsesse iimbrusesse (a — ¢, a]
siis ja ainult siis, kui selle arvu kaugus arveljel on arvust a véiksem kui ¢, st
|z — a|] < g, ja x el asetse a-st paremal, st z < a.

Reaalarvu a parempoolseks timbruseks nimetatakse suvalist poolloiku
[a,a+¢), kus € > 0. Arv z kuulub arvu a parempoolsesse iimbrusesse [a,a + €)
siis ja ainult siis, kui selle arvu kaugus arveljel on arvust a vaiksem kui €, st
|x —a| < e, ja x el asetse a-st vasakul, st z > a.

Suuruse 16pmatus iimbruseks nimetatakse suvalist vahemikku (M, c0), kus
M > 0. Arv z kuulub 16pmatuse timbrusesse (M, o0) siis ja ainult siis, kui
x> M.

Suuruse miinus lI6pmatus iimbruseks nimetatakse suvalist vahemikku
(=00, —M), kus M > 0. Arv z kuulub miinus 16pmatuse iimbrusesse (—oco, —M)
siis ja ainult siis, kui x < —M.

Umbrusi kasutatakse piirprotsesside defineerimisel. Suurus z ldheneb arvule a, kui ta
liigub jarjest ldhemale arvule a, st satub arvu a timbrusesse jirjest vaiksema raadiusega e.
Suurus x ldheneb l6pmatusele, kui ta asub jarjest ldhemal l6pmatusele, st satub lopmatuse
imbrusesse jarjest suurema vasakpoolse otspunktiga M. Téapsemalt tuleb sellest juttu jargmises

peatiikis.

Tokestatud hulgad. Reaalarvudest koosnevat hulka A nimetatakse tokestatuks,
kui leidub 16plik vahemik (a,b) nii, et A C (a,b).

Tokestatud hulgad on néiteks koik 16plikud vahemikud (a,b), 16igud [a, b]
ja poolldigud [a,b), (a,b]. Tokestamata hulgad on aga néiiteks 16pmatud va-
hemikud (—o0, a), (a,o0) ja lopmatud poolldigud (—oo, a], [a, o).

1.2 Jaavad ja muutuvad suurused. Funktsiooni
moiste ja esitusviisid.

Jaavad ja muutuvad suurused. Suurust, mis voib omandada erinevaid
arvulisi vadrtusi, nimetatakse muutuvaks suuruseks ehk muutujaks. Suurust,
mille arvuline vaartus ei muutu, nimetatakse jadvaks suuruseks. Néiteks iihtlase
liikumise korral on kiirus jaav suurus ja ldbitud teepikkus muutuv suurus.
Samas mitteiihtlase liitkumise korral on ka kiirus muutuv suurus. Seega vo6ib
konkreetne suurus olla iihes protsessis jadv kuid teises protsessis muutuv. Nii
matemaatikas kui flilisikas on olemas ka suurusi, mis igas olukorras on jaavad.
Neid suurusi nimetatakse absoluutseteks konstantideks. Absoluutsed konstan-
did on naiteks ringjoone iimbermoodu ja ldbimoodu suhe 7, valguse kiirus ¢ jne.

Muutumispiirkonna moiste. Muutuva suuruse koigi voimalike vaartuste
hulka nimetatakse selle suuruse muutumispiirkonnaks. Naiteks keha tempe-
ratuur voib teoreetiliselt omada koiki vadrtusi, mis on suuremad voi vordsemad
kui absoluutne miinimum —273.15°C. Seega on temperatuuri muutumispiirkond
16pmatu poolloik [—273.15; 00).



Funktsiooni moiste. Olgu antud 2 muutuvat suurust = ja y. Funktsiooniks
(ehk tiheseks funktsiooniks) nimetatakse kujutist, mis seab suuruse z igale
vaartusele tema muutumispiirkonnast vastavusse suuruse y iihe kindla viartuse.
Muutujat x nimetatakse seejuures soltumatuks muutujaks ehk argumendiks ja
muutujat y soltuvaks muutujaks.

Matemaatikas on levinud funktsiooni tihised f, g, u, v, ¢, jne.

Olgu antud funktsioon f, mille argumendiks on z ja séltuvaks muutujaks
y. Muutuja y vaartust, milleks funktsioon f kujutab argumendi z, nimetatakse
funktsiooni f vaartuseks kohal x ja téhistatakse siimboliga f(z). Seega voime
kirjutada seose

y = f(z), (1.1)

mis véljendab muutuja y ”seotust” argumendiga x funktsiooni f kaudu. Seost
(1.1) nimetatakse funktsiooni vorrandiks.

Monikord kasutatakse funktsiooni ja soltuva muutuja tdhistamiseks iihte ja
sama stimbolit. Sellisel juhul omab vérrand (1.1) kuju y = y(z).

Argumendi x muutumispiirkonda nimetatakse funktsiooni f mé&ramispiirkon-
naks. Méaramispiirkonna tdhisena kasutame edaspidi siimbolit X. Hulka

Y = {f(x)[|z e X}

nimetatakse funktsiooni f vaértuste hulgaks.

Mitmeseks funktsiooniks nimetatakse kujutist, mis seab suuruse z igale

vaartusele tema muutumispiirkonnast vastavusse teatud hulga suuruse y vaértusi,
kusjuures leidub vahemalt iiks x vadrtus, millele vastab mitu y vaartust. Ar-

gumendi, soltuva muutuja, madramispiirkonna ja védartuste hulga moisted on

mitmese funktsiooni korral analoogilised vastavate moistetega iihese funktsiooni

korral.

NB! Ké&esolevas konspektis tdhendab moiste ”funktsioon” ilma taiendita
"mitmene” alati ithest funktsiooni.

Funktsiooni esitusviisid.

1. Esitusviis tabeli kujul. Funktsiooni argumendi voimalikud véartused esi-
tatakse tabeli ithes reas (veerus) ja neil vastavad funktsiooni vadrtused
tabeli teises reas (veerus). On voimalik vaid siis, kui funktsiooni argu-
mendil on 1oplik arv vairtusi.

2. Analidtiline esitusviis. Funktsioon esitatakse valemi kujul. Kui vaja, lisa-
takse ka madramispiirkonna kirjeldus. Néiteks avaldis

y =%, x¢€l0,1]



kirjeldab funktsiooni, mille maaramispiirkonnaks on 16ik [0, 1] ja iga x kor-
ral sellelt 16igult arvutatakse argumendile x vastavad funktsiooni vaartused

f(x) vastavalt valemile f(x) = z2.

Analitiliselt antud funktsiooni loomulikuks méairamispiirkonnaks nimeta-
takse argumendi koigi nende véartuste hulka mille korral funktsiooni avaldis
on téielikult méiratud. Niiteks iilaltoodud funktsioon y = 22, x € [0, 1] ei

ole antud oma loomulikus méaramispiirkonnas. Selle funktsiooni loomulik

maéaaramispiirkond on X = R.

3. Graafiline esitusviis. Funktsioon esitatakse graafikuna tasandil ristkoordi-
naadistikus. Olgu antud funktsioon f, mille argument on z, séltuv muu-
tuja y ja madramispiirkond X. Kanname tasandile ristuvad x- ja y-teljed.
Vaatleme selles teljestikus joont G, mis koosneb koikvoimalikest punk-
tidest P = (z, f(z)), kusjuures P esimene koordinaat z jookseb labi kogu
madramispiirkonna X. Seda joont nimetataksegi funtsiooni f graafikuks.
Seega, lithidalt kirjutades on funktsiooni f graafiku definitsioon jargmine:

G ={P=(zf(x))|lzeX}.
Graafiku punkti P teist koordinaati f(x) voib tolgendada P "korgusena”
2- telje suhtes. Kui f(z) > 0, siis on graafiku "korgus” positiivne, st

graafik paikneb iilalpool z-telge. Kui aga f(z) < 0, siis on ”kdrgus”
negatiivne, st graafik jaab z-teljest allapoole (vt joonis 1.1).

Joonis 1.1

Kuna zy-teljestikus antud punkti tildkuju on P = (z,y), funktsiooni f
graafik koosneb aga punktidest P = (z, f(z)), siis rahuldavad graafiku
punktid vorrandit y = f(x).

Suvaline y-teljega paralleelne sirge saab funktsiooni graafikut 16igata mak-
simaalselt ithes punktis. See omadus tuleneb otseselt funktsiooni tihesusest.



Toepoolest: kui leiduks y-teljega paralleelne sirge, mis 16ikaks graafikut
mitmes punktis, siis oleks funktsiooni graafikul vaadeldavas kohas mitu
"korgust”, seega oleks ka funktsioonil iihe argumendi korral mitu vaéartust.
(Uhesel) funktsioonil ei saa aga mitut viidrtust olla.

Juhul, kui vaadeldav funktsioon on mitmene, siis eksisteerib vahemalt
ikks y-teljega paralleleelne sirge, mis loikab funktsiooni graafikut mitmes
punktis.

1.3 Funktsioonide liigid. Konstantne funktsioon.
Astme-, eksponent- ja trigonomeetrilised funkt-
sioonid.

Paaris- ja paaritud funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse paarisfunkt-
siooniks, kui iga # € X korral kehtib vordus f(—x) = f(x). Funktsiooni
f nimetatakse paarituks funktsiooniks, kui iga x € X korral kehtib vordus

f(=z) = = f(2).

Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse perioodiliseks, kui
leidub konstant C' > 0 nii, et iga « € X korral kehtib vordus f(x + C) = f(x).
Viikseimat sellist konstanti C' nimetatakse funktsiooni f perioodiks.

Kasvavad ja kahanevad funktsioonid. Olgu D funktsiooni f mé&aramispiir-
konna alamhulk. Valime hulgast D kaks suvalist arvu x; ja xo nii, et kehtib
vorratus

r1 < T2.

Kui funktsiooni f rakendamisel argumentidele 1 ja xo vorratuse mérk ei muutu,
st

fxr) < f(x2),

siis on f kasvav hulgas D. Kui aga funktsiooni f rakendamisel argumentidele
21 ja xo vorratuse mark muutub vastupidiseks, st

f(lCl) > f(xQ)a

siis on f kahanev hulgas D. Kasvamispiirkonnas funktsiooni graafik touseb,
kahanemispiirkonnas aga langeb.

Konstantne funktsioon. Astme- ja eksponent- ja trigonomeetrilised
funktsioonid. Kéaesolevas alamparagrahvis alustame pdohiliste elementaarfunkt-
sioonide loetlemist ja omaduste kirjeldamist.

Konstantne funktsioon y = C. Ilmselt selle funktsiooni korral
X=R ja Y={C}

Graafik on selline:



Joonis 1.2: konstantne funktsioon y = C

Astmefunktsioon on funktsioon jargmisel kujul
y=a",
kus a on nullist erinev konstantne astendaja. Selle funktsiooni méaramispiirkond,
vaartuste hulk ja graafik soltuvad oluliselt astmest a.
Maéaramispiirkond on jargmine.
a) a = p/q, kus p,q € Z ja q on paaritu. Selle juhu alla kuuluvad naiteks koik tdisarvuliste
astendajatega funktsioonid: y = z,y = 22,y = ¢ 1,y = =~ 2 jne, sest a € Z on

esitatav kujul @ = a/1. Samuti hdlmab see juht paarituid juuri: y = z1/3, y = 21/5,

y=ax"1/3, y =215 jne. Paneme tihele, et kui a > 0, siis on kéik need funktsioonid

suvalise reaalaravu x korral méaratud. Kui a < 0, siis jadb méaaramispiirkonnast vilja
nullpunkt, sest nulliga jagamine ei ole véimalik. Seega: kui a > 0, siis X = R ja kui
a <0, siis X =R\ {0}.

b) a = p/q, kus p,q € Z ja q on paaris voi a on irratsionaalarv. Selle juhu alla kuuluvad
naiteks koik paaris juured: y = :cl/2, Yy = x1/4, y=a /2 y = z—1/4 jne. Kui
a > 0, siis on taolised funktsioonid = > 0 korral madratud. Kui a < 0, siis jadb
madramispiirkonnast vélja lisaks ka punkt z = 0. Seega: kui a > 0, siis X = [0, 00) ja
kui a < 0, siis X = (0, 00).

Eksponentfunktsioon on funktsioon jargmisel kujul:
y=a,

kus astme alus a on konstantne ja rahuldab vorratust a > 0. Lisaks sellele
vorratusele eeldame veel, et a # 1, sest a = 1 korral saame konstantse funkt-
siooni y = 1¥ = 1. Eksponentfunktsiooni korral

X=R ja Y =(0,o00).

Graafik on juhtudel a > 1 ja 0 < a < 1 kvalitatiivselt erinev (vt joonised 1.4
ja 1.5 tagapool). Nagu graafikutelt nahtub, on funktsioon y = a® kasvav kogu
oma madramispiirkonnas, kui a > 1 ja kahanev kogu oma maéaaramispiirkonnas,
kui 0 <a < 1.

Trigonomeetrilised funktsioonid
y=sinz, y=cosz, y =tanz ja y =cotx

radiaanides antud argumendiga x.



Funktsioon cos a on defineeritud kui z-telje suhtes nurga « all paikneva tasandilise vektori
z-koordinaadi suhe tema pikkusesse, ja sina kui taolise vektori y-koordinaadi suhe tema
pikkusesse. Kraadides antud nurga teisendamisel radiaanidesse kehtib seos 180 kraadi =
7 radiaani. Funktsioonid sina ja cosa on 16igult @ € [0, 27] jatkatud perioodiliselt kogu
arveljele. Funktsioonid tan a ja cot a on defineeritud valemitega tan o = sin o jacota = —1—.

cos tan a

Trigonometriliste funktsioonide maaramispiirkonnad ja véartuste hulgad on

jargmised:

y=sinx: X=R Y =[-1,1],
y=cosz: X=R Y=[-1,1],
(2k+1)
2
y=cotz : X =R\ {kr|lkeZ}, Y =R.

y=tanx : X:R\{ 7T||kEZ},Y:R,

Graafikud leiab lugeja joonistelt 1.8 - 1.11 tagapool. Funktsioonid y = sinz ja
y = cos x on perioodilised perioodiga 27 ning y = tanx ja y = cot x perioodiga
7. Funktsioonid y = sinz, y = tanz ja y = cotx on paaritud ning y = cosx
paaris.

1.4 Poordfunktsiooni moiste. Logaritmfunktsioon.
Arkusfunktsioonid.

Uksiihese funktsiooni méiste. Olgu antud funktsioon y = f (). Vas-
tavalt funktsiooni definitsioonile on tegemist kujutisega, mis seab igale argu-
mendi x vairtusele oma méaramispiirkonnast vastavusse tihe kindla y viartuse.
Vaatleme niiiid teatud kitsamat erijuhtu. Nimelt eeldame, et ka argument x
funktsiooni véartuse f(z) kaudu iiheselt madratud. See tdhendab, et iga y kor-
ral hulgast Y leidub ainult iiks x nii, et valitud y on selle z-i kujutiseks. Kui see
on nii, siis 6eldakse, et funktsioon f on dkstihene. Uksiihese funktsiooni korral
on vorrand y = f(x) muutuja x suhtes itheselt lahenduv.

Niiteks kuupfunktsioon y = 3 on iiksiihene. Iga y korral leidub ainult iiks
x nii, et valitud y on selle z-i kuup. Arv 8 on ainult ithe arvu (so 2) kuup, arv
—27 on ainult iihe arvu (so —3) kuup jne. Lahendades vorrandi y = 23 muutuja
x suhtes saame argumendi x esituse y kaudu: x = &y. Seevastu ruutfunktsioon
y = 2 ei ole iiksiihene. Iga y > 0 korral leidub kaks z-i nii, et valitud 3 on
mélema 2-i ruut. Arv 4 nii —2 kui 2 ruut. Vorrandi y = 22 lahendamisel saame
kaks funktsiooni = /y ja x = —,/y ehk iihe mitmese funktsiooni z = £,/y.

Funktsiooni iiksiihesust saab kindlaks teha ka graafiku abil. Kui suvaline
z-teljega paralleelne sirge labib funktsiooni graafikut maksimaalselt ithes punk-
tis, siis on see funktsioon iiksithene. Nii on see niiteks kuupfunktsiooni y = 23
graafikuga. Seevastu ruutfunktsiooni y = 2? graafikut (parabooli) libib z-
teljega paralleelne ja selle telje peal asuv sirge kahes punktis. Nagu nagime, ei
ole viimasel juhul tegemist tiksithese funktsiooniga.



Uksiihese funktsiooni poordfunktsioon. Uksiihese funktsiooni y = f (x)
poordfunktsiooniks nimetatakse kujutist, mis seab igale f(z)-le funktsiooni f
vaartuste hulgast vastavusse z-i. Poordfunktsiooni avaldise saame, kui lahen-
dame vorrandi y = f(x) muutuja x suhtes. P66rdfunktsioonis funktsiooni argu-
ment ja soltuv muutuja vahetavad oma kohad. See tdhendab, et kui funktsiooni
f argumendiks on x ja soltuvaks muutujaks y, siis funktsiooni f po6rdfunktsiooni
argumendiks on y ja soltuvaks muutujaks x. Samuti vahetavad p66rdfunktsioonis
kohad esialgse funktsiooni méaramispiirkond ja vaartuste hulk.

Olgu x = g(y) iksithese funktsiooni y = f(x) poordfunktsioon. Siis funkt-
sioonid f ja g kompenseerivad teineteist jirgmises mottes. Fikseerime mingi x
védrtuse ja arvutame f(x). Seejirel arvutame g[f(z)], st funktsioon g kohal
f(z). Tulemusena saame esialgse x vidrtuse tagasi. Samuti arvutades antud y
kaudu f[g(y)] saame y véédrtuse tagasi. Need seosed saab kirjutada kujul

glf@)] =z, flglw)] = y. (1.2)

Kui g of funktsiooni f poordfunktsiooni, siis f on g pooérdfunktsioon.

Funktsiooni y = f(z) ja tema poérdfunktsiooni z = g(y) graafikud kattuvad
xy-teljestikus. See on nii sellepdrast, et funktsioonid y = f(z) ja z = g(y)
médravad tihed ja samad arvupaarid (z,y), seega ka iihed ja samad punktid
P = (z,y) tasandil. Erinevus neis kahes funktsioonis seisneb ainult selles, et f
seab x-le vastavusse y-i, kuid g seab y-le vastavusse x-i.

Y

Joonis 1.3

Kui aga poordfunktsiooni z = g(y) avaldises muutujate = ja y kohad va-
hetada, st esitada ta kujul y = g(z), siis selle funktsiooni graafik peegeldub
tile sirge y = x. Seega on funktsioonide y = f(z) ja y = g(z) graafikud
simmeetrilised sirge y = x suhtes (joonis 1.3).
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Logaritmfunktsioon. Arkusfunktsioonid. Jitkame eelmises paragrahvis
alustatud pohiliste elementaarfunktsioonide loetelu monede oluliste p66rdfunkt-
sioonidega.

Logaritmfunktsioon.

Suvaline z-teljega paralleelne sirge 1abib eksponentfunktsiooni y = a” graafikut
maksimaalselt {ihes punktis (vt joonised 1.4, 1.5). Seega on eksponentfunktsioon
itkksithene ning tal on olemas poordfunktsioon. Eksponentfunktsiooni y = a”
poordfunktsioon on logaritmfunktsioon

x =log,y,

kus a on logaritmi alus. Nii nagu eksponentfunktsiooni korral eeldame, et a > 0
ja a # 1. Vastavalt valemitele (1.2) kehtivad seosed

log,[a®] =z ja a'°8Y =y,

Kuna poordfunktsiooni votmisel méaramispiirkond ja vaartuste hulk va-
hetavad oma kohad, siis ldhtudes eksponentfunktsioonist (vt §1.3) nieme, et
funktsiooni y = log,  maaramispiikond ja vaartuste hulk on vastavalt

X =(0,0) ja Y =R

Graafik on juhtudel a > 1 ja 0 < a < 1 erinev (joonised 1.6 ja 1.7). Vorreldes
graafikuid joonistel 1.4 - 1.7 néeme, et y = log, x graafik on y = a” graafiku
peegeldus sirge y = x suhtes.

Arkusfunktsioonid.

Trigonomeetriliste funktsioonide poéérdfunktsioonid on nn. arkusfunktsioonid.
Peamine probleem trigonomeetriliste funktsioonide p66ramisel on see, et nad ei
ole terves oma méadramispiirkonnas tkstihesed. Toepoolest, vaadeldes trigono-
meetriliste funktsioonide graafikuid joonistel 1.8 - 1.11 néeme, et x-teljega pa-
ralleelsed sirged voivad neid graafikuid 16igata paljudes punktides. Seetottu ei
ole voimalik saada neile funktsioonidele terves oma méaramispiirkonnas iiheseid
poordfunktsioone. Poordfunktsioonid defineeritakse nende funktsioonide mééra-
mispiirkondade alamhulkadel. Vaatleme seda iga trigonomeetrilise funktsiooni
korral 1ahemalt.

Funktsioon y = sinx ei ole iikslihene, sest iihele sinx véaartusele vastab
lopmata palju x vaartusi. Naiteks x-telg 16ikab siinuse graafikut l6pmata arvus
erinevates punktides (vt joonis 1.8). Funktsiooni y = sina pdoramisel ahen-
datakse tema médramispiirkond kokkuleppeliselt 16iguks [—7, 7], st jdetakse
vaatluse alt vilja kogu see sin x osa, mille korral x ¢ [—7, 7]. Vaadeldes joonisel

T T

1.8 16igul [—7, 7] paiknevat siinuse graafiku osa ndeme, et suvaline x-teljega

paralleelne sirge 16ikab seda maksimaalselt iihes punktis. Seega on funktsioon
) T
y=sinz, x € [75, 5]
iiksithene. Selle funktsiooni podrdfunktsiooni nimetatakse arkussiinuseks ja
tahistatakse x = arcsiny. Kehtivad seosed

arcsinfsinz] =« ja sinfarcsiny] =y, (1.3)
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neist esimene iga x € [, 2] korral.

Funktsiooni y = cos z, mis ei ole samuti liksithene kogu arvteljel, po6ramisel
ahendatakse tema méadramispiirkond 16iguks [0, 7r]. Sellel 16igul on ta iiksiithene
(joonis 1.9). Funktsiooni

y=cosz, x € [0,7]

poordfunktsioon kannab nimetust arkuskosinus ja seda tahistatakse x = arccos y.
Kehtivad valemid

arccos[cosz] =x ja cos[arccosy] =y,

neist esimene iga x € [0, ] korral.
Funktsioonide y = tanx ja y = cotx pooramisel ahendatakse tanx va-
hemikule (=%, %) ja cot x vahemikule (0, 7). Funktsioonide

y = tanz, xe(—g,g) ja y=cotz, x e (0,m)

poordfunktsioonid on vastavalt arkustangens x = arctany ja arkuskotangens
x = arccot y. Kehtivad valemid

arctan[tan 2] = x, tan[arctany] =y, arccotcotz] =z, cot[arccoty] =y,

neist esimene iga = € (—73, 5) ja kolmas iga = € (0, 7) korral.
Arkusfunktsioonide méaaramispiirkonnad ja vaartuste hulgad on jargmised:

Yy = arcsinz : X:[—171],Y:[_g’g],
y =arccosz : X =[-1,1],Y =10,7],
=arctanz : X =R, Y =(— . E)
- ' 2’2
y=arccotx : X =R Y =(0,7).

Need saab leida lihtsalt, kui vahetada tilaltoodud trigonomeetriliste funktsioonide

ahendite méaaramispiirkonnad ja vaartuste hulgad.

Arkusfunktsioonide graafikud on kujutatud joonistel 1.12 - 1.15. Vorreldes
omavahel jooniseid 1.8 - 1.11 ja 1.12 - 1.15 néeme, et arkusfunktsioonide graafikud
on trigonomeetriliste funktsioonide ahendite graafikute peegeldused iile sirge
y = .

Po66rdfunktsioon funktsioonist, mis ei ole iiksiihene. Olgu vaadeldav funktsioon y =
f(z) oma maaramispiirkonnaga X ja vaidrtuste hulgaga Y kiill ithene, kuid mitte iiksiihene.
Funktsiooni f poordfunktsiooniks nimetatakse kujutist, mis igale y € Y seab vastavusse koigi
selliste z € X hulga, mille korral kehtib vordus f(z) = y.

Uhese, kuid mitte iiksiihese funktsiooni pédrdfunktsioon on mitmene. Selliste funkt-
sioonide naideteks on terves oma méaramispiirkonnas antud trigonomeetriliste funktsioonide
poordfunktsioonid ehk ”suure algustihega” arkusfunktsioonid. Tapsemalt: terves méaramis-
piirkonnas antud funktsioonide y = sinz, y = cosz, y = tanx ja y = cot z péérdfunktsioonid
on vastavalt x = Arcsiny, * = Arccosy, x = Arctany ja x = Arccot y.

Arvutame naiteks Arcsin0. Kuna koigi selliste x hulk, mille korral sin z vordub nulliga,
on {krm||k=0,%£1,+£2,...}, siis saamegi Arcsin0 = {k7 ||k =0,+1,+£2,...}.
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Joonis 1.4: y=a” kui a>1

Joonis 1.5: y=a" kui 0<a<1
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Joonis 1.6: y = log,z kui a >1

Joonis 1.7: y = log,z kui 0<a<1
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Joonis 1.8: y =sinz

Joonis 1.9: y = cosx
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tanx
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Joonis 1.10:

cotx
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Joonis 1.11:
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Joonis 1.12: y = arcsinz

-1 1

Joonis 1.13: y = arccosz
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Joonis 1.14: y = arctanz

Joonis 1.15: y = arccotz
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1.5 Tehted funktsioonidega. Elementaarfunkt-
sioon. Poliinoom ja ratsionaalfunktsioon.

Algebralised tehted funktsioonidega. Olgu antud kaks funktsiooni y =
f(z) ja y = g(x) tihise madramispiirkonnaga X. Funktsioonide f ja g summa
on defineeritud kui kujutis, mis seab igale z € X vastavusse muutuja y viartuse
valemiga y = f(z)+ g(z). Funktsioonide f ja g summa loomulik tdhis on f + g.
Seega kehtib f ja g summa puhul seos

y=(f+9)(x) = f(x) +9(z).

Analoogiliselt defineeritakse ka funktsioonide f ja g vahe y = (f — g)(z)
F(x) — glx), korrutis y = (fg)(x) = f(x)g(x) ja jagatis y = (f/g)(x)
f(x)/g(x). Summa, vahe ja korrutise médramispiirkonnaks on X. Jagatise
médramispiirkond koosneb koigist sellistest € X, mille korral g(z) # 0.

Liitfunktsiooni moiste. Olgu antud kaks funktsiooni: y = f(z) ma4ramispiir-
konnaga X ja z = g(y) médramispiirkonnaga Y. Asendades suuruse y funkt-
siooni ¢ avaldises f(x)-ga saame uue funktsiooni, mille argumendiks on x ja
soltuvaks muutujaks z, kusjuures x ja z vaheline seos on antud kujul z =
glf(2)]. Tegemist on funktsioonide f ja g baasil defineeritud liitfunktsiooniga.
Tahistame seda funktsiooni siimboliga g o f. Seega voime kirjutada vorduse

2 = (g0 )(@) = glf (@)

Liitfunktsiooni g o f méaramispiirkond ei tarvitse kattuda f mé&aramispiirkon-
naga. Liitfunktsioon go f on masratud ainult sellistel z-i vaartustel hulgas Xy,
mille korral f(x) asub funktsiooni g maaramispiirkonnas. Tdepoolest, ainult
sellisel juhul saame me leida funktsiooni g véirtuse kohal f(x) ehk suuruse
glf(x)]. Seega on g o f médramispiirkond jargmine:

Xgof = {z||z € Xy, f(z) € Yy},

Naiteks annavad f(r) = sinz ja g(y) = /y liitfunktsiooni (g o f)(z) =
Vsinz. Kuna Xy = R ja Y, = [0,00), siis Xgof = {z||sinz € [0,00)} =
{z]|2kr <2z < (2k+1)m k€Z)}.

Elementaarfunktsiooni moiste. Pohilisteks elementaarfunktsioonideks on
jargmised funktsioonid: konstantne funktsioon, y = z%, y = a®, y = sinx, y =
cosz, y = tanx, y = cotx, y = log, x, y = arcsinzx, y = arccosx, y = arctanx
ja y = arccot z.

Elementaarfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis on saadud pohilistest
elementaarfunktsioonidest 16pliku arvu aritmeetiliste tehete (so liitmiste, lahuta-
miste, korrutamiste, jagamiste) ja liitfunktsioonide moodustamise teel.

Niiteid elementaarfunktsioonide kohta:
elementaarfunktsioon y = 5+ 7tanz — Cg:m on moodustatud pohilistest elemen-
taarfunktsioonidest y = 5, y = 7, y = tanz, y = €* ja y = cosx lopliku arvu
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aritmeetiliste tehetega;

elementaarfunktsioon y = arcsin (3”) on pohiliste elementaarfunktsioonide y =
37 ja y = arcsin z liitfunktsioon;

elementaarfunktsioon y = \/ arccosx L tajg — —4on saadud pohilistest elemen-

taarfunktsioonidest y = 2%, y = arccosz, y = 3, y = tanz, y = 22,y = 4 ja
y = z'/2 16pliku arvu aritmeetiliste tehete ja liitfunktsioonide moodustamisega.

Elementaarfunktsioonide hulka kuuluvad ka poliinoomid ja ratsionaalfunkt-
sioonid. n- astme poliinoom on defineeritud avaldisega

P(z) = ao + a1z + asx® + ... + ap_12" " + apz™,

kus ag,a1,as,...,a,-1,a, on konstandid ja a, # 0. Ratsionaalfunktsioon on
kahe poliinoomi jagatis

R(x) ap+ a1z +asz? 4 ...+ an_12" ! + apa™
T) = .
bo+ b1z +box? + ... +bp_12m L + ba™

Koik funktsioonid ei ole elementaarfunktsioonid. Selle kohta saab tuua iisna
lihtsaid néiteid. Naiteks ei ole elementaarfunktsioon nn Heaviside’i funktsioon,
mis on defineeritud jargmise eeskirjaga:

1 kui z>0,
O(z) = .
0 kui z<0O.

1.6 Ilmutatud ja ilmutamata funktsioonid. Para-
meetrilisel kujul antud jooned ja funktsioonid.

Ilmutatud ja ilmutamata funktsioonid. Analiiiitiliselt antud funktsioon
voib olla kas ilmutatud voi ilmutamata kujul. Funktsiooni y = f(z) ilmutatud
kujuks on vorrand, mille vasakul pool on y ja paremal pool avaldis, mis v6ib
sisaldada muutujat z, kuid mitte muutujat y. Naiteks y = 22 — z.

Funktsiooni y = f(z) ilmutamata kujuks on vorrand, mis sisaldab z ja y

ldbisegi, st vorrand
F(z,y) =0, (1.4)

kus F on mingi x ja y sisaldav avaldis. Néiteks 22 — siny 4+ y = 0.

Kui me asendame muutuja y funktsiooni f(z) ilmutatud avaldisega vorrandis
(1.4), siis muutub see vorrand samasuseks F'(z, f(x)) = 0. Seda on illustreeritud
allpooltoodud néites.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni ilmutamiseks tuleb lahendada vorrand
(1.4) muutuja y suhtes. Kui sellel vorrandil on mitu lahendit, siis defineerib ta
mitu funktsiooni.
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Ndide. Vaatleme vorrandit
22 +y* = 1. (1.5)

Kui me lahendame selle vorrandi y suhtes, saame kaks funktsiooni: y = —v/1 — 22
jay = v1—22. Seega méidrab vorrand (1.5) ilmutamata kujul kaks erinevat

funktsiooni. Asendades kas y = —v/1 — 22 voi y = v/1 — 22 vorrandisse (1.5)

saame vorduse 2 + [v/1 — 22]2 = 1, mis peale lihtsustamist muutub samasuseks

0=0.

Parameetriliselt antud joon. Olgu 16igul [T7, T3] antud kaks funktsiooni
x = (t) jay = (t). Kirjutame need funktsioonid iiles siisteemina

x = ()
{yzz(t), te [Ty, Ts). (1.6)

Siisteem (1.6) méaarab iga ¢ € [Ty, Ts] korral iihe kindla arvupaari ehk tasandi
punkti ristkoordinaatidega (z,y) = (¢(t),%(t)). Uldiselt vastavad muutuja
erinevatele véartustele ka erinevad tasandi punktid. Kui muutuja t jookseb
1abi kogu l6igu [T, T5], siis t-le vastav punkt kujundab tasandil teatud joone.
Vérrandeid (1.6) nimetatakse selle joone parameetrilisteks vorranditeks ja muu-
tujat t selle joone parameetriks.

Naide. Vaatleme joont

{x:acost (1.7)

y =bsint, t € [0,27],
kus a ja b on positiivsed konstandid. Arvutame

22 g2 (acost)?  (bsint)? .
I A 5 + 72 = (cost)z—i—(smt)2 =1.

Seda joont nimetatakse ellipsiks (joonis 1.16). Arve a ja b nimetatakse ellipsi
pooltelgedeks.
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Joonis 1.16

Parameetrilisel kujul antud funktsioon. Vaatleme funktsiooni y = f(x).
Toome lisaks muutujatele x ja y sisse ka kolmanda muutuja ¢ (nn parameetri).
Olgu muutuja x parameetri ¢ funktsioon, st

x = p(t).

Siis saab ka muutuja y avaldada parameetri ¢ kaudu. Toepoolest: kasutades
muutuja x valemit arvutame y = f(z) = flp(t)] = (f o ¢)(t). Seega, tahistades
1 = f o ¢ saame vorrandi

y=v(t).
Votame need kaks vorrandit kokku iihte siisteemi. Kui parameetri ¢ muutu-
mispiirkond on 16ik [T}, T3], ndeb see siisteem vélja jargmine:

z = ()
{y = ZZ(t) ,te [, Ty, (1.8)

Vorrandeid (1.8) nimetatakse funktsiooni y = f(x) parameetrilisteks vorrandi-
teks. Vorranditega (1.8) antud joon on tihtlasi funktsiooni y = f(x) graafikuks.
Niditeks vaatleme funktsiooni
b ——
Yy = - a2 - 1.2 )
a

kus a ja b on positiivsed konstandid. Asendame muutuja x parameetri ¢ kaudu
jargmiselt:
T = acost.

Siis saame .
y = —vVa? —a?cos?t = b\/1 — cos?t.
a

Eeldame, et parameeter ¢ asub 16igul [0, 7]. Sellel 16igul on funktsioon sin ¢ mit-
tenegatiivne. Seetottu kehtib vordus v/1 — cos? t = sint. Niiiid saame muutuja
y jaoks jargmise vorrandi:

y = bsint.
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Vottes = ja y vorrandid kokku, paneme antud funktsiooni jaoks kirja jargmise
parameetrilise esituse:

T = acost

y=bsint, t € [0,7].
Funktsiooni y = %\/ a? — 22 graafikuks on joonisel 1.16 toodud ellipsi iilemine
(z-telje peal asuv) kaar, mis vastab parameetri vaartustele ¢ € [0, 7].

Joonte ja funktsioonide parameetrilist esitust kasutatakse rohkelt flitisikas.
Parameeter ¢ tahistab seal enamasti aega. Naiteks esitab parameetiline joon
ajas litkkuvat punkti tasandil.

1.7 Hiperboolsed trigonomeetrilised funktsioonid.

Selles paragrahvis defineerime veel moned olulised elementaarfunktsioonid. Mate-
maatikas ja selle rakendustes kasutatakse palju nn hiperboolseid trigonomeetri-
lisi funktsioone. Nendeks on

et —e "

sinhzx = —s hiiperboolne siinus,
e’ +e " . .

coshx = —s hiiperboolne kosinus,
sinh x et —e "

tanhz = = — hiiperboolne tangens,
cosh x et + e ®
coshz et +e’° .

cothr = — = — hiiperboolne kotangens .
sinh x et —e™"

Maaramispiirkonnad ja vaartuste hulgad on jargmised:

y=sinhx : X =R, Y =R,

y=coshz: X =R, Y =][1,00),

y=tanhz : X =R, Y =(-1,1),

y=cothz : X =R\{0},Y = (—o0,—-1)U(1,00).
Graafikud on toodud joonistel 1.18 - 1.21.

Hiiperboolse siinuse ja kosinuse kaudu on defineeritud veel

1 2
sechx = = — hiiperboolne seekant :
coshz er +e®
1 2
cschx = — = — hiiperboolne koseekant .
sinh x et —e= %

Funktsioonide sinhz, coshz, tanhz ja cothz poordfunktsioonid on nn area-
funktsioonid:

x =arsinhy — areasiinus (funktsiooni y = sinha poordfunktsioon),

x =arcoshy — areakosinus (funktsiooni y = coshz pdéérdfunktsioon),

x = artanhy — areatangens (funktsiooni y = tanha poordfunktsioon),
x = arcothy — areakotangens (funktsiooni y = cotha poordfunktsioon).
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Nii nagu hiiperboolsed trigonomeetrilised funktsioonid, on ka areafunktsioonid
elementaarfunktsioonid.

Toome siinkohal areafunktsioonide avaldised pohiliste elementaarfunktsioonide kaudu koos
madramispiirkondade ja vaartuste hulkadega:

arsinhz = ln(x+\/12+l>: X=R,Y=R,

arcoshx = ln(z+\/x2—1>: X =[1,00), Y =1[0,00),

1+
1—a

1 1
arcothz = 51nm+ :

X=(-1,1),Y =R,

1
artanhz = 3 In

X = (=00, —1) U (1,00), Y =R\ {0}.

r—1

Hiiperboolne siinus ja kosinus on seotud teatud teist liiki joone, nn hiiperbooliga.
Selle selgitamiseks tuletame koigepealt iihe abivalemi. Arvutame:

9 . 9 e e ™\ e —e ™\
(coshz)® — (sinhz)® = —5 ) 7=

1 2x —2x 1 2x —2x
*Z[e +e +2] Z[e +e 72}
_f+e*2w+l_f_e*2$+l_ ]_
4 4 2 4 4 B
Jarelikult kehtib valem
(coshx)? — (sinhz)? = 1. (1.9)

See seos on tuntud trigonomeetria valemi (cos z)? + (sinz)? = 1 analoog hiiper-
boolsete trigonomeetriliste funktsioonide korral.

Vaatleme niiiid kahte parameetriliselt antud joont, millest esimene on kirjel-
datud vorranditega

z = Rcosht
{ystinht, teR, (1.10)
ja teine vorranditega
z = —Rcosht
{y:Rsinht, teR, (1.11)

kus kordaja R on positiivne konstant. Nii joone (1.10) kui (1.11) korral kehtib
jargmine vordus

2? —y*> = (Rcosht)? — (Rsinht)®> = R?[(cosht)? — (sinht)?] = R?
ehk
2 —y? = R?. (1.12)
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Vérrandiga (1.12) antud joont nimetatakse hiiperbooliks (joonis 1.17). Hiiperbool
koosneb kahest z - telje suhtes siimmeetrilisest harust. Parempoolse haru para-
meetrilised vorrandid on (1.10) ja vasakpoolse haru parameetrilised vorrandid
on (1.11).

Joonis 1.17
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Joonis 1.18: y = sinhx

Joonis 1.19: y = coshzx
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Joonis 1.20: y = tanhx

Joonis 1.21: y = cothx
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Peatukk 2

Piirvaartus ja pidevus

2.1 Muutuva suuruse piirprotsessid.

Muutuva suuruse x kohta 6eldakse, et ta on jarjestatud, kui tema vaartustest on
moodustatud jarjestatud hulk, st hulk mille iga kahe elemendi kohta on voimalik
oelda, kumb neist on eelnev ja kumb jargnev.

Jarjestatud muutuva suuruse erijuhuks on ajast soltuv suurus. Sel juhul
on loomulik lugeda kahest suuruse vadrtusest jargnevaks seda, mis vastab suu-
remale ajamuutuja vaartusele. Naiteks materiaalse objekti sirgjoonelisel liiku-
misel 14bitud teepikkus S(t) on jarjestatud suurus. Kui ¢5 > t;, siis teepikkuse
védrtus S(tz) jargneb teepikkuse vadrtusele S(tq).

Jarjestatud muutuva suuruse erijuhuks on ka reaalarvude jada

L1, X2, X3y ey Lpyyeens

Sel juhul genereerib jada indeks jarjestuse. Kui k& > 14, siis jada element xj
jargneb elemendile x;.

Selles paragrahvis tegeleme me selliste jarjestatud suurustega, mis méoda
jarjestust edasi liikkudes lahenevad teatud fikseeritud arvule. Need on nn koondu-
vad e piirvaartust omavad suurused. Nendest moistetest arusaamiseks kéasitleme
koigepealt iihte ndidet mehaanika vallast.

Olgu vaatluse all vedru, mis on iihest otsast kinnitatud ja teine ots on lah-
tine. Olgu tasakaaluasendis vedru pikkus a. Kui vedrut kokku suruda voi vilja
venitada ja seejarel vabastada, hakkab tema lahtine otspunkt tasakaaluasendi
timber vonkuma. Vedru pikkus on sel juhul ajast soltuv (seega jarjestatud) muu-
tuv suurus x. Vonkumisprotsessi mojutavad mitmesugused takistusjoud, mille
tagajarjel vonkumine sumbub, st vedru pikkus x liheneb arvule a. Vaatame
kuidas oleks voimalik sellist 1ahenemisprotsessi matemaatilistes terminites kir-
jeldada. Uks voimalus on jargmine. Valime mingisuguse tasakaalupunkti timbruse,
néiteks (a—0.1,a+40.1). Kuna vénkumine sumbub, siis mingist ajahetkest (st a
véadrtusest) alates koik jargnevad vedru pikkuse vadrtused = jadvad vahemikku
(a — 0.1,a + 0.1), st rahuldavad vérratust |z — a| < 0.1. Edasi valime mingi
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teise, viiksema raadiusega timbruse, nt (a — 0.01,a + 0.01). Arvestades jallegi
seda, et vonkumine sumbub, leidub mingi teine, eelnevast suurem ajahetk ja
sellele vastav = vaartus nii, et koik jargnevad x véirtused jaavad vahemikku
(a —0.01,a + 0.01), st rahuldavad vérratust |z — a| < 0.01. Sellist arutelu voib
jatkata suvalise kuitahes véikse raadiusega timbrusega (a —¢,a +¢). Jarelikult,
iga kuitahes vaikese positiivse arvu ¢ korral saab naidata sellist suuruse x
vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse véartused kuuluvad
arvu a imbrusesse (a — €, a + €), st rahuldavad vorratust |z — a| < e.

Muutuva suuruse piirvadrtuse iildine definitsioon on jargmine:

Olgu z jarjestatud muutuv suurus. Arvu a nimetatakse muutuva suuruse x
prirvadrtuseks, kui iga kuitahes vaikese positiivse arvu ¢ korral saab naidata sel-
list suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse véartused
kuuluvad arvu a iimbrusesse (a — ¢, a + ¢€), st rahuldavad vorratust |z — a| < e.

Kui arv a on suuruse z piirvaartus, siis 6eldakse, et suurus x laheneb arvule
a ehk koondub arvuks a ja kirjutatakse

T —a vOi limz =a.

Piirvaartuse iildises definitsioonis ei ole fikseeritud kuidas (vasakult, pare-
malt v6i moélemalt poolt) muutuja x lihenemine arvule a toimub. Seega on
piirprotsessi * — a erijuhtudeks sellised piirprotsessid, kus x laheneb arvule a
ainult vasakult voi paremalt. ﬂhepoolsete piirprotsesside definitsioonid saame
tildisest piirvaartuse definitsioonist, kui me seal esineva iimbruse (a—e, a+¢) kit-
sendame kas vasakpoolseks voi parempoolseks iimbruseks (a —¢, a] voi [a, a+¢).

Muutuv suurus x ldheneb vasakult arvule a, kui iga kuitahes vaikese posi-
tiivse arvu ¢ korral saab néaidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vaartused kuuluvad poolldiku (a — €,a]. Sellisel
juhul kirjutatakse

r — a

Muutuv suurus z ldheneb paremalt arvule a, kui iga kuitahes vaikese posi-
tiivse arvu ¢ korral saab niidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vairtused kuuluvad poolldiku [a,a + €). Siis kirju-
tatakse

x—at.

Saab konstrueerida ka lihtsaid mehaanilisi mudeleid, mis illustreerivad iihe-
poolset koondumist. Niiteks, kui vedru on thendatud mingi tugeva vonkumist
summutava seadmega (nt amortisaatoriga), siis vonkumist imber tasakaalupunkti
ei teki. Vedru pikkus x laheneb a-le ainult vasakult vo6i paremalt soltuvalt sell-
est, kas vedru on kokku surutud voi vélja venitatud.
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Defineerime ka sellised piirprotsesseid, mille kaigus x laheneb pluss voi mii-
nus l6pmatusele. Idee poolest on need definitsioonid sarnased eelpooltoodud
definitsioonidele, ainult reaalarvu a timbruste asemel kasutatakse lopmatuse voi
miinus 16pmatuse timbrust.

Alustame suurusest, mis ldheneb pluss 16pmatusele. Piltlikult valjendudes
on tegemist sellise jirjestatud suurusega, mis modda jarjestust edasi liikudes
kasvavab piiramatult, st saab suuremaks kuitahes suurest positiivsest arvust
M. Selgitame seda l&dhemalt. Olgu naiteks M = 100. Leidub selline z vaartus,
millest alates koik jargnevad x vaédrtused on 100-st suuremad. Suurendame arvu
M. Olgu nt M = 10000. Leidub selline (eelnevast suurem) x vaértus, millest
alates koik jargnevad x vaartused on 10000-st suuremad jne. Kokkuvottes,
kuitahes suure positiivse arvu M korral saab néidata sellist suuruse x vaartust,
millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaartused on arvust M suure-
mad, st rahuldavad vorratust z > M.

Uldine definitsioon on jargmine:

Muutuva suuruse x piirvaartus on lépmatus ehk muutuv suurus x laheneb
lopmatusele, kui iga kuitahes suure positiivse arvu M korral saab naidata sellist
suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaartused
kuluvad l6pmatuse imbrusesse (M, 00), st rahuldavad vorratust « > M. Taolist
piirprotsessi tahistatakse jargmiselt:

T — 00 vOi limx = 00.

Analoogiliselt saab defineerida ja selgitada ka piirprotsessi x — —oo. Definit-
sioon on jargmine:

Muutuva suuruse z piirvaartus on miinus lopmatus ehk muutuv suurus x
laheneb miinus lopmatusele, kui iga kuitahes suure positiivse arvu M korral saab
néidata sellist suuruse x véartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse
vadrtused kuuluvad miinus l6pmatuse iimbrusesse (—oo, —M), st rahuldavad
vorratust < —M. Sellise piirprotsessi tdhistusviis on

T — —00 vOi limz = —o0.

2.2 Jada piirvaartus.

Kuna jada on jarjestatud muutuva suuruse erijuht, saab muutuva suuruse piir-
vaartuse definitsiooni jadale otseselt iile kanda. See jargmine:

Arvu a nimetatakse reaalarvude jada x1,xs,x3,... pitrvadrtuseks, kui iga
kuitahes vaikese positiivse arvu ¢ korral saab naidata sellist jada elementi z,,,
millest alates koik jargnevad jada elemendid kuuluvad arvu a iimbrusesse (a —
€,a + ¢). Jada piirviidrtuse kirjutusviis on jargmine:

Ty — Q voi limzx, =a.
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Loplikku piirvadrtust omavat jada nimetatakse koonduvaks. Vastasel juhul
nimetatakse jada hajuvaks.

Ndide. Vaatleme jada elementidega x,, = 1+ (;L)n. Taolise jada piirvaartus
on 1. Selle tGestamiseks kontrollime piirvidrtuse definitsiooni kehtivust arvuga
a = 1. Vastavalt definitsioonile peame me néaitama, et suvalise kuitahes vaikese
positiivse arvu ¢ leidub selline jada element, millest alates koik jargnevad jada
elemendid kuuluvad arvu 1 iimbrusesse (1 — €,1 + €). Taolisesse timbrusesse
kuuluvad jada elemendid rahuldavad vorratust 1 — e < z,, < 1 + €. Lahendame
selle vorratuse arvu n suhtes:

<e <=

(=D

l—e<z, <1l4+e & 1—s<1+(_21n)n<1+a & —e<

1

1 1
w<e & 1<2"e & 2">< & n>logy:.

Jarelikult: kui me etteantud € > 0 korral valime elemendi x,, nii, et m > log, %,

siis kehtib z,, € (1 —¢,1 4 €) iga x,,-le jargneva jada liikkme x,, korral. Seega

on jada piirvadrtuse definitsioon tdidetud arvuga a = 1. Olemegi toestanud,
_1y

et lim (1 + (T) = 1. Illustreerime seda toestust veel monede erijuhtude

vaatlemisega . Selleks paneme kirja moned jada esimesed elemendid:
x1 = 0.5, x9 = 1.25, x5 = 0.875, x4 = 1.0625, x5 = 0.96875,
x¢ = 1.015625, x7 = 0.9921875, zg = 1.0039625, ...
Olgu € = 0.1. Nédeme, et alates neljandast elemendist kuuluvad koik jargnevad
jada elemendid timbrusesse (1 —¢,14+¢) = (1 —0.1,1 +0.1) = (0.9,1.1).
Jargmiseks olgu £ = 0.05. Alates viiendast elemendist kuuluvad kéik jargnevad
jada elemendid timbrusesse (1—¢,14¢) = (1—0.05,140.05) = (0.95,1.05). Kui

e = 0.01, siis alates seitsmendast elemendist kuuluvad koik jargnevad elemendid
timbrusesse (1 —¢,1+¢) = (1 —0.01,1+0.01) = (0.99,1.01) jne.

2.3 Lopmatult kahanevad, lopmatult kasvavad
ja tokestatud suurused.

Jargnevalt vaatleme detailsemalt selliseid suurusi, mis lahenevad nullile vo6i kas-
vavad piiramatult. Traditsiooniliselt kasutatakse selliste suuruste tdhistamiseks
kreeka tahestiku esimesi tahti o, 3,7, . . ..

Lopmatult kahanevad ja kasvavad suurused.

Muutuvat suurust o nimetatakse lopmatult viikeseks ehk lopmatult kahanevaks,
kui lima = 0.

Muutuvat suurust « nimetatakse lopmatult kasvavaks, kui lim |a| = oo.

Lopmatult kahanevate ja kasvavate suuruste vahel eksisteerib lihtne seos.
Nimelt on nad teineteise péordarvud. Kehtib jargmine véide.
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Teoreem 2.1. Suurus o on lopmatult kahanev siis ja ainult siis, kui suurus
é on lopmatult kasvav.

Toestus. Toestame ainult selle viite esimese poole, so: kui a on lopmatult kahanev, siis é

on 16pmatult kasvav. Vastupidine véide (kui é on l6pmatult kasvav, siis a on 16pmatult

kahanev) tdestatakse analoogiliselt.
1

Niisiis olgu « 16pmatult kahanev, st « — 0. Me peame toestama, et suurus 8 = - on

16pmatult kasvav, st |3] = {é| — 00. Vastavalt selle piirprotsessi definitsioonile (vt §2.1) tuleb
meil ndidata, et suvalise kuitahes suure positiivse arvu M korral eksisteerib selline suuruse 3
vadrtus By nii, et koik Bps-le jirgnevad 3 vaidrtused rahuldavad vorratust |G| > M.

Fikseerimegi mingi positiivse arvu M ja kasutame eeldust o« — 0. Vastavalt piirprotsessi
o — 0 definitsioonile (vt §2.1) eksisteerib suvalise kuitahes véikese positiivse arvu e korral
selline suuruse o vadrtus a. nii, et koik ac-le jargnevad « vairtused rahuldavad vorratust
lal <e.

Kuna viimases lauses voib ¢ olla suvaline positiivne arv, saame me valida ¢ = ﬁ Siis
kehtivad koigi a.-le jargnevate o vaartuste korral jargmised seosed:

1 1
\a|<M<:>\a|M<1®—>M<:> >M & |6 > M.

|al

-
Seega defineerides

1
By = —

Qe
naeme, et kdik Bpr-le jirgnevad (8 véidrtused rahuldavad vérratust |8] > M. Seda oligi vaja

toestada.

Nditeid. 1. Vaatleme jadasid
(so1, %, %, ..
Bn=mn (sol,2,3,4..).

1
Qp = —
n

Nende jadade liikkmed on teineteise pdordarvud, st 3,, = ai Koigepealt méargime,
et jada a,, on lopmatult kahanev, st a,, — 0. Toepoolest, kui me suvalise posi-
tiivse arvu ¢ korral valime jada liikme, mille indeks n > %, siis koigi sellele

lilkmele jargnevate jada liikmete v, korral kehtivad seosed
1 1

n>—- << n>1l & —<e s a,<e.
€ n

Kuna lisaks «;,, > 0, siis saamegi vorratuse |a,| < &, mis néitab, et a,, — 0.
Vastavalt teoreemile 2.1 on jada §, l6pmatult kasvav, st |3,| — oo. Mérgime,
et kuna antud juhul 5, > 0, siis |5, | = 5, ja jarelikult 5, — oco.

2. Vaatleme jadasid

(="
Qn = n (SO _17 %7 _%, % )
Bn=(=1)"n (so—1,2, =3, 4..).

Jallegi 3, = i Peale selle o, — 0. Toepoolest, kui me suvalise positiivse

arvu € korral valime jada liikme, mille indeks n > %, siis koigi sellele liikmele
jargnevate jada liikkmete «,, korral kehtivad seosed

1 1
n>- & ne>l & —<e & |ay| <e.
€ n
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See niitab, et o, — 0. Teoreem 2.1 pohjal on 3, 16pmatult kasvav, st |5,| — oo.

Tokestatud suurused. Muutuvat suurust « nimetatakse tokestatuks, kui
selle suuruse muutumispiirkond on tokestatud.

Tuletame meelde, et hulk A on tokestatud, kui leidub 16plik vahemik (a,b)
nii, et A C (a,b). (vt §1.1). Jarelikult: suurus « on tokestatud, kui kéik suuruse
a vaartused kuuluvad mingisse 16plikku vahemikku (a, b).

Jargnevalt vaatleme 16pmatult vaikese suuruse « ja tokestatud suuruse
korrutise kéitumist. Kahe jarjestatud muutuva suuruse « ja 3 korrutis v = a8
on muutuv suurus, mille vaartusteks on suuruste « ja 3 vaartuste korrutised.

Teoreem 2.2. Kui suurus « on lopmatult kahanev ja suurus B on tokestatud,
siis nende korrutis af on lopmatult kahanev.

Téestus. Olgu « lopmatult kahanev ja B tokestatud. Me peame naitama, et sellisel juhul
on v = of samuti 16pmatult kahanev, st v — 0. Vastavalt definitsioonile tuleb n&idata, et
suvalise kuitahes viaikese positiivse arvu e korral leidub selline suuruse v vaartus . nii, et
koik v.-le jirgnevad vy vaidrtused rahuldavad vorratust |v| < e.

Fikseerimegi mingi positiivse arvu ¢ ja kasutame eeldusi a ja 8 kohta. Kuna a — 0,
siis suvalise positiivse arvu €1 korral leidub selline suuruse o vaartus ae; nii, et koik o, -le
jargnevad o vaartused rahuldavad vérratust |a| < €1. Peale selle, kuna 8 on tokestatud, siis
leidub K > 0 nii, et kaik suuruse 3 vddrtused rahuldavad vorratust |3 < K.

Kuna &7 vo6ib olla suvaline positiivne arv, véime me valida

€1 = —.
=K

Jargmiseks valime 7. nii, et v = ae; e, kus B: on mingisugune suuruse 8 véaartus. Siis iga
~Ye-le jargneva v vaartuse korral kehtivad seosed

3
Il = laBl = laf|f] < K = e

Seega me nideme, et koik v.-le jirgnevad suuruse v véartused rahuldavad vérratust |y| < e.

Seda oligi vaja toestada.

Ndide. Vaatleme jada

Esitame selle jada kahe jada korrutisena v, = «,3,, kus a,, = % ja Bn = Sin(%).
Nagu me eelnevalt nagime, on «, lopmatult kahanev, st «,, — 0. Peale selle,
kuna siinuse vddrtused paiknevad 16igul [—1,1], siis saame |sinz| < 1 iga «
korral, millest jéreldub, et |3,| < 1. Seega on jada (3, tokestatud suvalise
konstandiga K > 1. Rakendades &dsjatoestatud vaidet korrutisele v, saame, et

Yn, on lopmatult kahanev, st v, — 0.

2.4 Funktsiooni piirvaartus.
Olgu antud funktsioon f argumendiga x. Kui argument = on jarjestatud, siis

saame me jarjestada ka funktsiooni vaartused f(z), lugedes funktsiooni kahest
vaadrtusest jargnevaks selle, mis vastab argumendi jérgnevale vadrtusele.
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Niiteks olgu funktsiooni f(z) = x? argumentidest moodustatud jérjestatud
hulk 1,2,3,4,5,.... Siis vastab sellele funktsiooni va&rtuste jarjestatud hulk
1,4,9,16,25,. ...

Olgu funktsiooni f argument z jarjestatud selliselt, et ta koondub mingiks
arvuks a. Meid huvitab kiisimus: kas sellisel juhul ka funktsiooni véartus
laheneb mingile arvule b? Kui see on nii, ja peale selle arv b ei soltu punktiks a
koonduvast argumendi = jirjestusest, siis on vaadeldaval funktsioonil punktis a
piirvaartus.

Funktsiooni piirvaartuse definitsioon. Funktsioonil f on piirvddrtus b ko-
hal a, kui suvalises piirprotsessis * — a, mis rahuldab tingimust = # a, funkt-
siooni vaartus f(z) ldheneb arvule b.
Funktsiooni piirvaartuse kirjutusviis on

lim f(z) = b

r—a
voi

fl)—b kui z—a.

Fraasi ”piirvaartus kohal a” asemel voib kasutada ka samavéirseid fraase
"piirvaartus punktis ¢” voi ”piirvaartus argumendi 1dhenemisel vairtusele a”.

Tingimus = # a piirvdirtuse definitsioonis on sisse toodud selleks, et eris-
tada funktsiooni vaartust kohal a tema piirvadrtusest kohal a. Taoline eristus
on vajalik funktsiooni pidevuse kasitlemisel edaspidistes paragrahvides.

Ndide. Uurime funktsiooni

_2m2+2x—4
o r—1

f(x)

kaitumist protsessis x — 1. Vaadeldav funktsioon on maaratud koikjal valja

arvatud punkt x = 1. Kui « # 1, siis taandades murru % lugejast ja

nimetajast teguri x — 1, saame sellele funktsioonile lihtsama valemi
flz)=2z+4, x#1.

Valime moned punktiks 1 koonduvad argumendi jadad ning arvutame neile vas-
tavad funktsiooni vaartuste jadad:

T = 0 To = 0.5 r3 — 0.9 Ty = 0.95 Ty = 0.99...
f(l’l) =4 f(l‘g) =5 f(l‘g,) =528 f($4) =59 f($5) =598 ...

Iy =2 To = 1.5 1’3:11 .’E4:105 Iy =1.01...
fl) =8 flz2)=T7 [f(z3) =62 f[f(zq) =61 f(z5)=06.02...

T =3 To =0 1‘3:11 I4:099 SE5:1001
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Esimeses jadas koondub x vasakult, teises koondub paremalt ja kolmandas koon-
dub vaheldumisi paremalt ja vasakult. Koigil toodud juhtudel koondub funkt-
siooni vadrtus f(x) arvuks 6. Saab nididata, et suvalises piirprotsessis © — 1
koondub vaadeldava funktsiooni vaartus arvuks 6. Seega

2¢2 4+ 2 — 4
liml‘—kix:@

z—1 r—1

_ 2224224
y="7-1

AT

L.
RS :

)

r— 1 <

Joonis 2.1

Selle funktsiooni piirvaartust saab jalgida ka graafiliselt joonisel 2.1. Teatavasti
néitab suurus f(x) funktsiooni graafiku "korgust” punktis . Kui z — 17,
siis funktsiooni graafiku korgus suureneb ja liheneb arvule 6. Kui 2 — 17,
siis funktsiooni graafiku kérgus viheneb ja laheneb samuti arvule 6. Suvalises
piirprotsessis + — 1, kus & # 1, ldheneb funktsiooni graafiku korgus iihele ja
samale arvule 6.

Funktsiooni piirvairtuse geomeetriline télgendus. Kui funktsioonil f(x)
on piirvadrtus b punktis a, siis suvalises piirprotsessis * — a, kus x # a, ldheneb
funktsiooni graafiku kérgus f(z) iihele ja samale arvule b. Teiste sonadega:
suvalises piirprotsessis * — a, kus x # a, ldheneb funktsiooni graafiku jooksev
punkt P = (z, f(z)) iihele ja samale punktile A = (a,b). Seda on kujutatud
joonisel 2.2.
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L],

T— a «— T €

Joonis 2.2

Moned maéarkused:

1. Funktsiooni piirvadrtus on alati iiheselt maaratud. See tdhendab, et

kui  lim f(z) =b1 ja lim f(x)=10be, siis by =bs.

r—a r—a

2. Funktsioonil v6ib olla piirvaartus ka punktis a, mis asub valjaspool tema
méaramispiirkonda. See oli nii eespooltoodud niites.

Lopmatusi sisaldavad piirvairtused. Analoogiliselt saab késitleda ka piir-
vaartusi, milles 1oplike arvude a ja b asemel esinevad suurused —oo voi oo.
Selleks tuleb tilaltoodud definitsioonis lihtsalt arv a voi b asendada kas suurusega
00 VOi —00.
Niiteks piirviartuse

lim f(z) = oo

r—a
definitsioon on jargmine:
Funktsioonil f on piirvddrtus oo kohal a, kui suvalises piirprotsessis z — a, mis
rahuldab tingimust = # a, funktsiooni vadrtus f(z) laheneb lopmatusele.

Vaatleme moningaid nditeid lopmatusi sisaldavate piirvadrtuste kohta. Neis
néidetes kasutame piirvadrtuste leidmiseks funktsioonide graafikuid.

1. Leiame lim —~,
Tr—a (ar—a)

graafik on kujutatud joonisel 2.3.

kus n on positiivne paarisarv. Funktsiooni f(x) = ﬁ
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f@) = =a=

n > 0, n — paaris
(

Joonis 2.3

Graafikult ndeme, et kui x — a, siis funktsiooni graafiku korgus f(x) kasvab
piiramatult ja laheneb 16pmatusele. Seega

i 1
im ——— = o0.
z—a (x — a)?

2. Leiame lim arctanx ja lim arctanz. Funktsiooni y = arctan x graafik on

r—00 r——00
kujutatud joonisel 1.14. Kui z — oo, siis funktsiooni graafiku korgus kasvab ja
laheneb arvule . Kui x — —oo, siis funktsiooni graafiku korgus véheneb ja

laheneb arvule —7. Seega

. ™ . . m
lim arctanx = 5 ja lim arctanz = —5

r—00 r— —0Q

3. Leiame lim arccotx ja lim arccotz. Funktsiooni y = arccot z graafik on

Tr— 00 r— —0Q

kujutatud joonisel 1.15. Kui z — oo, siis funktsiooni graafiku korgus viaheneb
ja laheneb arvule 0. Kui z — —o0, siis funktsiooni graafiku korgus suureneb ja
laheneb arvule 7. Seega

lim arccotx =0 ja  lim arccotz = 7.

r—00 Tr— —00

4. Leiame lim a” ja lim a”. Eksponentfunktsioon kiitub erjuhtudel a > 1

r—00 rT——00
ja 0 < a < 1 kvalitatiivselt erinevalt (joonised 1.4 ja 1.5). Esimeselt jooniselt
naeme, et

juhula >1 lim ¢* =00 ja lim a* =0
r— 00 r——00

ning teiselt jooniselt leiame, et

juhul0 <a <1 lim a*=0 ja lim a” = 0.

T—00 r——00
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2.5 Funktsiooni iihepoolsed piirvaartused.

Funktsioonil f on vasakpoolne piirvidrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis
2« — a~, mis rahuldab tingimust « # a, funktsiooni véédrtus f(x) ladheneb arvule
b.
Vasakpoolse piirvaartuse kirjutusviis on
lim f(z) =10
r—a
voi
f)—>b kui z—a" .

Funktsioonil f on parempoolne piirvadrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis
x — a™, mis rahuldab tingimust = # a, funktsiooni vaartus f(z) laheneb arvule

b.
Parempoolse piirvadrtuse kirjutusviis on

lim f(z) =b

z—a™t
voi
f(x) —=b kui z—at.
Toodud definitsioonides voib 1opliku arvu b asendada kas —oo-ga voi co-ga.
Ndide. Olgu antud jargmine funktsioon:

Fz) = r+2, kui z<1,
Tl 43, kui x> 1.

Arvutame selle funktsiooni iithepoolsed piirvaartused punktis 1. Valime punk-
tiks 1 koonduvad vasak- ja parempoolsed jadad ning arvutame neile vastavad
funktsiooni vaartuste jadad:

Xr1 = 0 To = 0.5 Tr3 = 0.9 Ty = 0.95 T5 = 0.99...

T, =2 To = 1.5 xrg =1.1 zy = 1.05 x5 =1.01...
flx1) =5 f(ze) =45 f(xs) =41 f(xre) =4.04 f(xs5)=4.01...

Néeme, et vasakult arvuks 1 koonduva jada korral laheneb f(z) arvule 3 ja
paremalt arvuks 1 koonduva jada korral laheneb f(z) arvule 4. Saab toestada,
et suvaliste piirprotsesside z — 17 ja x — 17 korral liaheneb f(z) vastavalt
arvudele 3 ja 4. Seega

lim f(z)=3 ja lim f(z) =4

r—1— r—1+

Illustreerime seda tulemust graafiliselt joonisel 2.4.
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Flz) = x+2, kui 2 <1
|l z+3, kui z>1

i
T

1 x

Joonis 2.4

Kui x — 17, siis funktsiooni graafiku korgus touseb ja ldheneb arvule 3. Kui
x — 17, siis funktsiooni graafiku korgus viheneb ja liheneb arvule 4.

Antud néites on funktsiooni ithepoolsed piirvaartused punktis 1 erinevad.
Seetottu puudub funktsioonil piirvdartus punktis 1. See on nii, sest eelmises
paragrahvis toodud piirvasdrtuse definitsioon ei ole taidetud. Ei leidu arvu b,
millele f(x) laheneks koigis piirprotsessides x — 1, kus = # 1. Vasakpoolses
piirprotsessis # — 1~ ja parempoolses piirprotsessis * — 17 ldheneb f(z) eri-
nevatele arvudele.

r — a < X x

Joonis 2.5

Funktsiooni iihepoolsete piirvaartuste geomeetriline tolgendus. Kui
funktsioonil f(x) on vasakpoolne piirviédrtus b; ja parempoolne piirvaartus by
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punktis a, siis suvalises piirprotsessis * — a~, kus x # a, ldheneb funktsiooni
graafiku jooksev punkt P, = (z, f(z)) punktile A; = (a,b1) ja suvalises piir-
protsessis © — a™, kus  # a, liheneb funktsiooni graafiku jooksev punkt
P, = (z, f(x)) punktile Ay = (a, b2) (joonis 2.5).

Kui b; # by, siis funktsioonil puudub piirvéartus punktis a, sest f(z) ei
ldhene iihele ja samale arvule suvalises piirprotsessis * — a, * # a. Piirprot-
sessi z — a erijuhtudel z — a~ ja z — a™ laheneb f(x) erinevatele arvudele.

Kehtib jargmine viide:
Teoreem 2.3. Piirvidrtus lim f(xz) eksisteerib siis ja ainult siis, kui eksis-
r—a
teerivad vordsed thepoolsed piirvddrtused lim f(x) ja lim+ f(x). Peale selle,
r—a— Tr—a

piirvddrtuse lim f(x) olemasolu korral kehtib valem

lim f(z) = lim f(z)= lm f(z).

r—a r—a~ r—at

Eespooltoodud néites olid funktsioonil olemas moélemad tihepoolsed piirvaar-
tused, kuid piirvaartus puudus. Saab tuua néiteid sellistest funktsioonidest,
millel puuduvad ka iithepoolsed piirvaartused. Analiiiisime funktsiooni

1
flz) = sin —

kiitumist protsessis z — 0. Selleks valime jirgmise paremalt nulliks koonduva
jada: x, = ehk 1 = -2, 21 = 2,...). Vastavad funktsiooni viirtused

3m? 570

1 (
(n+%)7r
on siis

1 kui n on paaris,
—1 kui n on paaritu.

f(xy) =sin(n + 1/2)r = {

Funktsioon omandab vaheldumisi vaartusi —1 ja 1 ning seega ei ldhene iihelegi
arvule. Jarelikult parempoolne piirvaartus lim+ sin £ puudub. Analoogiliselt

z—0 x
saab niidata, et puudub ka vasakpoolne piirvdartus lim sin %

r—0~

Vaatleme veel moningaid nditeid 16pmatusi sisaldavate ihepoolsete piirvaar-
tuste kohta.

1. Leiame lim tanz ja lim tanz. Jooniselt 1.10 ndeme, et vasakpoolses

 — jus
21?4)2 1‘%2

piirprotsessis # — 4~ funktsiooni tanz graafiku korgus kasvab piiramatult ja

parempoolses piirprotsessis x — g"’ funktsiooni tan x graafiku korgus vaheneb
piiramatult. Seega

lim tanz =00 ja lim tanx = —oo.

- T+
$—>2 $—>2

2. Analoogiliselt, kasutades joonist 1.11, leiame

lim cotx = —oco ja lim cotz = oo.

z—0— x—0
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3. Leiame lim+ log, x. Funktsiooni y = log, x graafik on juhtudel a > 1 ja

z—0

0 < a < 1 kvalitatiivselt erinev (joonised 1.6 ja 1.7). Neilt joonistel ndeme, et

juhul @ > 1 lim log,z = —oc0 ja
z—0

juhul 0 <a <1 lim log, z = oo.
z—0+

Arv e ja sellega seotud funktsioon. Vaatleme jargmist funktsiooni:

flx) = <1+ i) .

Selle funktsiooni loomulik mé&ramispiirkond on X = (—o0, —1)U(0, o). Graafik
on kujutatud joonisel 2.6.

y:(l-i-l)z

x

Joonis 2.6

Jooniselt ndeme, et lim (1 + %)l =0 ja lirn+ (1 + %)"L = 0. Peale selle, kui
z—0

r——1—
T — 00 voi £ — —o0, laheneb funktsioon (1 + %)I teatud arvule, mis asub 2 ja
3 vahel. Tegemist on irratsionaalarvuga e:

e~ 2.71828...

1\” 1\”
e = lim <1 + > = lim (1 + > .
T—00 x Tr— —00 X

Logaritmi alusel e nimetatakse naturaallogaritmiks ja tdhistatakse stimboliga
In. Seega log, x = In .

Seega
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2.6 Funktsiooni piirvaartuste omadused.

Paneme koigepealt kirja jargmised aritmeetiliste tehetega seotud omadused:

Ll [f(@) + g(x)] = lim f(2) + lim g(x),
2. lim|[f(x)g(x)] = lim f(x) lim g(x).

S e
3. il—r{}z o)~ Tim g(@) kui igr}lg(x) #£0.

r—a

Otseste jareldustena omadustest 1 ja 2 saame me tuletada veel kaks omadust:

4. 1lim[Cf(z)] = lim C lim f(z) = Clim f(z), C — konstant,

5. lim[f(2) — g(x)] = I [f(2) + (~1)g(x)] = lim f(x) + lim [(~1)g(x)
= lim f(z) + (~1) lim g(z) = lim f(z) — lim ().

r—a

Omadused 1 - 5 jadvad kehtima ka siis, kui neis esinev piirprotsess z — a
asendada iihega jargmistest piirprotsessidest:

r—a ,r—a,r— —00, T — 00.

Omadusena 6 sonastame liitfunktsiooni piirvaartuse arvutamise reegli:

6. Olgu antud kaks funktsiooni y = f(z) ja z = g(y). Kui lim f(z) = b,

Tr—a

siis kehtib valem

lim g[f(x)] = lim g(y).

r—a y—b
Omadus 6 jaab kehtima ka siis, kui selles esinev piirprotsess x — a asendada
ithega jargmistest piirprotsessidest:

rT—a ,x—a,r— —00, T — 00

ning kui b asendada kas oco-ga voi —oo-ga.

2.7 Lopmatult kahanevad, kasvavad ja tokestatud
suurused kui funktsioonid.

Vaatleme muutujast = soltuvat funktsiooni «(z) piirprotsessis * — a. Vastavalt
§2.3 toodud definitsioonidele on funktsioon a(x)

lopmatult kahanev ehk l6pmatult vdike piirprotsessis  — a, kui lim a(x) — 0;

T—a

lopmatult kasvav piirprotsessis * — a, kui lim |a(z)| — oo.

r—a
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Neis definitsioonides voib piirprotsessi * — a asendada ithega jargmistest
piirprotsessidest:

r—a ,r—a,r— —00, T 00.

Teoreemist 2.1 jareldub vahetult jirgmine teoreem:

Teoreem 2.4. Funktsioon a(x) on lopmatult kahanev suurus protsessis x — a
sits ja ainult siis, kui ﬁ on lopmatult kasvav suurus samas protsessis.

Toome moned ndited.

1. Vaatleme funktsiooni (x — a)™, kus n on positiivne téisarv. See funktsioon
1

on lopmatult kahanev protsessis z — a, st alclg}z (x —a)™ = 0. Seega oayw On
lopmatult kasvav samas protsessis, st 7}1_% ﬁ = 00. Siin vo6ib eristada kaks
erijuhtu:

la. Kuin on paarisarv, siis ﬁ > 0iga x # a korral. Seega ﬁ = ﬁ
ning llclg}l ﬁ = o00. Seda juhtu on kujutatud joonisel 2.3 eespool.

1
(x—a)™

1
(x—a)™

1b. Kui n on paaritu arv, siis <0, kuiz <aja >0, kui z > a.

—
S
V

L
3

|
ke
I
o
=
=3
=1
~—

Joonis 2.7
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Seega ldheneb funktsioon (

o ithepoolsetes piirprotsessides erineva margiga

~ o . . 1 _ . . 1 o . .
lopmatustele. Tapsemalt: xl_l)rzli Goar — —©Ja xlggr oo = X (vt joonis
2.7). Kuna ithepoolsed piirvaartused on erinevad, puudub piirvadrtus lim a:%a)”
r—a
Kiill aga eksisteerib lim |—1| = oo.
r—a | (@—a)
2. Vaatleme funktsioone tan x ja cot x piirprotsessis x — 0. Kuna lirr%) tanz = 0,
xr—
siis lim || = lim |cot 2| = oo (vrdl jooniseid 1.10 ja 1.11).
3. Vaatleme samu funktsioone tanz ja cotx piirprotsessis © — 5. Kuna
lim cotx = 0, siis lim |C01tm| = lim |tanz| = oco.

4. Vaatleme funktsioone y = a® ja y = a~* piirprotsessis x — oo. Olgu
konkreetsuse mottes @ > 1. Siis lim a” = oo (joonis 1.4). Jérelikult lim a=% =

T—00 T—00
1

lim L = 0. Uhtlasi paneme tihele, et X = (1)*, kus 0 < 1 < 1. Seega voib

r— 00 *
piirviartuse lim a% = lim (%)m = 0 leida ka jooniselt 1.5.
r—00 r—00
Funktsiooni a(z) nimetatakse tokestatuks, kui selle funktsiooni vadrtuste hulk
on tokestatud.

Tokestatud funktsiooni vadrtused asuvad mingis 16plikus vahemikus (a, b).
Néiteks funktsioonid «(z) = sinz ja a(r) = cosz on tokestatud, sest nende
véadrtuste hulk Y = [—1, 1] on tokestatud. Seevastu funktsioonid tanz ja cotx
ei ole tokestatud, kuna nende vaartuste hulk Y = R ei ole tokestatud.

Teoreemist 2.2 jareldub jargmine teoreem:

Teoreem 2.5. Kui o(x) on lopmatult kahanev piirprotsessis x — a ja B(x) on
tokestatud, siis korrutis a(x)B(x) on lopmatult kahanev piirprotsessis © — a.

Naide. Arvutame piirvéartuse ,llin%) zsin[f(x)], kus f(z) on suvaline funkt-

sioon. Selleks esitame funktsiooni z sin[f(z)] korrutisena x sin[f (z)] = a(x)B(z),
kus a(z) = z ja f(z) = sin[f(z)]. Esimene tegur x on lopmatult kahanev, kui
x — 0 ja teine tegur on tokestatud, kuna sin[f(z)] € [-1,1]. Seega teoreem 2.5
pohjal saame

%ii%xsin[f(x)] = 0.

2.8 Lopmatult kahanevate ja lopmatult kasva-
vate suuruste vordlemine.

Lopmatult kahanevate suuruste vérdlemine. Olgu a(x) ja G(x) 16pmatult
kahanevad suurused protsessis * — a. See tdhendab, et molemad need suurused
ldhenevad nullile, kui x — a. Meid huvitab jargmine kiisimus: kuidas vorrelda
nende suuruste kahanemise kiirusi? Koige 6igem on seda teha suhet & kasu-
tades. Kui selline suhe koondub nulliks, siis lugejas olev « kahaneb kiiremini,
kui nimetajas olev 8. Kui aga sellisel suhtel on nullist erinev piirvéirtus, siis
on « ja [ kahanemiskiirused samas suurusjargus.
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1. Kui eksisteerib 16plik nullist erinev piirvaartus lim %, siis nimetatakse
Tr—a
suurusi « ja § sama jarku 16pmatult kahanevateks suurusteks.

2. Kui lim gg ; = 1, siis nimetatakse suurusi « ja ( ekvivalentseteks lopmatult
r—a

kahanevateks suurusteks markides seda kujul a ~ 3.

3. Kui lim Ex; = 0, siis nimetatakse suurust o korgemat jarku lopmatult

r—a

kahanevaks suuruseks § suhtes.

Naited. 1. Vaatleme astmefunktsioone a1x™* ja azx™?, kus astmed ni ja no
on positiivsed tédisarvud ning kordajad a; ja as on nullist erinevad. Tegemist
on lopmatult kahanevate suurustega piirprotsessis x — 0. Olgu n; > ny. Siis

n1
on suhe Z;gnz =2 L pri—T2 gamuti positiivse astmega astmefunktsioon. Seega
. "1 .

hrrb Z;inz = 111% Z; "~ = (), millest jareldub, et funktsioon on a;x™ on
xr— xr—

korgemat jarku lopmatult véike suurus funktsiooni agx™? suhtes.
2. Kuna hrrb sinz = 0 ja IIIT%) sine _ 1 (viimane viide toestatakse I'Hospitali

T
reeglit kasutades tagapool), siis sin x ~ x piirprotsessis z — 0.

Lopmatult kahanevate suuruste vordlemist saab kasutada ligikaudsetes arvu-
tustes. Niiteks x ~ 0 korral kehtib f(x) = 22 +323 ~ 2%. See on nii, sest 32> on
korgemat jarku 1opmatult kahanev 22 suhtes protsessis £ — 0. Seega véib z ~ 0
korral liidetava 323 funktsiooni f(x) avaldisest vilja jitta, kuna ta on suhteliselt
viiksem kui z2. Peale selle, kuna sinz ~ z piirprotsessis  — 0, siis on viikeste
nurkade x korral selle nurga siinus vordne nurga endaga, st sinz ~ x, kui z =~ 0.

Kahe ekvivalentse 16pmatult kahaneva suuruse vahe kohta kehtib jargmine
teoreem:

Teoreem 2.6. Kui o ja 3 on ekvivalentsed lopmatult kahanevad suurused, siis
a — B on korgemat jarku lopmatult kahanev suurus nii o kui B suhtes.

Toestus. Kuna vastavalt eeldusele on « ja 0 ekvivalentsed 16pmatult kahanevad

suurused, siis
m 2O - 1y
2o a(@)  Tim 20

Seega,

zl—lim@—l—le.
a(z

Tr—a a(x) Tr—a

nmﬂﬂ—ﬂw:hmb_mw}

See vordus niitab, et o — 3 on korgemat jarku lopmatult kahanev suurus «
suhtes. Viide, et a — 3 on korgemat jarku lopmatult kahanev suurus (§ suhtes,
toestatakse analoogiliselt.

Ndide. Kuna sinx ~ z piirprotsessis * — 0, siis

. x—sinz
lim —— = 0.
z—0 sinx
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Lopmatult kasvavate suuruste vordlemine. Olgu « ja § 16pmatult kas-
vavad suurused protsessis r — a.

1. Kui eksisteerib 16plik nullist erinev piirvéirtus lim ggg, siis nimetatakse
r—a

suurusi « ja @ sama jarku lopmatult kasvavateks suurusteks.

2. Kui lim % = 1, siis nimetatakse suurusi « ja 3 ekvivalentseteks lopmatult
r—a

kasvavateks suurusteks mérkides seda kujul o ~ (3.

3. Kui lim |2

a—a | B@)

kasvavaks suuruseks ( suhtes.

= 00, siis nimetatakse suurust « korgemat jarku lopmatult

Ndide. Kasitleme uuesti astmefunktsioone a;x™ ja azx™2, kus astmed n; ja
ng on positiivsed taisarvud ning kordajad a; ja as on nullist erinevad. Seekord
olgu vaatluse all piirprotsess * — oo. Selles protsessis on need funktsioonid
lopmatult kasvavad. Olgu n; > no. Siis on suhe azl Z—;aﬁ"l_w samuti

asxr™2

T . . ny . —
positiivse astmega astmefunktsioon. Seega lim I — = lim g™~ "2 = oo,
z—o00 @272 r—o00 @2

millest jareldub, et funktsioon on aiz™ on korgemat jarku lopmatult kasvav
suurus funktsiooni asx™? suhtes.

2.9 Funktsiooni pidevus. Katkevuspunktide lii-
gitus.

Pideva funktsiooni moiste. Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a,
kui

1. f on méaédratud argumendi vaartusel a, st a € X,

2. eksisteerib 16plik piirvadrtus lim f(z),
Tr—a

3. lim f(x) = f(a).
r—a
Viljendi ”pidev punktis a” asemel voib kasutada ka stinoniiiime ”pidev kohal
a” voi ”pidev argumendi vaartusel a”.

Geomeetriliselt tdhendab funktsiooni pidevus joone pidevust. Tépsemalt:

argumendi vadrtusel © = a pideva funktsiooni graafik on punktis A = (a, f(a))
pidev joon (joonis 2.8).
Selgitame seda ldhemalt. Vastavalt pidevuse definitsioonis toodud 1. tingimusele
on funktsioonil f(z) olemas védrtus punktis a, st f(a) eksisteerib. Peale selle,
2. tingimuse pohjal on olemas ka piirvadrtus b = ;% f(z). Viimane tdhendab
seda, et suvalises piirprotsessis * — a, kus = # a, ldheneb graafiku jooksev
punkt P(z, f(x)) iihele ja samale punktile AP = (a,b). Lopuks, 3. tingimuse
pohjal kehtib b = f(a), mis tdhendab, et graafiku piirpunkt A asub samuti
funktsiooni graafikul, st graafik on punktis A pidev joon.
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T— a «— T x
Joonis 2.8

Pideva funktsiooni definitsioonis esineva 3. tingimuse vo6ib kirja panna ka
pisut teistsugusel kujul. Selleks kasutame alljargnevalt defineeritud argumendi
muudu ja funktsiooni muudu méisteid:

Axr =x—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(z)— f(a) — funktsiooni muut kohal a.

Kehtib jargmine samavéarsete valemite ahel:

lim f(x) = f(a) & lim f(z) ~ f(a) =0 & lim f(z) ~ lim f(a) =0

r—a r—a

< lim[f(z) — f(a)]=0 & limAy=0 < AlimOAyzo.

r—a r—a

Jarelikult on pideva funktsiooni definitsioonis esinev 3. tingimus samaviarne
vordusega

Al;rgo Ay = 0.

Sonastame selle tulemuse jargmiselt.

Pideva funktsiooni muut ldheneb nullile, kui selle funktsiooni argumendi muut
laheneb nullile.

Kehtivad jargmised viited:
1. Kui funktsioonid f ja g on pidevad punktis a, siis on selles punktis pidevad
ka summa f+ g, vahe f — g, korrutis fg ja eeldusel g(a) # 0 ka jagatis g.
2. Kui funktsioon y = f(z) on pidev punktis a ja funktsioon z = g(y) on pidev
punktis f(a), siis on listfunktsioon z = g[f(x)] pidev punktis a.
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Need viited jarelduvad otseselt §2.6 toodud piirvaartuste omadustest.

Katkevuspunkti moiste. Punkti, kus funktsioon ei ole pidev, nimetatakse
selle funktsiooni katkevuspunktiks.

Katkevuspunktis funktsiooni graafik katkeb. Katkevuspunkt voib paikneda
néiteks véljaspool funktsiooni méaramispiirkonda. Sellisel juhul on rikutud pi-
deva funktsiooni definitsioonis toodud 1. tingimus Juhul, kui katkevuspunkt
paikneb funktsiooni méaramispiirkonnas, siis on rikutud kas pidevuse 2. voi 3.
tingimus.

Katkevuspunktide liigitus. Olgu a funktsiooni f katkevuspunkt.

1. Kui punktis a eksisteerivad 16plikud ithepoolsed piirvaartused lim f(z) ja

r—a—

lim+ f(z), siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f esimest liiki katke-
Tr—a

buspunktiks. Esimest liiki katkevuspunkte on kahesuguseid:

a) Kui esimest liiki katkevuspunktis a kehtib vordus

lim f(z) = lim+ f(z) = lim f(x),

r—a— r—a
siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f korvaldatavaks katkevus-
punktiks.

b) Kui esimest liiki katkevuspunktis a kehtib vorratus

lim f(z) # lim_f(2),

r—a— r—a
siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f hippepunktiks (hippekohaks).

2. Kui vahemalt iiks tihepoolsetest piirvaartustest lim f(z) voi lim+ f(x)
r—a~ r—a
puudub vai ei ole 1oplik, siis nimetatakse punkti a funktsiooni f teist liiki

katkevuspunktiks. (Lithemalt: teist liiki katkevuspunktid on koik need
katkevuspunktid, mis ei ole esimest liiki.)

Naiteid. 1. §2.4 vaadeldud funktsioon

_2302—1—296—4
n r—1

f(x)

ei ole maaratud punktis x = 1. Kuid selles punktis olemas loplikud tihepoolsed
piirvddrtused ja need on vordsed: wl;r{l_ f(z) = $1LI§1+ fz) = 31c1—>m1 f(z) = 6.
Seega on x = 1 esimest liiki katkevuspunkt, konkreetselt korvaldatav katke-
vuspunkt. Maérgime, et vaadeldava funktsiooni graafik on sirge, millest on
vélja 16igatud punkt koordinaatidega (1,6) (joonis 2.1). Katkevuspunkti on
voimalik ”"korvaldada” defineerides funktsiooni vaartuse punktis x = 1 valemiga
f(1) = 6. Siis muutub funktsioon pidevaks, kusjuures tema graafik on pidev

47



sirge.
2. §2.5 vaadeldud funktsioon

Fx) = r+2, kuirx<l1
= r+3, kuiz>1

katkeb punktis = 1. Uhepoolsed piirvéirtused eksisteerivad ja on 15plikud,
kuid erinevad. Nimelt llI{l f(z) =3 ja hm f(z) = 4. Seega on = = 1 esi-

mest liiki katkevuspunkt, konkreetselt huppekoht Funktsiooni graafikul esineb
"hiipe” argumendi vadrtuse x = 1 kohal (joonis 2.4).

3. Funktsioonil f(x) = tan x on katkevuspunkt z = 7. Uhepoolsed piirvairtused
on olemas, kuid nad ei ole 16plikud: lim tanx = co, lim tanz = —oo. Seega

I — jus
1?4)2 ZE*)Z

on tegemist teist liiki katkevuspunktiga

4. Funktsioon f(x) = s1n = L katkeb kohal z = 0. Kuna iihepoolsed piirviirtused

lim sin? ja hm sin < puuduvad (vt §2.5), siis on tegemist teist liiki katke-
—0+

rz—0~

vuspunktiga.

2.10 I"J'hepoolne pidevus. Pidevus hulkadel. Ele-
mentaarfunktsioonide pidevus.

thepoolselt pidevad funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse vasakult pi-
devaks punktis a, kui

1. f on méiratud argumendi vaartusel a, st a € X,

2. eksisteerib 16plik vasakpoolne piirvadrtus lim f(z),

r—a—

3. lim f(x)= f(a).

r—a—

Analoogiliselt defineeritakse ka paremalt pidev funktsioon. Selleks tuleb definit-
sioonis esinev vasakpoolne piirvairtus lim f(z) asendada parempoolse piirvéar-
r—a—

tusega lim+ f).
Nditeid. 1. Funktsioon

Fz) = r+2, kuiz <1
|l z+3, kuiz>1

(vt joonis 2.9) on oma hiippepunktis = 1 paremalt pidev, sest lim+ fz) =
r—1

4 = f(1). Samas ei ole see funktsioon punktis x = 1 vasakult pidev, sest

i f(@) =3 # /().
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flz) = z+2, kui z <1
Tl 243, kui z>1

Joonis 2.9

2. Seevastu funktsioon

flz) = r+2, kuiz <1
= z+3, kuiz>1

(joonis 2.10) on hiippepunktis # = 1 vasakult pidev, sest lir?i flx)=3=f(1),
kuid ei ole seal paremalt pidev, sest liHllJr flz) =4# f(1).
r—

fz) = z+2, kui <1
)= z+3, kui z>1

I
t

1 x

Joonis 2.10

Kui funktsioon on punktis a nii vasakult kui ka paremalt pidev, siis on ta
selles punktis pidev.
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Vahemikus pidevad funktsioonid. Kui funktsioon f on pidev vahemiku
(a,b) koigis punktides, siis deldakse, et see funktsioon on pidev vahemikus (a,b).

Vahemikus (a,b) pideva funktsiooni graafik on selle vahemiku kohal pidev
joon.

Loigul pidevad funktsioonid. Loigul pideva funktsiooni defineerimisel 1ahtu-
takse samuti pidevuse geomeetrilisest sisust: pideva funktsiooni graafik on pidev
joon. Seega peame me kirja panema tingimused, mis garanteerivad, et funkt-
siooni f graafik on 16igu [a, b] kohal pidev joon. Kui me eeldame, et funktsioon
on vahemikus (a, b) pidev, siis me saavutame vaid selle, et tema graafik vahemiku
(a,b) kohal pidev joon. Selleks, et saavutada joone pidevust lisaks vahemikule
(a,b) ka otspunktides a ja b (so tervel 16igul [a,b]) peame me néudma funk-
tsioonilt ka parempoolset pidevust vasakpoolses otspunktis a ja vasakpoolset
pidevust parempoolses otspunktis b.

Kui funktsioon f on mdadaratud loigul [a,b], pidev vahemikus (a,b) ning loigu
otspunktides a ja b vastavalt paremalt ja vasakult pidev, siis deldakse, et see
funktsioon on pidev loigul [a, b].

i
T

1 2 z
Joonis 2.11
Nditeid. 1. funktsioon
x, kuiz <1
fl)y=< z+1, kuil<az <2
2, kuiz > 2

(joonis 2.11) on pidev vahemikus (1,2). Samas ei ole see funktsioon pidev

16igul [1, 2], sest ta ei ole selle 16igu vasakus otspunktis paremalt pidev. Nimelt

f(1) = 1, kuid lirn+ f(z) = 2. Tulemusena ei ole ka funktsiooni graafik terve
z—1

16igu [1, 2] kohal pidev. Vasakpoolses otspunktis x = 1 graafik katkeb.
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|
T

i
T

1 2 z
Joonis 2.12
2. Seevastu funktsioon
T, kuix <1
fl@)=< z+4+1, kuil<z<2
2 kuiz > 2

)

on pidev 16igul [1, 2], sest lisaks pidevusele vahemikus (1,2) on ta paremalt pi-
dev punktis z = 1 ( lir?+ f(z) = f(1) = 2) ja vasakult pidev punktis x = 2

( lirg f(z) = f(2) = 3). Tulemusena on selle funktsiooni graafik pidev joon
r—2~

terve 16igu [1, 2] kohal.

Elementaarfunktsioonide pidevus. Pohilised elementaarfunktsioonid on
koigis oma méaramispiirkonna punktides pidevad. Seda vo6ib ndha nende funkt-
sioonide graafikutelt (joonised 1.2, 1.4 - 1.15). Méaramispiirkondade kohal on
graafikud pidevad jooned. See ei tdhenda muidugi, et pohilistel elementaarfunkt-
sioonidel ei oleks katkevuspunkte. Naiteks funktisoonil y = tanx on katkevus-
punktid x = $+km, k € Z, kuid need punktid asuvad véljaspool selle funktsiooni
madramispiirkonda, so tan (g + k;7r), k € Z, ei ole maaratud.

Kuna elementaarfunktsioonid on saadud pohilistest elementaarfunktsioonidest
1opliku arvu aritmeetiliste tehete ja liitfunktsioonide moodustamise kaudu ning
nimetatud tehete puhul pidevus séilib, siis on ka kéik elementaarfunktsioonid
oma madramispiirkonnas pidevad. Seega, kui punkt z = a kuulub elementaar-
funktsiooni f(z) médramispiirkonda (st on taidetud pidevuse 1. tingimus), siis
on automaatselt tdidetud ka pidevuse 2. ja 3. tingimus ning me saame piir-
vadrtuse arvutamisel punktis a kasutada valemit ;gr(ll f(x) = f(a).

Ndited. 1. Arvutame lim sinz. Kuna punkt z = & kuulub elementaarfunk-
T—F

tsiooni sin x méaramispiirkonda, siis

. . .
lim sinz = sin— = —.
m—»% 6 2
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2. Arvutame lirr12 i:ﬂ Kuna punkt x = 2 kuulub elementaarfunktsiooni
xr—

madramispiirkonda, siis

) 3 +1 \/23+1 3
hm —_— = = —.
z—2 \ 23 —1 23 —1 V7

2.11 Loigul pidevate funktsioonide omadusi.

z3—1

Olgu antud funktsioon f, mis on méaaratud l6igul [a, b].
Funktsiooni suurim ja vahim vaartus loigul.

Kui leidub punkt z; 16igult [a, b] nii, et iga teise punkti x korral samalt 16igult
kehtib vorratus f(x1) > f(z), siis nimetatakse arvu f(x;) funktsiooni f suuri-
maks vaartuseks (absoluutseks maksimumiks) 16igul [a, b].

Kui leidub punkt x5 16igult [a, b] nii, et iga teise punkti x korral samalt 16igult
kehtib vorratus f(z2) < f(z), siis nimetatakse arvu f(z2) funktsiooni f vdhimaks
vddartuseks (absoluutseks miinimumiks) 16igul [a, b].

Funktsiooni suurima véértuse kohal on funktsiooni graafikul korgeim punkt
ja funktsiooni vahima vaartuse kohal on funktsiooni graafikul madalaim punkt.

Funktsiooni absoluutseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni absoluutseteks ekstreemumiteks.

Loetleme kolm 16igul pidevate funktsioonide olulist omadust. Seejuures
omadused 1 ja 2 anname toestusteta. Esitame vaid nende omaduste iildisi sel-
gitusi ja toome illustreerivaid niiteid.

Omadus 1. Loigul pidev funktsioon saavutab oma suurima ja vihima vddartuse
sellel loigul.

Seda omadust voib selgitada jargmiselt. Kui funktsioon f(z) on pidev 16igul
[a, b], siis on selle funktsiooni graafik antud 16igu kohal pidev joon. Taolisel pide-
val joonel on olemas nii korgeim kui ka madalaim punkt. Seega on funktsioonil
olemas absoluutsed ekstreemumid vaadeldaval 16igul.

Margime, et suurim ja vahim vaidrtus voivad esineda ka mitmes punktis.
Néiteks funktsioonil y = sinz on 16igul [—27, 27] suurim vairtus 1 ja vahim
vadrtus —1. Suurim vadrtus saavutatakse punktides z = —37” ja x = § ning
vahim vaartus saavutatakse punktides x = —% jax = 37” (joonis 1.8). Kons-
tantne funktsioon (joonis 1.2) saavutab koguni koigis punktides oma suurima
ja vahima vaartuse.

Uhtlasi olgu mainitud, et funktsiooni suurim ja v&him vaartus 16igul [a, b]
voivad esineda kas vahemikus (a, b) voi tihes 16igu otspunktidest a voi b. Niiteks
joonisel 2.13 kujutatud funktsioon saavutab oma vahima vaartuse m l6igu vasak-
poolses otspunktis = a ja suurima vaartuse M vahemikus (a, b) asuvas punktis
r=2x.
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h L
m L.
a c T r3 b z
Joonis 2.13
Y
2 i
11 .
2 T
Joonis 2.14

Kui f ei ole pidev 16igul [a, b], siis ei tarvitse ta seal oma suurimat voi vahimat
vadrtust saavutada. Selle viite pohjendamiseks vaatleme jargmist 16igul [0, 2]
maéadratud funktsiooni:

[ oz, kui z€]0,2)
flz) = { 1, kui z=2,

mille graafik on toodud joonisel 2.14. See funktsioon ei ole pidev 16igul [0, 2],
sest ta ei ole 16igu parempoolses otspunktis vasakult pidev. Funktsioonil f(x)
on 16igul [0, 2] olemas vihim vaartus 0, mis saavutatakse punktis 2 = 0, kuid
suurim vaartus puudub. See on nii, sest funktsiooni vaartuste hulk on pooll6ik
Y = [0, 2), millel puudub suurim arv. Valides iiksk6ikmillise funktsiooni véértuse,
alati saame me leida sellest veel suurema funktsiooni vaartuse. Néaiteks valime
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y = 1.9. Selline védrtus saavutatakse z = 1.9 korral, st f(1.9) = 1.9. Sellest
vaartusest saame me leida veel suurema funktsiooni véartuse, nt y = 1.99, mis
saavutatakse x = 1.99 korral, st f(1.99) = 1.99. Viimasest saame me leida
veelgi suurema funktsiooni véirtuse, nt y = 1.999 jne. Funktsioonil puudub
suurim vaértus. Jooniselt on néha, et graafikul puudub kérgeim punkt. Kui
x — 27, siis graafiku jooksev punkt touseb ja laheneb punktile koordinaatidega
(2,2), kuid ei joua selle punktini.

Omadus 2. Laigul pidev funktsioon saavutab sellel loigul iga vddrtuse oma
suurima ja vahima vadartuse vahel.

Selle omadusel on jargmine geomeetriline sisu. Kui me témbame 16igu [a, b]
kohal oleva pideva joone korgeima ja madalaima punkti vahele horisontaalsirge,
siis see sirge peab antud joont kuskil loikama.

Niiteks vaatleme joonisel 2.13 toodud pidevat joont. Selle joone korgeima
punkti koordinaadid on (z1, M) ja madalaima punkti koordinaadid on (a,m).
Tombame nende kahe punkti vahele suvalise horisontaalsirge. Asugu see sirge
z-telje suhtes korgusel k. Jooniselt ndeme, et see sirge loikab vaadeldavat joont
tihes punktis (kui valiksime h suurema, 16ikaks koguni mitmes punktis). Olgu
loikepunkti xz-koordinaat c. Kuna loikepunkt asub funktsiooni f graafikul, siis
kehtib vordus f(c) = h. See tdhendabki, et funktsioon f saavutab (suvaliselt
valitud) védrtuse h oma suurima ja vahima vaartuse vahel.

Qa X0 b x

Joonis 2.15

Kui f ei ole pidev 16igul [a,b], ei tarvitse ta koiki oma suurima ja vihima
vadrtuse (juhul kui viimased tildse eksisteerivad) vahel olevaid vairtusi saavu-
tada. Naiteks on taoline funktsioon kujutatud joonisel 2.15. Funktsioonil on
hiippekoht = = 2. Suurim vaartus on M ja vdhim vaartus on m. Funktsiooni
védrtuste hulk on Y = [m,by) U [be, M], kusjuures by > b;. Valime arvu h
suurima ja véahima vaértuse vahel selliselt, et by < h < by. Siis h € Y, seega
funktsioon ei saavuta vaartust h. Geomeetriliselt tahendab see seda, et korgusel
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h témmatud horisontaalsirge ei 16ika funktsiooni graafikut (joonis 2.15).

Omadus 3. Kui funktsioon f on pidev loigul [a,b] ja omandab selle loigu ots-
punktides erineva mdrgiga vadrtusi, siis leidub sellel loigul vihemalt tiks punkt
¢, kus f(c) =0.

Toestus. Omadus 3 jareldub otseselt omadustest 1 ja 2. Kuna f on pidev 16igul
[a, b], siis ta saavutab sellel 16igul oma suurima ja vahima vaartuse. Peale selle,
kuna funktsioonil f on 1oigu otspunktides erineva méirgiga vaidrtused, siis on
selle funktsiooni suurim vaartus positiivne ja vahim vaartus negatiivne. Teisest
kiiljest: vastavalt omadusele 2 saavutab f iga vaartuse oma suurima ja vahima
vaartuse vahel. Kuna antud juhul 0 jadb suurima ja vihima vadrtuse vahele,
siis kuskil peab vaadeldav funktsioon saavutama vaartuse 0. See tdhendabki, et
16igul [a, b] leidub vdhemalt iiks punkt ¢, kus f(¢) = 0.

Omaduse 3 geomeetriline sisu on jargmine. Kui pideva joone iiks otspunkt
asub allpool z-telge ja teine otspunkt pealpool z-telge, siis peab see joon kuskil
z- telge loikama. Seda on illustreeritud joonisel 2.16 toodud graafikutel.

I I~

c x T

Joonis 2.16
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Peatukk 3

Tuletis ja diferentsiaal

3.1 Tuletise, diferentseeruva funktsiooni ja difer-
entsiaali moisted.

Olgu antud funktsioon f ja kuulugu punkt a selle funktsiooni maaramispiirkonda.

Tuletis ja diferentseeruv funktsioon. Funktsiooni f tuletis punktis a on de-
fineeritud jargmiselt:
oy oo f@) = f(a)
f(a) = tim KL= (3.1)
Kui funktsioon f omab punktis a loplikku tuletist, siis 6eldakse et ta on selles
punktis diferentseeruv. Tuletise arvutamist nimetatakse diferentseerimiseks.
Tuletist defineeriva piirvaartuse voib kirja panna ka argumendi muudu ja
funktsiooni muudu kaudu. Olgu nii nagu ennegi

Axr = x—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(z)— f(a) — funktsiooni muut kohal «.
o f@) - f@) A A
b x)—fla) . Ay Ay
o) = xhglz T —a :llg}z Az Alal;—>0 AV

Funktsiooni diferentseeruvuse ja pidevuse vahel kehtib jargmine seos:
Teoreem 3.1. Punktis a diferentseeruv funktsioon on selles punktis pidev.

Toestus. Kuna punktis a diferentseeruv funktsioon on méaaratud punktis a, siis

on taidetud pidevuse definitsioonis (vt §2.9) toodud 1. tingimus. J&ab veel

ndidata 2. ja 3. tingimuse kehtivust, st tuleb toestada, et lim f(z) eksisteerib
r—a

ja vordub arvuga f(a). Kuid see jareldub jargmisest vorduste reast:

lim f(z) = lim [f(z) = f(a)] + f(a)
= lim f(z) = f(a) lim (z — a) + f(a) = f'(a)-0+ f(a) = f(a).

r—a Tr—a T—a
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Seega on teoreem toestatud.

Teoreemile 3.1 vastupidine vaide ei ole oige. Pidev funktsioon ei tarvitse
diferentseeruv olla. Naiteks funktsioon y = |z| on punktis x = 0 pidev, kuna
lin%) |z] =0 =|0|. Samas ei ole see funktsioon punktis = 0 diferentseeruv. Et
xr—

seda naha, arvutame jargmised iihepoolsed piirvaartused:

. z| — 10 . = . . z| — |0 . x
hmiu ||zhm—:—l ja hmiu ||:11mf:—|—1.
z—0~- T — z—0- T z—0+ x—0 z—0t T
Kuna need on erinevad, siis piirvaartust hn%] %7 mis méirab funktsiooni
xr—

y = |z| tuletise punktis = 0, ei eksisteeri.

Jarelikult on funktsiooni diferentseeruvus rangem tingimus kui pidevus. Pi-
devate funktsioonide hulk on suurem kui diferentseeruvate funktsioonide hulk.
Tuletame meelde, et funktsiooni pidevus tihendab geoemeetriliselt joone (so
funktsiooni graafiku) pidevust. Tekib kiisimus: milline on diferentseeruvuse
geomeetriline sisu? Sellele saame vastuse §3.5.

Tuletis kui funktsioon. Kui funktsioon f on diferentseeruv oma méaaramispiir-
konna alamhulga D koigis punktides, siis deldakse, et see funktsioon on dife-
rentseeruv hulgas D.

Olgu f diferentseeruv hulgas D. Siis igale arvule x hulgast D vastab iiks
kindel reaalarv f’(x). Seega on f’ funktsioon, mis on médratud hulgas D.

Kirjutame funktsiooni f tuletise valemi vélja argumendi védartusel x. Kui
tdhistada Axz-ga argumendi muutu punktis z, siis avaldub vastav funktsiooni
muut jargmiselt: Ay = f(x+Ax)— f(z). Seega vastavalt tuletise definitsioonile

Saame
Fla) = tim DY _ gy LAY - f@)

Az—0 Az Axz—0 Az

Tuletise teisi tdhistusi. Funktsiooni y = f(x) tuletist punktis x voib veel
tahistada stimbolitega

v,y (@), 9, 9@, fz).

Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised.

—_

C' =0, C — konstant,

xa)/ _ ax“il,

W N

a®) = a"Ilna, sealhulgas (%) = €7,

1 1
log, )" = , sealhulgas (Inz) = —,
zlna T

e

S Ot

)
)
)
)
)
)
7)
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1

8) (cotx) = N
. 1
9) (arcsinz) = Vet
1
10) (arccosz) = —
1
11) (arctanz) = el
1
12) (arccotz) = 1T

Toestame naiteks valemi 5. Vastavalt tuletise definitsioonile peame arvutama jargmise
piirvaartuse:
sin(z + Az) —sinx
(sinz)’ = lim #
Az—0 Az
Kasutades trigonomeetriast tuntud valemit

. . L oa— a+ g
sina —sin 8 = 2sin cos 2
suurustega a = z + Az ja § = x saame
o . 2sin % cos % . sind® 2z + Az
(sinz)’ = lim ———*=— = lim —x-= - lim cos ———
Ax—0 Az Az—0 TZ Azxz—0 2
. Azx Az e . .. . sin %
Kuna sin 5% ~ St piirprotsessis Az — 0 (vt §2.8), siis AI;:IEO a7 = 1. Peale selle,
p)

funktsiooni cos z pidevuse tottu kehtib 1imocos w = cos % = cosz. Seega (sinz) =
xr—

cos z, mida oligi vaja toestada.

Hiiperboolsete trigonomeetriliste funktsioonide tuletised.
13) (sinhz) = coshz,
14) (coshz)’ = sinhz,

1
15) (tanhz) = ,
) (tanha) cosh? z
1
16) (cothz) = ——%—,
)« 2) sinh? z
1
17) (arsinhz) = ——
2 +1
1
18 arcoshz) = ———,
) (arcosha) = ———
1
19 tanhz) = —— ,
) (artanhz) T
1
20 thz) = .
) (arcothz) e

Funktsiooni diferentsiaali moéiste. Funktsiooni y = f(x) diferentsiaaliks
punktis a nimetatakse tuletise f’(a) ja argumendi muudu Az = z — a korrutist
ja tahistatakse dy voi df. Seega definitsiooni kohaselt

dy = f'(a)Ax. (3.2)

59



Diferentsiaal soltub seega kahest suurusest: punktist a, kus diferentsiaal on
arvutatud, ja argumendi muudust Az. Rohutamaks neid séltuvusi véib kirju-
tada dy(a, Az).

Jargnevalt arvutame funktsiooni y = x diferentsiaali dz. Kuna (z)’ = 1, siis
rakendades valemit (3.2) funktsiooni y = x jaoks saame

de = Ax.

Jarelikult vordub argumendi diferentsiaal argumendi muuduga.
Olgu y = f(x) jallegi suvaline funktsioon. Asendame Az-i dz-iga valemis
(3.2). Saame vorduse

dy = f'(a)dz. (3.3)
Siit tuleneb jargmine valem tuletise jaoks diferentsiaalide suhte kaudu:
dy
! —. 3.4
Fa) = % (3.4)

Seda valemit on mugav kasutada ménede tuletist puudutavate teoreemide toesta-
misel jirgmistes paragrahvides (nt liitfunktsiooni, poordfunktsiooni ja parameet-
rilise funktsiooni tuletised). Diferentsiaali peamine mote seisneb siiski selles, et
temaga on voimalik lahendada funktsiooni muutu, st kehtib ligikaudne vordus
Ay ~ dy. Lahemalt tuleb sellest juttu §3.6.

3.2 Naiteid tuletiste kohta rakendustes.

Kiirus ja kiirendus. Vaatleme materiaalse objekti sirgjoonelist liikumist x-teljel. Olgu t aeg.
Ajavahemikus [t,t 4+ At] liigub objekt teepikkuse Az = z(t + At) — z(t) vorra. Kuna antud
ajavahemiku pikkus on At, siis on keskmine kiirus selles ajavahemikus arvutatav valemiga
Viesk = % = w Hetkkiiruse ajahetkel ¢ saame, kui me kahandame vaadel-
dava ajavahemiku pikkuse At nulliks. Seega, tuletise definitsiooni pdhjal avaldub hetkkiirus
valemiga
z(t + At) — z(t) — ).
0 At
Sarnaselt saab kasitleda ka kiirendust. Ajavahemikus [t, ¢+ At] on kiiruse muut jargmine:
Av = v(t + At) — v(t). Kiirendus on kiiruse suhteline muut ajas. Seega avaldub keskmine

o=

kiirendus vaadeldavas ajavahemikus jargmiselt: agesp = % = %W Hetkkiirenduse
saame jéllegi piirprotsessis At — 0:
v(t + At) —v(t
a(t) = 1im JEFBD O g
At—0 At
Varda joontihedus. Olgu vaatluse all varras (vl mingi muu suhteliselt ithemddtmeline ma-

teriaalne keha) pikkusega I. Paiknegu varras z-telje kohal punktide 0 ja [ vahel (vt juuresolev
joonis).

0 x z+Ax 1
Joontiheduse all moéeldakse massi suhet pikkusesse. Jarelikult, kui varras on homogeenne (st

aine paikneb vardas iihtlaselt) avaldub selle varda joontihedus lihtsa valemiga v = %, kus m
on varda kogumass.
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Kasitleme keerulisemat juhtu, kui varras on mittehomogeenne, st aine on vardas jaotunud
ebaiihtlaselt. Sellisel juhul on aine tihedus varda erinevates punktides erinev. Valime z-i
vaartuse 16igult [0,!]. Tahistame osaldigu [0, z] kohal paikneva vardaosa massi m(z)-ga. Siis
on osaldigu [z,z + Az] kohal oleva vardaosa Al mass Am = m(z + Az) — m(z). Jagades
vardaosa Al massi tema pikkusega saame aine keskmise joontiheduse vardaosal Al:

Am  m(z+ Az) — m(z)
VAl = v - — .-
Az Az

Aine joontiheduse all punktis x moeldakse selle punkti timbruses paikneva viga viikese
pikkusega vardaosa keskmist joontihedust. Seega saab joontiheduse valemi punktis x kétte
keskmise joontiheduse valemist, kui me kahandame Az-i nulliks. Saadav valem on jargmine:

. m(z+ Az) — m(x)
(@) = lim, Az

= m/(z).

Voolutugevus. Voolutugevuse all méeldakse juhtme ristloiget ajaiihikus labivat laengut.
Seega, kui voolutugevus ajas ei muutu (st tegemist on alalisvooluga), kehtib lihtne valem
I = %, kus I on voolutugevus, q on juhet labinud kogulaeng ja ¢t on aeg.

Kui aga voolutugevus muutub ajas (nt vahelduvvoolu puhul), siis on seos voolutugevuse
ja laengu vahel keerulisem. Vaatlemegi seda juhtu. Téhistame ajavahemikus [0,¢] juhtme
ristldiget labiva laenguhulga q(t)-ga. Siis 1abib ajavahemikus [¢, ¢ + At] juhtme ristloiget laeng
Ag = q(t + At) — q(t). Jagades selle At-ga saame keskmise voolutugevuse ajavahemikus
[t,t + At]:

Ag _ q(t+At) —q@)

I = =
kesk At At

Voolutugevuse tuletamiseks ajahetkel t peame At kahandama nulliks. Saadav valem on
jargmine:
ot A) —q®) _
I(t) = 1 —_— 7 = q'(t).
) = Jlim Ar q(t)
Marginaalkulu ja -tulu. Olgu vaatluse all ettevote, mis valjastab mingit toodangut.
Toodangu mahu tdhistame g-ga. Tootmine on seotud teatud kuludega. Olgu kulud t&histatud
C-ga. Mida suurem on toodangu maht, seda suuremad on ka kulud. Seega on C suu-
ruse g funktsioon, st C' = C(g). Mikrookonoomikas nimetatakse kulufunktsiooni tuletist
marginaalkuluks ja tahistatakse MC-ga (marginal cost). Seega MC(q) = C’(q). Sisuliselt
voib marginaalkulu tolgendada kui lisakulu, mis on vajalik selleks, et suurendada toodangu
mahtu tihe iithiku vorra. Katsume seda matemaatiliselt phjendada. Vastavalt tuletise definit-
sioonile kehtib valem
MC(q) =C'(q) = lim AC
V= = Ag—0 Aq’

kus Aq ja AC on vastavalt toodangu mahu ja kulu muudud. Seega kehtib viikese Aq korral
ligikaudne vordus MC(q) =~ %2' Kui toodangu mahtu suurendatakse ithe iihiku vorra, siis
Aq =1, seega MC(q) ~ AC (suurte tootmismahtude korral voib Ag = 1 lugeda véiikeseks).
Siit nahtubki, et marginaalkulu on vordne iihikulisele toodangu suurenemisele vastava kulu-
muuduga.

Olgu R(q) toodangu hulga ¢ miitimisest saadav tulu. Tulufunktsiooni tuletis on nn
marginaaltulu ja seda tahistatakse M R-ga (marginal revenue). Seega M R(q) = R/(q). Sisuliselt

on marginaaltulu lisatulu, mis saadakse iihe tdiendava toodanguiithiku miiiigist.

3.3 Tuletiste arvutamise pohireeglid
Paneme kirja aritmeetiliste tehetega seotud reeglid.
L(f+9) =1 +4d,
2. (fg9) = f'lg+ 19,
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3 (i)’ _ flg—1d
"\ 9>
Toestame reegli 2. Kasutades tuletise definitsiooni ja piirvadrtuste omadusi
saame
A Azx) —
(o) — tim Tt AT+ AT) — f@)o(x)

Az—0 Ax

= Jim [+ A2) — @)g(e + Ax) + F@)lg(e + Ax) — g(2)]} =

Ai—>0 Az
o flat+Az) — fx)
N Al;rgo Ax Alglggog(x +Az) +
. gz +Ax) —g(x)
+f(@) AlachEO Ax o

= fl(2)g(x) + f(2)g'(x) = (f'g+ fg) ().

Sellega ongi reegel 2 toestatud.
Reeglitest 1 ja 2 jarelduvad veel 2 lihtsat valemit:

4. (CfY =C'f+Cf =0f+Cf =Cf', C — konstant,
5. (f—9) =[f+(-1g = f+[-Dgl' = f+(-1)g =f -4

Jargnevalt tuletame valemeid liitfunktsiooni diferentseerimiseks. Olgu y =
f(z) ja z = g(y) kaks diferentseeruvat funktsiooni ning olgu nendest moodus-
tatud liitfunktsioon z = g[f(x)]. Tuletame meelde, et funktsiooni tuletise saab
esitada soltuva muutuja ja argumendi diferentsiaalide jagatisena (valem (3.4)).
Kuna funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y, siis kirjutades valemi
(3.4) iiles punktis z, saame f'(z) = 9. Analoogiliselt toimime ka funktsiooniga
g, mille argument on y ja soltuv muutuja z. Esitame g tuletise s6ltuva muutuja
ja argumendi diferentsiaalide jagatisena. Saame ¢'(y) = Z—Z. Viimaks avaldame
ka liitfunktsiooni z = g[f(z)] tuletise tema argumendi on z ja séltuva muutuja
z diferentsiaalide jagatisena. Saame {g[f(z)]} = %. Kasutades neid valemeid
arvutame:

W@ = ¢ = T = T = 0w = U@ @),

Seega oleme toestanud jargmised reeglid liitfunktsiooni tuletise jaoks:
6. £ =0# ek ([ =)@
3.4 Ilmutamata funktsiooni, poordfunktsiooni ja

parameetrilise funktsiooni diferentseerimine.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni diferentseerimine. Olgu vaatluse
all funktsioon y = f(x), mis on antud ilmutamata kujul vorrandiga F'(z,y) = 0.
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Funktsiooni f ilmutamiseks tuleb lahendada vorrand F(z,y) = 0 muutuja y
suhtes. Sageli on see vaga raske tilesanne.

Onneks saab ilmutamata kujul antud funktsiooni diferentseerida ka nii, et
teda ei ole vaja eelnevalt ilmutada. Tuletise voib arvutada otseselt, lahtudes
funktsiooni médravast vorrandist F(z,y) = 0. Sealjuures tuleb aga arvestada
asjaolu, et koik y-it sisaldavad litkmed selles vorrandis on liitfunktsioonid, mille
sisemiseks funktsiooniks on y = f(x).

Kirjeldame niiteks vorrandiga

siny —x+coszx —y =0 (3.5)

madratud funktsiooni y = f(x) diferentseerimise protseduuri. Vérrand (3.5)
on liiga keeruline selleks, et teda lahendada y suhtes ja seejarel arvutada y’
otseselt funktsiooni f avaldisest. Arvutame 3’ kaudselt. Selleks on kaks sisuliselt
samavéaarset, kuid formaalselt pisut erinevat voimalust. Esimese ldhenemisviisi
korral asendame koigepealt vorrandis (3.5) suuruse y suurusega f(z). Saame

sin[f(z)] — x4+ cosx — f(z) = 0.

Arvutame niiid tuletise kasutades §3.1 toodud valemeid ja §3.3 esitatud liit-
funktsiooni diferentseerimise eeskirja. Saame

cos[f(z)] - f'(z) =1 —sinz — f'(z) = 0.
Avaldades sellest seosest f/(z) ongi meil tuletis kées:

1+ sinx 1+sinx

f'(w) = cos[f(z)] — 1 T cosy—1° (36)

Teine ja lihtsam voimalus on selline, et me ei asenda vorrandis (3.5) y-it f(z)-ga,
vaid diferentseerimisel peame meeles, et y-it sisaldavad funktsioonid on liitfunk-
tsioonid. Arvutame:

cosy-y —1—sinz—9y = 0.
Avaldades siit ¢’ saame

, 14sinz
Yy = ————"7>
cosy — 1

mis langeb kokku eelnevalt arvutatud tulemusega (3.6).

Uksiihese funktsiooni poordfunktsiooni diferentseerimine.

Teoreem 3.2. Olgu tksihese funktsiooni y = f(x) pédrdfunktsioon x = g(y).
Siis kehtib valem

g'lf ()] = : (3.7)




Téestus. Funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y. Seega f'(z) = g—g.

Poordfunktsiooni x = ¢(y) argument on y ja soltuv muutuja z. Jérelikult
g (y) = g—;. Kasutades neid valemeid arvutame:

_dx 1 1

glf@)] =gy = =W )
dx

Olemegi toestanud valemi (3.7).

Niide. Teatavasti on funktsioon & = arcsin y funktsiooni y = sin x péérdfunkt-

sioon argumendi vadrtuste € [—7, 5] korral. Toestame valemi (arcsinz)’ =
1 . . . . . _
T kasutades selleks teoreemi 3.2. Teoreemi 3.2 ja valemi (sinz)’ = cosz

pohjal

(arcsiny)’ ! L
resin = — = —.
Y (sinz)’  cosz
Esitame siin funktsiooni cos x funktsiooni sin x kaudu. Teatavasti kehtib jargmine

trigonomeetia valem: cosz = +1/1 — sin? z, kus ruutjuure ees olev mérk séltub

cosx mérgist. Antud juhul z € [-7, 7]. Sel 16igul on cosz mittenegatiivne.
Seega cosz = /1 — sin” x ning
1
(arcsiny)’ =

V1—sin’z
Kasutades siin seost x = arcsiny ja asjaolu, et funktsioonid arcsin ja sin kom-
penseerivad teineteist (vt (1.3)) tuletame valemi

; 1 _ 1
/1 — [sin(arcsin y)]2 V1—y?

Téhistades muutuja y imber z-ga saamegi valemi (arcsinz)’ =

(arcsiny)

1
1—x

=
Parameetriliselt antud funktsiooni diferentseerimine.

Teoreem 3.3. Olgu funktsioony = f(x) antud parameetrilisel kujul vorranditega
{x = ¢(t)
y=v(t).

fi(z) = : (3-8)

~

Siis kehtib valem

Téestus. Funktsiooni f argument on x ja s6ltuv muutuja y. Seega f'(z) = %'
Funktsiooni = = ¢(t) argument on ¢ ja sdltuv muutuja z. Jirelikult ¢/ (t) = 4.
Analoogiliselt saame funktsiooni y = 1 (¢), mille argument on ¢ ja séltuv muutuja
y, tuletise jaoks seose ¢’ (t) = Z—?. Kasutades neid valemeid arvutame:

/ - dy o % 1/"@)
AT SO

See toestabki valemi (3.8).



3.5 Joone puutuja ja normaalsirge. Diferentseeru-
vuse geomeetriline sisu.

Sirge tousunurk ja tous. Tasandil zy - teljestikus antud sirge s tousunurgaks
«a nimetatakse selle sirge ja x - telje positiivse suuna vahelist nurka, mille vaartus
radiaanides jaab poolldigule [0, 7). Tousva sirge korral o € (0, %) ja langeva
sirge korral a € (5, 7) (vt joonis 3.1).

Sirge s tousuks p nimetatakse tema tousunurga tangensit, st p = tan .

gy 0<a<3 y s <a<m

€T T

Joonis 3.1

Punkti A = (a, b) ldbiva ja tdusu p omava sirge vorrand on
y—b=plx—a). (3.9)

Viimane valem kehtib juhul, kui téus p on méaaratud, st kui o # 5. Juhul kui
a = 7, on p médramata (tinglikult vordne oo-ga). Siis on s paralleelne y -
teljega ja tema vorrand on x = a.

Joone puutuja ja selle vorrand. Olgu tasandil zy - teljestikus antud joon
y = f(x) (st funktsiooni y = f(x) graafik). Joone y = f(z) puutujaks punktis A
nimetatakse tema loikaja AP piirsirget, mis tekib punkti P lahenemisel punktile
A mooda joont y = f(x) (vt joonis 3.2, puutuja on seal téhistatud s-ga).

Meie eesmargiks on tuletada puutuja s vorrand. Koigepealt méargime, et
valemi (3.9) pdhjal avaldub puutuja s vérrand punktis A = (a, f(a)) kujul

y— fla) = plz—a), (3.10)

kus p on s tous. Momendil on p veel tundmatu suurus. Avaldame suuruse p
funktsiooni f tuletise kaudu. Selleks vaatleme joonist 3.3. Joonisel on loikaja
AP téusunurk tahistatud 8-ga. Seega on loikaja AP tous p = tan 5. Taisnurkselt
kolmnurgalt APQ nieme, et

f(@)~ fa)

r—a

p = tanfg =
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Joonis 3.2

Joonis 3.3

Vaatleme niitid piirprotsessi * — a. Kui © — a, siis P laheneb punktile A
mooda joont y = f(x). Vastavalt puutuja definitsioonile laheneb 16ikaja AP
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joone y = f(z) puutujale punktis A. Seega ldheneb ka likaja tous p puutuja
tousule p. Jarelikult, tuletise definitsiooni pohjal

p = limp = lim 7}"(1) — fla)

T—a T—a Tr—a

= f'(a). (3.11)
Valemitest (3.10) ja (3.11) saamegi puutuja vorrandi

y— fla) = f'(a)(z —a). (3.12)
Valem (3.12) kehtib juhul, kui puutuja téus p ehk tuletis f’(a) on méaratud.

Kui puutuja téusunurk on %, siis ei ole f'(a) méiratud ja puutuja vorrand

29
onxr=a.

Joone normaalsirge ja selle vorrand. Joone y = f(x) normaalsirgeks punk-
tis A nimetatakse sirget, mis 14bib punkti A ja ristub joone y = f(x) puutujaga
selles punktis. Joonisel 3.4 on kujutatud joone y = f(x) puutuja s ja normaal-
sirge n koos oma tousunurkadega o ja . Normaalsirge vorrandi tuletamiseks
peame arvutama tema tousu p = tan . Kuna ¢ = a + 7 ja tana = f'(a), siis

1 1
p = tany = tan (a—i—g) = =——. (3.13)

tana f'(a)

Joonis 3.4

Valemite (3.13) ja (3.9) pohjal on punkti A = (a, f(a)) ldbiva normaalsirge
vorrand jargmine:




Muidugi kehtib selline vorrand juhul, kui f’(a) # 0. Kui f'(a) = 0, siis on
normaalsirge y - telje sihiline ja tema vorrand on x = a.

Siledad ja murduvad jooned. Diferentseeruvuse geomeetriline sisu.
Kui funktsiooni graafik on punktis A = (a, f(a)) sile (so mittemurduv), siis on
1oikaja AP piirsirge punktis A iiheselt m&iratud, soltumata sellest kummalt
poolt punktiga P punktile A ldhenetakse. Seega on sel juhul punktis A puutuja
tiheselt méédratud. Kui puutuja tousunurk a # 7, siis on arvutatav ka puutuja
tous ehk funktsiooni tuletis f’(a). Kui aga punktis A esineb graafikul mur-
depunkt, siis ei ole selles punktis voimalik puutujat iitheselt maarata. Loikajad
AP annavad punkti P ldhenemisel punktile A erinevatest kiilgedest erinevad
piirsirged. Sellisel juhul ei ole ka funktsiooni tuletis f’(a) argumendi vairtusel
x = a madratud. Seega voib Gelda, et

argumendi vddrtusel x = a diferentseeruva funktsiooni graafik on punktis A =
(a, f(a)) sile joon, mille puutuja tousunurk ei ole 7.

Oeldut illustreerib joonis 3.5. Punktides A; ja As on joon sile, seal on tema puu-
tujad itheselt maaratud (joonisel kujutatud pidevate sirgloikudega). Puutujate
tousunurgad erinevad 5-st, jarelikult on funktsioonil f argumendi véértustel
T = aj ja & = ag olemas loplikud tuletised. Seevastu punktis Az joon murdub.
Punktiiriga on kujutatud loikajate piirsirged molemapoolsel ldhenemisel As-le.
Need on erinevad, seega ei ole puutuja madratud. Argumendi vaartusel z = ag
funktsiooni tuletis puudub.

aq as as T

Joonis 3.5
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3.6 Diferentsiaal kui funktsiooni muudu peaosa.
Diferentsiaali geomeetriline sisu ja omadused.
Funktsiooni lineaarne lahend.

Funktsiooni muudu peaosa ja jadkliige. Olgu antud funktsioon, mis on
diferentseeruv punktis a. Eeldame, et

f'(a) #0.
Kasutame §3.1 sissetoodud moisteid

Axr = x—a — argumendi muut kohal «
Ay = f(z) — f(a) — funktsiooni muut kohal a.

§3.1 me niitasime, et

Ay
m —.
Az—0 Az

@) =

Seega, kui me tahistame % ja f’(a) vahe jargmiselt

Ay

Az) = .14
r(ae) = 2~ [(a), (3.14)
kehtib vordus

Alalcrgor(Aa:) =0. (3.15)

Piiiame avaldada funktsiooni muutu Ay argumendi muudu Az kaudu. Sel-

leks avaldame koigepealt vordusest (3.14) suhte %:

A
o = f(a)+r(ax)
ja korrutame saadud avaldise Az-ga. Saame valemi

Ay = f'(a)Az + 3, kus f=r(Ax)Ax. (3.16)

Valemist (3.16) ndeme, et funktsiooni muut Ay koosneb kahest liidetavast,
millest esimene on diferentsiaal dy = f'(a)Ax ja teine on (.

Molemad liidetavad on lopmatult kahanevad protsessis Az — 0. Vordleme
neid suurusi Az suhtes. Esiteks, eelduse f’(a) # 0 pohjal saame

lim dy lim fla)dz lim f'(a) = f'(a) # 0.

Az—0 Az Az—0 Az Ax—0
Teiseks, (3.15) pohjal kehtib

. g . r(Ar)Ax B
ANy T A TAy T Aimr(ae) = 0.
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Néeme, et esimene liidetav, so diferentsiaal dy on sama jarku lopmatult ka-
hanev suurus kui Az ja teine liidetav 3 on kérgemat jarku lopmatult kahanev
suurus Az suhtes. Jarelikult viikese Az korral hakkab diferentsiaal funktsiooni
muudu avaldises domineerima. Seetottu voime lugeda diferentsiaali dy funkt-
siooni muudu peaosaks. Jddklitkme (3 voib viikese Ax korral funktsiooni muudu
avaldises dra jatta. Kehtib ligikaudne valem

Ay =~ dy kui Azx=~0. (3.17)

Niide. Olgu f(x) = 2%. Arvutame

Ay = f(z) = f(a) = 2> —a® = (z+a)(w—a) = 2a+z—a)(z—a) =

Seega
Ay = 2aAz + Az

Esimene liidetav selles valemis on diferentsiaal dy = 2aAz, kusjuures tegur 2a
vordub funktsiooni f tuletisega punktis a, st f'(z) = 22 = f'(a) = 2a. Teine
liidetav on jadkliige 8 = Az?, mis on kérgemat jirku lopmatult kahanev Ax
suhtes. Jarelikult Ax ~ 0 korral saame Ay ~ 2aAx.

Diferentsiaali geomeetriline sisu. Katsume diferentsiaali dy ja jaakliiget 5
graafiliselt interpreteerida. Selleks vaatame joonisel 3.6 kujutatatud taisnurkset
kolmnurka APR. Selle kolmnurga alumise kaateti pikkus on

|[AP| =2 —a=Ax
ja parempoolse kaateti pikkus on
|PR| = f(x) — f(a) = Ay.

Kaatet PR koosneb kahest osast: 16ik PQ, mis asub puutuja s all ja 16ik QR,
mis asub puutuja s ja joone y = f(z) vahel.
Arvutame alumise 16igu PQ pikkuse. Kasutades sirge s tousunurka « saame

|PQ| = |AP|tana.
Kuna |AP| = Az ja sirge s tousnurga tangens vordub f’(a)-ga, jouame valemini
[PQ| = f'(a)Az = dy.

Funktsiooni diferentsiaal vordub selle funktsiooni graafiku puutuja kasvuga loigul

[a, z].

Loigu PR = Ay tlejaanud osa pikkus, st |QR|, on seega vordne jaaklitkmega (.
Piirprotsessis Az — 0 (ehk z — a) suurused dy ja ( vahenevad, kuid S

vaheneb kiiremini (vordle neid suurusi « ja Z korral joonisel).
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Joonis 3.6

Diferentsiaali omadused.

5.d (%) = vlumudv iy £ 0.

v v

Need omadused jarelduvad vahetult tuletiste arvutamise pohireeglitest 1 - 5.
Naiiteks tuletiste arvutamise pohireegli 2 ja diferentsiaali valemi df = f'dx
(valem (3.3)) pohjal

d(uwv) = (w)'dz = (u'v+v'u)dr = vu'dz +uv'de = vdu + udv,

mis toestab omaduse 3.

Funktsiooni lineaarne ldhend. Olgu funktsioon y = f(x) diferentseeruv
punkti a¢ mingis iimbruses. Eelnevalt ndgime, et funktsiooni muudu jaoks kehtib
jargmine valem (valem (3.16)):

Ay = f'(a)Az + 3.
Asendame siin Az = 2 — a ja Ay = f(x) — f(a). Saame
f(@) = fla) = fl(a)(z—a) + B.
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Avaldame f(x):
f(@) = fla) + f/(a) (@ —a) + . (3.18)

Jattes funktsiooni f(x) avaldisest vélja jadklitkme [, saame uue funktsiooni,
mis on lineaarne:

Py(x) = f(a) + f'(a)(z —a). (3.19)

Kui z = a, siis 0 on suhteliselt vdike ja voime kirjutada jargmise ligikaudse
vorduse:

f(z) = P(x). (3.20)

Py (z) on funktsiooni f(z) lineaarne lihend. Jasklitkme § eemaldamisega funk-
tsiooni avaldisest me lineaariseerisime selle funktsiooni.

Vorreldes vorrandeid (3.12) ja (3.19) ndeme, et lineaarse ldhendi y = Py ()
graafik on joone y = f(x) puutuja punktis A = (a, f(a)). Geomeetriliselt
tdhendab lineariseerimine joone asendamist tema puutujaga puutepunkti imbru-
ses. Jooniselt 3.6 ndeme, et puutepunkti A lahedal on 3 suhteliselt viike ja joon
y = f(x) langeb oma puutujaga s ligikaudselt kokku.

Lineariseerimist kasutatakse rohkesti rakendustes (loodusteadustes, sh fiii-
sikas, mehaanikas, ka sotsiaalteadustes jm). Lineaarse funktsiooniga on ju palju
lihtsam opereerida kui mittelineaarsega.

Lineariseerimisel jaab osa funktsiooni kditumisest muidugi arvestamata (nai-
teks joone y = f(z) koverus). Sailivad funktsiooni f vddrtus punktis a:

Py(a) = f(a)

ja joone y = f(x) liikumise suund, so f tuletis punktis a:

Pi(a) = f'(a).

3.7 Naiteid diferentsiaali ja lineaarse lahenduse
kasutamise kohta praktilistes arvutustes.

Ndide 1. Arvutame ligikaudselt

¥/64.03 .

Selleks paneme koigepealt tiahele, et {/64 = 4 on lihtsalt leitav. Ulesande lahendame selliselt,
et jatkame funktsiooni f(z) = ¥z lineaarselt punktist a = 64 punkti z = 64.03. Selleks
saab kasutada lineaarse ldhendi valemit (3.19). Valemis esinev suurus f(a) on juba teada:

f(a) = 4. Arvutame ka tuletise: f'(z) = (J/z) = 3\3}972. Seega f/(a) = ﬁ = i. Jarelikult

1
/64.03 ~ 4+ 15 (6403 = 64) = 4.00625.

Naide 2. Ettevotte kulufunktsioon on antud valemiga
C = 107%¢% +0.2¢+ 30 tuhat kr,

kus ¢ on toodangu maht. Praegu toodetakse 100 iihikut pdevas. Seega on tootmiskulud 60
tuhat kr pdevas. Lahendame kahte iilesannet: a) Millised on tdiendavad kulud selleks, et
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suurendada toodangut 50 tihiku vorra paevas? b) Mitme tihiku voérra paevas on voimalik su-
urendada toodangut, kui tootmisse mahutada taiendavalt 20 tuhat krooni? Ulesannete lahen-
damist lihtsustab diferentsiaali kasutamine. Vastavalt valemile (3.17) saame me funktsiooni
muutu ldhendada diferentsiaaliga. Seega AC =~ dC. Kulufunktsiooni diferentsiaali saame
avaldada tuletise (so marginaalkulu) ja tootmismahu muudu korrutisena, st dC = MC - Aq.
Jarelikult
AC =~ MC - Aq.

Arvutame marginaalkulu: MC = C’(q) = 3-107%¢? 4+ 0.2. Kuna ¢ = 100, siis MC = 0.5.
Niiiid saame lihtsasti lahendada mdlemad iilesanded. Ulesandes a) on antud Ag = 50 ja tuleb
leida AC. Pannes arvud valemisse saame AC = 0.5 - 50 = 25. Vastus on jargmine: selleks,
et suurendada tootmist 50 iithiku vorra on vaja kulutada taiendavalt 25 tuhat kr paevas.
Jargmiseks lahendame iilesande b). Seal on antud AC = 20 ja tuleb leida Ag. Teisendame
eespooltuletatud valemi jargmisele kujule: Aq = AA/[—% ja paneme sellesse arvud sisse. Saame
Aq~ 2% = 40. Vastus: paigutades tootmisesse tiiendavalt 20 tuhat krooni saab suurendada
tootmist 40 {ihiku vorra pievas.

Uks diferentsiaali rakendusvaldkondi on vigade hindamine. Olgu vaatluse all mingi fiiiisikaline
protsess, mida iseloomustavad kaks suurust: z ja y, kusjuures y on z funktsioon, st y =
f(x). Olgu suuruse x tépne arvuline vairtus vaadeldavas protsessis a. Oletame, et suurust z
moddetakse. Teatavasti on mootmine alati ebatédpne. Mootmise tulemusena saadakse suuruse
T tdpse vaartuse a asemel tema ligikaudne viartus a + Axz. Liidetav Az on siin suuruse =
mootmisel tehtud viga. Suuruse y vaidrtus arvutatakse valemist y = f(z). Tema tapne vaartus
on f(a). Mo6tmistulemuste alusel arvutatav y vaartus on f(a+Ax). Jarelikult vordub suuruse
y viga funktsiooni f muuduga

Ay = f(a+ Az) — f(a).
Suuruse r vea hindamine on lihtne. Az tdpne vaartus ei ole kiill teada, kuid enamasti on
teada mootmisel kasutatava seadme vea tilempiir Az*. Seega saab Az hinnata jargmiselt:
|Az| < Az*. Suuruse y vea hindamisel saab aga kasutada diferentsiaali. Kui Az on viike,
siis
Ay ~ dy = f'(a)Ax.
Kasutades absoluutvéértuse omadusi saame
1Ayl = |dy| = |f'(a)Az| = |f'(a)| |Az| < |f'(a)| Az™.

Siit ndhtub, et y vea iilempiiriks sobib jargmine suurus:

Ay* = |f'(a)| Az

Niide 3. Komposiitmaterjalist keha pinge o ja deformatsioon & (suhteline pikenemine) on
seotud valemiga
o = Ee — ve?,

kus £ = 200 MPa (MPa - megapaskal) ja v = 500 MPa on vastavalt esimest ja teist jarku
elastsuskordajad. Mootmisel saadi jirgmine deformatsiooni vaartus: 0.15+0.01%. Ulesandes
tuleb leida pinge ja hinnata selle viga. Arvutame pinge vaartuse: ¢(0.15) = 200 -0.15 — 500 -
0.152 = 18.75 MPa. Pinge vea hindamiseks leiame funktsiooni ¢ = o () tuletise: o’(g) =
E — 2ve. Tuletise arvuline vadrtus on ¢’(0.15) = 200 —2-500-0.15 = 50. Vea iilempiiri valem
on

Ac* = |o/(e)|Ac*.
Kuna Ae* = 0.01, siis saame Ac* = 50-0.01 = 0.5 MPa. Ulesande vastus on ¢ = 18.75 + 0.5
MPa.

Naide 4. Mittelineaarne takisti on selline vooluahela element, mille takistus ei ole konstantne
vaid sdltub voolutugevusest, st R = R(I). Olgu konkreetselt R(I) = 15I. Ulesandes on
antud pinge U = 200 £ 0.5 V takisti klemmidel. Tuleb leida voolutugevus ja hinnata selle
viga. Vastavalt Ohmi seadusele U = RI. Kuna R = 151, siis U = 15I2. Siit avaldame
voolutugevuse pinge kaudu:

U

Vs
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200
15

tuletise: I’(U) = —2—. Tuletise arvuline viirtus on I’(200) ~ 8.6 - 1073, Vea iilempiiri

30\/12’5

Vooltugevuse arvuline vairtus on I = =~ 3.873 A. Vea hindamiseks peame leidma I

valem on

AT* = |I'(U)|AU*.
Kuna AU* = 0.5 V, siis saame AI* = 8.6-1073.0.5 = 4.3-10"3 A. Ulesande vastus on
1 =3.8731+0.004 A.

3.8 Funktsiooni lokaalsed ekstreemumid. Fer-
mat’ lemma

Lokaalse ekstreemumi moiste.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis x1 lokaalne maksimum, kui
1. funktsioon f on méa#ratud punkti x; mingis imbruses (x; — €, 1 + €);
2. iga © € (z1 — €,x1 + €) korral kehtib vorratus f(z) < f(z1).

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis 21 lokaalne miinimum, kui
1. funktsioon f on méa#ratud punkti xy mingis imbruses (z1 — €, 1 + €);
2. iga x € (x1 — €, 11 + €) korral kehtib vorratus f(z) > f(z1).

Funktsiooni lokaalseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni lokaalseteks ekstreemumiteks.

Kui funktsioon ei ole konstantne lokaalse maksimumipunkti imbruses, siis on
selles punktis funktsiooni graafikul ”tipp”. Lébides maksimumpunkti vasakult
paremale asendub funktsiooni kasvamine kahanemisega. Seevastu on lokaalne
maksimum funktsiooni graafiku ”org”. Labides seda punkti vasakult paremale
asendub funktsiooni kahanemine kasvamisega.

Lokaalseid ekstreemume saab vaadelda nt joonisel 2.13. Seal kujutatud
funktsioonil on punktis x; lokaalne maksimum ja punktis z3 lokaalne miini-
mum.

Funktsiooni lokaalseid ekstreemume ei tohi segi ajada funktsiooni absoluut-
sete ekstreemumitega, millest oli juttu §2.11. Néiteks joonisel 2.13 toodud funkt-
sioon saavutab absoluutse miinumumi punktis a, kuid seal lokaalset miinimumi
ei ole. Pohjus on selles, et ei leidu lokaalse ekstreemumi definitsioonis noutavat
a umbrust, kus funktsioon oleks méaaratud. Punktist a vasakul on funktsioon
maaramata.

Kiill voib vaita, et juhul, kui funktsioon on méiratud 16igul [a, b] ja saavutab
oma absoluutse ekstreemumi vahemikus (a, b), siis on see iihtlasi lokaalne ekst-
reemumn.

Kehtib jargmine viide.

Lemma 3.1 (Fermat’ lemma). Kui funktsioonil f on punktis x1 lokaalne
ekstreemum ja funktsioon on diferentseeruv selles punktis, siis f'(x1) = 0.
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Toestus. Vaatleme juhtu, kui funktsioonil f on punktis x; lokaalne maksimum.
Siis, vastavalt lokaalse maksimumi definitsioonile, leidub punkti x; timbrus nii,
et iga = korral sellest timbrusest kehtib vorratus

f(z) = f(z1) <0. (3.21)

Selles timbruses asuva arvu x me saame votta punktist x; nii vasakult kui ka
paremalt. Asugu z punktist x; vasakul. Siis © — z; < 0. Jagame vorratuse
(3.21) negatiivse arvuga x — ;. Kuna negatiivse arvuga jagamisel vorratuse
mark muutub vastupidiseks, saame

f@) = @)

r — I

> 0.

See vorratus jaab kehtima ka siis, kui me votame temast piirvadrtuse protsessis
x — x1. Seega tuletise definitsiooni pShjal

f(ay) = tim L@ ZI@) (3.22)
T—T1 r —
Jargnevalt olgu x punktist x; paremal. Siis z — z; > 0. Jagades vorratuse
(3.21) positiivse arvuga & — x1 saame

f@) = fa)
T — 1 -
Votame piirvaartuse:
#/(z1) = lim f@) = f@) (3.23)

T—xT1 r— I

Vorratused (3.22) ja (3.23) nditavad, et f'(z1) > 0 ja f'(x1) < 0. See on
voimalik vaid siis, kui f/(x1) = 0. Seega on lemma toestatud juhul, kui x1-s on
lokaalne miinimum. Analoogiliselt saab késitleda ka juhtu, kui z1-s on lokaalne
miinimum.

3.9 Keskvaartusteoreemid.

Teoreem 3.4 (Rolle’i teoreem). Kui funktsioon f on loigul [a,b] pidev,
vahemikus (a,b) diferentseeruv ja rahuldab tingimust f(a) = f(b), siis leidub
vahemikus (a,b) vihemalt iks punkt ¢ nii, et f'(c) = 0.

Téestus. Kuna f(x) on pidev 16igul [a,d], siis saavutab ta oma suurima ja
vahima vaértuse sellel 16igul (vt 16igul pidevate funktsioonide omadus 1 §2.11).
Olgu M suurim vadrtus ja m vahim vaartus.

Kui M = m, siis on funktsioon 16igul [a,b] konstantne, st koigi = € [a, b]
korral kehtib f(x) = M = m. Sellisel juhul on f(z) tuletis nullfunktsioon, st
f'(z) =0, ja teoreemi viide on tdidetud iga ¢ € (a,b) korral.
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Edasi vaatleme juhtu, kui M # m. Funktsioon v6ib oma absoluutse ekst-
reemumi saavutada kas 16igu [a,b] otspunktis voi vahemikus (a,b). Oletame
koigepealt, et molemad absoluutsed ekstreemumid saavutatakse 1oigu otspunk-
tides a ja b. Siis on f(z) védrtus iihes otspunktis M ja teises otspunktis m ning
vorratusest M # m tuleneb, et f(x) vadrtused 16igu otspunktides on erinevad.
Kuid me ju eeldasime, et funktsiooni vaartused 16igu otspunktides on vordsed
(vt tingimus f(a) = f(b) teoreemi sonastuses!). Tekib vastuolu. Jarelikult
ei olnud oletus, et molemad absoluutsed ekstreemumid saavutatakse 16igu ots-
punktides a ja b, dige. Funktsioon f(x) peab vahemalt ithe oma absoluutsetest
ekstreemumitest (kas suurima vo6i vahima véartuse) saavutama vahemikus (a, b)
asuvas punktis. Téhistame selle punkti c-ga. Kuna vahemikus (a,b) asuv ab-
soluutne ekstreemum on iihtlasi ka lokaalne ekstreemum, omab funktsioon f
lokaalset ekstreemumit punktis c. Peale selle on f teoreemi eelduste pohjal
diferentseeruv punktis c¢. Jarelikult, Fermat’ lemma pohjal saame f’(¢) = 0.
Teoreem on toestatud.

Rolle’i teoreemil on lihtne geomeetriline sisu. See on jargmine. Nimelt
teoreemi eeldustel on funktsiooni y = f(x) graafik sile joon, mille otspunktid
A = (a, f(a)) ja B = (b, f(b)) asuvad a-telje suhtes samal korgusel. Teoreem
vaidab, et sellisel juhul leidub vahemikus (a, b) vihemalt iks punkt ¢, mille kor-
ral funktsiooni tuletis on null, st funktsiooni graafiku puutuja on paralleelne x-
teljega. Teoreemi illustreerib joonis 3.7. Vasakpoolsel graafikul on iiks taoline
punkt ¢, parempoolsel graafikul aga kaks punkti ¢; ja co.

fla=| &

: =f(b)

=f(b)

Joonis 3.7

Teoreem 3.5 (Cauchy teoreem). Kui funktsioonid f ja g on loigul [a,b)
pidevad, vahemikus (a,b) diferentseeruvad ja iga x € (a,b) korral kehtib vorratus
g'(x) £ 0, siis leidub vahemikus (a,b) vdhemalt ks punkt ¢ nii, et
f6) = fl@) _ £10)
9(b) —g(a)  g'(c)
Téestus. Defineerime jargmise funktsiooni:
f(b) — f(a)
9(b) —9(a)
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F(z) = f(z) - (9(z) — g(a)). (3.25)



Arvutame:
F(a) = f(a) - £8=14 (9(a) - 9(a)) = f(a),
F(b) = £(b) = L=L4 (g(b) - g(a)) = £(b) — (£(b) = f(a)) = f(a).
Seega F(a) = F(b). Uhtlasi on F(x) pidev 16igul [a,b] ja diferentseeruv va-
hemikus (a,b). Jérelikult rahuldab F(x) Rolle’i teoreemi eeldusi. Rolle’i teo-

reemi pohjal leidub vahemikus (a,b) vihemalt iiks punkt c¢ nii, et F'(c) = 0.
Valemist (3.25) leiame funktsiooni F'(z) tuletise:

Fa) = 1) - L= g ).
Seega
PO = e - T g0 —o
Siit jareldub, et 0 @
/ f(b) = fla) ,
TO= 3 = g(a) 71

Jagades suurusega ¢'(c), mis eelduse tottu erineb nullist, saame valemi (3.24).
Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.6 (Lagrange’i teoreem). Kui funktsioon f on loigul [a,b] pidev ja
vahemikus (a,b) diferentseeruv, siis leidub vahemikus (a,b) vdhemalt ks punkt
c nit, et

f@) = fla) = f(e)(b—a). (3.26)

Téestus. Lagrange’i teoreem on Cauchy teoreemi erijuht. Toepoolest, vottes
Cauchy teoreemis g(z) = z saame ¢(b) = b, g(a) = a, ¢’(¢) = 1 ja valemist
(3.24) jireldubki (3.26).

Lagrange’i teoreemi geomeetrilist sisu vaatleme jooniselt 3.8. Punktidest
A= (a, f(a)) ja B = (b, f(b)) 1abi tommatud l6ikaja ¢ tdus vordub suhtega

f(b) = fla)
b—a

Viime paralleelliikkega sirge ¢ uude asendisse nii, et saadud uus sirge ¢’ oleks
joone y = f(z) puutuja. Tahistame puutepunkti z-koordinaadi c-ga. Kuna
funktsiooni graafiku puutuja tous vordub funktsiooni tuletisega vaadeldavas
punktis, siis sirge ¢’ tous on f'(¢). Kuna sirged ¢ ja ¢’ on paralleelsed, siis
on nende tousud omavahel vordsed, seega

f(0) = f(a)

N UCE

Korrutades b — a-ga saame valemi (3.26). Kokkuvottes: Lagrange’i teoreem
vaidab, et sileda joone loikaja saab paralleelliikkega viia selle joone puutujaks.
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Joonis 3.8

3.10 I’Hospitali reegel.

’Hospitali reegel on abivahend 2 o ja o tiilipi médramatusi sisaldavate p11rvaartus—
te arvutamisel. Sonastame ja toestame selle reegli konkreetselt Juhu = jaoks.

Teoreem 3.7 (I’Hospitali reegel). Olgu funktsioonid f ja g diferentseeruvad
punkti a mingis imbruses, kusjuures g'(x) # 0 iga x korral sellest imbrusest.
Peale selle, olgu

fla) = g(a) = 0.

Kui eksisteerib piirvddartus hm Ez;, siis eksisteerib ka piirvddartus hm ! Exg ja

kehtib valem

T ACOR I ) (3.27)

whagla) e g(a)

Toestus. Valime suvalise punkti & # a teoreemi sonastuses mainitud arvu a
imbrusest. Tekib kaks voimalust:

1. > a. Siis Cauchy teoreemi pohjal leidub vahemikus (a, ) punkt ¢ nii, et

f(@) = fla) _ f(e) (3.28)




2. x < a. Jillegi, Cauchy teoreemi pohjal leidub vahemikus (z,a) punkt ¢
nii, et

(3.29)

Kuna eelduse kohaselt f(a) = g(a) = 0, siis nii valemist (3.28) kui ka valemist
(3.29) jéreldub vordus
/
f(z) _ f/(c). (3.30)
g(x)  g'(c)

Kui  — a, siis ¢ — a, sest ¢ paikneb z ja a vahel. Jarelikult (3.30) pohjal

e @) P

T—a g(q}) :L’LI}I g’(c) cl—m g’(c) ’

(3.31)

Muudame avaldise (3.31) paremal poolel asuva piirvaartuse lim I'(©) tshistust

c—a g’(c)
{]: Eg; asemel kirjutame i1_} : _f; :E;;

Tulemusena saame valemi (3.27). Eelduse kohaselt eksisteerib valemi (3.27)

paremal poolel olev piirvidrtus lim £.2)
z—a 9'(@)
f(z)

olev piirvaartus lim @) Teoreem on toestatud.
r—a

asendades seal muutuja ¢ muutujaga z, st lim
c—a

. Jarelikult eksisteerib ka vasakul pool

I’Hospitali reegli pohjal saab % tlilipi méadramatusega piirvadrtuse arvu-

tamisel iile minna piirvdartusele, mille all esineb esialgse murru lugeja tuletise
ja nimetaja tuletise jagatis.

sin x
T

Ndide. Arvutame lir% % Elementaarfunktsioon el ole x = 0 korral
T— ’

médratud (tekib madramatus %). Piirvaértuse arvutamisel kasutame I’Hospitali
reeglit:
sin . (sinz) . COosT

lim = lim = lim = cos0 = 1.
x—0 X x—0 (x)l x—0 1

Markusi.

1. DI’Hospitali reegel jaab kehtima ka siis, kui piirprotsess * — a asendada
piirprotsessiga x* — —o0 vOi © — 00.

2. I'Hospitali reegel on rakendatav ka 22 tiiiipi médaramatuse korral. Sellisel
juhul tuleb teoreem 2.7 eeldustes esinevad vordused f(a) = g(a) = 0
asendada vordustega lim |f(x)| = lim |g(z)| = 0.

f(a)

3. I’Hospitali reeglit saab rakendada murrule S(a) ainult siis, kui seal toesti

f(x)
g(x)

esineb méaramatus % voi 2. Kui funktsioon
siis I’'Hospitali reeglit kasutada ei saa.

on punktis ¢ méaratud,

Lisaks saab seda reeglit (mitte otseselt!) kasutada ka 0-00, co—o0, 1°°, 0° jm
madramatuste puhul. Neil juhtudel tuleb taoline maaramatus enne ’'Hospitali
reegli rakendamist taandada kas méaramatuseks % voi médramatuseks 2. Téapse-
malt kirjeldatakse seda harjutustunnis.
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3.11 Korgemat jarku tuletised ja diferentsiaalid.

Korgemat jarku tuletised. Olgu funktsioon y = f(z) diferentseeruv hulgas
D. Siis on tema tuletis f’ hulgas D maaratud funktsioon. Oletame, et f’ on
samuti diferentseeruv hulgas D. Siis saame me arvutada funktsiooni f’ tuletise
ehk funktsiooni f teise tuletise, mida tahistatakse f”. Seda protseduuri voib
jatkata. Funktsiooni f teise tuletise diferentseerimisel saame selle funktsiooni
kolmanda tuletise "' jne.

Funktsiooni y = f(x) n-jarku tuletiseks nimetatakse selle funktsiooni n — 1
- jarku tuletise tuletist ja tahistatakse f("). Léplikku n-jarku tuletist omavat
funktsiooni nimetatakse n-korda diferentseeruvaks.

Kui funktsioonil on olemas koéik tuletised f(™), kus n = 1,2,3,..., ja neil
on 16plikud vaartused, siis nimetatakse seda funktsiooni lopmata arv kordi dife-
rentseeruvaks.

Neljandat ja korgemat jarku tuletisi tahistatakse ka rooma numbritega.
Niiteks f!V on neljandat jirku tuletis, fV/! on seitsmendat jirku tuletis jne.

Kui funktsioon on esitatud kujul y = y(x), st funktsiooni ja séltuva muutuja
jaoks kasutatakse samu tahiseid, siis tuletisi markivad tlaindeksid liidetakse
soltuva muutujaga y. Néiiteks: esimene tuletis on ¥, teine tuletis y”’, n-jarku
tuletis y(™ jne.

Korgemat jarku diferentsiaalid. §3.6 tuletasime valemi dy = f'(a)dx
funktsiooni y = f(x) diferentsiaali dy jaoks (valem (3.3)). Suurus dy soltub
punktist a, kus ta arvutatakse, ja argumendi muudust dz. Olgu dz konstantne
suurus. Siis on dy arvu a funktsioon, st dy(a) = f’(a)dz. Téhistame selles
valemis suuruse a imber z-ga. Saame

dy(z) = f'(x)dx. (3.32)

Selles tdhistuses on diferentsiaal argumendi z funktsioon. Kui see funktsioon on
piisavalt heade omadustega, voib temast uuesti diferentsiaali arvutada. Niiviisi
saame me funktsiooni f teist jarku diferentsiaali. Seda tahistatakse d2y.

Tuletame valemi teist jarku diferentsiaali jaoks. Kasutades vordust (3.32)
arvutame:

d*y(z) = dldy(z)] = d[f'(x)de] = d[f'(x)]dz = [f'(2)]'dzde = f"(z)da”.
Seega
d*y(x) = f"(x)dz?. (3.33)

Vottes teist jarku diferentsiaalist diferentsiaali saame kolmandat jarku dife-
rentsiaali d®y. Kasutades juba tuletatud valemeid (3.32) ja (3.33) arvutame:

Py(a) = did*y(@)] = df" (@)da’]
= df"(@))de* = [/ (@) deda® = f"(x)de® .
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Jarelikult
By(z) = " (x)d®.

Seda protseduuri voib jatkata.
Funktsiooni y = f(z) n-jdrku diferentsiaaliks nimetatakse selle funktsiooni
n — 1 - jarku diferentsiaali diferentsiaali ja tadhistatakse. d™y. Kehtib valem

d"y(z) = f™(x)da™ .

Lopuks margime, et jagades selle vorduse molemaid pooli suurusega dx™ saame
jargmise valemi n-jarku tuletise jaoks:

d™y

T = @)

dx™

3.12 Taylori ja McLaurini poliinoomid.

Taylori poliinoom. Mitmetes matemaatika rakendustes on vaja leida keerulis-
tele funktsioonidele lihtsaid 1dhendeid. Enamasti konstrueeritakse taolised ldhen-
did poliinoomide hulgast. Poliinoomiga on lihtne opereerida. Poliinoomi vaartu-
se arvutamisel tuleb ju teostada ainult aritmeetilisi tehteid (liitmist, lahutamist,
korrutamist ja jagamist). Naiteks taskuarvuti leiab funktsioonide a®, sinx
jms tegelike vaartuste asemel nende funktsioonide poliinomiaalsete lihendite
vaartusi. Poliinoomi on lihtne ka diferentseerida ja integreerida. Seetottu kasu-
tatakse poliinomiaalset 1dhendamist inseneriteadustes iisna palju.

§3.6 kasitlesime f(x) funktsiooni lineaarset lahendit punkti = a timbruses,
mis avaldub valemiga

Py(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

Funktsioon P;(x) koos oma tuletisega langeb punktis z = a kokku funktsiooniga
f(z), st
Pi(a) = f(a), Pi(a)=f'(a).

Lineaarfunktsiooni ehk esimese astme poliinoomi P;(x) graafik on sirge. Tépse-
malt on tegemist funktsiooni y = f(z) graafiku puutujaga punktis A = (a, f(a)).
Seega asendatakse koverjoon puutepunkti imbruses ligikaudselt sirgjoonega.
Taoline ldhend siilitab esialgse funktsiooni f(x) vadrtuse f(a) ja graafiku tousu
ehk liikkumissuuna punktis A.

Lineaarse lahendamisega laheb kaotsi joone "koverus”. Seetottu tekib kiisi-
mus: kas on voimalik konstrueerida lineaarsest lahendist paremaid ldhendeid,
mis arvestavad ka "koverust”. Joone ”koverust”, tdpsemini kumerust voi nogu-
sust, iseloomustab teist jarku tuletis (sellest tuleb ldhemalt juttu §4.4). Seega,
kui onnestuks konstrueeritavasse lahendisse iile kanda ka esialgse funktsiooni
f(z) teise tuletise vadrtus, st kui 1l&hendi P(z) puhul kehtiks seos P"(a) =
f"(a), siis saaksime joone ”koveruse” teatud mottes siilitada. Kahjuks li-
neaarne lahend selleks ei sobi, sest lineaarse funktsiooni teine tuletis on alati
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null. Seega peame kasutusele voGtma vahemalt teise astme ehk ruutpoliinoomid.
Funktsiooni f(z) ruutldhend punkti = @ timbruses ruutfunktsioon Ps(z), mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

Py(a) = f(a), Py(a)=f'(a), Pj(a)=f"(a).

Kaesolevas paragrahvis me lahendame siiski tildisemat iilesannet. Nimelt me
konstrueerime lahendi, mis on n-astme poiinoom.

Eeldame, et f on lopmata arv kordi diferentseeruv punkti ¢ mingis iimbruses.
Oletame, et selle funktsiooni kohta on teada tema véaértus ja tuletised kuni
jarguni n punktis a, st f(a), f'(a),..., f(™(a). Ulesanne on jirgmine: leida n-
astme poliinoom P,,, mis koos oma tuletistega kuni jarguni n langeb punktis a
kokku funktsiooniga f, st rahuldab tingimusi

Py(a)= f(a), Ppa)=f"(a), ..., P{"(a) = f"(a). (3.34)

Otsime meid huvitavat poliinoomi jargmisel kujul:

P.(z) = Co+Ci(r—a)+ Co(z —a)*+ Cs(z — a)®
+Cy(x —a)t + ...+ Cp(z —a)™, (3.35)
kus Cy,C4,...,C, on konstantsed kordajad. Nende kordajate mé&aramiseks

arvutame koigepealt P, tuletised kuni jarguni n:

P/(z) = 101 +2Cy(z —a) + 3Cs(x — a)® + 4Cy(x — a)®
+.. 4+ nCp(z —a)" !,

Pl(z) = 2-1Cy+3-2C3(x —a) +4-3Cy(z — a)?
+...4+nn—1)Ch(z —a)" 2,
P'(z) = 3:2-1C5+4-3-2C4(x —a)
+. 4 nn—1)(n-2)Ch(z —a)"3,
PM(z) = nn—1)(n-2)-...-2-1C,.

Pannes neis avaldistes ja valemis (3.35) muutuja z vorduma a-ga saame

Pn(a) =Cy, P,’L(a) =11Cq, P’I’IL/(G’) =2!Cy,
P"(a)=3!C3, ..., P{"(a) =n!C,.

n

Stimbol n! tdhistab arvu n faktoriaali:

nl=1-2-...-n.
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Kasutades tingimusi (3.34) tuletame jargmised valemid kordajate Cy, C1,...,Cp
jaoks:

Com s, - L0y 10
o=l e - f(z!(“)
Seega saame valemi (3.35) kirjutada jérgmisel kujul:
Pue) = f@)+ L a0y 4 Lo a2
A H;@ (w—af +..+71 (2!(“) (@—a)".  (3.36)

Poliinoomi P,, nimetatakse funktsiooni f Taylori poliinoomiks ehk n-jarku lahen-
diks punkti a imbruses.
Kui z = a, siis kehtib ligikaudne valem

f(z) = Po(x).
Mida suurem on n seda tédpsem see valem on. See tdhendab, et poliinoomi astme

suurenemisel ldhendi tdpsus paraneb.

Erijuhtudel n = 1 ja n = 2 saame Taylori poliinoomist vastavalt lineaarse ja
ruutlahendi:

f"(a)
2!

Pi(z) = f(a) + f'(a)(x —a), Pa(x)=f(a) + f'(a)(x - a) + (x —a)?.

Kui a = 0, siis nimetatakse Taylori poliinoomi ka McLaurini poliinoomiks.
Seega on funktsiooni f(x) McLaurini poliinoom jargmine:

J'(0) f"(0) 1"(0)
TR %+ 3 24+ .

)

P.(x) = f(0) + ", (3.37)

Niiteid. 1. Olgu f(x) = e”. Kuna funktsioon e” diferentseerimisel ei muutu,
siis f(")(z) = e® iga n € N korral. Seega f(™)(0) = ¢ = 1, n € N. Asendades
need suurused valemisse (3.37) tuletame funktsiooni e* McLaurini poliinoomi:

N z? a8 z!
2. Olgu f(x) = sinx. Arvutame tuletised:
f'(x) =cosz, f'(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, fIV(r)=sinz,

fY(x) =cosz jne.
Kuna sin0 = 0 ja cos0 = 1, saame

f(O):O, f/(o):]-a f”(O):O, f”/(O):—l,
fY0)=0, fY0)=1 jne.

83



Uldiselt
FeR0) =0, fEHY0) = (1)1 k=0,1,2,....

Jarelikult sisaldab funktsiooni f(z) = sinz McLaurini poliinoom ainult paari-
tuid liidetavaid vahelduvate méarkidega:

3 5 7 1 .’L‘2k+1

T xT xT

IR

3. Analoogiliselt leiame ka f(z) = cosz Mclaurini poliinoomi. Erinevalt funkt-
sioonist sin x sisaldab see ainult paaris liidetavaid:

CE2 {E4 ZCG 1‘2k

o1 Tz _1\k
cosw =~ 1 SRR 6!+...+( 1) eIk

Taylori poliinoomi jaiakliige. Monikord on vaja hinnata Taylori poliitnoomi viga, so funkt-
siooni f(z) erinevust poliinoomist Py (z). Vea hindamiseks on kéigepealt vaja leida selle vea
jaoks sobiv valem. Jargevalt tegelemegi taolise valemi tuletamisega.

Taylori poliinoomi viga avaldub f(z) ja Pp(x) vahena::

Rn(z) = f(z) — Pu(z). (3-38)
Ry, (z) valemi tuletamiseks kirjutame ta iiles jargmiselt:
_ Q@) (n+1)
Rn(z) = m(m —a) , (3.39)

kus Q(z) on uus tundmatu funktsioon. Selline vea kuju on sarnane Taylori poliinoomi
ildliikmega valemis (3.36). Alljargnevalt tegeleme funktsiooni Q(z) avaldamisega.
Valemist (3.38) saame f(x) = Pn(z) + Rn(x) ning seoseid (3.36) ja (3.39) arvestades

f'(a) f"(a)

f) = fla)+ T(I —a)+ T(x —a)® (3.40)
f"(a) £ (a) n Q(x) n
+ 3 (z—a)+...+ = (x —a) +m(a:—a) +1

Funktsiooni Q(z) avaldamiseks vaatleme valemi (3.40) paremat poolt sdltuvana a-st mitte -
st. Tapsemalt: tdhistame konstandi a imber ¢-ga ja defineerime jargmise muutujast ¢ sGltuva
abifunktsiooni:

Foy = g+ 0y D0 gy (3.41)
7() FOW e Q@
+T(x—t)3+...+T(x—t) +m(x—t) +1,

Suurus z esineb funktsiooni F(t) valemis konstandina. Seega ei ole Q(z) selle funktsiooni
valemis enam muutuv suurus vaid konstant. See lihtsustab Q(z) avaldamist.

Konkreetselt kasutame Q(x) leidmiseks Rolle’i teoreemi rakendatuna funktsioonile F(t)
16igul [a,z]. (Me eeldame siin vorratust a < z. Juhul, kui a > z, tuleb alljairgnevad
teisendused teha 16igul [z,a]). Kontrollime Rolle’i teoreemi eeldusi. Ilmselt on funktsioon
F(t) 16igul [a, z] pidev ja vahemikus (a,z) diferentseeruv. See on nii, sest F'(t) on poliinoom.
Poliinoom on isegi 16pmata arv kordi diferentseeruv. Arvutame funktsiooni F(t) vaartused
16igu [a, z] otspunktides. Alustame vasakpoolsest otspunktist ¢t = a:

f'(@) f"(a)

Fa) = f@+52@-0+ 2@ (3.42)
f""(a) f(a) n Q(z) n
+ 3 (x—a)®+... + — (z —a) +m(:c—a) 1.
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Varreldes (3.42) ja (3.40) ndeme, et F'(a) = f(z). Parempoolses otspunktis ¢t = z saame

F@) = f@+ T 0 LD up
/@) @) L Q@)

Seega F(a) = F(z). Rolle’i teoreemi eeldused on tididetud. Selle teoreemi pdhjal leidub
vahemikus (a, z) vdhemalt iiks punkt ¢ nii, et F/(c) = 0.

Vérrand F/(c) = 0 ongi see, millest meil 16puks énnestub avaldada Q(x). Kuid selleks on
meil vaja eelnevalt leida F'(t) tuletis. Markides, et

i 1 @) _ (i+1) _
{f '<t>(m_t),} AL PP At U P
3! 3! 3!
diferentseerime valemit (3.41):

f(0) (@)

70 = 1o-ro+ L0y L0 oy Ty
1" v
FM () ne1 SUTO@) n Q=) n
- n(z —t) 1+T(x—t) —(n+1)!(n+1)(:p7t) .
Kuna % = ﬁ saame
o = 10—+ 06y L0y D06 gy
" v

Nieme, et F’(t) avaldises koonduvad liidetavad paarikaupa vélja. Jérele jadvad vaid 2 viimast
lildetavat. Seega

f(n+1)(t)
L (z-
n!

Arvestades vordust F/(c) = 0 saame valemist (3.43) jargmise vorrandi:

_ () Q)
n!

n!

g Q@)

F'(t) = o (z—t)™. (3.43)

(z—o)" + (x—0)"=0.

Siit tuleneb meid huvitava funktsiooni Q(z) jaoks jargmine valem:

Qz) = (o).
Asendame Q(x) selle valemi pohjal avaldistesse (3.39), saame R, jaoks jargmise valemi:

F ()

o (z) = — g)(nt+D) a4
Rn(x) e (z —a) , (3.44)
Jarelikult saab valemite (3.40) ja (3.44) pdhjal esitada funktsiooni f(x) jargmisel kujul:
! " (n)
i) = f@+ D+ D gy T ey
1! 2! n!
Py, (x)
(n+1)
f (C) _ a)n+1 . (345)
(n+1)!
Ry (x)
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Funktsiooni f(x) valem (3.45) koosneb kahest osast. Valemi peaosa on Taylori poliinoom
Pp(z). Suurus Ry (z) on Taylori poliinoomi jadkliige ehk Taylori poliinoomi viga. Jadkliikmes
esinev arv c¢ paikneb x ja a vahel. Arvu a tdpne viartus ei ole teada. Ta soltub nii a-st kui
x-st.

Kui n = 1, siis on valem (3.45) jargmine:

)
2!

(CL‘ - a)27

kus ¢ on mingi arv z ja a vahel. Vorreldes seda valemit avaldisega (3.18) naeme, et Taylori
poliinoomi jaakliige langeb n = 1 korral kokku diferentsiaali jaadkliikmega 3.

f(@) = f(a) + f'(a)(z —a) +

Naide. Hindame funktsiooni f(z) = e® Taylori poliinoomi viga. Eespool me juba
tuletasime selle funktsiooni Taylori (McLaurini) poliinoomi a = 0 korral. Arvestades, et
f(”Jrl)(x) = e%, paneme kirja ka vastava Taylori valemi:

ez—1+x+x—2+£+ +ﬁ+ﬂ
N 20 03 T ol (4 1)
N’

P (2) Ry ()

Arv c asub 0 ja x vahel. Konkreetselt olgu funktsiooni e” jaoks koostatud mingisugune tabel
argumendi vaartustega z 16igult [0,10]. Oletame, et funktsiooni e” praktiliseks arvutamiseks
kasutati McLaurini poliinoomi astmega n = 50. Siis on jaidkliige jargmine:

e€ 151

51!

Koige suurem x vaartus tabelis on z = 10. Kuna c¢ paikneb 0 ja x vahel, siis on ka ¢ koige
suurem voimalik vaartus 10. Seega

Rso(z) =

610 1051

~ 1.42-10711.
51!

[Rs50(2)| <

Tabeli maksimaalne véimalik viga on 1.42-10~11,
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Peatukk 4

Tuletise rakendused
funktsiooni uurimisel

4.1 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Funktsiooni kasvamine ja kahanemine on seotud funktsiooni tuletise margiga.
Konkreetselt kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4.1. Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Siis kehtivad
jargmised vdited:

1. Kui f'(x) > 0 iga x € (a,b) korral, siis f on kasvav vahemikus (a,b).
2. Kui f'(z) <0 iga z € (a,b) korral, siis f on kahanev vahemikus (a,b).

Téestus. Toestame viite 1. Olgu f/(xz) > 0 iga = € (a,b) korral. Valime
vahemikus (a, b) kaks suvalist punkti z1 ja x5 nii et £1 < 5. Kui meil 6nnestub
nédidata, et kehtib vorratus f(z1) < f(x2), siis on f kasvav vahemikus (a,b)
ning viide 1 ongi toestatud.

Lagrange’i teoreemi pohjal leidub vahemikus (21, x2) vihemalt iiks punkt ¢
nii, et kehtib vordus

f(x2) = f(x1) = fl(c)(z2 —21). (4.1)

Selle vorduse paremal poolel olev tuletis f’(¢) on nullist suurem, kuna me eel-
dasime f’(x) positiivsust vahemikus (a,b). Nullist suurem on ka vahe x5 — 21,
kuna me valisime punktid x; ja xs selliselt, et 1 < x5. Seega on valemi (4.1)
parem pool nullist suurem. Saame f(xz3)— f(2z1) > 0. Sellest jareldubki soovitud
vorratus f(z1) < f(x2).

Viide 2 toestatakse analoogiliselt.
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4.2 Lokaalsete ekstreemumite tarvilikud ja pii-
savad tingimused.

Eespool §3.8 defineerisime funktsiooni lokaalse ekstreemumi. Uhtlasi toestasime
Fermat’ lemma, mis vaidab, et diferentseeriva funktsiooni tuletis on lokaalses
ekstreemumpunktis vordne nulliga. Ké&esolevas paragrahvis vaatleme natuke
illdisemat juhtu, kui funktsioon ei tarvitse diferentseeruv olla.

Niisiis: olgu funktsioonil f(z) punktis z; lokaalne ekstreemum. Siis on kaks
voimalust: kas f on diferentseeruv selles punktis (see tdhendab, et eksisteerib
16plik tuletis f’(x1)) voi f ei ole diferentseeruv punktis 21 (so vastav 16plik
tuletis puudub). Esimesel juhul kehtib Fermat’ lemma pohjal vordus f'(z1) = 0.
Jérelikult esineb kaks voimalust: kas 1) f/(x1) = 0 voi 2) 16plik tuletis f/(z1)
puudub.

Funktsiooni argumendi vaartusi, mille korral tuletis vordub nulliga voi loplik
tuletis puudub, nimetatakse selle funktsiooni kriitilisteks punktideks (tadpsemini:
esimest jarku kriitilisteks punktideks).

Nende arutluste tulemusena saame formuleerida jargmise véite:

Teoreem 4.2 (Lokaalse ekstreemumi tarvilik tingimus). Kui funktsioonil
f on punktis 1 lokaalne ekstreemum, siis on x1 selle funktsiooni kriitiline punkt.

Néiteks joonisel 4.1 kujutatud funktsioonil on punktides koordinaatidega
(a, f(a)), (b, f(b)), (¢, f(€)) ja (d, f(d)) lokaalsed ekstreemumid. Esimese kolmes
ekstreemumpunktis on graafik sile, seega on funktsioon seal diferentseeruv ning
tema tuletis vordub nulliga: f/'(a) = f'(b) = f'(¢) = 0. Graafiku puutujad on
neis punktides horisontaalsed. Seevastu neljandas ekstreemumpunktis koordi-
naatidega (d, f(d)) ei ole graafik sile, seega f'(d) puudub.

y = f(x)

Joonis 4.1

Siinkohal tuleb rohutada seda, et teoreemile 4.2 vastupidine véide ei kehti.
See tahendab, et igas kriitilises punktis ei tarvitse ekstreemumit olla. Teiste
sonadega: funktsioonil voib olla selliseid kriitilisi punkte, kus ekstreemumit ei
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ole. Niiteks funktsioonil f(z) = 23 on kriitiline punkt z = 0 (sest f/(0) = 0).
Samas aga see funktsioon kasvab kogu arvteljel, kaasa arvatud punkti x = 0
iimbrus. Seega ei ole funktsioonil f(r) = x® punktis x = 0 lokaalset ekstreemu-
mit. Paneme téhele, et ka joonisel 4.1 kujutatud funktsioonil on kriitiline punkt
e, milles ekstreemumit ei ole. Téepoolest, punktis koordinaatidega (e, f(e)) on

graafiku puutuja paralleelne a-teljega, st f/(e) = 0, kuid ekstreemum seal puu-
dub.

Koikvoimalikud kriitilise punkti juhud on kokku voetud joonisel 4.2. Graafiku-
tel 1 - 4 esineb lokaalne ekstreemum, kuid graafikutel 5 - 8 lokaalset ekstreemu-
mit ei ole.

LN, 2 N g NS4 AN

/=0 /=0 /' puudub f' puudub

5. e 6. S . f 8.
flm=ee f

= —00

Joonis 4.2

Nagu ndgime, on voimalike kriitiliste punktide hulk suurem kui voimalike
ekstreemumite hulk. Tingimus, et 1 on kriitiline punkt, on vaid tarvilik lokaalse
ekstreemumi olemasoluks. Sellest tingimusest ei piisa lokaalse ekstreemumi
jaoks. Tekib loomulik kiisimus: millised on piisavad tingimused, mille rahul-
damise korral on kriitilises punktis lokaalne ekstreemum?

Voib arutleda nii: Lokaalsed ekstreemumid on punktid, kus funktsiooni
kasvamine asendub kahanemisega voi vastupidi. Seega lokaalses ekstreemumis
tuletis vahetab marki. Kui tuletis on positiivne enne ekstreemumit ja negatiivne
peale ekstreemumit, siis kasvamine asendub kahanemisega ning vaadeldav punkt
on maksimumpunkt. Kui aga tuletis on negatiivne enne ekstreemumit ja posi-
tiivne peale ekstreemumit, siis kahanemine asendub kasvamisega ning vaadeldav
punkt on miinimimpunkt.

Seega voime sonastada jargmise vaite:
Teoreem 4.3 (Lokaalse ekstreemumi piisav tingimus I). Olgu 1 funkt-
siooni [ kriitiline punkt.
1) Kui ldbides punkti x1 vasakult paremale funktsiooni tuletise mdrk muutub

plussist mitnuseks, siis on funktsioonil selles punktis lokaalne maksimum.
2) Kui aga ldbides punkti x1 vasakult paremale funktsiooni tuletise mark muutub

89



mitnusest plussiks, siis on funktsioonil selles punktis lokaalne miinimum.

Naiteks joonisel 4.2 toodud graafikutel 2 ja 4 on enne kriitilist punkti f' > 0
ja peale kriitilist punkti f/ < 0. Seega on neil graafikutel kriitilistes punktides
maksimumid. Graafikutel 1 ja 3 on enne kriitilist punkti f' < 0 ja peale kriitilist
punkti f’ > 0. Jarelikult on neil graafikutel kriitilistes punktides miinimumid.

Seevastu graafikutel 5 - 8 toodud kriitilistes punktides tuletis méarki ei muuda.
Graafikutel 5 ja 7 on enne kriitilist punkti f/ > 0 ja peale kriitilist punkti samuti
f' > 0. Graafikutel 6 ja 8 on nii enne kui ka peale kriitilist punkti f/ < 0.

Vaatleme ndidet teoreem 4.3 kasutamise kohta. Olgu antud funktsioon

fa) = /@ —8)2.

Leiame selle funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ja lokaalsed ekstree-
mumid.

Kuna kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ning ekstreemumid peavad asuma
funktsiooni madramispiirkonnas, leiame koigepealt antud funktsiooni loomuliku
méadramispiirkonna. Vaadeldav funktsioon on maéaédratud suvalise reaalarvu x
korral. Seega X = R.

Avaldame tuletise. Liitfunktsiooni tuletise arvutamise eeskirja pohjal

f(z) = {(1‘3 _ 8)2/3}/ _ %(953 _ 8)—1/3 . (.1‘3 —8) = g(mii _ 8)—1/3 322,
Seega ,
, 2z
fi(z) = m

Kasutades tuletise valemit leiame funktsiooni kriitilised punktid. Need on sel-
lised punktid, kus tuletis vordub nulliga voi 16plik tuletis puudub. Ilmselt on
tuletis nullkoht x = 0. Peale selle, tuletis ei ole méaratud punktides, kus tema
nimetaja v/z3 — 8 nulliks muutub. Seega lahendame vorrandi

3

3 3

3 —-8=0& 2°-8 & 2°=8 & =2

Jarelikult on antud funktsioonil kaks kriitilist punkti 1 = 0 ja x1 = 2. Punktis
x1 on tuletis null ja punktis x5 10plik tuletis puudub. Kanname need kaks punkti
teljele:

| I
T T

0 2 x
Vaadeldava funktsiooni tuletis saab méarki muuta ainult kriitilistes punktides.

222

\3/ 3-8

dev koigis oma maédramispiirkonna punktides. Kuna kahe jarjestikuse kriitilise punkti vahel

See on nii jirgmistel pohjustel. Funktsioon f'(z) = kui elementaarfunktsioon on pi-

on f’(z) miidratud, on ta seal ka pidev. Kui niiiid f’(z) muudaks mérki kahe jirjestikuse
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kriitilise punkti vahel, siis §2.11 omadus 3 pohjal oleks funktsioonil f’(z) nende kahe kriitilise
punkti vahel veel iiks kriitiline punkt ¢, kus f/(c) = 0.

Seega siilitab f’(z) mérki vahemikes (—00,0), (0,2) ja (2,00). Tuletise mérgi

kindlaks tegemiseks neis vahemikes valime igas vahemikus suvalised kontrollpunk-
tid ja leiame neis kontrollpunktides tuletise margi. Néaiteks voime valida —1 €

(—00,0), 1 €(0,2) ja 3 €(2,00). Arvutame:

fl(_l) — 2(_1)2 — 2 <0
Lo 2122
3) 2. 32 19

= ——=—_——>0.
¥ _8 ¥19

Tuletise mirgi pohjal koostame funktsiooni kasvamis-kahanemisdiagrammi tous-
vate ja langevate noolekestega z-teljel (vt tilal).

-
Diagrammilt leiame funktsiooni kasvamispiirkonna: X = (2,00) ja kahane-

mispiirkonna: X = (—00,2). Punktis x = 2 funktsiooni kahanemine asendub
kasvamisega. Jarelikult on teoreem 5.3 pohjal seal lokaalne miiminum. Mii-
nimumpunkt on P, = (2,0). Kuna selles punktis tuletis puudub, nieb funkt-
siooni graafik punkti P,,;, imbruses vélja nagu juht 3 joonisel 4.2. Teine krii-
tiline punkt x = 0 asub funktsiooni kahanemispiirkonnas. Kuna selles punktis
tuletis = 0, siis ndeb funktsiooni graafik punkti P = (0, 4) timbruses vilja nagu
juht 6 joonisel 4.2. Graafik on toodud joonisel 4.3.

Joonis 4.3: y = {/(z3 — 8)2

Kui funktsioonil eksisteerivad esimest ja teist jarku tuletised kriitilises punk-
tis, siis saab lokaalsete ekstreemumite olemasolu kontrollida ka teise tuletise
maérgi abil. Paneme téhele, et joonisel 4.2 toodud juhul 1 on funktsiooni graafik
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miinimumpunkti imbruses nogus, so iilespoole kaarduv ja juhul 2 on graafik
maksimumpunkti {imbruses kumer, so allapoole kaarduv. Ulejirgmise para-
grahvi teoreemis 4.5 me toestame, et graafik on nogus, kui funktsiooni teine
tuletis on positiivne ja kumer, kui teine tuletis on negatiivne. Seega voime
sonastada jargmise teoreemi.

Teoreem 4.4 (Lokaalse ekstreemumi piisav tingimus II). Olgu funkt-
siooni f kriitiline punkt x1 selline, et f'(x1) = 0.

Kui f"(x1) < 0, siis on funktsioonil f punktis x1 lokaalne maksimum.

Kui aga f"(x1) > 0, siis on funktsioonil f punktis x1 lokaalne miinimum.

4.3 Funktsiooni suurima ja vahima vaartuse leid-
mine loigul.

Loigul [a,b] pidev funktsioon f saavutab sellel 16igul oma suurima ja véhima
védrtuse (vt §2.11 omadus 1). Kui suurim (vdhim) vadrtus saavutatakse va-
hemiku (a,b) punktis, siis samas punktis omab funktsioon ka lokaalset maksi-
mumi (miinimumi), seega on see punkt tihtlasi funktsiooni kriitiline punkt. Kuid
funktsioon véib saavutada suurima voi vahima vairtuse ka 16igu otspunktis a
voi b. Seega tuleb lisaks kriitilistele punktidele kontrollida funktsiooni véartusi
16igu otspunktides.

Kokkuvottes: funktsiooni f suurima (vahima) vadrtuse leidmiseks 16igul [a, b]
tuleb

1. leida funktsiooni kriitilised punktid vahemikus (a, b),
2. arvutada f(a) ja f(b),
3. saadud arvudest valida suurim (v&him).

Niide. Leiame funktsiooni f(x) = 2% — 3z suurima ja vithima véiirtuse 16igul
[0,2]. Alustame kriitiliste punktide méaramisest. Selleks arvutame tuletise:
f'(z) = 322 — 3 = 3(2? — 1). Funktsioonil on kaks kriitilist punkti, mis on
tuletise nullkohad: © = —1 ja = 1. Kuna punkt 2 = —1 ei asu 16igul [0, 2],
siis jadb see vaatluse alt valja. Seega tuleb funktsiooni véartusi vorrelda kolmes
punktis: kriitiline punkt = 1 ja 16igu otspunktid z = 0 ja z = 2. Arvutame:

fO)=0*-3.0=0, f1)=1>-3-1=-2, f(2)=2>-3.2=2.
Jarelikult on suurim véirtus 2 ja vihim vaartus —2. Suurim vaartus saavu-
tatakse loigu parempoolses otspunktis x = 2 ja vahim vairtus saavutatakse
kriitilises punktis z = 1.

4.4 Joone kumerus, nogusus ja kaanupunktid.

Joone kumerus ja négusus. Vaatleme joont vorrandiga y = f(z) ehk funkt-
siooni y = f(z) graafikut tasandil zy-teljestikus. Eeldame, et funktsioon f on
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koikjal diferentseeruv. Viimane on vajalik selleks, et joonel y = f(z) oleks igas
punktis puutuja.

Oeldakse, et joon y = f (z) on ndgus, kui liikkudes vasakult paremale selle joone

puutuja téus suureneb. Oeldakse, et joon y = f(x) on kumer, kui liikkudes
vasakult paremale selle joone puutuja tous vaheneb.

Joonise 4.4 vasakpoolsel graafikul on kujutatud noégusat joont. Liikudes
vasakult paremale joone puutuja tous suureneb ja seega joon kaardub tilespoole.
Parempoolsel on kujutatatud kumerat joont. Liikudes vasakult paremale joone
puutuja tous vaheneb ja joon kaardub allapoole.

Joonis 4.4

Kuna joone y = f(x) puutuja tous punktis (z, f(z)) vordub funktsiooni f
tuletisega, siis voime véita, et seal, kus f’ kasvab, on joon y = f(x) nogus ja seal,
kus f’ kahaneb, on joon y = f(x) kumer. Kuid f’ kasvamine ja kahanemine
on ju seotud f” maérgiga. Nimelt rakendades teoreemis 4.1 tdestatud vaiteid
funktsioonile f’(x) saame jargmised laused:

1. Kui f”(x) > 0 iga z € (a,b) korral, siis on f’ kasvav vahemikus (a, b).
2. Kui f”(z) < 0iga = € (a,b) korral, siis on f’ kahanev vahemikus (a,b).

Nende lausete pohjal saame sonastada jargmise teoreemi:
Teoreem 4.5. Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv vahemikus (a,b).

Siis kehtivad jargmised vaited:

1. Kui f"(z) > 0 iga = € (a,b) korral, siis on joon y = f(x) nogus vahemikus
(a,b).

2. Kui f"(z) <0 iga x € (a,b) korral, siis on joon y = f(x) kumer vahemikus
(a,b).

Joone kadadnupunktid. Punkti, mis eraldab pideva joone kumerat osa nogusast,
nimetatakse selle joone kddnupunktiks.
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Néiteks joonise 4.2 graafikutel 5 - 8 on kdanupunktid. Tapsemalt: graafiku-
tel 5 ja 8 laheb vasakult paremale liikkudes kumerus iile négususeks ning graafiku-
tel 6 ja 7 ladheb vasakult paremale liikudes nogusus iile kumeruseks.

Olgu punkt P = (z1, f(z1)) joone y = f(x) kédnupunkt. Sellisel juhul ei saa
kehtida vorratus f”(z1) > 0. Téepoolest, kui kehtiks f”(z1) > 0, siis teoreemi
4.5 véite 1 pohjal oleks joon y = f(x) nogus argumendi védrtuse z; iimbruses.
See ei saa aga nii olla, sest vastavalt kdanupunkti definitsioonile asendub nogusus
kumerusega, kui argument « 1dbib kddnupunkti P ordinaati x;. Samal pohjusel
ei saa kehtida ka vorratus f”(z1) < 0, sest sellisel juhul jarelduks teoreemi 4.5
viitest 2, et y = f(x) oleks kumer argumendi z; {imbruses, mis oleks samuti
vastuolus sellega, et * = x; korral asendub nogusus kumerusega. Jaavad iile
vaid kaks voimalust: kas 1) f”(x1) = 0 voi 2) 16plik teist jarku tuletis f”(x1)
puudub.

Funktsiooni argumendi vaartusi, mille korral teist jarku tuletis vordub nulliga
voi loplik teist jarku tuletis puudub, nimetatakse selle funktsiooni teist jarku
kriitilisteks punktideks.

Nende arutluse tulemusena saame formuleerida jargmise vaite:

Teoreem 4.6 (Kadnupunkti tarvilik tingimus). Kui P = (z1, f(z1)) on
joone y = f(x) kddnupunkt, siis x1 on funktsiooni f teist jarku kriitiline punkt.

Vastupidine viide kehti. funktsioonil voib olla ka selliseid teist jarku kriitilisi
punkte, kus kidnupunkti ei ole. Néiiteks funktsioonil f(x) = 2% on teist jirku
kriitiline punkt « = 0 (sest f”(0) = 0). Samas aga selle funktsiooni esimest
jarku tuletis f’(z) = 42 kasvab kogu arvteljel, kaasa arvatud punkti x = 0
{imbrus. Seega on joon y = z* kéikjal ndgus, millest jireldub, et tal ei ole iildse
kdanupunkte. Lihtne on kontrollida, kasutades §4.2 toodud lokaalse ekstree-
mumi piisavaid tingimusi, et punktis z = 0 on funktsioonil f(z) = z* hoopis
lokaalne miinimum.

Piistitame kiisimuse: millistel piisavatel tingimustel on teist jarku kriitilises
punktis funktsiooni graafikul kddnupunkt? Oletame koigepealt, et f”(z) on
suurem nullist punktist z;-st vasakul ja vaiiksem nullist punktist z; paremal.
Siis teoreemi 4.5 véidete 1 ja 2 pohjal on joon y = f(x) négus punktist x; vasakul
ja kumer punktist z; paremal. Seega z; korral nogusus asendub kumerusega,
mis tdhendab et P = (z1, f(z1)) on kéidnupunkt. Analoogiliselt arutleme juhul,
kui f”(x) on viiksem nullist punktist x;-st vasakul ja suurem nullist punktist 2
paremal. Siis on joon y = f(x) kumer punktist x; vasakul ja nogus punktist z,
paremal. Punktis P = (x1, f(z1)) asendub kumerus négususega, seega on P =
(1, f(z1)) kddnupunkt. Kokkuvottes saame formuleerida jargmise teoreemi:

Teoreem 4.7 (Kadnupunkti piisav tingimus). Olgu x; funktsiooni f teist
jarku kriitiline punkt. Kui ldbides seda punkti funktsiooni teine tuletis muudab
marki, siis on P = (21, f(x1)) joone y = f(x) kadnupunkt.

Niide. Leiame funktsiooni f(x) = 3z° —5z* kumerus- ja ndgususpiirkonnad
ja kddnupunktid. Antud funktsiooni madramispiirkond on X = R. Avaldame
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teist jarku tuletise:

f'(x) = 152* — 2023,
f"(x) = 602 — 602% = 60z*(z —1).

Teist jarku kriitilised punktid on x = 0 ja x = 1. Kanname nad teljele:

i N N N

Vaadeldava funktsiooni teine tuletis saab mérki muuta vaid teist jarku krii-
tilistes punktides. Seega siilitab f”(z) mérki vahemikes (—o0,0), (0,1) ja
(1,00). Fikseerime kontrollpunktid neil intervallidel ja teeme kontrollpuntides
kindlaks f”(z) margid:

f//(_l) _ 60(_1)2(—1 — 1) <0
f7(05) = 60-0.5*(0.5—1) <0,
f//(z) = 60 - 22(2 -1)>0.

Teise tuletise mérgi pohjal koostame kumerus-nogusus diagrammi z-teljel (vt
al
tilal). Kasutades seda diagrammi paneme kirja kumeruspiirkonna X = (—o0, 1)
U

ja nogususpiirkonna X = (1, 00). Argumendi vaértusel z = 1 asendub kumerus
nogususega. Seega on vastav punkt P = (1,—2) kddnupunkt. Argumendi
védrtusel z = 0 kd&nupunkti ei ole. On vomalik néidata (kasutades teoreemi
4.3), et punktis = 0 on lokaalne miinimum. Funktsiooni graafik on kujutatud
joonisel 4.5.
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Joonis 4.5: y = 32° — 5a*

4.5 Joone asumptoodid.

Asiimptoodi méiste. Vaatleme tasandil zy - teljestikus joont y = f(x). Sirget
[ nimetatakse joone y = f(x) astimptoodiks, kui joone y = f(x) jooksva punkti
eemaldumisel 16pmatusse selle punkti kaugus sirgest [ 1aheneb nullile.

Punkt eemaldub l6pmatusse, kui selle punkti kaugus koordinaatide algus-
punktist kasvab piiramatult.

Asiimptoodid esinevad néiteks joonistel 1.10, 1.11, 1.14, 1.15, 1.17, 1.20,
1.21, 2.3, 2.6 ja 2.7 kujutatud funktsioonide graafikutel. Nad on seal tahistatud
katkendliku joonega.

Joonel y = f(x) voib olla kahte liiki astimptoote:

1. Vertikaalasimptoodid. Need on y-teljega paralleelsed sirged. Astimptoodi
vorrand on x = a.

Olgu sirge * = a joone y = f(x) vertikaalastimptoot. Kui punkt M =
(z,y) eemaldub 16pmatusse mooda joont y = f(x), siis vastavalt astimptoodi
definitsioonile tema kaugus sirgest z = a ldheneb nullile. Seega peab
punkti M z-koordinaat ldhenema arvule a kas vasakult voi paremalt, st
kas x — a~ voi x — at. Teisest kiiljest: kuna punkti M kaugus koor-
dinaatide alguspunktist kasvab piiramatult, siis peab vahemalt iiks selle
punkti koordinaatidest piiramatult kasvama. Nagu nédgime,  koordinaat
laheneb 16plikule arvule a. Seega kasvab punkti y-koordinaat piiramatult,
st kas y — —oo vOi y — oo. Me saame formuleerida jargmise véite.
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Sirge x = a on joone y = f(x) asimptoodiks siis ja ainult siis, kui kehtib
vahemalt ks jargmistest piirvddrtustest:

lim f(r)=—oco, lim f(z)= o0,
lim+ f(z) = —oc0 wdi lim+ f(z) = 0.

Nditeid. 1. Sirged x = 5 + km, kus k € Z, on joone y = tanx ver-
tikaalastimptoodid (joonis 1.10). Kehtivad piirvadrtused

lim tanz = o0, lim tanx = —oo, Kkus a:g—&—kzw, ke Z.

T—a~ z—at

2. Sirged z = km, kus k € Z, on joone y = cotx vertikaalasiimptoodid
(joonis 1.11). Kehtivad piirvaartused

lim cotx = —o0, lim tanxz =o00, kus a=km, k€ Z.

T—a~ z—at

3. Sirge * = a on joone y = W, n = 1,2,3,... vertikaalasiimptoot

(joonised 2.3 ja 2.7). Paarisarvulise n korral

1
lim —— =oco, lim ——— =00
T—a~ (CL’ — a)" r—a™t ((E — a)"

ja paarituarvulise n korral

1 1
lim — = —o00, lim — =o0.
r—a~ (ZL’ — a)n r—a™T (l’ — a)”

4. Sirge = —1 on joone y = (1+ %)I vertikaalastimptoot (joonis 2.6).
Kehtib
1 T
lim (1 + ) = 00.
r——1- X

2. Kaldastimptoodid. Need on sirged, mis ei ole paralleelsed y-teljega. Astimptoo-
di vorrand on y = kx + b, kus k on astimptoodi tous. Kaldastimptoodi
erijubt on horisontaalastimptoot, mis on paralleelne z-teljega. Tous k on
sellisel juhul vordne nulliga, st astimptoodi vorrand on y = b.

Kui sirge y = kx + b on joone y = f(z) kaldastimptoot, siis selle joone
jooksva punkti M = (z,y) eemaldumisel l6pmatusse peab ka selle punkti
z-koordinaat piiramatult kasvama, st kas x — oo voi x — —oo. Tekib kaks
voimalust: astimptoot esineb kas piirprotsessis © — oo voi piirprotsessis
x — —o0. Neid kahte juhtu on kujutatud joonisel 4.6.
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Joonis 4.6

Nditeks on sirged y = § ja y = —F joone y = arctan z horisontaalasiimp-
toodid vastavalt piirprotsessides x — 0o ja  — —oo (joonis 1.14). Samuti
on sirged y = 0 ja y = m joone y = arccotx horisontaalasiimptoodid
vastavalt piirprotsessides x — oo ja £ — —oo (joonis 1.15).

Joonis 4.7

Jargnevalt tuletame valemid kaldasiimptoodi vorrandis y = ka + b esinevate
kordajate k ja b jaoks. Vaatleme konkreetselt juhtu, kui sirge y = kx + b on
joone y = f(z) asiimptoodiks protsessis 2 — oo (joonis 4.7).

Kui x — o0, siis eemaldub punkt M = (z, f(z)) l6pmatusse moédda joont
y = f(x). Kuna y = kx4 b on joone y = f(x) astimptoot, siis punkti M kaugus
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sirgest y = kx + b laheneb nullile. Tahistame punkti M ristprojektsiooni sirgel
y = kx + b tdhega P. Kuna punkti M kaugus sirgest y = kx + b vordub 16igu
M P pikkusega |M P|, saame

lim |[MP|=0. (4.2)

r—00

Uhtlasi nideme jooniselt, et |[MN| = ‘Cj\fsi‘, kus « on asiimptoodi tousunurk.

Kuna « jaab muutumatuks protsessis © — oo, siis (4.2) pohjal

MP 1
lim [MN| = im MPL lim |[MP| = 0. (4.3)
—00 r—00 COS (Y COS (v +— 00

Edasi paneme téhele, et |M N| vordub funktsioonide f(z) ja kx + b vaartuste
vahega, st
|IMN| = f(z) — kx —b.

Seega vorduse (4.3) pdhjal

lim [f(z) —kz —b] = 0. (4.4)

Tr— 00
Tuues x sulgude ette saame

i o[22 - 2) 0.

T—00 X X

Selles valemis oleva korrutise z- [f (zz)

— k- 2] esimene tegur = laheneb 1opmatusele,

kuid korrutis ise ldheneb nullile. Jarelikult peab teine tegur lahenema nullile, st

e PACORNNPRIC)
| |

xr— 00 X xr

Selles avaldises % — 0, kui x — oco0. Seega

lim {f(x)—k} =0 ehk lim LI)—k:O

T—00 xT r—o0 I

ehk

k= lim 1@ (4.5)

T—o0 I

Vordusest (4.4) saame veel

b= lim [f(z) — kz]. (4.6)

Tr—00

Kokkuvottes oleme toestanud jargmise teoreemi:

Teoreem 4.8. Kuiy = kx+b on joone y = f(x) asimptoot protsessis x — oo,
siis k ja b avalduvad valemitega (4.5) ja (4.6).
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Saab toestada ka vastupidise vaite: kui piirvaartused (4.5) ja (4.6) on 16plikud,
siis on sirge y = kx + b joone y = f(x) asiimptoot protsessis © — oo.

Analoogilised vaited kehtivad ka piirprotsessi £ — —oo korral.

Naide. Leiame joone y = x + % + 1 astimptoodid. Kboigepealt paneme
tahele, et sirge x = 0 on selle joone vertikaalasimptoot. See on nii, sest =
lihenemisel nullile funktsiooni f(z) =z + L + 1 liidetav - kasvab piiramatult.
Seega ili% |f(x)] — oo.

Et selgitada vilja joone tdpsemat kaitumist asiimptoodi y 0 lahedal,
leiame ka iithepoolsed piirvaartused lim+ f(z) ja lirgl f(z) Kuna f(z) > 0,
z—0 z—0~
kui z > 0 ja f(z) < 0, kui z < 0, siis iihepoolsetes piirprotsessides © — 07 ja
x — 0~ on funktsioon f(x) vastavalt positiivne ja negatiivne. Jarelikult

1 1
lim <m+—|—1>:oo ja  lim (m—|—+1>:—oo.
rz—0t X r—0— X

Jargnevalt vaatame, kas joonel on kaldasiimptoot protsessis z — oo. Selleks
arvutame piirvadrtused (4.5) ja (4.6):

k= tim 2% — i <1+12+1>:17
X X

Tr— 00 €T Tr— 00

1 1
b= lim (f(z) — kz) = lim (m++1—x> = lim (—1—1) =1
x
Jarelikult on joonel y = z + % + 1 kaldasiimptoot y = x + 1 protsessis x — oo.

Lopuks kontrollime kaldastimptoodi olemasolu ka protsessis £ — —oo. Analoo-
giliselt arvutame:

k= lim 1) jim <1+12+1>_1,
X X

Tr— —00 €T Tr— —00

b= lim (f(z)—kx)= lim (x—&—i—l—l—x): lim <;—|—1>=1.

Néeme, et kaldasimptoot y = x+1 esineb sellel joonel ka piirprotsessis z — —oo.
Joon y =z + % + 1 koos oma astimptootidega on kujutatud joonisel 4.8.
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Joonis 4.8: y=z+ % +1
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Peatukk 5

Integraalid

5.1 Algfunktsioon ja maaramata integraal.

Algfunktsiooni méiste. Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunkt-
siooniks hulgas D, kui iga x € D korral kehtib vordus F'(z) = f(z).

Niiteks funktsioon F(z) = sinz on funktsiooni f(x) = cosz algfunktsioon
hulgas R, sest iga 2 € R korral (sinx)’ = cosz.

Paneme téhele, et algfunktsioon ei ole itheselt madratud. Naiteks on funkt-
siooni f(z) = cosx algfunktsioonideks ka koik funktsioonid F(z) = sinz + C,
kus C on suvaline konstant. Toepoolest, kuna konstandi tuletis on null, kehtib
(sinz + C) = (sinz) 4+ C’ = cosz.

Teoreem 5.1. Kui F' on funktsiooni f algfunktsioon hulgas D, siis kéik funk-
tsiooni f algfunktsioonid hulgas D avalduvad kujul F + C, kus C' on suvaline
konstant.

Toestus. Olgu F funktsiooni f algfunktsioon hulgas D. Koigepealt kontrollime
kas funktsioonid kujul F+C', kus C on konstant, on tdepoolest f algfunktsioonid
hulgas D. Kuna F'(x) = f(z) iga = € D korral, siis

[F(z)+C) = F'(x)+C" = F'(z) = f(z) igaz € D korral,

mis naitab, et suvaline funktsioon F' + C, kus C on konstant, on toesti f alg-
funktsioon hulgas D.

Toestame niiiid teoreemi véite: f-i koik algfunktsioonid hulgas D avalduvad
kujul F+ C'. Selleks oletame vastuvéiteliselt, et f-1leidub algfunktsioon G, mis
ei avaldu kujul F' 4+ C. Arvutame G ja F vahe tuletise. Kuna G ja F on iihe ja
sama funktsiooni f algfunktsioonid hulgas D, siis saame

(G(z) — F(z)) = G'(x) — F'(z) = f(z) — f(z) = 0 iga z € D korral.

Nulltuletist omab aga ainult konstantne funktsioon. Seega G — F = C, kus C
on mingi konstant. Viimasest vordusest saame seose G = F + C, mis niitab, et
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G ikkagi avaldub kujul F' + C. Joudsime vastuolule. Teoreem on téestatud.

Maaramata integraali moiste. Funktsiooni f algfunktsioonide tildavaldist
F(x)+C, kus C on konstant, nimetatakse funktsiooni f madramata integraaliks
ja téhistatakse [ f(z)dz. Seega definitsiooni kohaselt

/f(:r)dac = F(z)+C, C — konstant. (5.1)

Algfunktsiooni leidmist nimetatakse integreerimiseks.

Maéadramata integraal ei ole tihene funktsioon. Iga x korral on tal lopmatult
palju erinevaid vaartusi, mis soltuvad valitud konstandist C. Teisest kiiljest v6ib
méaadramata integraali tolgendada kui itheste funktsioonide parve y = F(z) + C,
kus konstandi C igale vaartusele vastab iiks iihene funktsioon. Kujutades seda
funktsioonideparve graafiliselt tasandil xy-koordinaadistikus saame joonteparve,
mille jooned on iiksteisest tuletatavad y-telje sihilise paralleelliikke abil (joonis
5.1).

Y
//—\/yfF(x)+C
/—\/ y=F(z)+1
/\/ y=F(x)—2
1__

Joonis 5.1

5.2 Integraalide tabel. Maaramata integraali oma-
dused.

Integraalide tabel.
1. [de =2+C,
kuna (z + C) = 1.

ma+1

T +C, kus a# —1,

2. [2%dx =

wa+1

!/
kuna (a—“ +C’) =(a+1)55 =z
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3. f%”: = In|z|+ C.

Toestame valemi 3. Selleks peame niitama, et (In|z| 4+ C) = L.

Kui z > 0, siis (In|z] + C) = (lnz + C) = %
Kui z <0, siis (In|z| + C) = [ln(—z) + C) = }gﬂ (—z) = }I (1) =1L

x

Kui z = 0, siis ei ole In|z| mé&dratud. Oleme tdestanud valemi 3 kehtivuse
koikide z € R\ {0} korral.

4. [a*dr = 2~ +C,kus a>0,a#1,

Ina
/

o
= f—lna = a”.
na

kuna (% +0O)
Erijubt: [e"dz = e* + C.
5. [sinazdx = —cosz + C.
6. [coszdx = sinz + C.

7. (=42 — tanx + C.

cos2

8. Siﬁ;”m = —cotz + C.

9 k;i—mwg = %arctan%+0.
Erijuht: fliﬁﬁ = arctanz + C.

10. f\/% = arcsin ¥ + C.

Erijuht: f\/% = arcsinz + C.

Hiiperboolsete trigonomeetriliste funktsioonidega seotud integraalid.

11. [sinhzdx = coshz +C

12. [coshzdr = sinhz 4+ C

13. fcosdﬁ = tanhz + C
14. fslndTTZx = —cothz +C
1 x 3
zartanh £ +C  kui |z| <k
15, [y = gin|Bz| 4o =48 F k>0
s 2k k- %arcoth% +C kui |z| >k ( )
16. f\/zdzmw = ln(x+\/x2+k2> +C = arsinh £ +C
arcosh £ + C kui z >k
17. [—de :1n’m+M’+C: " k>0
j\/xz—kz —arcosh (—%) +C kui z< -k ( )
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Valemite 5 - 17 kontrollimiseks tuleb arvutada nende paremate poolte tule-
tised kasutades pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste tabelit §3.1 ja liit-
funktsiooni tuletise arvutamise eeskirja §3.3 ning vorrelda saadud tulemusi in-
tegraalialuste funktsioonidega.

Naiteid valemite 9 ja 10 kohta:

/ dx 1 " a:+C/ dx 1 " T LC
——— = —arctan — —— = — arctan —
4422 2 2 ") 5+a22 5 V5 ’

.o
arcsin — + C.

dx
/ V3—a? V3
Maaramata integraali omadused.

L [lf(@) £ g(@)de = [f()de + [g(a)da.

NB! Omadus 1 ei kehti korrutamise ja jagamise korral! See tdhendab, et

[U@g@ds # [ @z [g@)iz a
JU@:g@ldn # [ r@)de: [ gz,

2. [af(z)dz = a [ f(z)dz, kus a on konstant.

3. Kui [f(z)dz = F(z)+ C ja a, b on konstandid, siis
1
/f(ax +b)dx = —F(ax +b)+ C.
a
Toestame omaduse 3. Selleks me peame néitama, et
1 !
l:aF(CLCC +b)+ C} = f(axz +0).

Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja ja vordust F'(z) = f(x)
saame seose

[F(az + b)) = 2F’(ax+b) az +b) =

SHE=

[iF(ax o)+ c}/ _

F'(ax +b)-a = f(ax +),

Q| =

mida oligi tarvis toestada.
Nditeid omaduse 3 rakendamise kohta.
1. Arvutame [ cos(3z + 4)dz. Kuna [ coszdz = sinz + C, siis
1.
cos(3x + 4)dx = 3 sin(3z +4) + C.
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2. Arvutame [ -2 Kuna [ % =In|z| + C, siis

azx+b”

d 1

/ i = —Infaz +b| + C.
ar +b a

3. Arvutame f% Kuna [ wﬁ—fgx = tanx + C, siis

dx 1
/m - jtan(l_fﬂ)‘FC = —tan(l — )+ C.

4. Arvutame [ Sfﬁ Kuna [ 312;2 = %arctan% + C, siis

/ dz / dz L arcta 7\@9: +C L arcta \/5 +C
= = — ——=arctan = —=arctany/ -& .
3+ 222 3+ (V22)2 V23 V3 V6 3

4. Arvutame f\/ﬁ. Kuna [ \/% = arcsin § + C, siis

1 \/gx
— arcsin —— + C.
V3 2

dz dz
/m:/m:

5.3 Asendusvote ja ositi integreerimine maara-
mata integraali avaldamisel.

Asendusvote. Vaatleme mairamata integraali

[ s, (5.2)

Integraali (5.2) avaldamisel asendusvottega tehakse selle integraali all muutuja
vahetus. Selleks valitakse mingi funktsioon

u= ()

ja integreerimine muutuja x jargi asendatakse integreerimisega muutuja u jargi.
Eeldame, et ¢ on iiksiihene ja diferentseeruv. Téahistame funktsiooni ¢ p6ord-
funktsiooni i-ga. Seega

x = P(u). (5.3)

Paneme kirja funktsiooni ¢ tuletise diferentsiaalide jagatisena: % = 1)'(u).
Korrutades seda vordust du-ga saame

dr = ¢'(u)du. (5.4)
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Kasutades valemeid (5.3) ja (5.4) asendame z ja dz integraali (5.2) all. Saame
avaldise

/ f(z)dz = / Sl ()] (). (5.5)

Ndited. 1. Avaldame f - \/6;2771 muutuja vahetusega u = % Funktsiooni
U = % poordfunktsioon on x = % Arvutame diferentsiaali: dx = —%. Niiid

on olemas valemid suuruste x ja dx asendamiseks integraali all. Arvutame:

/ dv / - / du
/a2 -1 ;\/T_l ; wy )=

u'\/ u? u?
Kui u > 0, siis vVu? = u ja me saame

1
—arcsinu + C = —arcsin — + C.
x

/ dx B / du
N Vi—w? o
Kui aga u < 0, siis Vu2 = —u ja

/ dx / du S 1 e
——— = [ —= = arcsinu = arcsin — .
zvr? —1 V1 —u? x
Seega on vastus jargmine:

—arcsin%—i—C kuiz >0

dx
/x\/x2—1 _{ arcsin%—FC kui z < 0.

2. Avaldame [ xerzdaz, kusjuures sobiv muutuja vahetus ei ole ette antud, vaid
tuleb ise leida. Ulesande lahendamise idee on jirgmine. Piiliame integraali
teisendada nii, et selle alla tekiks liitfunktsiooni korrutis oma sisemise kompo-
nendi diferentsiaaliga. Siis vottes selle sisemise komponendi uueks muutujaks,
on voimalik teostada asendus, mis integraali lihtsustab.

Piiliamegi viia integraali [ ze®” dz sellisele kujule. Paneme tahele, et inte-
graali all on juba olemas liitfunktsioon ¢®”. Selle liitfunktsiooni sisemise funkt-
siooni 2 diferentsiaal on 2zdx. Seega kirjutame integraali jirgmiselt:

2 1 2
/xel dx = g/el-2xdac.

Niiiid on ta viidud kujule, kus liitfuntksioon on korrutatud oma sisemise kom-
ponendi diferentsiaaliga. Seega teeme muutuja vahetuse v = z2, du = 2zdx ja
saame

2 1 2 1 1 1 2
x P 12 [ u _ Zu _ LT i
/xe dx 2/6 xdx 2/6 du 26 +C 26 +C

108



Ositi integreerimine. Olgu u = u(x) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funkt-
siooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise (vt. diferentsiaali
omadus 3 §3.3):

d(uv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist. Saame

/d(uv) = /Udu—l—/udv.

Kuna [d(uv) = uv + C integraalide tabeli valemi 1 pohjal, siis

w +C = /vdu—i—/udv.

Konstandi C voib sellest valemist vélja jatta, sest molemad méaidramata integ-
raalid [udv ja [vdu sisaldavad juba mé&ramata konstante. Viies [vdu vorduse

teisele poolele saame
/udv = uv — /vdu. (5.6)

Saadud avaldis kannab ositi integreerimise valemi nime.

Ositi integreerimise valemit kasutades saab avaldada integraale

/x" sin(ax)dx , /x" cos(az)dz , /x"e‘“dm, /(lnac)"dyc7

kus n on positiivne tdisarv ja a on reaalarvuline konstant. Samuti saab seda
votet kasutades leida integraale arkusfunktsioonidest.

Ndited. 1. Avaldame f x cos 2x dx. Votame
u=x ja dv=cos2zdr.

Siis on avaldatav integraal kujul [udv. Ositi integreerimise valemi (5.6) ka-
sutamiseks peame me avaldama ka suurused du ja v, mis asuvad selle valemi
paremal poolel. Kuna u = x, siis

du = dx.

Funktsiooni v leidmiseks tuleb meil integreerida diferentsiaali dv = cos2x dz.
See tdhendab funktsiooni cos 2z algfunktsiooni leidmist. Funktsiooni cos 2z alg-
funktsioonide iildavaldis on %sin 2z + C, kus C on suvaline konstant. Ositi
integreerimise valemis laheb vaja ainult iihte algfuntsioonidest. Seega votame

neist lihtsaimas:

1 . 9
v = — sin2zx.
2
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Niitid on meil olemas vajalikud suurused u,v,du,dv ja me saame ositi integ-
reerida:

1 1 1
/xcostdm = x~§sin2w—/§sin2xdx = gsin2x—§/sin2xdx.

Kuna f sin2zx dx = f% cos 2z + C, on lopptulemus jargmine:

1
/xcos2xdx = gsin%v—l—icost—I—C.

2. Avaldame [Inzdz. Seekord votame
u=Inzx ja dv=dx.
Siis
dx

du = — ja v=ux.
T

Integreerime ositi:

/lnxdx = xlnx—/xdg =zglnz— [der = z2lnx —z+C.

2. Avaldame [ arctanz dz. Olgu
u = arctanx ja dv=dzx.
Siis
dz

d =
v 14 22

ja v=uw.

Integreerime ositi:

xdx
arctanz dxr = xarctanz — ——
1+ 22

zdx

17,7 avaldamisel kasutame asendusvotet. Selleks kirjutame ta kujul

/ xdx 71/ 2xdx
1+22 2/ 1422

ja teeme muutuja vahetuse t = 1 + 22, Siis dt = 2xdx. Saame

xdx 1 2xdx 1 du 1 1
rer o _ o Aer - a2 — Zln|l+2% +C.
/1+x2 2/1—|—x2 5| o T ahldFC=ghil+at+C

Integraali [

Kokkuvottes on vastus jargmine: Integreerime ositi:

1
/arctanxda: = rarctanz — §1n|1+x2| +C.
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5.4 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine. Rat-
sionaalfunktsiooni integraalile taanduvad in-
tegraalid.

Ratsionaalfunktsiooni integreerimine. Olgu vaja avaldada ratsionaalfunkt-
siooni R(z) integraal. Nagu me teame, on ratsionaalfunktsioon kahe poliinoomi
jagatis. Seega
o P (x)

Qn(7) ’
kus P, on m-astme poliinoom ja @Q,, on n-astme poliinoom. Integraali f R(z)dx
avaldamine koosneb alljargnevatest etappidest.

R(x)

1. Poliinoomide Py, ja Q, jagamine. See etapp teostatakse ainult siis, kui m >
n. Eesmaérgiks on eraldada valja ratsionaalfunktsiooni téisosa poliinoomi kujul
ja jaaki sisaldav murdosa. Tépsemalt: funktsioon g’”gg esitatakse jargmise

summana.:

P () Si(x)
Qn(z) Qu(z)’

kus T},_m(z) on m—n-astme poliinoom ja S¢(x) on t-astme poliinoom, kusjuu-
res kehtib vorratus ¢ < n. Polinoomid T),_,(z) ja Si(z) on vastavalt jaga-
tise tdisosa ja jaak. Téisosa Ty,—n,(x) integreerimine on lithne, sest polilnoom
Ty—n(x) on astmefunktsioonide summa, millele saab rakendada tabeli valemeid
1 ja 2. Seega koondub raskuspunkt ratsionaalfunktsiooni

Si(x)
Qn(z)’

= Th—n(x) + (5.7)

kus t <n, (5.8)

integraali avaldamisele.

Kui m < n, siis jdab jagamise etapp vahele, sest integreeritava funktsiooni
lugeja on juba algselt viiksema astmega kui nimetaja, st funktsioon on kujul
(5.8).

2. Ratsionaalfunktsiooni (5.8) lahutamine osamurdude summaks. Alustame
murru nimetaja teguriteks lahutamisest. Nimelt on voimalik toestada, et su-
valise poliinoomi @, (z) saab lahutada teguriteks jargmisel kujul:

Qu(z) =c-(x—a) ... @ +pr+qt-..., (5.9)

milles esineb teatud 16plik arv tegureid kujul (z — a)* erinevate konstantidega
a € R ja astmetega k € N ning teatud 16plik arv tegureid kujul (22 +px +q)’ eri-
nevate konstantidega p,q € R ja astmetega [ € N ning ¢ on konstant. Seejuures
ruutfunktsioonide x2 + pz + ¢ diskriminandid on negatiivsed, st p? — 4¢ < 0.
Seetottu ei saa tegureid (x2 + pr + ¢)! reaalarvude hulgas enam viiksemateks
teguriteks lahutada. Seega saame

St(ZL') St(l')

Qn(z) clx—a)k-...-(@2+pr+q)t- ...
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Edasi lahutame funktsiooni St ((Z)) osamurdude summaks jargmiselt:

Si(z) Ay Ay Ay,

= et 4+ ... 5.10

Qn () J;—a+(a?—a)2+ Jr(ac—a)’ng + ( )
Mix + Ny Msx + No Mx + N
w2 +pr+q (22 +pr+q)? (224 pr+q)

kus Ay,...,Ag,..., My, Ny1,...,M;, Ny, ... on teatud reaalarvulised konstandid,

mis tuleb eraldi m&arata (sellest pisut hiljem). Méirgime, et toodud valemis
vastab igale poliinoomi Q,, () tegurile (x — a)* grupp liidetavaid kujul ﬁ,

*

kusi = 1,...,k, jaigale poliinoomi Q, () tegurile (v2+pz+q)' grupp liidetavaid
kujul %, kusi=1,...,L

Konstantide Aq,..., Ag,..., My, Ny,...,M;, N;,... mddramiseks minnakse
valemi (5.10) paremal poolel ithisele nimetajale. Kuna vastav ithine nimetaja on
Qn(x), peab paremal poolel saadav lugeja olema vordne vasaku poole lugejaga
S¢(x). Sellest vordusest tuletataksegi vorrandid tundmatute Ay, ..., A, ..., My,
Niy,...,M;, Ny, ... madramiseks. Funktsiooni (5.8) integreerimine taandub niitid

valemis (5.10) esinevate osamurdude integreerimisele.

3. Osamurdude integreerimine. Murru ﬁ integreerimine on lihtne. Tabeli
valemite 2 ja 3 ning mairamata integraali omaduste 2 ja 3 pohjal

A P
/714 ~dr = 1) (z—a)yi— 1T +C kui i#1,
(x —a)? Aln|z —a|+C kui ¢ = 1.
Murru % integreerimine on keerulisem. Murd % lahutatakse
kahe murru summaks, millest esimese lugejas on konstandiga korrutatud funkt-
siooni 2 + pz + ¢ tuletis ja teise lugeja on konstantne:
Mx+ N c1(2x + p) Co

- . . 5.11
(x2+pr+q)  (224+pr+q)°F (22 +pr+q)° (5:11)

On lihtne ndha (minnes selle valemi paremal poolel iihisele nimetajale ja vordsus-
tades lugejates olevad x kordajad ning vabaliikmed), et 2¢; = M, c1p+ce = N,
millest tulenevad jargmised valemid konstantide ¢; ja co jaoks: ¢; = %, cy =
N — %. Avaldisest (5.11) saame

Mx+ N (2z + p)dx / dx
——dr = —_— 4 —_— 5.12
/(w2 Fprtaq) Cl/ @ tprtaqi ) @tpetq) (5:12)

Valemi (5.12) paremal poolel oleva esimese integraali avaldamisel kasutatakse
asendust u = 2% + px + ¢. Siis du = (2x + p)dx ja

/ ( (2z + p)dz

1 — 1 .
_ [du W"'C—W—&-Ckulz#l
u Infu| +C =In|z? +px+q|+C kui i=1.
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Jaab veel avaldada valemi (5.12) paremal poolel olev teine integraal

/ dx
L= g
(22 + pr +q)'

Eraldame koigepealt tema nimetajas olevast ruutfunktsioonist taisruudu:
P +pr+qg=a®+28x+q= (x2+2§x+§) +q- % =
2 2
=(@+8) +a- =(z+a) +k%,

kus a = £ ja k2 =gq— %. Margime, et g — % > 0, kuna ruutfunktsioonide
x2 + px + ¢ diskriminandid on negatiivsed, st p> —4q < 0. Kui i = 1, siis
saab integraali I; avaldamisel kasutada tabeli valemit 9 ja madramata integraali

omadust 3:

I */dix */dix = larctanx—'_aJrC
YU 22 yprtq K2+ (r+a)? kK k '

Kui ¢ > 1, siis saab integraali I; avaldada kasutades jargmist rekurrentset
valemit:

T+a 21— 3
Q=222 tpr+ gL (@i 2k ! (5.13)

Integraali I; kaudu avaldub sellest valemist I, I kaudu I3 jne.

Selle tisna komplitseeritud eeskirja illustreerimiseks lahendame iihe pikema
nditetilesande. Avaldame ratsionaalfunktsiooni integraali

dx

7 /3m4+8x3—|—8x2 —37x — 10
B 23 + 222 — 16
Antud juhul on lugejas oleva poliinoomi aste suurem kui nimetajas oleva poliinoo-
mi aste. Seetdttu tuleb alustada nende kahe poliinoomi jagamisest. Jagamistehe
on kirja pandud jargmise skeemina:
32" +82° +822 — 37z —10 : 2°+22°-16 = 3z+2
3z + 62° + 02 — 482

223 + 822 + 11z — 10
22% + 422 + 0z — 32

4% + 11z + 22

Kirjeldame seda skeemi. Koigepealt kirjutame iilemisse ritta korvuti jagatava,
so 3x* + 823 + 822 — 37z — 10 ja jagaja, so x + 222 — 16. Nende jirele,
peale vordusmarki hakkame moodustama jagatise taisosa. Esitame kiisimuse:
millega peab korrutama jagaja kdige korgema astmega liiget =2 selleks, st saada
jagatava koige korgema astmega liige 3217 Selleks teguriks on 3z. Jagatise
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taisosa esimene liidetav ongi 3z, ja me kirjutame selle peale vordusmarki. Niiiid
me korrutame terve jagaja labi teguriga 3x:

3z - (23 + 222 — 16) = 32t + 62 — 482 = 32 + 62° + 02 — 48z

ja kirjutame saadud tulemuse jagatava alla. Jargnevalt lahutame iilemisest
poliinoomist 3z* + 823 + 822 — 37z alumise poliinoomi 3z* + 623 4 022 — 482
ja toome ka liidetava —10 iilevalt alla. Tulemuseks saame 223 + 822 + 11z — 10.
Kordame &sjakirjeldatud protseduuri poliinoomiga 223 +8z2 + 11z — 10 jagatava
asemel. See tdhendab, et koigepealt esitame kiisimuse: millega peab korrutama
jagaja korgeima astmega liiget ® selleks, st saada antud poliinoomi kérgeima
astmega liige 2237 Selleks teguriks on 2. Jagatise tiisosa teine liidetav liidetav
ongi 2, ja me lisame selle peale vordusmaérki. Seejérel korrutame terve jagaja
labi teguriga 2:

2 (2° 4 22 — 16) = 22° + 42 4 0z — 32

ja kirjutame saadava tulemuse poliinoomi 2z* + 822 4+ 11z — 10 alla. L&puks
lahutame poliinoomist 23 +8x2 4112 —10 poliinoomi 223442240z —32. Saame
422 + 11z + 22. Kuna tegemist on ruutpoliilnoomiga, mille aste on viiksem kui
jagaja aste, siis seda enam rohkem jagada ei saa.

Jagatise tiisosa on 3z + 2 ja jadk on 42 + 11z 4 22. Jarelikult on voimalik
iilesandes antud ratsionaalfunktsioon esitada jargmisel kujul:

3zt + 823 + 822 — 37z — 10 422 + 11z + 22

— 3y L TS
23+ 222 — 16 THEt s o2 16

Esitame ka integraali I kahe liidetava summana:

422 + 11z + 22

I:I:[—f—lz, kus 11:/(3$+2>d$,12:/m X.

Esimese integraali avaldamine on lihtne:

2
Seega langeb kogu raskus teise integraali I5 avaldamisele.

Integraali I> avaldamist alustame nimetaja 234222 —16 teguriteks lahutami-
sest. Kuna kuupvorrandi lahendamiseks puuduvad lihtsad reeglid, siis kasutame
kaudset meetodit. Oletame, et kuupvérrandi z2 + 222 — 16 = 0 lahendid on
téaisarvulised. Sellisel juhul peavad nad olema arvu 16 tegurid (kas + voi —
méirgiga). Seega peame me otsima lahendeid arvude 1, —1,2,—2,4,—4,8, -8, 16
ja —16 hulgast. Kontrollime neid arve jirjest: 13 +2-12 —16 # 0, (—1)% +
2(—1)2—16 # 0, kuid 23 +2-22 — 16 = 0. Jérelikult on arv 2 = 2 kuupvorrandi
22 + 222 — 16 = 0 lahend ning iihtlasi on z — 2 kuupliikme 3 4 222 — 16 tegur.
Jagame poliinoomi 23 + 222 — 16 teguriga  — 2. Saame 2 + 4z + 8. Seega

234202 16 = (v —2)(2* + 42 + 8).
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Ruutfunktsiooni 22 + 4x + 8 ei saa reaalarvude hulgas enam rohkem teguriteks
lahutada, sest tema diskriminant on negatiivne: D = 42 — 4.8 < 0.
Moodustame osamurrud méairamata kordajatega:

422 + 11z + 22 _ 422 + 11z + 22 _
234222 -16 (v —2)(22+4x+8)
A Mzx+ N

z—2 + 2 +4x+8°

Kordajate A, M ja N mé&dramiseks laheme selle vorduse paremal poolel iile
ithisele nimetajale:

422 4 112 + 22 Az + 4z +8)+ (Mz + N)(z — 2)

(x—2)(22 +4x+8) (z —2) (2% + 4z + 8)

Kuna vasakul ja paremal pool olevate murdude nimetajad on omavahel vordsed,
siis peavad ka lugejad omavahel vordsed olema:

A(z® 4 42 4 8) + (Mz + N)(z — 2) = 42® + 11z + 22. (5.14)

Saadud vordus peab olema tdidetud iga x korral, sest me teisendame ratsion-
aalfunktsiooni osamurdude summaks iga = va”artuse korral.

Jargnevalt kirjutame vorrandi (5.14) vélja kolme erineva x vaartuse korral
selleks, et saada siisteemi kolme tundmatu A, M ja N jaoks. Seejuures piiiiame
valida sellised = vaartused, mille korral vorrandid tulevad voimalikult lihtsad.
Valides naiteks x = 2 langevad M ja N vorrandist vélja ja me saame

A(224+4-248)=4-22411-2+22 & 204=60 & A=3.
Jargmiseks valime = 0. Siis langeb M vélja ja me saame
A-84+N-(-2)=22 & 2N =84 —22.

Kuna A = 3, siis 2N = 8-3—22 = 2, millest jareldub, et N = 1. Lopuks vGtame
x =1, Siis

AQl+4+8)+(M+N)(-1)=4+114+22 & M =13A—- N —37.

Kuna A =3ja N =1,siis M =13-3 —1— 37 = 1. Kokkuvdttes: médramata
kordajatel on jargmised vaartused:

A=3, M=N=1.
Seega on osamurrud jargmised:

4r? 4112422 3 L rtl
w3422 -16 -2  224+4r+8°

Kasutades seda seost saame integraali I5 kirjutada kahe osamurru integraali

summana:
z+1

de, Iy = | ———dx.

Tt /x2+4x+8 .

Ig=[3+14, kus 132/
T —2
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Integraali I3 arvutamine on lihtne:

d
13:3/ L~ 3lfz—2/+C.
r—2

Integraali I, arvutamiseks eraldame temast vélja selle osa, mille jaoks saab
kasutada asendust u = 2% + 4z +8. Kuna selle asenduse korral du = (2x +4)dz,
peame integraali all lugejasse saama avaldise (2z + 4)dx. Selleks korrutame ja

jagame koigepealt 2-ga:
I 1/ 2z + 2)dx
YT o) 2ty E
Selle tehte tulemusega saime lugejas « kordajaks arvu 2. Niiiid peame me 2z

jarele saama liidetavaks arvu 4. Selleks liidame ja lahutame lugejas arvu 2 ja
teisendame I, kahe integraali summaks:

, 1/(2x+4—2)dx 1/(2x+4)dm 1/ 2dx
P I G ) 2z +d)dr

2) 22+4x+8 2] 22142 +8 2 2+4x+8

B 1/ (2z + 4)dx _/ dx
T2 ) 22442 +8 22+ 4+ 8

15 IG

Integraali I5 arvutamisel kasutamegi asendust v = x2 + 42 + 8, mille korral
du = (2z + 4)dx. Saame

1 [d
=%

1 1
5 ziln\uH—C:§1n|x2+4x—|—8|—|—C.

Jaab veel avaldada Ig. Selleks eraldame nimetajas olevast ruutfunktsioonist
vilja taisruudu:

2 +4r+8 =Pt +4+4 = (v +2)* +4.

Seega

I / dx / dx 1 ¢ x+2+c
= = = —arctan .
¢ 22 + 4z + 8 24+ (z+2)2 2 2

Paneme kokku 16pptulemuse:

3t + 823 + 822 — 37z — 10
/ 2 227 — 16 de = I=L+ I3+ 15— Is =
2
LG)

3a® 1 1
:%+2x+3ln\x—2|+§ln\m2+4x+8|—iarctan

Ratsionaalfunktsiooni integraalile taanduvad integraalid.
Niitid vaatleme mitmesuguseid integraale kujul

/R(fl(:v), ooy fu(@))de,
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kus f1(z), ..., fn(x) on mingid suvalised funktsioonid ja R(z) on ratsionaalfunkt-
sioon. Liitfunktsiooni R(f1(z),..., fn(z)) all méistame funktsiooni, milles on
R(x)-1 argument asendatud koikjal ithega funktsioonidest fi(x),..., fn(x).

Néiteks kui R(z) = ﬁ ja fi(x) = sinz, fa(x) = cosz, siis on liitfunkt-
siooni R(sin x, cos ) moodustamiseks jargmised voimalused:

. _ 1 : -1
R(sinz, cos ) = o5y, R(sinz, cosw) = oo

1

R(sin, cos ) = moss

Teatud juhtudel on voimalik integraali [ R(f1(x),. .., f,(z))dz sobiva asendusega
u = p(z) taandada ratsionaalfunktsiooni integraalile, st integraalile kujul

/Rl(u)d%

kus R;(u) on ratsionaalfunktsioon argumendiga . Viimase avaldamiseks saab
kasutada eelmises alamparagrahvis kirjeldatud eeskirja.

Alljargnevas loetelus on toodud moéned taolised integraalid koos asendustega,
mis viivad nad ratsionaalfunktsioonide inegraalidele.

/R(ex)dx, u=e"
/R (sin2 T, CoS x) sinzdxr, wu=cosx

/R (sinz,cos® z) coszdr, u=sinz

2u
14+u?
. X . 1—u?
R(sinz,cosx)dr, u=tan 5 asendusvalemid: cosx = T

dr = 2du
/R - azr + (3 dr. u=7 ar+ (0
yx + 9 yr+9

14+u2
: Var? +br+c+ axr kui a>0
/R(x,\/asc —I—b:c—|—c)d:1:, u = e T

r—T1

sinz =

kui a <0,

kus z; on vorrandi az? + bx + ¢ = 0 lahend.

Niited. 1. Avaldame integraali [ sind:f—l-l asendusega u = tan 3. Siis sinz =
% ja du = 12;132 (vt tlal). Arvutame:
/dm :/ 2o, :/12;132 :2/ du
sinz +1 1_?_%4—1 2“11%“2 2u+ 1+ u?
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du 1 1
=2 —x=-—+C= 73— +C.
/(u+1)2 wtl tan%—&—lJr

2. Avaldame f sin” z cos® x dr kasutades asendust v = sinz. Siis du = cos z dz
ja me saame

/sin7 x cos® xdr = /sin7 x cos? x cos xdr = /sin7 z (1 —sin? 2) cos zdx =

8 10 .8 .10
:/u7(1—u2)du:/(u7—u9)du:%—%4—02%—Smlom—&—a

3. Avaldame [ zv/z — 1dz. Tegemist on integraaliga tiiiipi [ R (:v, r ‘f;";ig ) dz,

kusn =2 a=1, 0= -1,y =0jad = 1. Seega teeme muutuja vahetuse
u = +/x — 1. Integraali all on vaja asendada ka suurused x ja dz. Arvutame x:

u=vVr—1 e i’ =z-1 z=uv’+1.

Jarelikult do = 2udu. Teeme muutuja vahetuse ja avaldame integraali:

/xﬁdm:/(u2+1)u-2udu:2/(u4+u2)du:

:E+E+C: Q(xfl)zx/xfl_FQ(as—l) x—1

5 3 ) 3 +C.

5.5 Integraalsumma ja maaratud integraal.

Integraalsumma moiste. Olgu antud funktsioon f, mis on pidev 16igul [a, b].
Jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks punktidega zg, 1, Za, ..., Z,, kusjuures

a=r9g< a1 <T2<...<xp =0
Tahistame jarjekorras i-nda osaldigu pikkuse stimboliga Ax;, st
Al‘i =T; — Tj—1-

Valime igal osaldigul [x;_1,z;] ihe punkti p;. Moodustame summa
Sn = f(p1)Azy + f(p2)Azy + ...+ f(pn) Ay = Y _ f(pi)Az;.  (5.15)
i=1

Seda summat nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks 16igul [a, b].

Maaratud integraali moiste. Tahistame pikima osaldigu pikkuse stimboliga
On, St 0n = max{Ax, Axg,...,Az,}. Muudame 16igu [a,b] tiikeldust jarjest
peenemaks selliselt, et pikima osaloigu pikkus g,, 1aheneb nullile. Kui f on pidev
16igul [a, b], siis on integraalsummal \S,, taolises piirprotsessis 16plik piirvéartus.
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Seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f mdadratud integraaliks 16igul [a, b]

ja tahistatakse
b
/ fl@)dx.

b
/ fz)dx = Qlirilo Shp . (5.16)

Seega definitsiooni kohaselt

Integraali fab f(z)dx komponendid kannavad jargmisi nimetusi: « - integraali
alumine raja, b - integraali tilemine raja, [a,b] - integreerimisloik, x - integree-
rimismuutuja, f - integreeritav funktsioon, f(x)dx - integraalialune avaldis.

Naide fiiiisikast. Liikugu materiaalne objekt x-teljel punktist a punkti b.
Mgjugu temale joud F, mis iildiselt soltub koordinaadist z, st F = F(x).
Eesmaérgiks on leida valem t66 A arvutamiseks, mille joud F' teeb vaadeldava
objekti lilkumisel punktist a punkti b.

Kui F on konstantne, siis avaldub t66 valemiga

A=F(b-a).

Kui F ei ole konstantne, siis tuleb t66 arvutamisel kasutada integreerimist. Idee
on jargmine: jaotame vaadeldava 16igu [a, b] viikesteks osaldikudeks nii, et igal
osaloigul on joud ligikaudselt konstantne. Igal osaldigul arvutame t66 eraldi,
kasutades selleks iilaltoodud valemit. Seejarel liidame osaloikudel tehtud t66d
kokku saades t66 tervel 16igul [a, b]. Niiviisi saame ligikaudse t66 valemi. Tapse
t60 valemi saame, kui muudame 16igu tiikelduse ”16pmata peeneks”, st votame
ligikaudsest t66 valemist piirvaartuse pikima osaloigu pikkuse lahenemisel nullile.

Asume t66 valemi tuletamise juurde. Seejuures eeldame, et funktsioon F(x)
on pidev. Pidevus on vajalik selleks, et F'(x) muutuks viikestel osaldikudel vahe.
Teatavasti ldheneb pideva funktsiooni muut nullile tema argumendi muudu
lahenemisel nullile (vt §2.9).

Jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks punktidega xg, x1, x2, ..., Z,, kusjuures

a=Tg <1 <Tp<...<xy =>0

Tahistame jarjekorras i-nda osaldigu pikkuse stimboliga Ax;, st Az; = x;—x;_1.
Valime igal osaldigul [x;_1, z;] ithe punkti p;. Kui i-nda osaldigu pikkus on véike,
siis muutub pidev funktsioon F'(z) sellel osaldigul véhe, st

F(z) = F(p;) iga « € [r;—1,2;] korral.

Seega on i-ndal osaldigul tehtud t66 A; ligikaudselt vordne F(p;) ja osaldigu
pikkuse Ax; korrutisega, st A; ~ F(p;)Ax;. Summeerides t66d iile osaldikude
saame t606 ligikaudse avaldise kogu 16igul [a, b]:

A= zn:AZ— ~ En:F(pz)sz (5.17)
i=1 i=1
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Mida viiksem on osaldigu [z;-1, ;] pikkus, seda vahem muutub joud sellel
osaldigul ja seda tdpsem on valem A; ~ F(p;)Axz;. Olgu p, pikima osaldigu
pikkus. Mida vaiksem on g,, seda véiksemad on osaloikude pikkused ning
jarelikult on seda tdpsem valem (5.17). Teisest kiiljest, valemi (5.17) pare-
mal poolel seisab funktsiooni F' integraalsumma 16igul [a,b]. Integraalsumma
laheneb maaratud integraalile protsessis o, — 0. Seega saame ligikaudsest
valemist (5.17) piirprotsessis g, — 0 jargmise tdpse valemi t66 jaoks:

A= /abF(x)dx.

5.6 Maaratud integraali geomeetriline sisu.
Olgu funktsioon f pidev 16igul [a,b]. Eeldame, et f(z) > 0. Vaatleme joontega

y = f(z),x = a,x = b ja y = 0 piiratud kovertrapetsit (joonisel 5.2 on see
timbritsetud pideva joonega).

ﬂ« P11 P2 X2 Ti—1 Pi T4 mn—lpnﬁ €T
xo Tn

Joonis 5.2

Tahistame selle kujundi pindala siimboliga S. Meie eesmérk on tuletada valem
pindala S jaoks. Selleks jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks punktidega zg, 1, z2, . . .
..., Xn, kusjuures

a=x9< T <T3<...<TH =b.

Fikseerime igal osaldigul [x;_1,x;] ithe punkti p;. Téhistame

AIZ‘ = Ty —XTj—-1 -
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Vaatleme osaldigule [z;_1,x;] toetuvat kovertrapetsi osa AS; (joonisel 5.2 on
selle kiiljed tommatud katkendliku joonega). Kui Ax; on véike, siis muutub
pidev funktsioon f osaléigul [x;_1,x;] vihe. Seega voib ta sellel osaldigul lugeda
ligikaudselt vordseks konstandiga f(p;) ehk

flz)= f(pi) kui x € [mi_1,24]. (5.18)

Jarelikult on AS; ligikaudselt ristkiilik ja tema pindala avaldub ligikaudu kérguse
ja aluse korrutisena:

AS; =~ f(pi)Ax; .

Terve kovertrapetsi ligikaudse pindala valemi saame, kui summeerime osapiir-
kondade pindalad:

n

S~ Y f(pi)Ax;. (5.19)

i=1

Mirgime, et saadud valemi paremal poolel seisab aluseid Ax; ja korgusi f(p;)
omavate ristkiilikute thendi (vt joonis 5.3) pindala.

Mida véaiksem on Az;, seda vihem muutub funktsioon f osaldigu [z;—_1, ;]
peal, jarelikult seda tdpsem on valem (5.18). Seega, mida peenem on [a,b]
tiikeldus, seda tdpsem on ka pindala valem (5.19). Teisest kiiljest, valemi (5.19)
paremal poolel on funktsiooni f integraalsumma 16igul [a,b]. Jarelikult, kui
pikima osaloigu pikkus p,, ldheneb nullile, siis ldheneb nimetatud integraal-
summa maéaaratud integraalile f; f(z)dz. Kokkuvottes, piirporotsessis 0, — 0
saame ligikaudsest valemist (5.19) jargmise tdpse valemi pindala jaoks:

sz/fmm. (5.20)

Lopuks tuleme veel tagasi valemi (5.19) juurde. Nagu néigime, seisab selle
paremal poolel joonisel 5.3 kujutatud ristkiilikute ithendi pindala. Valemit

(5.19) saab kasutada méairatud integraali fab f(z)dx ligikaudseks arvutamiseks.
Oma geomeetrilise sisu tottu nimetatakse seda valemit ristkilikvalemiks.

Ndide. Arvutame fab dx = fab 1dz. Kuna ldigule [a,b] toetuva ja korgust 1
omava ristkiiliku pindala on b — a, siis

b
/ dr=1>0—a.
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Y
N
f(p1) |- <
2 | g y = f(x)
ﬁ 1;1 T1 P2 T2 Ti—1 PiT; l’n—u:?nﬁ T
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Joonis 5.3

5.7 Maaratud integraali omadused. Integraali
keskvaartusteoreem.

Maaratud integraali omadusi.

L [P1f(2) £ g(2))dz = [P f(z)dz + [ g(x)dz.

NB! Omadus 1 ei kehti korrutamise ja jagamise korral! See tdhendab, et
b b b
[ @@tz # [ s@iz- ["g@iz ja
b b .
[ 7@ g@dz # [ sy [ gz,

2. f: Cf(z)dz = C’f: f(x)dz, C - konstant.

Lisame veel moned olulised omadused. Nende omaduste pohjendamisel on
hea kasutada méadratud integraali fliisikalist sisu: jou F'(x) pool tehtud t66 ma-

teriaalse objekti liikumisel punktist a punkti b avaldub valemiga A = fab F(x)dx.

Me defineerisime méaratud integraali fab f(x)dx 16igul [a, b]. Et selline definit-
sioon omaks motet, peab kehtima vorratus a < b. Teatud pohjustel on aga
vaja maaratud integraali definitsiooni laiendada ka juhule kui a > b. Naiteks
asendusvotte rakendamise tulemusena (vt. §5.9) tekib sageli integraal, mille
alumine raja on suurem kui iilemine. Alljargnevatest omadustest esimesed kaks
ongi definitsioonid, mis laiendavad méaratud integraali juhule a > b.
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3. [7 f(z)dz = 0,
Pohjendus: kui a = b, siis on labitud teepikkus vordne nulliga, seega on
ka t66 vordne nulliga, st [ F(z) = 0.

4. Kui a > b, siis f; f@)dz = — [ f(z)da.
Pohjendus. Jou F(z) poolt tehtud t66 liikumisel punktist a punkti b on
fab F(z)dz ning 56 liikkumisel punktist b punkti a on [;" F(z)dz. Seega,
kui materiaalne objekt liigub punktist a punkti b ja sealt tagasi punkti a,

on kogu tehtud t66 vordne summaga fab F(z)dz + [, F(z)dz. Kuid kuna
sel juhul on kogu labitud teepikkus vordne nulliga, kehtib vordus

/ab F(x)d:c—k/ba F(z)dx = 0.

Viies selles vorduses teise liidetava paremale poole tekibki valem

/ab F(z)dx = —/ba F(z)dz.

Jargnev omadus iitleb, et integreerimisloikude liitmisel integraalide vaartused
liituvad:

c b c
5. fa f(z)dx = fa f(x)dx—i—fb f(z)dz.
Pohjendus. Jou F(z) poolt tehtud t66d liikumisel punktist a punkti b

ning punktist b punkti ¢ on vastavalt fab F(z)dz ning [, F(z)dz. Seega,
kui objekt liigub punktist a tle punkti b punkti ¢, on jou poolt tehtud
kogutto vordne summaga

/ab F(z)dz + /bc F(z)dx.

Kuid teisest kiiljest on jouvalja poolt tehtud t66 liikumisel punktist a
punkti ¢ vordne ka integraaliga f: F(x)dx. Seega saamegi valemi

/:F(x)da: - /abF(x)dx—&—/ch(x)dx.

Vorratus, mida rahuldavad kaks funktsiooni, laieneb ka nende funktsioonide
integraalidele:

6. Kuia < bja fi(z) < fa(z) iga x € [a, b] korral, siis f: fi(z)dz < f: fo(z)dz.
Pohjendus. Joufunktsioonide Fj(x) ja Fa(x) poolt tehtud t66d litkumisel
punktist a punkti b on vastavalt f; Fy(x)dz ja fab Fy(x)dz. Kui Fy(z) <
F5(x) ja labitud teepikkus on positiivne, st b > a, siis on jou Fy poolt
tehtud t66 suurem voi vordne jou Fj poolt tehtud t60st, st

b

/a B (o)de < / Fo(a)da.

a
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Teoreem 5.2 (Integraali keskvadrtusteoreem). Kui f(x) on pidev loigul
[a,b], siis leidub sellel loigul vahemalt ks punkt ¢ nii, et

b b
/ f(z)dz = f(c)/ dz = f(c)(b—a). (5.21)

Téestus. Kuna f(z) on pidev 16igul [a, b], saavutab ta sellel 16igul oma suurima
ja vdahima vaartuse (loigul pidevate funktsioonide omadus 1 §2.11). Olgu M
suurim vaartus ja m vahim vaartus. Siis kehtivad iga « € [a, b] korral vorratused
m < f(z) < M. Méiratud integraali omaduse 6 pohjal

/abmda: S/abf(x)dx < /:de.

Kuna m ja M on konstandid, siis omaduse 2 pohjal f:mdaj = mf; dz ja
f: Mdx = Mf: dx. Seega

m/abdx S/abf(x)dx < M/abdx.

b
Jagades suurusega fa dxr saame

b
m < 7f“ fb(x)dx < M
[, dx

iz
vahel. Kuna 16igul [a, b] pidev funktsioon f(z) saavutab sellel 16igul iga vairtuse
oma suurima ja vahima vadrtuse vahel (16igul pidevate funktsioonide omadus 2

§2.11), siis leidub vahemalt iiks punkt ¢ € [a, b] nii, et

Nieme, et arv paikneb funktsiooni f(z) suurima ja vihima véirtuse

_ ff f(x)dz
Jodv

Korrutades seda vordust arvuga f; dz ja arvestades, et f: dx = b — a, saame
valemi (5.21). Teoreem on toestatud.

f(e)

5.8 Muutuva iilemise rajaga integraal. Newton-
Leibnitzi valem.

Muutuva iilemise rajaga integraal. Oleme vaadelnud kahte liiki integraale:

1. médramata integraal [f(z)dx , mis on defineeritud kui funktsiooni f alg-
funktsioonide tildavaldis;
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2. madratud integraal f; f(z)dz, mis on defineeritud kui funktsiooni f integ-
raalsumma piirvaartus.

Jargnevalt vaatame iihte olulist seost nende kahe integraalitiiiibi vahel.

Olgu antud funktsioon f(t), mis on pidev 16igul [a,b]. Siis on sellel funkt-

sioonil olemas méaératud integraal f; f(t)dt. Asendame selle integraali tilemise
raja muutujaga x. Siis saame jargmise 16igul [a, b] defineeritud funktsiooni:

B(z) = /zf(t)du v € [a,b.

Osutub, et sellisel viisil oleme me teisendanud méaratud integraali fab f®)dt
médramata integraaliks. Téapsemalt: ®(x) on funktsiooni f algfunktsioon,
st itks konkreetne funktsioon mééramata integraaliga [ f(z)dz antud funkt-
sioonide parvest. Sonastame ja toestame selle viite teoreemina.

Teoreem 5.3. Kui f on pidev ldigul [a,b], siis funktsioon ®, mis avaldub
valemiga ®(z) = f; f(®)dt, on funktsiooni f algfunktsioon loigul [a,b].

Toestus. Teoreemi vaite toestamiseks peame néitama, et
®'(x) = f(z) iga x € [a,b] korral

Olgu z suvaline punkt 16igult [a,b]. Nagu tavaliselt, tahistame stimboliga Az
argumendi z muutu. Kasutades méadratud integraali omadust 3 §5.7 arvutame:

T+Ax x z+Ax
B(z + Ax) :/ Fe)dt :/ f(t)dt+/ Ft)dt

z+Ax
— B(z) + / ()t

Seega saame funktsiooni & muudu jaoks seose
z+Ax
AD = O(x+ Ax) — D(x) = / f(t)dt. (5.22)
x

Integraali keskvaartusteoreemi pohjal leidub punktide x ja x + Ax vahel punkt
¢ nii, et kehtib vordus

z+Ax
/ FOdt = f(e)(x+ A —2) = f()Aw. (5.23)

Téapsemalt: Kui Az > 0, siis leidub integraali keskvaartusteoreemi pohjal 16igul [z, z + Az]

punkt ¢ nii, et kehtib (5.23). Kui aga Az < 0, siis leidub sama teoreemi pohjal 16igul [z+ Az, x]
punkt c nii, et kehtib

x+Ax x

[ swde=— [ it = -1 - o - A2) = f)As,
x z+Ax

st samuti kehtib (5.23).
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Vaottes (5.22) ja (5.23) kokku saame seose A® = f(c)Az, millest jareldub et

(]

Selle vorduse vasakul pool olev jagatis koondub funktsiooni ® tuletiseks punktis
x piirprotsessis Az — 0. Peale selle, kuna ¢ paikneb z ja = + Az vahel, siis
¢ — z, kui Az — 0. Kokkuvottes saame vorduse

Olemegi toestanud, et ®'(z) = f(z) iga x € [a,b] korral ja sellega ka teoreemi
vaite.

Newton-Leibnitzi valem. Eelmises alamparagrahvis vaatlesime iithte voimalust

teisendada maéaératud integraal madramata integraaliks. Niitid vaatleme teist-

pidist teisendust, st médratud integraali saamist madramata integraalist.
Konkreetselt olgu F' funktsiooni f algfunktsioon, st F' on iiks konkreetne

funktsioon médramata integraaliga [ f(z)dz antud funktsioonide perest. Esi-

tame kiisimuse: kuidas oleks voimalik sellisel juhul arvutada méaratud integraal

b . .
fa f(x)dx? Vastuse koos arvutusvalemiga annab jargmine teoreem.

Teoreem 5.4 (Newton-Leibnitzi valem). Kui F on pideva funktsiooni f
algfunktsioon loigul [a,b], siis kehtib valem

/ f(x)dz = F(b) - F(a) = F(x)|". (5.24)

Téestus. Teoreemi eelduse kohaselt on F' funktsiooni f algfunktsioon loigul

[a,b]. Peale selle, teoreem 5.3 pohjal on ka funktsioon ®(z) = [ f(t)dt funkt-
siooni f algfunktsioon 16igul [a, b]. Kuna iihe ja sama funktsiooni kaks algfunkt-
siooni voivad teineteisest erineda vaid liidetava konstandi vorra (teoreem 5.1),
siis kehtib seos

/ " ftydt = Flx) +C. (5.25)

Jérgnevalt leiame konstandi C' véértuse. Selleks paneme avaldises (5.25) muu-
tuja z vérduma a-ga. Saame vorduse

/af(t)dt = F(a)+C,

mille vasak pool vordub nulliga méa#ratud integraali omaduse 1 pdhjal (vt §5.7).
Seega, 0 = F'(a) + C, millest tuletame valemi C' = —F'(a) konstandi C' jaoks.
Niitid saame kirjutada vorduse (5.25) kujul

/:v ft)dt = F(z) — F(a).
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Pannes selles avaldises muutuja x vorduma arvuga b, jouamegi Newton-Leibnitzi
valemini (5.24). Teoreem on toestatud.

Niiteid. 1. Arvutame f_ll e“dz. Kuna [e*dz = e+, siis Newton-Leibnitzi
valemit kasutades saame

! 1 1
/ e””dx:6$| =e —el =e— 2.
-1

2. Arvutame fO% cos 3zdr. Kuna [cos 3zdr = § sin3z + C, siis

G 1 s 1 1 1
/0 cos3xdr = gsin3:v|8 = g[sing —sin0] = 5[1—0] =3

5.9 Asendusvote ja ositi integreerimine maaratud
integraali korral.

Asendusvote. Vaatleme méaidratud integraali

b
/ f(z)dz. (5.26)

Teeme integraali all asenduse valides uueks muutujaks v, mis soltub z-st jargmisel
viisil: u = @(x). Eeldame, et ¢ on iiksithene ja diferentseeruv. Téhistame ¢
poordfunktsiooni -ga. Siis

z = P(u). (5.27)

Paneme kirja funktsiooni ¢ tuletise diferentsiaalide jagatisena: 92 = v/(u).

Korrutades seda vordust du-ga saame
dx = ' (u)du. (5.28)

Kasutades valemeid (5.27) ja (5.28) saame integraali (5.26) all suurused «z ja dx
asendada vastavate u-st soltuvate suurustega. Erinevalt madramata integraalist,
tuleb madratud integraali korral lisaks suurustele x ja dx asendada ka integree-
rimisloik koos rajadega. Uus integreerimisloik koosneb funktsiooni v = ¢(x)
vaartustest, mis on saadud argumendi x varieerimisel iile kogu esialgse integ-
reerimisléigu [a, b]. Uhtlasi on uue integraali alumine raja vordne u vaartusega,
mis vastab muutuja x vadrtusele a ja iilemine raja on vordne u vadrtusega, mis
vastab muutuja z vadrtusele b. Seega on uue integraali alumine raja ¢(a) ja
iilemine raja ¢(b). Kokkuvottes saame jargmise valemi:

b »(b)
/ f(@)dz = / ) (w)de. (5.20)
a »(a)

1 tx)2d ..
Niide. Arvutame [ % Teeme asenduse u = arccotz. Siis

dx

du= -2
Y 1+ 22
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Taolise asenduse puhul lihtsustub integraalialune avaldis kujule —u?du. Arvu-

tame rajad uues integraalis: arccot(—1) = 2%, arccot 1 = %. Seega

4
/1 (arccotx)?dx /I 2 u?
) B Wdu = ——

i1 (5)37 3m\°| _ 137°
_ = 3 (\4 4 92

Ositi integreerimine. Olgu u = u(x) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funkt-
siooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise:

d(uv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist rajades a-st b-ni. Saame

/abd(uv) = vadu+/abudv. (5.30)

Arvutame eraldi selle avaldise vasaku poole. Kuna [d(uv) = uv+C integraalide
tabeli valemi 1 pohjal, siis Newton-Leibnitzi valemi tottu

b
/ d(uv) = uv|Z

Asendame selle vorduse seose (5.30) vasakusse poolde. Saame

/vdqu/ udv .

.. b ~ . e . D
Viies fa vdu vorduse teisele poolele, tuletame ositi integreerimise valemi maéaratud

integraali jaoks:
b X b
/ udv = uv’a—/ vdu . (5.31)

Ndide. Arvutame fow z? cos 5 dz. Votame u = 2?2 ja dv = cos 5 dr. Siis
du = 2xdz ja v = 2sin 5. Integreerime ositi:

e T ™
/ xQCosfdx:2x2sin§‘ —4/ xsinfda:.
0 2 210 0 2

Integraali foﬂ rsin 5 dr tuleb uuesti ositi integreerida. Selleks votame u = z ja
dv = sin § dz. Siis du = dz ja v = —2cos 5. Saame

z +2/ cosxdx} =
0 0 2

x| T|™ X X
+4sin = ]—_[22—1 in= + f}
0 sm2‘0 ($ 6) SHI2 8$COS2

™ T
/ xQCosfdx:2x2sin£‘ —4[—
0 2 210

T

s
= 9272 sin g‘ —4 [—23: col
0

- [(27#— 16)sing +8mosg] — [(2-022 — 16)sin0 + 8- 0 - cos 0] = 22 — 16.

128



5.10 Paratud integraalid.

Lopmatute rajadega paratud integraalid.

1. Pdaratu integraal poolldigul [a,00). Olgu antud funktsioon f, mis on pidev
l6pmatul poolldigul [a,00). Seega on f pidev ka koigil 16plikel 16ikudel
[a, b], kus b > a. Jarelikult eksisteerib méédratud integraal

b
/ f(z)dz iga b > a korral

(vt §5.5). Vaatleme selle integraali kaitumist protsessis b — oo. Piir-
vaartust blim f; f(x)dx nimetatakse funktsiooni f pdratuks integraaliks
— OO0

poolldigul [a, 00) ja tdhistatakse f:o f(x)dx. Seega definitsiooni kohaselt

b

/Oo f(z)dz = blirgo flz)dz. (5.32)

2. Pdratu integraal poolloigul (—oo,b]. Olgu f pidev lopmatul poolldigul
(=00, b]. Pératu integraal f_boo f(z)dx defineeritakse jargmise piirvadrtu-
sega:

b

b
/_ f(z)dz = lim f(x)dz. (5.33)

a——00
a

3. Pdratu integraal tervel arvteljel (—oo,00). Eeldame, et f on pidev tervel
arvteljel (—o0,00). Pératu integraal [~ f(z)dx defineeritakse valemiga

/_Oo f(z)dz = lim ’ flz)dz. (5.34)

a— 00
—a

Paratut integraali nimetatakse koonduvaks, kui ta eksisteerib ja on loplik. Vas-
tasel juhul nimetatakse paratut integraali hajuvaks.

Nditeid. 1. Arvutame integraali floo g—?. Vastavalt definitsoonile saame

00 b b
1T b—oo J1 T b—oo | zl1 b—oo | b

Integraal koondub.
2. Arvutame integraali

o] b b
/ dr = lim / dr = lim [ln|x|‘ ] = lim [lnb— 0] = oo.
1 X b—oo 1 X b—o0 1 b—oo

Integraal hajub.
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Paratu integraali koonduvuse kindlaks tegemiseks ei ole alati vaja selle in-
tegraali arvulist vaartust leida. Selleks voib kasutada nn. hindamisteoreeme.
Esitame siinkohal kaks taolist teoreemi ilma toestusteta.

Teoreem 5.5. Kui iga © > a korral kehtivad vorratused 0 < f(z) < g(z) ja
integraal f:o g(x)dx koondub, siis koondub ka integraal f:o f(z)dz.

Ndide. Hindame péaratu integraali floo e_,;d"” koonduvust. Kuna e* on kas-

vav funktsioon, siis kehtib e® > e! = e iga 2 > 1 korral, Sellest vorratusest
tuletame e™® = L < 1 iga 2 > 1 korral. Seega kehtib jargmine hinnag:

et — e

e T 1 .
— < — igaw > 1 korral.
T ex

Selles vorratuses paremal pool oleva funktsiooni integraal koondub, sest eespool-
toodud naite 1 pohjal

/Oodxil/oodxillil
L ex2 efy 22 e T €

e “dx
22

Jarelikult, teoreem 5.5 pohjal koondub ka integraal floo

Maérki muutva funktsiooni paratu integraali hindamiseks saab kasutada naiteks
jargmist teoreemi:

Teoreem 5.6. Kui [ °|f(z)|dz koondub, siis koondub ka [ f(x)dx.

Naide. Hindame paratu integraali floo sziﬁ(” koonduvust. Kuna iga x korral
kehtib vorratus

ja integraal floo i—”ﬁ koondub, siis teoreem 5.5 pohjal integraal floo |5111T7§-lw‘ dx
o0 sin zdx

koondub. Teoreemi 5.6 pohjal jareldub sellest omakorda integraali [, = %3

koonduvus.

Péaratud integraalid katkevatest funktsioonidest. §5.5 toodud méaratud
integraali definitsioonis eeldasime, et f on pidev 16igul [a,b]. Vaatleme niiiid
juhtu, kui f on katkev. Kui f-1 on katkevuspunktid 16igul [a, b], siis selle funkt-
siooni integraalsumma ei tarvitse omada 16plikku piirvéartust, seega ei eksisteeri
viimasel juhul ka maaratud integraali f; f(x)dx. Siiski on katkevat funktsiooni
teatud juhtudel voimalik integreerida paratu integraali mottes. Vaatleme kahte
erijuhtu:

1. Olgu funktsioon f pidev poolldigul [a,b) ja olgu b selle funktsiooni katke-
vuspunkt. Siis on f pidev koigil 16ikudel [a,c], kus ¢ on a ja b vahel, st
¢ € (a,b). Jarelikult eksisteerib médratud integraal

/f(a:)dx iga ¢ € (a,b) korral.
a

Selleks, et saada integraalist fac f(z)dz integraali f: f(z)dz, tuleb meil
lahendada arvuga ¢ arvu b. Kuna ¢ paikneb vahemikus (a, b), on tegemist
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vasakpoolse piirvaartusega. Seega defineeritakse paratu integraal f: f(z)dz

jargmiselt:
b c
/ f(x)dx = lim f(z)dx

c—b~ Jq

2. Olgu funktsioon f pidev poolldigul (a,b] ja olgu a selle funktsiooni katke-
vuspunkt. Siis on f pidev koigil 16ikudel [c,b], kus ¢ € (a,b). Pératu
integraal f; f(z)dz defineeritakse jirgmise parempoolse piirvaartusega:

/abf(x)dx = lim, /be(x)dx

Kui paratu integraal katkevast funktsioonist eksisteerib ja on 16plik, siis 6eldakse,
et ta koondub. Vastasel juhul 6eldakse, et paratu integraal hajub.

Naited. 1. Arvutame integraali fo ~. Integreeritav funktsioon \} on pidev

pooldigul (0, 1] ja katkev punktis x = 0 Seega definitsiooni kohaselt

1
; = hm/ \fi lim 2f| lim (2 —2c) =

c—0+ c—0Tt c—0+

Integraal koondub.

2. Arvutame integraali fo . Vastavalt definitsioonile
1 1
dx dx
— = lim — = lim ln|x||1: lim (—Inc¢) = oo.
0 T c—0t J. c—0+ ¢ o0t

Integraal hajub.

5.11 Maaratud integraali rakendusi.

85.5 toime me ndite maaratud integraali rakendamise kohta t66 arvutamisel.
Selles paragrahvis vaatleme veel moningaid méaédratud integraali rakendusi.
Kuna integreerimine on tuletise arvutamise poordoperatsioon, saab reeglina
tuletisi sisaldavaid valemeid esitada ka integraalsel kujul. Koigepealt vaatlemegi
kahte taolist néidet.
Varda massi arvutamine joontiheduse kaudu. Vaatleme z-telje kohal paiknevat varrast,
mis asub punktide 0 ja [ vahel (vt §3.2 toodud joonist). Piistitame jargmise iilesande: antud
on aine joontihedus «(z) kogu vardas, so 16igul [0,!]. Maarata tuleb varda kogumass m. §3.2
me juba néitasime, et joontiheduse v(z) jaoks kehtib jirgmine valem:

V(z) = m’(z),

kus m(z) on osaldigu [0, z] kohal paikneva vardaosa mass. Massi leidmiseks integreerime
koigepealt joontiheduse valemit 16igul [0, []:

/Ol'y(r)dm = /Ol m’(z)dz
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Ilmselt on m’(z) algfunktsioon m(z). Seega Newton-Leibnitzi pohjal

l
= m(l) — m(0).
0

/Ol m/(z)dr = m(z)

Seega
l
/ y(z)dzr = m(l) — m(0).
0

Siinjuures m(0) punkti 0 kohal paikneva l6pmatult viikese vardaosa mass, seega m(0) = 0,
ja m(l) on terve 1digu [0,!] kohal paikneva varda mass, seega m(l) = m. Olemegi tuletanud
jargmise valemi varda massi jaoks:

1
m = / y(z)dz.
Jo
Laengu koguse arvutamine voolutugevuse kaudu. §3.2 me tuletasime jargmise valemi:

I(t) = q'(1),

kus I(t) on voolutugevus juhtme ristloikes ajahetkel ¢ ja ¢(t) on ajavahemikus [0,¢] seda
ristloiget ladbinud laeng. Taolist valemit kasutades saab arvutada voolutugevuse laengukoguse
kaudu. Piistitame niiiid vastupidise iilesande: antud on voolutugevus I(t) ja leida tuleb
ajavahemikus [0,tp] juhtme ristldiget 1dbinud laeng. Ulesande lahendamiseks integreerime
toodud valemit rajades 0 kuni tg:

/Oto I(t)dt = /Oto q (t)dt.

Vastavalt Newton Leibnitzi valemile

/O k q (t)dt

[ 1t = att0) - a0)

Kuna ¢(0) = 0 (¢(0) vordub ajahetkel ¢t = 0 juhet l4biva laenguga, mis on tiihiselt viike), siis
saame jargmise valemi

q(to) — q(0).

Seega

alto) = /“’ I(t)dt,

0
mis annabki ajavahemikus [0, ¢p] juhtme ristldiget 1abinud laengu.

Jargnevalt vaatleme méaaratud integraali geomeetrilisi rakendusi. Nende niidete
juures puuduvad tuletisi sisaldavad ldhteseosed. Seetottu kasutame Newton-
Leibnitzi valemi asemel maératud integraali definitsiooni ja vahetut geomeetrilist
sisu.

Pindala arvutamine. Olgu antud funktsioon f(z) > 0. Vaatleme joonisel
5.2 kujutatud joone y = f(z) ja z-telje vahel paiknevat kovertrapetsit. Nagu
nédgime §5.6, avaldub selle kovertrapetsi pindala valemiga

b
S = / F2)dz . (5.35)

Jargnevalt kasitleme pisut teistsugust juhtu. Vaatleme tasandilist kujundit
D, mis on alt piiratud joonega y = fi(x) ja iilalt joonega y = fa(x), kusjuures
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a < x <b (joonis 5.4). Meid huvitab D pindala S. Naitame, et S saab esitada
f2 ja f1 vahe integraalina, st

b
5= / fala) — fi(0)] de. (5.36)

Valemi (5.36) toestamiseks nihutame D {iilespoole z-telge. Selleks leiame sellise
positiivse arvu C, mille korral kehtib vorratus fi(z) + C' > 0 ja defineerime
funktsioonid

g1(z) = fi(x) + C ning go(z) = fo(x) + C.

Olgu D joonte y = g1 () ja y = g2(x) vahel paiknev kujund. Tinu C' sobivale

valikule asetseb kujund D a-telje peal (joonis 5.4). Méirgime, et juhul kui D
asetseb juba x-telje peal, siis ei ole taolist nihutamise operatsiooni vaja teha, st

votame C’szaﬁ =D.

Joonis 5.4

Kujundite D ja D pindalad on vordsed. Jérelikult tuleb S leidmiseks arvu-
tada D pindala. Kuna jooned y = g; () ja y = g2(x) asetsevad iilalpool z-

telge (st g1(z) > 0, go(x) > 0), siis voib kujundi D pindala arvutada selliselt,
et lahutame joone y = go(x) ja z-telje vahele jadva kovertrapetsi pindalast
joone y = gi(x) ja x-telje vahele jadva kovertrapetsi pindala. Kuna valemi
(5.35) pohjal vordub y = go(z) ja a-telje vahele jadva kovertrapetsi pindala
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integraaliga ff g2(x)dx ning y = ¢1(z) ja a-telje vahele jadva kovertrapetsi
pindala integraaliga fab g1(x)dx, siis S = f; [g2(x) — g1(z)] dx. Lopuks arvutame

b b
S=/ l92(z) — g1 ()] de =/ fala) + C — fila) — O] de =
b
- / fale) — f1(2)) de.

Olemegi toestanud valemi (5.36).

Ruumala arvutamine ristloigete pindalade jargi. Olgu antud ruumiline
keha V', mis paikneb tasandite © = a ja x = b vahel. Tahistame selle keha
ruumala samuti V-ga. Tuletame valemi V' arvutamiseks.

Vaatleme keha V' 16iget a-teljega ristuva tasandiga (joonis 5.5). Tekkiva
ristloike pindala soltub lGiketasandi asukohast, seega on ta muutuja = funkt-
sioon. Tahistame ristloike pindala S(z)-ga. Eeldame, et S(x) on pidev.

Joonis 5.5

Tiikeldame 16igu [a, b] osaloikudeks punktidega
a=r9g<xT1<T9<...<xp =0
Valime igal osaloigul [x;_1, ;] the punkti p;. Tahistame

AIZ' =T — Tj—-1-
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Vaatleme tasandite x = x;_1 ja x = z; vahele jadvat keha kihti AV} (joonis 5.6).
Kui Az; on véike, siis muutub ristléike pindala S(z) osaldigul [z;_1, ;] vahe ja
me saame ta lugeda ligikaudselt vordseks S(p;)-ga, st

S(x)~ S(p;) kul z € [x;—q1,x].

Sellisel juhul on AV ligikaudselt silinder, mille pohja pindala ja korgus on vas-
tavalt S(p;) ja Ax;. Seega avaldub AV; ruumala ligikaudselt valemiga

AV; =~ S(pi)Az; .

e L Di . ;
a T1 T2 Ti—1 T; Tn—1 p
I il

Joonis 5.6

Terve keha ruumala ligikaudse valemi saame summeerides AV; ruumalad:

V=~ Z S(pi)Ax; . (5.37)
i=1
Mida peenem on 16igu [a, b] jaotus, seda tdpsem on ligikaudne vordus AV, =~
S(pi)Ax; ning seda tdpsem on ka valem (5.37). Teisest kiiljest: valemi (5.37)
paremal poolel seisab funktsiooni S integraalsumma 16igul [a,b]. Jérelikult
saame pikima osaloigu pikkuse o,, ldhenemisel nullile jargmise tapse valemi keha
ruumala jaoks ristloigete pindalade jargi:

V= /b S(x)dx. (5.38)
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Erijuht: péordkeha ruumala. Olgu antud funktsioon f 16igul [a, b]. Eeldame, et
f(z) on pidev ja f(x) > 0. Vaatleme joontega y = f(x),z =a,z=bjay =0
piiratud kovertrapetsit K (joonis 5.7 vasakul). Paneme kujundi K poorlema
tmber a-telje. Tulemusena saame poordkeha V' (joonis 5.7 paremal). Keha V
loikamisel x-teljega ristuva tasandiga tekkiv 16ige on ring, mille raadius vordub
f(z)-ga (sest kujundi K korgus punktis 2 on f(x)). Seega on ristloike pindala
S(z) = 7f%(x) ja iildisest valemist (5.38) saame jirgmise valemi V ruumala
jaoks:

b
V= W/ () da. (5.39)

Joonis 5.7
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¢

a T1T2 Ti—12X4 Tn—-1b
I Il
xo Tn

X

Joonis 5.8

Joone pikkuse arvutamine. Olgu antud joon vorrandiga y = f(x), kus a <
x < b. Tahistame selle joone pikkuse [-ga. Meid huvitab valem [ arvutamiseks.
Eeldame, et f(z) on diferentseeruv. Jaotame 16igu [a, b] osaldikudeks punk-
tidega
a=To<xr1 <2< ...<xTp=0">

(joonis 5.8). Tahistame
Az; =z — w1, Ay = flz) — f(@io1).-

Vaatleme osaldigu [x;—1,x;] kohale jddvat joone osakaart Al;. See osakaar on
suurendatult kujutatud joonisel 5.9.

Joonis 5.9

Kuna f(z) on eelduse kohaselt diferentseeruv, on vaadeldav joon sile. Sile
joon on aga sirgestuv (st suurendamisel muutub ”sirgemaks”). Jérelikult on
vaikese Ax; korral osakaar Al; ligikaudselt sirgloik ja joonisel 5.9 on ligikaudne
téisnurkne kolmnurk. Seega voime me Al; pikkuse arvutamisel kasutada Pythago-
rase teoreemi. Téahistades Al; pikkuse samuti Al;-ga saame

Al =/ (Ax)? + (Ay;)?. (5.40)
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Edasi avaldame selles valemis esineva funktsiooni muudu Ay; argumendi muudu
Az; kaudu. Selleks sobib kasutada Lagrange’i teoreemi (vt §3.9). Nimetatud
teoreemi pohjal leidub vahemikus (z;_1,x;) punkt p; nii, et kehtib vordus

fli) = f(ica) = () (i — 2i1).

Seega
Ay; = f'(pi)Az;

ja valemit (5.40) saab teisendada jargmiselt:

Al ~ B2+ (P o) An)? = (Ba? + [ )P () =
— I+ PP Aa,.

Terve joone ligikaudse pikkuse saame kui summeerime Al; ligikaudsed pikkused:
1R Y I+ (p)]? Az (5.41)
i=1

Mida véiksem on Ax;, seda ”sirgem” on osakaar Al; ja jarelikult on seda tapsem
ka ligikaudne vordus (5.40). Sellest tuleneb, et mida véiksemad on osaldigud,
seda tdpsem on valem (5.41). Teisest kiiljest, valemi (5.41) paremal poolel
seisab funktsiooni /1 + [f’(z)]? integraalsumma l6igul [a,b]. Jarelikult pikima
osaloigu pikkuse o, lahenemisel nullile saame jargmise tapse valemi vaadeldava
joone pikkuse jaoks:

b
- / VIF @R de. (5.42)
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