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0.1. Eessona

Kaéesoleva oppevahendi aluseks on autori poolt viimastel aastatel Tallinna Tehnikaiilikoo-
lis bakalaureuseoppe iiliopilastele peetud {ihe muutuja funktsiooni diferentsiaal- ja inte-
graalarvutuse loengud nimetuse ”"Matemaatiline analiilis I” all. Siiski ei ole tegu pelgalt
ithel semestril esitatu kirjapanekuga. Lisatud on paljude vaidete toestused, mille esi-
tamiseks napib loengutel aega. Samuti on tunduvalt mahukam néiteiilesannete hulk.
Uhtses kontekstis on lisatud ka keskkoolis-giimnaasiumis matemaatilisest analiifisist esi-
tatu. Oppevahend pakub tiiendavaid voimalusi iilidpilaste iseseisvaks t60ks. Toestuseta
esitatud oluliste véidete korral on antud viide opikule, millest huviline voib leida kor-
rektse toestuse.

Oppevahendi eesmirgiks on tutvustada lugejat matemaatilise analiitisi pohitodedega
ithe muutuja funktsiooni korral. Matemaatiline analiiis on matemaatika osa, milles
funktsioone ja nende iildistusi uuritakse piirvaartuste meetodil. Piirvaartuse moiste
on tihedalt seotud lopmata véikese suuruse moistega. Voib ka viita, et matemaatiline
analiiiis uurib funktsioone ja nende tildistusi I16pmata véaikeste meetodil. Nii tehnikas kui
ka looduses uuritavate protsesside kirjeldamisel kasutatakse funktsionaalseid seoseid ja
nende uurimiseks matemaatilist analiitisi. Antud oppevahendis késitletakse klassikalist
matemaatilist analiilisi, mille pohiliseks uurimisobjektiks on funktsioon. Esitatud pi-
irvaartuste meetod on rakendatav ka tdnapideva matemaatika uurimisobjektide, nagu
funktsionaal, operaator jne korral.

Péhilised viited on Spikutele [5] ja [10]. Opikut [11] ja 6ppematerjali [13] on mbistlik
kasutada selle kursuse pohitodedega tutvumisel. Ingliskeelse 6pikuna sobib [7]. Opikute-
ga [7] ja [10] tootamisel on kasulikuks abivahendiks matemaatikasonaraamat [4] , millest
leiate eestikeelsete matemaatiliste terminite tolked inglise ja vene keelde ja ka vastupidi.
Matemaatikaleksikon [3] , mis sisaldab mérksonu nii elementaar- kui ka nn kérgema
matemaatika olulisematest valdkondadest voimaldab kiiresti leida matemaatiliste termi-
nite lithikesi méaératlusi. Teoreetilise materjali omandamise holbustamiseks, kordamiseks
ja kinnistamiseks sobivad teatmikud [2] ja [6] ning metoodiline materjal [9] . Opik [12] on
abiks lineaaralgebraga seotud probleemide lahendamisel. Opikust [18] leiate numbrilised
meetodid.

Molema peatiiki 1opus on iilesanded, mis enamikus on varustatud vastustega, kusju-
ures moningatele iilesannetele on lisatud napunaide sobiva lahendusmeetodi valikuks.
Ulesandeid esitatud teooria kohta on voimalik leida ka iilesandekogudest [1], [8], [14]
ja oppevahendist [16] . Matemaatikapaketid MATLAB, MAPLE, MATHCAD, MATH-
EMATICA [10] jpt voimaldavad kinnistada selles kursuses omandatut. Oppevahendi
koostamisel on kasutatud paketti ”Scientific WorkPlace 3.0”, lithendatult SWP.

Téanan dotsente A. Lohmust ja F. Vichmanni, kes abistasid autorit paljude kasulike
markustega kisikirja vormistamisel.
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0.2. Kasutatav siimboolika

Oppevahendis esitatavad viited koosnevad lausetest, millest iga kohta véib Gelda,
kas ta on toene (bige) voi vadr. Liigitame need laused liht- ja liitlauseteks. Niiteks
laused “x € X” (x on hulga X element) ja “y € Y on lihtlaused ning lause “(z € X) A
(y €Y)” (z on hulga X element ja y on hulga Y element) ehk lihidalt “z € X Ay € Y”
on liitlause. Stimbolit A kasutame selles kontekstis sona “ja” ning stimbolit V sona “vo6i”
asemel.

Olgu A ja B kaks lauset. Tahistus

A= B (0.2.1)

on lithikirjapilt vaitele “kui lause A on toene, siis on toene ka lause B”. Veel Geldakse,
et “eelduse A tdidetusest (tOesusest) jareldub véite B toesus” voi “eeldus A on piisav
véite B toesuseks” ehk “tingimusest A jareldub (loogiliselt) vdide B”. Véide

(n € 6N) = (n € 3N)

ehk lithidalt
n € 6N = n € 3N, (0.2.2)

kus 3N on kolmega (jadgita) jaguvate naturaalarvude hulk, st 3N = {3;6;9;...}, ning
6N on kuuega jaguvate naturaalarvude hulk, st 6N ={6;12;18;...}, on (0.2.1) tiilipi.
Seejuures on selle néite korral lauseks A lause “n € 6N” ja lauseks B vastavalt “n € 3N”.
Viidet (0.2.2) tuleb lugeda “kui arv n on kuuega jaguv naturaalarv, siis arv n jagub
kolmega”. Tingimus “n € 6IN” on piisav viite “n € 3N” toesuseks. Samas tingimus
“n € 6N” ei ole tarvilik véite “n € 3N” toesuseks, néiteks “9 ¢ 6IN”, kuid “9 € 3N”.
Téahistus
A< B (0.2.3)

on lithikirjapilt vaitele “laused A ja B on loogiliselt samavddrsed”, st kui lause A on
toene, siis ka B on toene, ja vastupidi, kui lause B on toene, siis on toene ka A. Vaidet
(0.2.3) voib kirja panna ka kujul

(A= B)AN(B=A).

Veel Geldakse viite (0.2.3) korral, et tingimus A on tarvilik ja piisav véite B toesuseks
ehk viide B on toene parajasti siis (siis ja ainult siis), kui on toene véide A. Niiteks
vaide
((n € 3N)A(ne2N)) < (ne6N)
ehk liithidalt
n €3N An € 2N & n € 6N (0.2.4)

on (0.2.3) tiilipi. Viaidet (0.2.4) voib lugeda “naturaalarv n jagub kuuega parajasti siis,
kui n jagub kolmega ja n jagub kahega” ehk “tingimused n jagub kolmega ja n jagub
kahega on tarvilikud ja piisavad naturaalarvu n kuuega jaguvuseks” voi “naturaalarv n
jagub kuuega siis ja ainult siis, kui n jagub kolmega ja n jagub kahega”.
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Stimbolit V kasutatakse sonade “iga” voi “suvaline” ehk “mis tahes” asemel. Néiteks
vaites
Ve >1= 22 >z,

st iga {ihest suurema arvu z korral on 2

kehtib iga > 1 korral.

Siimbolit 3 kasutatakse sona “eksisteerib” voi sonapaari “on olemas” asemel. Naiteks
viiidet “kui f(z) = 23 +ax?+bx+c on reaalsete kordajatega kolmandat jirku poliinoom,
siis tal leidub reaalne nullkoht z;” saame esitada kujul

suurem kui x, rohutatakse, et see jareldus

a,b,c € RA f(x) =2 +az® + b +c = Jz1 € R: f(z1) = 0.

Oppevahendist [17] leiate tdiendavat informatsiooni eeltoodud lithikirjapiltide kasu-
tamisvoimaluste kohta.

Stimbolit [0 kasutatakse toestuse 16pu tdhisena ja stimbolit <> néiteiilesande lahen-
duse 16pu tdhisena. Autori arvates sobib nimetus “teoreem” eriti kaalukate véidete
jaoks ja kuna enamus antud oppevahendis esitatud véiteid on lihtsad, siis sonastatakse
nad lausetena (inglise keeles “proposition”). Kui tekstis on viidatud néiteks Lausele
2.12.3, siis see tahendab viidet teise peatiiki kaheteistkiimnenda punkti Lausele 3. Vi-
ite korral sama punkti piires ei lisata peatiiki ja punkti numbrit. Hulga elementide
loetelus voi punkti koordinaatide puhul kasutatakse eraldajana tavaliselt koma, naiteks
{a,b,c} ja (z,y). Kui hulga elementideks voi punkti koordinaatideks on arvud, siis
vAdrarusaamise valtimiseks kasutatakse eraldajana semikoolonit, niiteks {—2;3;11} ja
(3;4.5) . Kimnendmurrus kasutatakse eraldajana punkti.

Kasutusel on jargnevad arvuhulga tahistused:

N ={1;2;3;...} — naturaalarvude hulk;

EN={n|neNAmeN A n==k-m} = {k;2k;3k;...} — naturaalarvuga k jaguvate
naturaalarvude hulk;

Z={...;-2;-1;0;1;2;...} —taisarvude hulk;

Q={z|z=m/n A m e Z N n € N}-ratsionaalarvude hulk;

I-irratsionaalarvude hulk, s.o lopmatute mitteperioodiliste kiimnendmurdude hulk;
R = Q UI-reaalarvude hulk;

Rt —positiivsete reaalarvude hulk;

R~ —negatiivsete reaalarvude hulk;

C= {z lz=z+iy At e RAyeRAZ= —1}7kompleksarvude hulk;

[a,b] = {x|a < x < b} —16ik;

(a,b) = {z|a < z < b} —vahemik;

(a,b] = {x]a <z < b}-poolldik;

[a,b) = {x]a <z < b}-poolldik.



1. Uhe muutuja funktsiooni diferentsiaalarvutus

1.1. Funktsioon

Funktsiooni moiste on iiks matemaatika pohimoisteid. Selles punktis késitletakse
funktsionaalse soltuvusega seonduvaid moisteid.

Definitsioon 1. Kui hulga X igale elemendile z on vastavusse seatud element y
hulgast Y, siis 6eldakse, et hulgal X on méédratud (ihene) funktsioon f ja seda vastavust

téhistatakse kas y = f(z) (x € X) voi z R y. Hulka X nimetatakse funktsiooni f
mdaaramispiirkonnaks ja hulka

fX)={ylzeXNy=Ffz)}CY

funktsiooni f muutumispiirkonnaks. Elementi x nimetatakse funktsiooni f argumendiks
ehk soltumatuks muutujaks ja elementi y soltuvaks muutujaks.

Kasutatakse ka tdhistust y = y(x) rohutamaks fakti, et suurus y on suuruse = funkt-
sioon. Jargnevalt piirdume juhuga X C R ja’Y C R. Muutuvaks suuruseks nimetatakse
suurust, mis voib omandada mitmesuguseid reaalarvulisi vaartusi. Nende véaartuste
hulka nimetatakse muutuva suuruse muutumispiirkonnaks.

Definitsioon 2. Kui hulga X C R igale elemendile x on vastavusse seatud element y
hulgast ¥ < R, siis Oeldakse, et hulgal X on médratud (dhene) dhe
(reaal-)muutuja (reaalsete vddrtustega) funktsioon f. Arvupaaride hulka

{(@y)lze X Ny=[fz)}

nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Analiiiitiliselt esitatud funktsiooni y = f(x) (x € [a,b]) graafiku ligikaudseks skit-
seerimiseks koostatakse esiteks funktsiooni tabel

X9 T Ce ZT; . Ty
flo) | flea) | o] flai) | - | f(zn)
kus z; =a+ih (i=0;1;...;n) ja h = (b—a) /n. Jirgmise sammuna kantakse punk-
tid P; (x4, f(zi)) (i=0;1;...;n) zy-tasandile ja ihendatakse seejérel sujuva joonega.

Analoogiliselt toimub funktsiooni y = f(x) (x € [a,b]) graafiku skitseerimine arvuti
abil, kusjuures kasutatakse mingit graafikapaketti. Ka sel korral tuleb méaarata punk-
tide arv, milles arvutatakse funktsiooni f vaartus. Saadud punktide tithendamiseks xy-
tasandil kasutab pakett seejuures teatud struktuuriga funktsioone, néiteks poliinoome.
Jargnevalt on graafikute skitseerimiseks kasutatud pohiliselt paketti SWP, vaid monin-
gatel erijuhtudel on kasutatud T gX-is kirjutatud programme.

Moiste ”funktsioon” asemel kasutatakse ka moistet “kujutus.” Hulka f(X) nimeta-
takse hulga X kujutiseks kujutamisel funktsiooniga f. Kui analiiiitiliselt esitatud funkt-
siooni y = f(z) korral ei ole funktsiooni madramispiirkond fikseeritud, siis funktsiooni
maaramispiirkonnaks X loetakse koigi nende argumendi x vaartuste hulka, mille korral
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antud eeskiri y = f(x) omab motet. Olgu edaspidi lihtsuse mottes
Y = f(X).

Funktsiooni defineerimisel koneldakse hulga X elemendile hulga Y elemendi vas-
tavusse seadmisest, kuid ei fikseerita vastavusse seadmise viisi, mille abil vastavus re-
aliseeritakse. Enam levinud funktsiooni esitusviisid on:

1) analiiiitiline esitus valemi abil, mis néitab, milliseid tehteid millises jérjekorras tuleb
teostada argumendi vaartusega, et saada vastavat funktsiooni véaartust;

2) geomeetriline esitus graafiku abil;

3) numbriline esitus tabeli abil;

4) esitus arvutiprogrammi abil.

Definitsioon 3. Kui hulga X igale elemendile on vastavusse seatud vdahemalt iiks
hulga Y element ja vihemalt iihele hulga X elemendile on vastavusse seatud mitu
elementi hulgast Y, siis Oeldakse, et hulgal X on méaratud mitmene funktsioon f.
Néiteks kahese funktsiooni f korral leidub vdhemalt iiks argumendi véaartus z funkt-

siooni méaaramispiirkonnast X, millele vastab kaks erinevat funktsiooni vaartust y; ja
Y2, ning ei leidu argumendi vaartust, millele vastab rohkem kui kaks funktsiooni vaartust.

Tavaliselt tolgendatakse mitmest funktsiooni tiheste funktsioonide (mitmese funkt-
siooni harude) komplektina. Jérgnevalt, koneldes funktsioonist, eeldame vaikimisi, et

tegemist on iihese funktsiooniga.

Niide 1. Vaatleme funktsiooni y = 22, kus X = [—1;1], mille graafik on kujutatud
joonisel

08
06
v

04

02

12 1 08 06 04 020 02 04 Q6 08 1 12

Leiame, et Y = [0;1]. Funktsioon y = z? seab igale arvule ldigust [—1;1] vastavusse

tépselt ihe arvu 16igust [0;1]. Seega on vaadeldav funktsioon ithene. Méirgime, et iga
soltuva muutuja y vadrtus poolldigust (0;1] C Y on kahe erineva argumendi vaartuse x
kujutiseks, st kui vaadelda muutujat x muutuja y funktsioonina, saame mitmese funkt-
siooni & = x(y). Seejuures x = —/y (Y =[0;1]) ja x = /y (Y = [0;1]) on selle kahese
funktsiooni kaks erinevat haru. &

Niide 2. Olgu y = |z|. Et

| = z, kuixz >0
T -z, kuiz <0,

siis antud eeskiri omab motet iga € R korral. Seega X = R =(—o00,+00) ja Y =
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[0; +00) . Funktsiooni y = |z| graafikuks on

Kuna muutuja y iga vairtus vahemikust (0; +00) on muutuja x kahe erineva vaartuse
kujutiseks, siis x = z(y) on kahene funktsioon ja z = —y (¥ = [0;4+00)) ning x = y
(Y = [0;+00)) on selle kahese funktsiooni erinevad harud. O

Reaalarvu absoluutvaértusel on jargmised omadused:
1°Ja[ 2 0;  2° [—a| =la|; 3°a| >a; 4° |a|] > —q;
5° |a| —[b] <|a+b] <[a|+[b]; 6° |a| —|b] <|a—b| <la|+|bl;
7 flal = bl < la+bl; 8 [la] = [b]| < |a —b];

a la
9° Jab| = Jal bl 10° || = 1
|ab| = |al |b] AT

11° ja| <b & —b<a<b (b>0);
12° Ja] <b & —b<a<b (b>0).

Niaide 3. Vaatleme funktsiooni y = v/4 — 22. Antud eeskiri omab motet, kui
juuritav on mittenegatiivne: 4 — 22 > 0. Seega X = [—2;2]. Leiame, et Y = [0;2].
Funktsiooni graafikuks on

Muutuja y iga vaartus poolldigust [0;2) C Y on kahe erineva muutuja x vadrtuse ku-
jutiseks. Vaadeldes muutujat x muutuja y funktsioonina, saame kahese funktsiooni

z = z(y), kusjuures z = —\/4—y2 (Y =10;2]) jaz = /4 —y? (Y =[0;2]) on selle

kahese funktsiooni harud. <

Naide 4. Olgu y = log(l — x). Antud eeskiri omab motet, kui logaritmitav on
positiivne: 1 — 2 > 0, st x < 1. Seega X = (—o0;1) ja Y = (—o00;00). Funktsiooni
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graafikuks on

r0.5

r-0.5

r-15

Antud funktsioon on iithene. Soltuva muutuja y iga véartus lopmatust vahemikust
(—00;00) =Y on tépselt iithe argumendi vidrtuse x € X kujutiseks, st kui vaadelda muu-

tujat  muutuja y funktsioonina = z (y), saame samuti ithese funktsiooni = 1 — 10¥
(Y = (—o00,+0)) . O

Niide 5. Olgu y = arccosz. Et koosinuse vadrtused kuuluvad 16iku [—1;1], siis
antud eeskiri omab moétet, kui z € [-1;1], st X = [—1;1]. Arkuskoosinuse vaartused
kuuluvad 16iku [0; 7]. Seega Y = [0; 71]. Funktsiooni graafikuks on

-1.5 -1 -0.5 0 05 x 1 15

Soltuva muutuja y iga vddrtus 16igust [0; 7] on tapselt ithe argumendi vadrtuse z € X
kujutiseks, st kui vaadelda muutujat £ muutuja y funktsioonina x = z (y) , saame samuti
tihese funktsiooni = cosy (Y = [0;7]). O

Naide 6. Vaatleme Haar’i funktsiooni (nn Haar’t emalainekest)

0, kui z <0

1, kui 0<z<0.5
-1, kui 05<2x<1’
0, kui r>1
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mille graafikuks on

-0.4-0.2 02040608 1 1214
-0.5

Haar’i funktsioon ¢ (x) on esitatav Heaviside'i funktsiooni H(x) (kasutatakse ka tahis-
tust 1(x))

0, kuixz <0
1, kuiz >0 °
Margime, et neil graafikutel esinevatel noolekestel on kindel tdhendus. Naiteks funkt-
siooni ¢ (z) graafikul réhutame punkti (0.5; 1) vasakult suunduva noolekesega, et funk-
tsiooni ¢ (x) vaartus = = 0.5 korral ei ole +1, vaid on —1. &

abil ¥(z) = H(z) — 2H(xz — 0.5) + H(x — 1), kusjuures H(z) =

Haar’i emalainekese maaramispiirkonnaks on R ja vaartuste hulgaks {—1;0;1} . Haar’i
lainekesed

Yk = (V2 0(2x—k)  (j.k €Z)

leiavad kasutamist signaalide kirjeldamisel.

Niide 7. Olgu [z] arvu x tdisosa, st suurim tdisarv, mis ei {ileta arvu z. Nii
funktsiooni y = [z] kui ka funktsiooni y = 2 — [z] m&Aramispiirkond on R ja muu-
tumispiirkonnad vastavalt koigi taisarvude hulk Z ja poolloik [0;1) . Skitseerime nende
funktsioonide graafikud 16igul [—2;3] :

2 —_— 2
Y — /

2 1 1, 2 3 2 1 1y 2 3
e 1
—_— 2 2
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Niide 8. Funktsiooni y = sign(z), kus

1, kui >0
sign(x) = 0, kui z=0 ,
—1 kui <0

nimetatakse signum-funktsiooniks. Kasutatakse ka tdhistust sgn(z). Selle funktsiooni
méaaramispiirkond on R ja muutumispiirkond {—1;0;1}. Skitseerime funktsiooni
y = sign(x) graafiku

Definitsioon 4. Funktsioonide
y=f(z) (z€X)

ja
z=gy) WeY AN f(X)CY)

liitfunktsiooniks ehk superpositsiooniks nimetatakse funktsiooni z = g(f(z)).

Seega

f g gof
T Yyr— 2z = T — Zz,

kus g o f on funktsioonide f ja g liitfunktsiooni t&histuseks. Liitfunktsiooni g o f

maaramispiirkond on X ja vaartuste piirkond

Z=g(f(X)={z| c€ X Ay=fla) A z=g(m)}

Funktsioone f ja g nimetatakse liitfunktsiooni g(f(x)) koostisosadeks. Naites 3 esitatud
funktsioon on liitfunktsioon

T4 — 3% —s /4 — z2,
samuti Naites 4 esitatud funktsioon
x+—1—xr—log(l —x).

Liitfunktsioonil voib koostisosi olla rohkem kui kaks. Naiteks funktsioonil cos?v/sin z on

koostisosi neli:

x — sinz — Vsinz — cos Vsinx — cos? Vsin z.

Definitsioon 5. Funktsiooni f, mille maaramispiirkond X on siimmeetriline nullpunkti
suhtes, nimetatakse paarisfunktsiooniks, kui Vo € X : f(—z) = f(x).
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Definitsioon 6. Funktsiooni f, mille maaramispiirkond X on siimmeetriline nullpunkti
suhtes, nimetatakse paarituks funktsiooniks, kui Vz € X : f(—xz) = —f(z).

Et Niites 1 esitatud funktsiooni y = z2

line nullpunkti suhtes ja

Ve X : f(—x) = (—2)* = 2" = f(x),

méadramispiirkond X = [—1; 1] on siimmeetri-

siis on see funktsioon paarisfunktsioon. Ka Naidetes 2 ja 3 esitatud funktsioonid on
paarisfunktsioonid (kontrollige!). Néites 8 on esitatud paaritu funktsioon.

Niide 9. Uuurime, kas funktsioon y = log(z + v22 + 1) on paaris- v6i paaritu

funktsioon. Et
VeeR:z++vVz2+1>0,

siis X = R, st vaadeldava funktsiooni méaramispiirkond X on siimmeetriline nullpunkti
suhtes (lithidalt, —X = X)), kusjuures

~x = {2 (-w) e x},

ja
—z+ v+ 1)(—z—vr2+1)
—x—Va?+1 B

:10g1—10g<z+\/x2+1> =

Ve e R: f(—x) =log(—z + v/ (—2x)?+ 1) = log (

—1 1
=1lo =lo
g—x—\/xQ—i—l gm—l—\/x?—&—l

=—log(z+ Va2 +1)=—f(x).

Jarelikult on uuritav funktsioon paaritu funktsioon. Skitseerime selle funktsiooni graafiku
16igul [—10; 10]

o

Lause 1. Iga funktsioon f, mille maaramispiirkond X on siimmeetriline nullpunkti
suhtes, on esitatav kujul f = fi1 + fo, kus fi; on paarisfunktsioon ja fo on paaritu
funktsioon.

Toestus. Olgu

def

A@) Y (f@) + f=2)/2, fola) D (f(2) - f(=2))/2

Leiame, et
Ve e X fi(x) + fa(z) = (f(z) + f(=2))/2+ (f(z) — f(-2))/2 = f(x)
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ja
Vee X fil=x) = (f(=2) + f(=(=2)))/2 = (f(=2) + f(2))/2 = f1 (=)
ning

Vo € X : fole) = (f(—2) — F(—~(~)))/2 = (f(~a) — f(2))/2 = —folx). O

Niiteks Heaviside’i funktsioon H(x), mis ei ole paaris ega paaritu, on esitatav ku-
ju H = f1 + fo, kus fi(z) = (H(z) + H(-2))/2, folz) = (H(z) — H(—2))/2 ja
funktsioonide f1, fo ning H graafikud on vastavalt

1.23 1.27 1.23
11 19 IE
0.8 0.89 0.81
y0.69 y0.69 y0.61
0.4 0.44 0.4
0.2 0.29 0.2
-4 2 0214 2y 4 -4 2 _0'2, 2x 4 -4 2 0.2 2y 4
-0.41 -0.44 -0.47
-0.61 -0.6 -0.67
-0.87 -0.8 -0.81
1 -19 1
-1.2° -1.2- -1.2°

Definitsioon 7. Funktsiooni f nimetatakse perioodiliseks, kui leidub selline arv
T #0,etigax € X kortal ka e £T € X ja f(z +T) = f(x). Vihimat positiivset
arvu T, mille korral f(x 4+ T) = f(x) Va € X, nimetatakse funktsiooni f(x) perioodiks.

Néidetes 1-6, 8,9 esitatud funktsioonid on mitteperioodilised. Néite 7 funktsioon [z]
on mitteperioodiline ja funktsioon x — [z] perioodiline perioodiga T' = 1.

Naide 10. Uurime funktsiooni y = sin(cz) perioodilisust juhul, kui ¢ on mingi
fikseeritud positiivne reaalarv. Et X = R, siis iga ¢ € X korral suvalise T jaoks
x £ T € X. Jaab kontrollida, kas leidub selline T, et sin(c(z + T)) = sin(cz) iga z € X
korral, st sin(cx + ¢T') = sin(cx). Jarelikult peab

T =2kn (keZ)=T=2kn/c (k€Z)

ja vahim positiivne arv, mis rahuldab tingimust sin(cx + ¢T') = sin(cz) on T' = 27/c.
Seega on funktsioon y = sin(cx) perioodiline, kusjuures perioodiks on T' = 27 /c. <
Definitsioon 8. Funktsiooni f nimetatakse kasvavaks ehk rangelt kasvavaks pi-
irkonnas X, kui iga x1 € X ja xo € X korral, mis rahuldavad vorratust x; < zo, kehtib
vorratus f(z1) < f(z2).
Niites 9 on esitatud kasvav funktsioon.

Definitsioon 9. Funktsiooni f nimetatakse kahanevaks ehk rangelt kahanevaks
piirkonnas X, kui iga 1 € X ja o € X korral, mis rahuldavad vorratust z; < xo,
kehtib vorratus f(z1) > f(z2).

Néidetes 4 ja 5 on esitatud kahanevad funktsioonid.
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Definitsioon 10. Monotoonseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis kogu
oma médramispiirkonnas on mittekahanev (monotoonselt kasvav funktsioon) voi mit-
tekasvav (monotoonselt kahanev funktsioon ).

Néidete 4, 5, 8,9 funktsioonid ja Niite 7 funktsioon [x] on monotoonsed funktsioonid.

Definitsioon 11. Rangelt monotoonseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis
kogu oma méaaramispiirkonnas on kasvav voi kahanev.

Niidetes 4,5 ja 9 on antud rangelt monotoonsed funktsioonid. Néites 1 esitatud
funktsioon y = 2% (v € [~1;1]) ei ole monotoonne, kuid on rangelt kahanev 16igul
[—1;0] ja rangelt kasvav 16igul [0; 1].

Definitsioon 12. Funktsiooni f nimetatakse tlalt tokestatud (vastavalt alt tokestatud )
funktsiooniks hulgal X7 C X, kui leidub selline reaalarv M (vastavalt m), et iga € X3
korral kehtib vorratus f(z) < M (vastavalt m < f(z)). Funktsiooni f, mis on nii alt
kui ka tilalt tokestatud hulgal X7, nimetatakse tokestatud funktsiooniks hulgal X;.

Kui funktsioon f on tokestatud hulgal X, siis tdhistatakse seda lithidalt
f@)=0(1) (@eX).
Kui funktsioon f on iilalt (alt) tokestatud hulgal X, siis tédhistatakse seda lithidalt
f@)=0r(1) (zeX) (flz)=0c(1) (zcX)).

Naidetes 1,3, 5, 8 esitatud funktsioonid ja Naite 7 funktsioon x — [z] on tokestatud oma
madramispiirkonnas ning Naidetes 2,4, 9 funktsioonid ja Néites 7 esitatud funktsioon
[] on tokestamata.

Definitsioon 13. Funktsiooni y = f(x) (x € X) podrdfunktsiooniks nimetatakse
funktsiooni x = f~! (y), mis igale arvule y € Y = f (X) seab vastavusse arvu z € X,
kusjuures y = f(z), st

-1
ylf—>a;<:>x|i>y

Kui hulgal X méératud funktsiooni y = f (x) erinevatele argumendi vidrtustele z
vastavad funktsiooni erinevad viirtused y, siis poordfunktsioon x = f~! (y) on iihene.
Leiame Naites 4 esitatud funktsiooni y = log(1 — ) péordfunktsiooni:

y=log(l—z)e10V=1-2c2=1-10Y = f~!(y) =110

Definitsioon 14. Oeldakse, et funktsioon y = f(z) (z € X) on esitatud vérrandi
F(z,y) =0 abil imutamata kujul, kui

Ve e X : F(x, f(x)) =0.

Ilmutamata kujul esitatud funktsiooni y = f(z) korral koneldakse ka vorrandi F(z,y) =
0 lahendina hulgal X defineeritud ilmutamata funktsioonist. llmutamata funktsioon voib
olla kas tihene voi mitmene. Punktihulka {(z,y) | F(z,y) = 0} nimetatakse vorrandiga
F(z,y) = 0 antud ilmutamata funktsiooni graafikuks.
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Vorrandiga F(x,y) = 0 esitatud ilmutamata funktsiooni y = f(z) (x € [a, ]) graafiku
skitseerimisel tuleb esiteks iga x; = a+ih (i=0;1;...;n A h = (b—a) /n) korral la-
hendada vorrand F(x;,y) = 0.

def

Et y = f(x) & y— f(r) = 0, siis funktsiooni F(z,y) = y — f(x) korral
y = f(x) = F(x,y) = 0, st iga (ithest voi mitmest) funktsiooni voib késitleda ilmu-
tamata funktsiooni erijuhuna.

Naide 11. Olgu funktsioon y = f(x) esitatud ilmutamata kujul vorrandi
2?/9+y*/4—1=0, (1.1.1)
mis esitab ellipsi, abil. Lahendame selle vorrandi suuruse y suhtes:
y==221-22/9 (z€[-3;3]).
Saame kahese funktsiooni y = f(x), mis on méadratud 16igul [—3; 3]. Kui tdhistada
fi(z) = QW, fa(z) = —2m,

siis y = fi(x) (z€[-3;3]) jay = fa(z) (x €[-3;3]) on kahese funktsiooni y = f(z)
harud, kusjuures

Ve e [-3:3]: 22/9+ (fi(x))?/4—1=0, 22/9+ (fo(z))? /4—1=0.

Tegemist on ellipsi

iilemist ja alumist poolt mééravate funktsioonidega f ja fa. &
Definitsioon 15. Funktsionaalse soltuvuse y = f(x) (x € X) esitust kujul

z=pt) A y=pt) (teT), (1.1.2)

kus o(T) =X ja
VieT : o(t) = fp(t)),

nimetatakse funktsiooni f parameetriliseks esituseks ning koneldakse parameetriliselt

esitatud funktsioonist f.
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Funktsiooni f parameetrilist esitust (1.1.2) voime illustreerida diagrammi abil

N

Esitust (1.1.2) kasutatakse sageli kujul

z = p(t)
teT).
{y=¢@ (teT)
Abimuutujat ¢t nimetatakse parameetriks. Punktihulka
{(y) | z=o0t) Ny=19@) A (teT)}

nimetatakse parameetriliselt esitatud funktsiooni graafikuks.
Parameetriliselt esitatud funktsiooni

z=pt) N y=19@) (t€lp))

graafiku skitseerimisel tuleb esiteks koostada tabel

to ty t; tn
e(to) | p(ta) | ... | (i) | ... | o(tn)
Y(to) | Y(t) | - | i) | .. | P(ta)

kus t; = a+ih (i=0;1;...;n) jah = (0 — «) /n. Jargmise sammuna kantakse punktid
(p(t;),¥(t;)) (i=0;1;...;n) zy-tasandile ja ithendatakse seejirel sujuva joonega.
Vorrandeid (1.1.2) nimetatakse joone parameetrilisteks vorranditeks. Sageli kasu-
tatakse parameetrilist esitusviisi punkti liikumise kirjeldamiseks.
Funktsiooni esitust kujul y = f(z) (xz € X) voib vaadelda kui parameetrilise esituse
erijuhtu, valides parameetriks x, st

r=x AN y=flz) (rveX)
ehk

{127 o

Kui esituses (1.1.2) méédrab funktsioon ¢ iiksiithese vastavuse hulkade T" ja X vahel,

st parameetri ¢ erinevatele vidrtustele vastavad muutuja x erinevad vésrtused, siis 3!
: L s . . A d
ja funktsiooni parameetriline esitus méérab iihese funktsiooni y = f(x), kus f(x) =

¥ (7' (2)) (z € X). Sel juhul
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Kui funktsiooni ¢ korral ei ole vastavus hulkade T ja X vahel iiksiihene, siis vihemalt
iks muutuja x vaartus on mitme hulga T elemendi kujutiseks. Kui neile muutuja
t vadrtustele vastab vahemalt kaks erinevat funktsiooni y vaartust, siis on tegemist
mitmese funktsiooni parameetrilise esitusega. Seega annab funktsiooni parameetri-
line esitus tadiendava voimaluse mitmese funktsiooni kirjeldamiseks. Naiteks juhtu, kui
vahemalt iiks muutuja x vaartus on hulga 7" kahe erineva elemendi ¢; ja to kujutiseks
funktsiooniga ¢ ning elementidele t1 ja to vastavad erinevad funktsiooni ¢ vaartused y;
ja Y2, saame kujutada diagrammil

tq to
Y1 = f1 x - f2 U2

kus f; ja fo on mitmese funktsiooni f kaks erinevat haru.
Kui o(T) = X ja

VteT: F(p(t),y(t) =0,

siis vhemalt tiks vorrandi F'(z,y) = 0 abil antud ilmutamata funktsiooni haru on esi-
tatav parameetrilisel kujul

z=pt)Ny=y() (teT).

Néites 11 seosega (1.1.1) esitatud ilmutamata funktsiooni parameetriliseks esituseks
on

{ T=3C0st oy o.9m)), (1.1.3)

y = 2sint
st ©(t) = 3cost ja ¥(t) = 2sint. Asendades muutujad x ja y seoste (1.1.3) abil, saame
Vt € [0;27] : (3cost)? /9 + (2sint)® /4 —1 =0.

Seostega (1.1.3) antud funktsiooni graafik langeb kokku ilmutamata funktsiooni (1.1.1)
graafikuga. Parameetri vaartustele 16igust [0; 7] vastab ilmutamata funktsiooni haru

f1(x) =24/1—22/9.

Toepoolest, ¢([0;7]) = [—3;3] ja

Vt € [0;7]: fi(3cost) = 24/1 — (3cost)2/9 = 2Vsin® t = 2sint,

st
vt € [0;m] s (t) = f1 (p(1)) -
Et o([m;27]) = [-3;3] ja

Vt € [m;2n] 0 f2(3cost) = —24/1 — (3cost)2/9 = —2Vsin® t = 2sint,
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st
Vt € [m;2m) s (t) = fa (p(t)),

siis parameetri vaartustele 16igust [, 2] vastab ilmutamata funktsiooni haru
f2 (x) =—-2¢1-— x2/9.
Naide 12. Olgu ilmutamata funktsioon antud vorrandi

x Yy
a2/3 + p2/3 1

abil, kus a = const > 0 ja b = const > 0. Selle funktsiooni graafikut nimetatakse

astroidiks. Funktsiooni parameetriliseks esituseks on

{ T :acos3t,

sy (el

Leiame, et

(a cos® t) 2/3 (b sin® t) 2/3

273 + 7273 =cos?t+sin’t = 1.
a

Vt € [0; 27 :

Naidake, et ka sel korral langeb parameetriliselt esitatud funktsiooni graafik kokku il-
mutamata funktsiooni graafikuga. Kasutage selleks ilmutamata funktsiooni harusid

filz) = 72\/ (a2/3 — x2/3)3 (X =[-a,a]),
fo(x) = g\/ (a2/3 — x2/3)3 (X =[—a,a]).

Skitseerime graafiku juhul kuia =3 jab=2:

O

Punkti asukoha madramiseks tasandil on lisaks ristkoordinaatidele teisi voimalusi.
Vaatleme jargnevalt polaarkoordinaate. Polaarkoordinaadistik on méaédratud punktiga
O, mida nimetatakse pooluseks, sellest valjuva kiirega, mida nimetatakse polaarteljeks,
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ja pikkusithikuga. Jérgnevalt on polaarkoordinaadistiku pooluseks valitud ristkoordi-
naadistiku alguspunkt ja polaarteljeks z-telg

Definitsioon 16. Punkti (z,y) kohavektori pikkust p nimetatakse polaarraadiuseks.

Nurka ¢, mille punkti (z, y) kohavektor moodustab z-telje positiivse suunaga, nimetatakse
polaarnurgaks, kusjuures vastu kellaosuti liikumise suunda moodetud nurk loetakse posi-
tiivseks ja kellaosuti lilkumise suunas moodetud nurk negatiivseks.

Punktile (z,y) vastav polaarnurk ¢ ei ole itheselt méédratud. Nimelt sellele nurgale
2km (k € Z) lisamisel saadud nurk méérab sama punkti (z,y). Punkti (x,y) # (0;0)
polaarkoordinaatide iitheseks méaramiseks valime 0 < ¢ < 27 A0 < p < +oo. Punkt
(z,y) = (0;0) maaratakse polaarkoordinaatides tingimusega p = 0. Punkti rist- ja po-
laarkoordinaatide vahel on seosed:

x=pcosp, y=psing,

p=va+y? tangpz% (x #0).

Funktsiooni y = f(z) (z € X) graafikut zy-tasandil késitletakse kui punktihulka
{(z,y) :x € X AN y= f(x)}. Seda punktihulka saab médrata ka polaarkoordinaatide
abil, lahtudes vorrandist

psing = f(pcosp),
mis seob kahte muutujat ¢ ja p. Olgu ® nende ¢ vaartuste hulk, mille korral suurus p
on médratav vorrandist psing = f(pcos ). Tulemuseks saame funktsiooni

p=g(p) (p€P),

joone y = f(x) esituse polaarkoordinaatides. Illustreerime eeléeldut diagrammi abil
juhul kui x > 0

p = arctan(y/x)

~
8
=
<
~—
<

p=Vr*+y?



Teisalt saame

%) T = pcos¢y

:>wm) f
p \\\y=pﬂnw

Polaarkoordinaatides esitatud joone p = g (¢) (¢ € [« 3]) skitseerimisel tuleb esiteks
koostada tabel

9

pleo) | pler) | - | plei) | .- | plen)

kus p; = a+ih (i=0;1;...;n) ja h = (8 — a) /n. Jargmise sammuna kantakse punk-
tid (@i, p(p;)) (i =0;1;...;n) tasandile, kusjuures ¢; on punkti polaarnurk ja p(y;)
polaarraadius. Seejérel ithendatakse saadud punktid sujuva joonega.

Kui on teada joone y = f(z) (z € X) vorrand polaarkoordinaatides p = g (¢)
(p € @), siis valides parameetriks polaarnurga ¢, saame selle joone iihe véimaliku para-
meetrilise esituse

r=g(p)cosp A y=g(p)sing (pe®).

Naide 13. Skitseerime polaarkoordinaatides esitatud funktsiooni p = 1 — cosp
(p € [0,2m)) graafiku

Joont p = a (1 —cosp) (p € [0,27)) nimetatakse kardioidiks. Selle joone iiheks para-
meetriliseks esituseks on

z=a(l—cosp)cosp AN y=a(l—cosp)sing (p€l0,21)). &

Naide 14. Skitseerime polaarkoordinaatides esitatud funktsiooni

p=¢ (pel0,27])
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graafiku

¢

Joont polaarkoordinaatides esitatud vorrandiga p = ap (¢ € [0,400)) nimetatakse
Archimedese spiraaliks. Selle joone iiheks parameetriliseks esituseks on

x=apcosp A y=apsing (¢ €[0,4+00)).

1.2. Elementaarfunktsioonid

Alustame koige lihtsamatest ja kdige rohkem uuritud ning rakendustes enim kasu-
tatavatest funktsioonidest, st pohilistest elementaarfunktsioonidest .

1. Konstantne funktsioon y = c. Nendime, et X = R A Y = {c}.

Naide 1. Skitseerime funktsioonide y = —1, y = 2 ja y = 3 graafikud

o

2. Astmefunktsioon y = xz* (ildjuhul X = RT* AY = R"). Juhul a = 2n
( n € N) saame, et

y=2" (X=RAY=R"U{0})
on paarisfunktsioon ja kui « = 2n+1 (n € N), siis
y=2"""" (X=RAY=R)
on paaritu funktsioon. Kui aw = 1/(2n) (n € N), siis saame
y= Xz (X=RTU{0} A Y=R"U{0}).
Juhul « =1/(2n 4+ 1) (n € N) leiame, et
y=""r (X=R AN Y=R)
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on paaritu funktsioon.

Niide 2. Skitseerime paketi SWP abil funktsioonide x2, 23, \/z, /x graafikud

-14 -1 -06 -02{02 06, 112 14 -1 9% 0202 06 112 -14 -1 -06 -03{02 06, 112 14 -1 -06 -02]02 06, 112
1 1 1 1

2 2 2 -2

3. Eksponentfunktsioon
y=a" (0<a<lVa>1)A X=RAY=R").
Eksponentfunktsioon y = a® on rangelt monotoonne hulgal R, kusjuures juhul @ > 1 on

see funktsioon rangelt kasvav ja juhul 0 < a < 1 rangelt kahanev.
Niide 3. Skitseerime funktsioonide 27 ja (3)* graafikud

4. Logaritmfunktsioon
y=log,z (0<a<1lVa>1) A X=R'AY=R).

Logaritmfunktsioon y = log, « on eksponentfunktsiooni = a¥ péordfunktsioon. Loga-

ritmfunktsioon y = log, = on rangelt monotoonne hulgal R*, kusjuures juhul @ > 1 on
see funktsioon rangelt kasvav ja juhul 0 < a < 1 rangelt kahanev.

Naide 4. Skitseerime funktsioonide log, x ja log, 5 = graafikud
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5. Trigonomeetrilised funktsioonid

y=sinz, y=cosz (X =RAY =[-1;1] A T =2n)

ja
™ 7r
y =tanx (X—kgz(—§+k7r,§+k7r) ANY=RAT=n)
ning
y=cotx (X:kUZ(Im, (k+1)m) NY=R AT =m).
€

Antud 6ppevahendis on trigonomeetriliste funktsioonide argumendid antud radiaanides.

Tuletame meelde, et iiks radiaan on kesknurk, millele vastava ringjoone kaare pikkus
vordub selle ringjoone raadiusega. Seega on tdisnurga suurus /2 radiaani.

Niide 5. Skitseerime funktsioonide sinz jacos z graafikud 16igul [—27; 27], kusju-
ures sin x graafiku skitseerime peene joonega

12
(5
y 08
04
02
5 B E] N H B 7 [
4
05
08
Et

Niide 6. Kuidas skitseerida funktsiooni y = sin (wz + b) graafikut?

Esitame selle funktsiooni kujul y = sin (w (z — a)), kus a = —b/w. Lahtume funkt-
siooni y = sin x, mille periood on 27, graafikust. Jargmisena skitseerime funktsiooni y =
sin (wz) , mille periood on (27) /w, graafiku. Kui viimast graafikut nihutada zy—tasandil
a thiku vorra paremale (kui a > 0), saame funktsiooni y = sin (w (x — a)) graafiku. Kui
a < 0, siis nihutame graafikut |a| tithiku vorra vasakule. <

Skitseerime sel viisil funktsiooni y = sin (7 + 2) graafiku. Siin w = 7, b = 2 ja
a = —2/m. Selleks esitame selle funktsiooni kujul y = sin (7 (x — (—2/7))) ja skitseerime
siis funktsioonide y = sinx, y = sin (wz) ning y = sin (7 (x — (—2/7))) graafikud
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Naiide 7. Sktitseerime funktsioonide tan z ja cot x graafikud 16igul [—37/2; 37 /2]

4 44
y y
2] 2
2 2 4 4 2 N\ 0 4
2 o
4]

¢
6. Arkusfunktsioonid. Funktsiooni y = sinx (X = RAY=]- 1;1]) igale argu-
mendi vadrtusele z vastab tépselt iiks funktsiooni védrtus y € [—1;1]. Kui fikseerida
tiks siinusfunktsiooni vadrtus y € [—1; 1], siis see vddrtus saavutatakse lopmata paljude
erinevate argumendi vaartuste x korral. Seda lopmata mitmest funktsiooni tdhistatakse
x =Arcsiny. Rohutame, et funktsioonidel y = sinx ja x =Arcsiny on iihine graafik.
Kui soovime iiksiihest vastavust, siis valime vilja hulga X sellise alamhulga X7, et vas-
tavus muutujate x ja y vahel oleks iiksithene. Tavaliselt valitakse X7 = [—7/2;7/2] ja
saadakse funktsioon z = arcsiny, mida nimetatakse arkussiinuseks (tapsemini arkussi-

inuse peavddrtuseks). Kui teostada peegeldus = « y, siis saadakse funktsioon

y = arcsinz,
kusjuures X =[—1;1] A Y = [-7/2;7/2]. Mérgime, et 7/2 ~ 1.57.

Naide 8. Skitseerime funktsioonide y = Arcsin x ja y = arcsin x graafikud:
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Analoogselt saadakse funktsiooni y = cosxz (X = RAY=[— 1;1]) pooramisel
lopmata mitmene funktsioon x = Arccosy ja selle tihene haru x = arccosy. Peegelduse
x < y abil saadakse funktsioon

y=arccosz (X =[—-1;1] A Y =[0;7]),

mida nimetatakse arkuskoosinuseks ja mille graafik on skitseeritud Néites 1.1.5. Mar-
gime, et funktsioonide xz = cosy ja y = Arccos z graafikud tihtivad.
Funktsiooni

T 7r
y =tanz (X—kLEJZ(—§+k7T,§+k7r) ANY =R)

pOoramisel saame lopmata mitmese funktsiooni x = Arctany ja selle iihese haru
x = arctan y ning viimasest peegelduse x < y abil funktsiooni arkustangens

y=arctanx (X =R AY = (—7/2;7/2)).

Mérgime, et funktsioonide x = tany ja y = Arctanz graafikud iihtivad. Analoogselt
joutakse funktsiooni

y=cotzx (X = kUZ(kW, (k+1)m) ANY =R)
€

pooramisel funktsioonini arkuskootangens

y=arccotz (X =R A Y =(0;7)).

Naide 9. Skitseerime funktsioonide arctan z ja arccot « graafikud, kusjuures arctan
graafiku skitseerime peenema joonega

¢

7. Defineerime hiperboolsed funktsioonid: hiperboolne siinus
she @ (" — e 7)/2 (X=R A Y =R)
(kasutatakse samuti t&hist sinh x, niiteks paketis SWP), hiiperboolne koosinus

che ™ (" +e )2 (X=R AY =[1;+0))
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(paketis SWP cosh z), hiperboolne tangens
the & shz/chx (X =R A Y =(-1;1)
(paketis SWP tanh z) ja hiperboolne kootangens
ctha </ chz/shz (X =R\{0} A Y =R\[-1;1])

(paketis SWP coth ).

Naiide 10. Skitseerime SWP abil 16igul [—2.5; 2.5] funktsioonide sh z ja ch z graafikud,
kusjuures shx graafiku esitame peenema joonega,

ning funktsioonide thx ja cthx graafikud, kusjuures cth x graafiku peenema joonega

&

8. Hiiperboolsete funktsioonide pooérdfunktsioone nimetatakse areafunktsioonideks
(paketis SWP areafunktsioonid puuduvad). Funktsiooni

y=shz (X=RAY =R)
poordfunktsiooni nimetatakse areasiinuseks ja tdhistatakse
rx=arshy (X=RAY =R).
Poorame funktsiooni y = sh x. Leiame, et

y=(e"—e")/2 ¥ —1=2ye" & ¥ —2ye” —1 =0
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S =y+Vy2+1.
Et y < v/y% + 1 ja eksponentfunktsiooni viartused on vaid positiivsed, siis

e =y+ Vi +ler=I(y+ V2 +1) & ashy =y + V3 +1)

ja
arshz = In(x + Va2 + 1).
Funktsionaalne soltuvus y =chz (X = RAY = [1;4+00) ) muutujate x ja y vahel ei ole

tiksithene (vt graafikut). Poorame funktsiooni y = chz. Leiame, et

y=(e"4+e"))2e e +1=2ye" e 2" +1=0&

S’ =y++y?2—1.

Et

2 _
Y=[Ltoo)=>{ Y7 VY1
yEt/y2—-1>0,

siis funktsiooni y = cha pooramisel saadakse kahene funktsioon z = In(y £ /32 — 1).

Haru In(y + 1/y? — 1) nimetatakse areakoosinuseks ja tahistatakse archy. Seega

archy =In(y + v/y? — 1) & archz = In(z + Va2 — 1).

Funktsiooni y = arch z korral leiame, et X = [1;+00) ja Y = RT U {0}.
Funktsiooni y = tha (X = RAY = (—1;1)) poordfunktsiooni nimetatakse areatan-

gensiks ja tahistatakse x = arthy. Po6rame funktsiooni y = th x. Leiame, et

eT — 7
=the e y=shz/chr o y=—""— e te P y=e"—-e"
Y y / R ( )y

1 1. 1
ty :,mﬁ@

<:>€2x(y_1):_y_1<:>62x:ﬁ<:>$ B 17y

1
& arthy = §ln1+7y.
-y

1+
they = =1 .
arthz 2n1—x

Jarelikult,

Funktsiooni y = arth  korral leiame, et X = (—1;1) jaY = R.
Funktsiooni y = cthz (X = R\{0}AY = R\[—1; 1]) pé6ramisel saadavat funktsiooni

x = arcthy nimetatakse areakootangensiks. Poorame funktsiooni y = arcth x. Leiame,

et
et +e” _ _
yzcthxﬁy:mﬁ(ez—e m)yzem_;'_em@
1 1 1z
<:>€2g”(y—1):1—|-y(:>6295:7er(r)x:flniy+ =Y
y—1 2 y—1
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n .
YT
Jarelikult,

1 1
arcthx = §lnx+

z—1
Funktsiooni y = arcth « korral leiame, et X = R\ [-1;1] ja Y = R\{0}.

Naide 11. Skitseerime SWP abil funktsioonide arsh z ja arch z graafikud vastavalt
peene ja jimeda joonega

F R O

&

Definitsioon 1. Flementaarfunktsiooniks nimetatakse iga funktsiooni, mida on
voimalik esitada pohiliste elementaarfunktsioonide kaudu, kasutades loplik arv korda
aritmeetilisi operatsioone (liitmine, lahutamine, korrutamine, jagamine) ja liitfunkt-
siooni moodustamist.

Definitsioon 2. Funktsiooni
P, (x) = apx™ + az" VLt an1z+an (ag #0),

kus ag,aq,...,a,_1,a, on konstandid ja n € N ning z on muutuja, nimetatakse n-astme
poliinoomiks ehk tdisratsionaalseks funktsiooniks. Konstante ag, a1, ..., a, nimetatakse
poliinoomi kordajateks ja arvu n polinoomi astmeks.

Algebra pohiteoreem. Igal komplekssete kordajatega n-astme poliinoomil P, (x)
on tépselt n kompleksset nullkohta (kordsed nullkohad kaasa arvatud) x1,za,. .., Zy,.

Lause 1. Kui kompleksarv x1 = a+i0 on reaalsete kordajatega n-astme poliinoomi
P,(z) (n > 2) nullkohaks, siis on selle poliinoomi nullkohaks ka arvu z; kaaskomplek-
sarv T; = « — 1. Lineaartegurite  — (o 4 i) ja  — (o — i) korrutis on reaalsete
kordajatega ruutpoliinoom kujul 22 + px + ¢, kus p = —2a ja ¢ = a? + 2.
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Definitsioon 3. Ratsionaalfunktsiooniks ehk murdratsionaalseks funktsiooniks nime-
tatakse kahe poltinoomi jagatisena esitatavat funktsiooni, st

f(x) = Qu(z)/Pa(x) (m,n € N),

kusjuures @,,(x) ja P,(z) on poliinoomid.

Definitsioon 4. Ratsionaalfunktsiooni nimetatakse lihtmurruks, kui m < n, vas-
tasel korral aga liigmurruks.

Definitsioon 5. Murdlineaarseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni kujul

ap + aj

b )
box + by (bo #0)

Definitsioon 6. Algebraliseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni y = f(x), mis
rahuldab vorrandit

P)y" +Q(z)y" ' +...+ R(x)y+ S(z) =0 (n € N),

kus P(x), Q(x),...,R(z) ja S(z) on mingid poliinoomid.
Lihtsamateks algebralisteks funktsioonideks on konstantne funktsioon, astmefunkt-
sioon z% (a € Q\{0}) ja poliinoom.

Definitsioon 7. Irratsionaalfunktsiooniks nimetatakse algebralist funktsiooni, mis
ei ole ratsionaalfunktsioon.

Kui « € Z, siis * on ratsionaalfunktsioon ja kui « € Q A « ¢ Z, siis ® on irrat-
sionaalfunktsioon.

Definitsioon 8. Funktsioone, mis ei ole algebralised, nimetatakse transtsendentse-
teks funktsioonideks.

Transtsendentseteks funktsioonideks on néiteks trigonomeetrilised funktsioonid, ek-
sponentfunktsioon ja logaritmfunktsioon.

1.3. Jada piirvaartus

Funktsiooni piirvaartuse moiste on matemaatilise analiiiisi alustala, olles aluseks
nii funktsiooni tuletise kui ka integraali defineerimisel. Seega on paljud funktsiooni
tuletise ja integraali omadused vahetud jareldused funktsiooni piirvaértuse omadustest.
Kuigi enamik neist omadustest on lihtsalt toestatavad ka iildisemal juhul, piirdume neist
paljude toestamisega vaid jada korral. Jargnevad rakendused aitavad avada funktsiooni
piirvadrtuse, mis esmatutvumisel tundub olevat liiga keerukas moiste, siigava sisu. Jare-
likult tuleb varuda kannatust! See matemaatiline konstruktsioon on seda vaart!

Oppevahendi kasutajale, kel esialgu puudub soov siiveneda piirvéirtuse moiste niians-
sidesse, voib punktidega 1.3 ja 1.5 tutvumisel soovitada votta neis esitatud véited esialgu
toestuseta voi piirduda mone lihtsamaga neist toestustest.

Definitsioon 1. Funktsiooni f(x), mille méaramispiirkonnaks on koigi naturaalarvude
hulk N, nimetatakse jadaks. Suurust x,, = f(n) nimetatakse jada dldliikmeks.
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Jada tahistamiseks kasutame liikmeti esitust {1, za, ..., 2y, ...} voi lihemalt {2, } nen
ehk {z,}.

Naiide 1. Vaatleme jada {(n —1)/n}, st
{0; 1/2; 2/3; 3/4; 4/5; ... ; (n—1)/n; ...}.

Suuruse n piiramatul kasvamisel tdheldame, et jada liikkmed ldhenevad arvule 1, st eri-
nevad kui tahes vahe arvust 1. &

Kui me tiritame Naites 1 esitatud probleemi matemaatiselt korrektselt esitada, siis
tekib esiteks kiisimus, kuidas kirjeldada korrektselt ”suuruse piiramatut kasvamist” ja
”jada liikmete lahenemist mingile arvule.” Teiseks tekib kiisimus, kuidas korrektselt
siduda neid kaht moistet Naites 1 kasitletud probleemi kirjeldamisel.

Definitsioon 2. Kuie > 0, siis arvu a e—dmbruseks (epsilon-timbruseks) nimetatakse
vahemikku (a— €,a + ¢) ja téhistatakse lihidalt U, (a).

Definitsioon 3. Suuruse +oco M —iimbruseks nimetatakse vahemikku (M, +00) ja
tahistatakse Ups(400).

Definitsioon 4. Suuruse —oo M —iimbruseks nimetatakse vahemikku (—oo, M) ja
téhistatakse Upy(—00).

Definitsioon 5. Kui M > 0, siis suuruse co M —limbruseks nimetatakse tthendit
(=00, —M) U (M, +00) ja tahistatakse Ups(00).

NB! Siimbolit oo kasutatakse tihti ka suuruse +oo lithendkirjapildina.

Definitsioon 6. Arvu a nimetatakse jada {x,} (loplikuks) piirvddrtuseks, kui su-
valise positiivse arvu ¢ korral leidub selline naturaalarv ng, mis tildjuhul soltub arvust
g, st ng(g), et iga naturaalarvu n, mis on suurem kui ng, korral on rahuldatud vorratus
|z, —al <e.

Asjaolu, et arv a on jada {z,} piirvaartuseks, tdhistatakse

lim z, =a
n—-+4oo
vOi

n—-+oo
Ty, — a

ehk lithidalt x,, — a.

Definitsioon 7. Kui suvalise M € R korral leidub selline ng € N, et iga
n € NAn > ng korral x,, > M, siis deldakse, et jada {z,} piirvddrtus on +oco ja
tahistatakse

lim z, =40
n—-+oo

ehk liihidalt

Ty — +00.

Analoogiliselt defineeritakse ka x,, — —o0 ja x,, — oco. Kui

Ty — +00 V Ty — —00 V T, — 00,
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siis koneldakse lopmatust pitrvadrtusest.

Definitsioon 8. Jada, millel on 16plik piirvaartus, nimetatakse koonduvaks jadaks.
Jada, millel ei ole loplikku piirvaartust, nimetatakse hajuvaks jadaks.

Seega ka lopmatut piirvaartust omav jada on hajuv jada. Olgu c¢ koéigi koonduvate
jadade hulk. Asjaolu, et jada {z,} koondub, tdhistatakse {z,} € ¢ ja asjaolu, et jada
{z,} hajub, tdhistatakse {x,} ¢ c. Definitsioonidele 6 ja 7 v6ib anda kompaktse kuju

Ty —a< (Ve>03ng=ne(e) eN: Vn>ng= |z, —al <e)
ja vastavalt

Tp — +o0& (VM eR Ing=ng(M) e N: Vn>ny=x, >M).

Niide 2. Toestame Definitsiooni 6 abil, et Niites 1 esitatud jada {(n — 1)/n}
piirvaartus on arv 1.

Olgu € > 0 suvaline. Antud néite korral x,, = (n — 1)/n ja a = 1. Uurime Definit-
sioonis 6 esinevat tingimust |z, —a| < ¢e:

n—1

1 1
1'<6<:><€<:>n>. (1.3.1)
n n 5

Kui valida nyg = [1/g], kus [1/e] on t&isosa arvust 1/e, siis n > ng = n > 1/e ja
hinnangute ahela (1.3.1) abil saame

-1
V5>03n0—n0(5)—[1/5]€N:Vn>n0:>‘nn1‘<5,

st Definitsiooni 6 pdhjal (n — 1)/n — 1. &

Kasutades timbruse moistet, v6ib Definitsioonile 6 anda kuju
Ty — a < (Ve >03ng=ngle) € N: Vn € Uy, (+0) = x, € Ue(a)).

Lahtudes eelnevalt esitatud funktsiooni tokestatuse moistest, vt Definitsiooni 1.1.12,
saame alajuhuna jada tokestatuse moiste.
Definitsioon 9. Oeldakse, et jada {zn} on tokestatud, kui leidub selline arv M > 0,
et
|zn] < M (n€N).

Definitsioon 10. Oeldakse, et jada {zn} on dlalt tokestatud, kui leidub selline
reaalarv M, et
x, <M (neN).
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Definitsioon 11. Oeldakse, et jada {z,} on alt tékestatud, kui leidub selline
reaalarv m, et
xn >m (n€N).

Asjaolu, et jada {z,} on tokestatud, téhistatakse x,, = O(1) (n — oo) ehk lithidalt
xn, = O(1). Kui jada {z,} on iilalt (alt) tokestatud, siis seda téhistatakse z, = Og(1)

(xn, = O0L(1)).

Vaatleme jérgnevalt piirvaartuse omadusi.

Lause 1. Konstantse jada piirvaartuseks on see konstant, st
Tp=0C = Tp — C
Toestus. Lahtume jada piirvdartuse definitsioonist. Et suvalise € > 0 korral
|zn —cl=]c—¢c =0<e,

siis
(Ve >0AVnp e N: Vn>ng= |z, —c|=0<¢) =

=z, —c U

Lause 2. Jada koonduvusest jareldub selle jada tokestatus, st
Tn — a =z, =O0(1).

Toestuseks kasutame jargmist véidete ahelat

xn—>ad§£' (e=1dnpeN:Vn>ng= |z, —a|<1)=
kasutame kolmnurga vorratust
lzn| —lal] < [zn —a
= (n>np= |z, —la] <1) =

M=max{|a1], [az|, ..., |ang |, 1+]al}
= (Vn > ng = |z, <1+]a|) et ezl [no 141

=z, | <M (neN). O

Lause 3. Kui jada piirvaartus a on nullist erinev, siis jada teatud elemendist alates
on jada litkme absoluutvadrtus suurem kui |a| /2, st

(xnﬂa)/\ayéOéﬂnoeN:Vn>n0:>|xn|>|%|,

Toestuseks esitame viidete ahela

mn—>ad§§' SZMHTL()EN:VH>TL0:> Tp —a <M =
2 2

34



{ kasutame kolmnurga vorratust ]
|zn| = lal| < |2n —a

(Vn>n0:> l|lzn] — a]| < la )

_ldl o <
& (Vn>ng= 2<|xn| |a|<2 &

= Vn>n0:>—<|n|< 3lal =
2 2
é(EnOEN:Vn>n0:|xn|>g|). O

Lause 4. Kui jadad {z,} ja {yn} on koonduvad ja nende jadade iildliikmed rahul-
davad iga n € N korral vorratust x,, < y,, siis samasugust vorratust rahuldavad ka

nende jadade piirvaartused, st
Tp—a AN Yp—bANx, <y, =a<b
Toestame selle lause vastuvaiteliselt, st oletame, et a > b. Valime
e = (a—b)/2 > 0. Tulemuseks saame

Tp,—a=(e=(a—5)/2>0 Ing e N:Vn>n; = |z, —a| < (a—11)/2) N
Yp —=b=>(e=(a—50)/2>0 Ing e N:Vn >ng = |y, —b| < (a—b)/2)

no=max{ni,na} ( b)/2
= <Vn>no:>{|yn_b|<( b)2)©
(b—a)/2<xn—a<(a—0)/2
‘:’(V">”O:'{(—a)/2<yn—b<(a b)/2>©
(Uz+b)/2<xn (a'_b)/Q
@(Vn>n0:>{ (3b—a)/2 < yo < (a+1b)/2 ):>
TEI (W > g = (a+b)/2 < Tn < yn < (a+b)/2) =

= (a+b)/2 < (a+b)/2.

Oleme saanud vastuolu, mis on tingitud vastuvaitelisest oletusest. Jarelikult,
a<b. O
Lause 5. Kui jadadel {z,} ja {y,} on sama piirvidrtus a ning x,, < z, < y,, siis

ka jada {z,} on koonduv samaks piirvadrtuseks, st

Tp =0 N Yo =0 N Ty <2 <Yy = 2, — a.

Toestus. Kui € > 0, siis

Tp = a= (I =n1(e) eN:VYn>n; = |z, —a| <€) no=max{ni, na}
=
Yn — a = (Ing =n2(c) e N:Vn >ng = |y, —al <¢)
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= MWn>ng=lz,—al<e Ay, —a| <e) &
SWn>ng=—-e<az,—a<e N —e<y,—a<e)&

’V'L< L<."L
SWn>ng=a—-e<az,<a+e Na—e<y,<a+te) TnSEp SV

= WVn>np=a—ec<z, <z, <y, <a+te)=
=Me>03IngeN: Vn>ny=a—e<z,<a+te)e

&z, — a. O

Lause 6. Kui jada {z,,} koondub ja selle jada piirviaartuseks on arv a, siis koondub
ka jada {|zn|}, kusjuures selle jada piirvadrtuseks on |a/, st

Tp —a = |z, — |al.
Taoestus jareldub jada piirvédrtuse definitsioonist ja kolmnurga vorratusest:

Tp—a & WVe>0IngeN: Vn>ng= |z, —al<e)=

llenl=lellslen—al (Ve >03ng e N: Vn>ng= |z, —lal| <e) =

& |y —el. O

Lause 7. Kui jada {z,, } koondub ja selle jada piirvdartuseks on arv a ning jada {yy, }
koondub ja selle jada piirvaartuseks on arv b, siis koonduvad ka jadad {cx, } (¢ =konst), {z,+
Ynt ja {Tnyn} ning lisaeeldusel y,, # 0 A b # 0 ka {x,,/y,}, kusjuures nende jadade pi-
irvaartusteks on vastavalt ca, a + b, ab ja a/b.

Toestus. Kasutades vastavat eeldust ja jada piirvaartuse definitsiooni, saame:

xn, — a A (c = konstant) z’

< ((Ve>0=¢/|c|>0) Ing e N: Vn>ng= |z, —a|<e/lc]) &
& (Ve>03Ing eN: Vn>ng=|ex, —ca|l <e) &
& ey — ca
ja
(#n = a) A(yn = b) &
& (Ve>03Ing e N: Vn>ng= (Ja, —al <e/2) A(Jyn, — b <e/2)) =
= (Ve>03Ing e N: Vn>ng= |z, —a|+ |y, — b <e) =

n n—a—b|<|Tn— n—b
Fonctum mambIEfenmal =0 e 5 0 3ng € N& Wi > ng = [(@n + yn) — (e +0)] <€) &

< Tp+Yn — a+b.
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Et
[Znyn — abl = [(Tnyn — ayn) + (ayn — ab)| < |Tpyn — ayn| + [ay, — ab| <
ynﬂbb(3M>0 |yn|§M)
< |on —al [yn| + laf lyn — b| < M |zn — al +[al [yn — 0],
siis
(Tn — a) A(yn — b) &
< (Ve>03ng e N: Vn>ng= (Jop —a|l <e/(2M)) A(lyn — bl <e/(2]a] +1))) =
= (Ve >0 Vn >ng = |Tnyn —abl < Me/(2M) + |a|e/(2]a| +1) < &) &

& TaYyn — ab.

|(bxy, — ba) — (ay, — ab)| <

Et
Tn Q| _ bz, — ayy
Yo b by |byn| -
|bx,, — ba| + |ay, — ab] ”>"1:>|gn|2|b|/2
- 0] [yn] -
b |zn — al +laflyn —b] _ 2 2]al
<2 n |b‘2 n :m‘xn—a|+b72|n b,
siis
(T — a) A(yn = D) ADF£0 =

(Ve >03nsy € N: Vi >ng = (lz, —al <e b /4) A (lyn — b < eb®/(4]a] +1))) =

def max{nj, Tlg}:| =

=>[no—
Tn a 2 clb]  2|a] eb®
= |Ve>0dnpeN: Vn > S |l— <o+ = < =
(6 no n > ng S b 4 b dja]+ 1 €
@x—nﬂg ]
Yn D

Kui jada {z,} koondub ja selle jada piirvadrtuseks on arv a, siis selle

Lause 8.
jada tldliige x,, on esitatav kujul z,, = a + y,,, kus y, — 0.
Toestus. Valiku y,, = x,, — a korral saame, et a +y, = a+ (z,, — a) = x,,, kusjuures

—a)=lim z,— lim a=a—a=0. O

lim gy, = lim (x,
n—oo

n — 4+oo n—oo

Lause 9. Iga iilalt (alt) tokestatud monotoonselt kasvav (kahanev) jada on koon-

duv, st
x, =0r(1) Nay /= {z,} €c

Vol
Tn=0r(1) N xy \\ = {z,} €c
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Toestust vt [5], 1k 102-103. O

Definitsioon 11. Iga jada, mis saadakse jadast mingi 1opliku voi lopmatu hulga
jada elementide véaljajatmisel, nimetatakse selle jada osajadaks.

Naide 3. Eraldame jadast {(—1)"(n — 1)/n} kaks osajada

{(=1)™(2n—1)/(2n)} = {(2n — 1)/(2n)}

(voetakse ldhtejadast vaid paarisarvulise indeksiga litkmed) ja

{1 2n)/(2n + 1)} = {(-2n)/(2n + 1)}

(voetakse vaid paarituarvulise indeksiga liikmed). &
Lause 10 (Bolzano-Weierstrassi teoreem). Igast tokestatud jadast saab eraldada

koonduva osajada, st

zn=0(1) =3 {nk} : {zn,} €c

Téestust vt [5], 1k 113. O

Niites 2 esitatud tokestatud jada {(—1)"(n—1)/n} on hajuv, kuid mélemad esitatud
osajadad {(2n —1)/(2n)} ja {(—2n)/(2n + 1)} on koonduvad, kusjuures

(2n—1)/(2n) — 1

ja

(—2n)/(2n+1) — —1.

Lause 11 (Cauchy kriteerium). Jadal {z,} on loplik piirvadrtus parajasti siis, kui
vastavalt igale positiivsele arvule € leidub niisugune naturaalarv ng, et iga naturaalarvu
p puhul

|Tnap — 2| < e,

kui n > ng.
Téestust vt [5], Ik 108-110. O

Niide 4. Jada {(n+1)?/2n%} piirvidrtuse arvutamisel todeme, et nii murru
lugeja kui ka nimetaja lahenevad lopmatusele. Koneleme, et on tegemist mddrama-
tusega tuupt "1opmatus jagatud lopmatusega” ja tahistame E VOl % Selle méaarama-
tuse avamiseks teeme kindlaks selle murru lugejas ja nimetajas oleva poliinoomi astme.
Mélema poliinoomi aste on n? ning maksimaalne neist astmetest on samuti n?. Jagame
murru lugejat ja nimetajat maksimaalse astmega n? (murru viirtus ei muutu!). Peale
murru ldbijagamist 1ldheneb lugeja iihele ja nimetaja kahele. Seda asjaolu téhistame
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lithidalt % . Seega on médramatus avatud ning jada piirvadrtuseks on 1/2 :

I (n+1)? 5
e ot Lauset 7
. 1\?
lim (1 + —
_ n—oo n . } <>
N lim 2 2

1\ 2
14+ =
( * n> 1 [ rakendame ] B
2

Naide 5.
. VNt 4n o 2 .
Im —=|(max<=;1,= 1) =:n" | =
n—oo n+1 oo 3
o Y Un 1/ o Jim VL /e
= 1m = =
Naide 6.
lim n+2)+(n+1)! » lim 1-2:3-- (n+1)(n+2)+1-2-3 --- (n+1)
n=oo (n+2)! %0 n—>00 1-2:3 - (n+1)(n+2) N

2:3 - (n+)((n+2)+1) L ont3e . 143/n g &
- 1.

= lim = lim = lm
00 1-2-3 - (n+1)(n+2) n—oo n+2 con—oo 1+42/n
Naide 7.

1 1 1 .
I +2+4+ +2”l el e
1m = q =

1 N 1
o ) \tmg) o ttraem) &




Niide 9.
3"~ 1 o

lim =
n—oo 3" 4+ 1 o

1_1 n
[:3"] = lim /3

1
— =1.
n—00 1+1/3” 1 <>

1.4. Arv e

Arv e defineeritakse kui piirvaartus

e n\"
e def lim <1 + > .
n—-4o0o n

Vaatleme jada {z,}, kus

Leiame, et

! nn—1)---(n—k+1)
= Ck " = 00:1 =
{” kl(n—k)! k! ’
n 1 nn—1-(n—-k+1) 1 nn—1)---1 1
ST nJr k! nk + n! nm
I e
1 1 n n n n n
+1!+ 21 +...+ il +...+ o
1 1 1 1 1 1
Sl+mfgte k:!+'“+n!§{k!§2k_l (kGN)}S
1 1 1
§1+1+§+...+2k—71+...+2n71§3

Seega on jada {z,} ilalt tokestatud. Vordleme liikkmeid x,, ja 41, st suurusi

n 1 n+1 k
ZCS () 1=k ja Z ko ( ) 1nti-k
n

k=0
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Nende summade kaks esimest vastavat liidetavat on vordsed. Vordleme jargmisi vas-

tavaid liidetavaid
k k
1 1
k . k
— k=2 ... .
Cy (n) ja Chiy (n—|—1> ( , ,m)

Et 1/n > 1/(n+ 1), siis

ja

1 1 k—1 1 1 k—1
m'(l‘n)“(l‘ n ><m‘<l‘n+1)“'<1‘n+1>7

mis on samavaarne vorratusega

1\* 1 \"
k - k -
Cn <n> < Cn+1 <n+1) .

Jarelikult, z,, < 2,41, st jada {z,} on monotoonselt kasvav. Monotoonselt kasvav iilalt

tokestatud jada {x,} on Lause 1.3.9 pohjal koonduv, st 3 hIJIrl Zn. Kasutatakse tahistust
n—-1+:0oo

1 n
lim (1 + ) =e.
n—-+4oo n

Arv e = 2.7182818246 ... on irratsionaalarv. Logaritmi alusel e, st logaritmi log, x
nimetatakse naturaallogaritmiks ja tahistatakse Inx. Eksponentfunktsiooni e* jaoks
kasutatakse ka téhistust exp(zx).

1.5. Funktsiooni piirvaartus

Punktides 1.3 ja 1.4 vaatlesime jada piirvaartust, kusjuures oli tegemist kahe prot-
sessiga: naturaalarvulise argumendi n lahenemisega suurusele +oco ja jada tldlitkme x,
lahenemisega suurusele a. Kasitleme jargnevalt iildisemat juhtu.

Definitsioon 1. Suurust a nimetatakse funktsiooni f(x) piirvidrtuseks punktis xo,
kui suuruse a suvalise e-imbruse U (a) korral leidub selline arvu z¢ d—timbrus Us(zo),
et f(Us(zo)\{zo}) C Uc(a).

Asjaolu, et suurus a on funktsiooni f(z) piirvadrtus punktis zo, tdhistatakse

lim f(z)=a
T—xo

V01
fz) "= a.

Kui suurus a on arv, siis koneldakse, et eksisteerib loplik piirvdadartus. Tavaliselt
koneldes, et funktsiooni piirvaartus eksisteerib, loetakse, et tegemist on lopliku piirvaar-
tusega. Kui suurus a on kas +00 voi —oo voi 0o (st, et suuruse absoluutvéirtus on +00),
siis koneldakse lopmatust piirvddrtusest.
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Jada piirvaartuse moiste on erijuht funktsiooni piirvadrtuse moistest (kui valida
xg = +00 ja kasutada ldhenemiseks vaid argumendi naturaalarvulisi vaartusi). Loplike
suuruste a ja xy korral kehtib jargnev véide.

Lause 1. Arv a on funktsiooni f(z) piirvidrtuseks kohal zy parajasti siis, kui
suvalise arvu € > 0 korral leidub selline arv § = §(e), et

O0<|z—mo| <0 = |f(x)—al<e.

Toestus. Lause toesus jareldub Definitsioonist 1 ja arvu a e—timbruse definitsioonist,
vt Definitsiooni 1.3.2, kusjuures

x € Us(xo)\{z0} © 0< |z — x| < 8
ja
FUs(zo)\{zo}) CU:(a) & (0< |z —x0] <d= |f(x)—a|<e). O
Lause 1 vaide on liithidalt kirja pandav kujul

lim f(x)=a< (Ve>030=0()>0:0< |z —x9| <d=|f(z)—a| <e).

T—T0

Naide 1. Naitame, lahtudes vahetult Lausest 1, et

423 + 2
lim 222 o (1.5.1)

z—0 x

Kui kasutada Lause 1 téhistust, siis f () = (42 + 2z) /2, 20 =0 jaa = 2. Olgue
suvaline positiivne arv. Néaitame, et leidub selline 6 = 6 (¢) , mille korral

423 + 22

O0<|z-0/<d = —2’<g. (1.5.2)

Et

423 + 22
T

423 + 22 — 2
T

= O<|4:c2|<6<:>0<|x|<\/§,

<e <=

2‘<5¢>

siis valiku 6 = y/e/2 korral

0<|z—0/<d & O<|x—0|<\/§ & 0<|4®|<e &
‘4:03 423 + 22

S0<|— e
x x

<e = 2'<€,

st kehtib véide (1.5.2), millest jareldub Lause 1 pohjal ka véide (1.5.1). &
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Niaide 2. Uurime Heaviside’i funktsiooni (vt Néidet 1.1.6 ) H(z) piirvaartust
punktis zg = 0. Olgu Ve > 0. Et punkti 0 suvalises timbruses leidub nii punkte, milles
funktsiooni védrtus on 0, kui ka punkte, milles funktsiooni véédrtus on 1, siis 0 < € < 1/2
korral ei leidu selliseid suurusi a ja d(¢) > 0, mille korral

O0<|z—-0l<d=|H(x)—a| <e.

Jarelikult,
3 lim H(x).
z—0
Vaadates funktsiooni H(x) graafikut, voib véita, et lahenedes punktile 0 vasakult,
saame tulemuseks 0, ja ldhenedes punktile 0 paremalt, saame tulemuseks 1. Defineerime
punkti z¢ thepoolsed e—imbrused ja funktsiooni f(x) thepoolsed piirvddrtused.

Definitsioon 2. Kui ¢ > 0, siis punkti xo vasakpoolseks e —umbruseks nimetatakse
vahemikku (xg — €, z9) ja tahistatakse lihidalt U, (xo—).

Definitsioon 3. Kui € > 0, siis arvu zy parempoolseks e—umbruseks nimetatakse
vahemikku (xg,zg + £) ja tahistatakse lithidalt U, (xo+).

Definitsioon 4. Suurust a nimetatakse funktsiooni f(x) vasakpoolseks piirvadr-
tuseks punktis xg, kui suuruse a suvalise e-imbruse U, (a) korral leidub selline punkti
xo vasakpoolne d—iimbrus Us(zo—), et f(Us(xo—)) C Uc(a).

Asjaolu, et suurus a on funktsiooni f(z) vasakpoolne piirvaartus punktis xg, tahis-

tatakse
lim f(z)=a

T—x0—
voi
flz) 27 a.

Analoogiliselt Lausega 1 saab néidata, et

lim f(z)=ae (VMe>030=0()>0:0<z9g—2x<d=|f(x)—al<e).

T—T0—

Definitsioon 5. Suurust a nimetatakse funktsiooni f(x) parempoolseks piirvddr-
tuseks punktis o, kui suuruse a suvalise e-imbruse U, (a) korral leidub selline suuruse
xo parempoolne §—iimbrus Us(zo+), et f(Us(xo+)) C Uc(a).

Asjaolu, et suurus a on funktsiooni f(x) parempoolne piirvidrtus punktis xg, téhis-

tatakse
li =
Jm - f(z)=a
vOi

fl@) "= a

Analoogiliselt Lausega 1 saab naidata, et

lim f(z)=ae (Ve>030=0()>0:0<z—20<0=|f(z)—al]<e).

r—xo+
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Niéites 2 esitatud Heaviside’i funktsiooni H (z) korral leiame, et

lim H(z)=0 A lim H(z)=1.

z—0— z—0+

Naide 3. Vaatleme piirvasartust

lim sin —.
z—0 x

Skitseerime funktsiooni sin (1/2) graafiku hulgal (—0.1;0) U (0;0.1)

Graafikult on néha, et piirprotsessis * — 0 funktsiooni vaartused ei lahene iihelegi suu-
rusele, vaid vonguvad arvude —1 ja +1 vahel. Analoogiliselt Niitega 2 voib rangelt
toestada, valides 0 < ¢ < 0.5, et antud piirvaartus ei eksisteeri. Naidake! Skitseerime
funktsiooni sin (1/z) graafiku ka hulgal (—10;0) U (0;10)

01

o
=
o
b=
o
®

o O o 9o

Naidake, et

lim sin— = 0.
Tr— 00 €T

Enamik funktsiooni piirvaartuse omadusi on sarnased jada piirvaartuse omadustega,
sest toene on jargnev vaide.
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Lause 2 (vt [5], Ik 89-90). Suurus a (mis voib olla ka +o00 v6i —oo voi 0o) on funkt-
siooni f(x) (parempoolne, vasakpoolne) piirvidrtus punktis xg, mis voib olla ka +oo
Vol —oo vOi 0o, parajasti siis, kui funktsiooni f(z) méadramispiirkonnas iga (paremalt,
vasakult) punktile xo l&heneva jada {z,} puhul, kus z, # zo (n € N), kehtib seos
lim f(z,) =a.

n—oo

Sonastame esiteks moningad funktsiooni piirvadrtuse omadused. Nende omaduste

toestused on sarnased jada piirvaartuse vastavate omaduste toestustega.

Lause 3. Konstantse funktsiooni piirvaartuseks on see konstant, st

fz)=c = lim f(r)=c

T—x

Lause 4. Kui eksisiteerib funktsiooni f(z) piirvadrtus punktis g, siis leidub punkti
xo selline timbrus U(zo), et funktsioon f(z) on tékestatud hulgal U(xo)\{zo}, st

3 lim f(z) = IU(eo) : fla) = O(1) (€ Ulwo)\{0}).

T—To

Téestus. Lahtume funktsiooni piirvadrtuse definitsioonist. Olgu lim f(z) = a.

T—x0

Valime ¢ = 1. Lause 1 pohjal leidub selline suurus ¢ > 0, mis méédrab punkti xq korral
sellise imbruse Us(zo) = {z| |z — zo| < J}, et

z € Us(zo)\{zo} = |f(z) —al <1 = [[f(2)] - |al| < 1=

= [f@)| <1+lal = f(z) =0(1) (z € Us(zo)\{zo}). U

Lause 5. Kui funktsiooni piirvdartus punktis zo on nullist erinev, siis leidub
punkti xq selline timbrus U(zg), et hulgal U(xg)\{xo} on funktsiooni f(z) absoluut-
vaartus suurem kui pool funktsiooni piirvaartuse absoluutvaartusest, st

. a
lim f(z)=a#0= 3U(zg):xz € U(zo)\{z0} = |f(x)| > u

r—x0 2

Lause 6. Kui eksisteerivad funktsioonide f(z) ja g(z) piirvidrtused punktis xg ja
leidub punkti z¢ selline timbrus U(xzg), et hulga U (zo)\{xo} igas punktis kehtib vorratus
f(z) < g(x), siis samasugust vorratust rahuldavad ka nende funktsioonide piirvaartused,
st

lim f(z)=a A lim g(z) =b A (SU(w0): f(z) < g(x) (v € Ulo)\{wo})) =

rT—x0 T—To

=a<b

Lause 7. Kui funktsioonidel f(z) ja g(x) on punktis zg sama piirvéértus a ja leidub
punkti zg selline timbrus U(zg), et hulga U(xo)\{zo} igas punktis kehtib vorratuste
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f(z) < h(x) < g(x) ahel, siis funktsiooni h(z) piirvadrtus punktis xp on samuti a, st

< lim f(z)=a A lim g(z)=aA ) )
T—xT( T—To = lim h(.’E) = a.
A (AU(xo):x € Uwo)\{zo} = f(z) < h(z) <g(z)) r=T0

Markus 1. Lause 7 vaitega sarnane vaide kehtib ka iihepoolsete piirvaartuste korral.

Naiide 4. Toestame, et
sin x

lim

z—0 T

=1.
Kuna meid huvitab selle funktsiooni kditumine nullpunkti iimbruses ja (sinz) /z on

paarisfunktsioon, siis piisab uurida vastavat parempoolset piirvaartust ning piirduda
juhuga 0 < z < /2. Kui OCFE on thikringi esimene veerand

E

T

O A C

siis kolmnurga O AB pindala So 4 g, ringi sektori OC' B pindala So¢p ja kolmnurga OC' D
pindala Spcp rahuldavad vorratuste ahelat

Soas < Socs < Socp- (1.5.3)

Olgu z nurga AOB suurus radiaanides. Et iihikringi esimese veerandi korral

cosx) - (sinx x 1-tanx
Soap = w, Socp =7-1*- =, Socp = ——,
2 2w 2
siis vorratuste ahel (1.5.3) omandab kuju
(cosz) (sinz) T tanx7
2 -2 2
millest saame 1
cosx < — < .
sinz ~ cosw
Kuna lim, .oy cosz = 1 ja lim,_os 1/(cosz) = 1, siis viimasest ahelast jareldub
Miérkuse 1 pohjal lim, o4 2/ (sinz) = 1. Margime, et
=1 & lim /=1

lim —
z—0+ sin x z—0+
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Seega lim, o (sinz) /o = 1. Arvestades, et (sinx) /x on paarisfunktsioon, saame
lim,_,o_ (sinz) /z = 1. Jarelikult,

T T sinx
( lim — = 1) A ( lim — = 1) = lim =1. &
z—0+ sinx z—04 sinx z—0 X

Skitseerime funktsiooni (sinx) /z graafiku hulgal [—-50;0) U (0; 50]

Lause 8. Kui funktsiooni f(z) piirvadrtus punktis o on a, siis funktsiooni |f(x)]
piirvaartus punktis zg on |al, st

lim f(z)=a = lm |f(@)] =

T—T0

Lause 9. Kui punktis 2o on funktsiooni f(z} piirvaartus a ja funktsiooni g(z} piir-
vaartus b ning ¢ on konstant, siis punktis xo eksisteerivad ka funktsioonide cf(z), f(z)+
g(z) ja f(z)g(x) piirvddrtused, kusjuures nende funktsioonide piirvaértusteks on vas-
tavalt ca, a+b ja ab. Kui lisaks leidub selline arvu ¢ timbrus U (zo), et hulga U(zo)\{zo}
igas punktis on funktsiooni ¢(x) vadrtus nullist erinev ja b # 0, siis punktis xo ek-
sisteerib ka funktsiooni f(z)/g(x) piirvadrtus, kusjuures selleks piirvaartuseks on a/b,
st

T—x0 T—xq

(Jim 7@ =a) & (tm o) =) =

lim (¢ f(z))=c- limO flx)=c-a,

r—x0 r—x

a
Jim (f(2) +g(z)) = lim  f(z)+ lim g(z) =a + D,

= i () gt = (Jim @) - (Jim o)) =a b

T—x0 T—x0

Fz) Jme@zo lim f(z)

w0 gl@) limog@) b

Toestame neist viidetest teise. Et

lim f(z) =a= (Ve > 0361 =01(e) >0: 0 < |z — x| < 1 = |f(z) —a| <eg/2)

r—xo
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ja

lim g(z)=b= (Ve > 0302 =3d2(e) >0: 0< |z — x| < 2= |g(z) —b| <e/2)

ning
[(f(@) + g(z)) = (a+b)| = [(f(z) — a) + (9(z) = b)| < |f(z) — a| + |g(x) — b],
siis 0 = min (41, d) korral

( (Ve>030=6(e) >0: 0< |z —x0| <0) = ><:>
= (I(f(z) +9(x)) —(a+b)| <e/2+¢/2=¢)

& lim (f(z)+g(z))= lim f(z)+ lim g(z)=a+b. O

T—x0 T—To T—x0

Lause 10. Kehtivad valemid (vt [5], lk 105-106)

1\"* 1\"”
lim (1 + ) =e, lim (1 + ) =e, lim (1+ x)l/w =e.
xT €T z—0

Tr——+00 Tr— —00

Skitseerime funktsiooni (1 + :E)l/w graafiku hulgal (—0.5;0) U (0;0.5)

2,67
2.4

2.29

04 02 20 02y 0.4
Tihti tuleb avada %, >, 000, 00 — 00 ja 1°° tiilipi madramatusi. Nende avamiste
tulemused soltuvad konkreetse iilesande korral uuritava avaldise komponentide nullile
voi lopmatusele ldhenemise kiirusest.
Toome moningad niited piirvadrtuse arvutamise kohta.

Naide 5. Uurime piirvaartust

lim .
z—1 1—x

Selle néite korral ldheneb murru lugeja tihele ja nimetaja nullile. Kui muutuja z
laheneb iihele vasakult (paremalt), siis murd l&heneb pluss (miinus) 16pmatusele, st

lim
r—1— ]_ — X

%—i—oo A lim —

1
a1+ 1—2 0
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Jarelikult funktsiooni z/ (1 — x) absoluutvéirtus laheneb pluss 16pmatusele. Antud as-

jaolu tahistame

ja litleme, et selle murru piirvaartus on oo.
r(r+2)(x+1)

Naide 6. Leiame piirviartuse
. 23+ 322+ 2z o
lim =
a——2 22—2x—6 0 a>-2 (x—3)(x+2)
muutuja = ldheneb arvule — 2, st x ei vordu arvuga — 2,
st teguriga x + 2 voib lugejat ja nimetajat 1dbi jagada
2
0

x(x+1) 2 2
5 5

t

=1
r—3 -

o r——2

3

1 00—00
l—2z 1—2a3 o

Naide 7. Leiame piirviartuse
lim

rx—1

| nii esimene kui ka teine murd ldhenevad suurusele oo,
a st tegemist on oo — oo tiilipi maaramatusega

I 1 3 lim l+z+22-3

= lim — = =
=1 \1—2z (1—-z)1+x+22) a—1 (1 —2) (142 + 2?)
2 -1 —r—2 _
@) w2 o
z—1 1+x+22 3

r;l 1-2)(1+z+2?)

lim
muutuja r maksimaalne aste nii lugejas kui ka nimetajas on =z,
jarelikult on muutuja r maksimaalne aste murru jaoks x ja

jagame nii murru lugeja kui ka nimetaja 1abi suurusega x,
/22 +1 4 NI z
VT E L w20 V1+1/22 ja VI T az0 V1/z+1/23
x x
14+1/x2 1
z—too 1 /r41/23 -1 -1

(Vi+a?2-1)(Vi+a2+1)
2?2 (V1422 +1) N

Naide 8. Leiame piirvaartuse
AY x? + 1+ \/E 00+00
z—+oo 3 +rx—2x 0—00

Naide 9. Leiame piirvaartuse

Vi+z2 -1 ¢ .
—— = lim
2 0 z—0

lim
x—0 €T
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. 1+2%2 -1 . 1 11
= lim =lim — = —. <>
=0 22 (V1+a22+1) 220 V142241 2 2

Naide 10. Olgu m,n € N. Leiame piirvéartuse
lim @
z—1 Yr—1
(r—1) ( Vam—l+ Vaem=2 4. 4 1) (\"/x”_l + Va2 4+ 1)

= lim
b (a—1) (\”/' =l 4 Ygn—24 .+ 1) ( Vam=1 4 ¥/zm=24 . + 1)
(z—1) (\"/ﬂﬁ”*l + Var—24 ... 4 1)
o=l (g —1) ( Wam=1 4 Raem=2 4+ 1)

. Var=t 4+ Van=2+... +1
= m
e=l Ygmol 4 Ngm—24 . +1

olle

S
0

¢

n
m
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Naide 11. Leiame piirvaartuse

lim Va? (\/x3 +1—Vat - 1) oo{ogzee)

r——+00

Va3 (Vad +1—vad —1) (Va? + 14 Va® — 1)

lim =
T—+00 \/.T3+1+\/Z‘3—1

Vo3 (28 +1 -2 +1) . 223

= lim = lim =
eofoo WS+ 14Vad -1 eotoo S+ 14 Vad —1 0
Jagame lugejat ja nimetajat . 2 2 1o
ey = 1m = .
suurusega V3 z— 400 \/1 +1/23 + \/1 —1/23 2

Naide 12. Leiame piirvaartuse

. e . L e .o en . Q

tan 2z o trigonomeetrilisi funktsioone sisaldava mééramatuse §
m — = . S N . sinzx =
z—0 sinbx 0 | avamiseks on meil esialgu vaid iiks seos, hn%) =1

xr— €T
sin 2z
~ im s?n2x . 1 9 Yim 2z 2 _
z—0 sinbx cos2x 0 z—0 SINdT 5cos2x
%4

. - .
im o 1) = (lim 2 ) A (i 2 )|
= x—0 X z—0 2 z—0 5z =

lisaks kasutame Lauset 9

ot Do
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Naide 13. Leiame piirvaartuse
oy LoCOST 0 2sin® (x/2) _ . sin’ (x/g) o L (sin(/2) > L o
x? 0 20 x2 20 2 (z/2) =02 x/2 2

z—0

Naide 14. Leiame piirvaartuse
1 —si
51na:2 %[ (y=nm/2—zxczx=1/2—y)=> (z—-7n/2cy—0)]|=

lim
z—m/2 (7/2 — x)
1 —cosy o | vaadake | 1 o
2 o | Naidet 13 | — 2°

1—sin(m/2-y) o 1
Hy—»O Yy

= 1}11% y2
Naide 15. Leiame piirvaartuse
lim x I % = lim (1-— =
. 1
teeme muutujate vahetuse y = — sSr=-1—-—-
kusjuures z — oo <y — 0
/ / lim (14+9)""
=lim (14+¢) 7 " =1lim (1+4y)" (14¢) /¥ = = =- 9
y—)

1.6. Lopmata vaikesed ja lopmata suured suurused
Definitsioon 1. Muutuvat suurust (funktsiooni) a(z) nimetatakse lépmata vdike-

seks suuruseks piirprotsessis © — xg, kui
lim a(z) =0.
T—x0

Lopmata véikest suurust nimetatakse ka hadbuvaks suuruseks. Asjaolu, et a(z) on
lopmata véike suurus piirprotsessis * — xg, tahistatakse ka kujul
=o(l) (z—x).

a(z)

Niide 1. Funktsioonid z, 23, sinx, 1 —cosz, e¢® — 1 jaIn(1 — x) on piirprotsessis

¢

x — 0 lopmata véaikesed suurused, sest
lim 2% =0, lim sinz =0, lim (1 — cosz) = 0,
T— T— z—0

lim x =0,
x—0
lim (¢ —1) =0, lim In(1 —x)=0.
T— z—0
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Definitsioon 2. Muutuvat suurust «(z) nimetatakse lopmata suureks suuruseks
piirprotsessis * — g, kui lim a(z) = oco.

Tr—T0o
Lopmata suurt suurust nimetatakse ka vohavaks suuruseks.
Néide 2. Suurused 1/x, 1/23, 1/sinx, 1/ (1 —cosx), 1/(e* —1) ja1/In(1 —z) on
piirprotsessis  — 0 1opmata suured, sest

lim 1/2 = oo, 111% 1/2% = oo, 111% 1/sinz = oo, lir% 1/ (1 —cosz) = o0,

z—0
lim 1/(e® —1) = oo, lim 1/In(1 —z) = oco. %

Markus 1. Muutuvate suuruste juures on véaga oluline vaadeldav piirprotsess.
Nimelt, tihes piirprotsessis voib vaadeldav suurus olla lopmata viike ja teises piirprot-
sessis voib sama suurus olla lopmata suur ning enamikes piirprotsessides ei iiks ega teine.
Niiteks on suurus z2 piirprotsessis z — 0 16pmata viike ja piirprotsessis  — oo I6pmata
suur ning koigis iilejadnud piirprotsessides ei ole iiks ega teine.

Definitsioonidest 1 ja 2 jarelduvad Laused 1 ja 2.

Lause 1. Mingis piirprotsessis lopmata vaikese suuruse poordvaértus on samas piir-
protsessis 1opmata suur suurus.

Lause 2. Mingis piirprotsessis 10pmata suure suuruse poordvaartus on samas piir-
protsessis 1opmata vaike suurus.

Lause 3. Kahe samas piirprotsessis 1opmata vaikese suuruse summa, vahe ja korrutis
on samuti lopmata vaike suurus selles piirprotsessis.

Toestus. Kui komponentide piirvaartused eksisteerivad, siis summa, vahe ja kor-
rutise piirvadrtus on vastavalt piirvaartuste summa, piirvaartuste vahe ja piirvaartuste
korrutis. Seega lause vaited kehtivad. [

Lause 4. Lopmata viikese suuruse korrutis tokestatud suurusega on 16pmata véike
suurus.

Toestus. Olgu a(z) lopmata viike suurus piirprotsessis @ — xo ja f(z) tokestatud
funktsioon suuruse zy mingis imbruses U, (zo), st

IM>0: |f(@)| <M (2 €U,(x0)).

Kui ¢ > 0, siis 1opmata véikese suuruse definitsiooni pohjal leidub selline Us(zg), et
la(z) = 0| <e/M  (z € Us(xo)\{z0}) ja seega

Ve >03pu>0:|a(z)f(x)| < (e/M)-M=¢ (ze€Ui(zo)\{z0}),

kusjuures 1 = min{~, ¢}, kui suurus zq on 16plik, ja p = max{~,d}, kui o on l6pmatu.
Jarelikult on suurus «(z)f(z) 1opmata véike piirprotsessis x — xg. [

Lause 5. Kahe samas piirprotsessis lopmata suure suuruse korrutis on samuti
lopmata suur suurus selles piirprotsessis.
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Toestus. Olgu a(x) ja S(z) 16pmata suured suurused piirprotsessis x — g, st kui
tahes suure € > 0 korral leiduvad sellised suuruse x¢ imbrused U, (zo) ja Us(zo), et

(z € Uy(zo)\{z0} = afz) € U z(c0)) A (2 € Us(zo)\{zo} = B(z) € U z(0)).
Jarelikult on suurus «(z)B(z) 16pmata suur suurus piirprotsessis * — xg, sest
Ve >03p>0: (z € Uu(xo)\{zo} = a(z)f(z) € Us(c0)),

kusjuures ¢ = min{~y, 6}, kui suurus xg on 16plik, ja u = max{vy,d}, kui z¢ on l6pmatu.
O

Definitsioon 3. Kui a(z) ja f(z) on 1opmata viikesed suurused piirprotsessis © —
xo ja lim o(z)/B(x) = 0, siis deldakse, et suurus a(x) on vorreldes suurusega [(x)

T—x(

korgemat jarku lopmata vdike suurus selles piirprotsessis.

Naide 3. Piirprotsessis ¢ — 0 on suurused x ja 1 —cos z 1opmata viikesed. Naitame,
et suurus 1 —cosz on vorreldes suurusega x korgemat jarku lopmata vaike suurus selles
piirprotsessis

1- 2sin? /2 inz/2 .
lim L OST 0 g, 2S0T/2 (/ .sinm) L0 %
z—0 €T 0 z—0 €T x—0 1‘/2

Definitsioon 4. Kui a(z) ja f(z) on I6pmata suured suurused piirprotsessis  —
xo ja lim a(x)/B(z) = oo, siis deldakse, et suurus a(z) on vorreldes suurusega 3(z)
r—X0
korgemat jarku lopmata suur suurus selles piirprotsessis.
Niide 4. Piirprotsessis # — 0 on suurused 1/z ja 1/(1 — cosx) 16pmata suured.

Néiitame, et suurus 1/ (1 — cosx) on vorreldes suurusega 1/x korgemat jarku 1opmata
suur suurus selles piirprotsessis

lim 1/ (1 — cosx)

2
z—0 1/.’L‘ E

x/Q 1 > 1.:0000 <>

im —— = lim - - =
@—0 2sin”x/2 2—0 \sinz/2 sinz/2

Lause 6. Kui suurus a(x) on vorreldes suurusega ((x) korgemat jarku lopmata
viike piirprotsessis © — xq, siis suurus 1/«a(z) on vorreldes suurusega 1/6(z) korgemat
jarku lopmata suur selles piirprotsessis.

Toestage!

Definitsioon 5. Lopmata viikeseid (suuri) suurusi a(z) ja (x) nimetatakse piir-
protsessis © — xg ekvivalentseteks lopmata vdikesteks (suurteks) suurusteks, kui

L oalr)
ﬁﬁo(@_L

Seda fakti tahistatakse

a(z) ~px) (2= )
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ehk
a(z) “X B(x).

Naide 5. Et .
. sinx
lim =1
x—0 xr
siis
sine ~z  (z—0). O
Naide 6. Et
. l—cosz ¢ .. QSiHQCE/Q . sinx/2 2
lim = lim = =1,
x—0 .’1,‘2/2 0 z—0 .172/2 x—0 ,’17/2
siis

22
1fcosw~7 (x —0). &

Ulesanne 1. Naidake, et

tanx ~2 (x—0), In(l+z)~z (zx—0), e—1~a (x—0).

Markus 2. Enamik suuruste ekvivalentsusseoseid on esitatud piirprotsessi
x — 0 korral. Juhul kui xy # 0, on piirprotsessi x — x( korral otstarbekas kasutada
muutujate vahetust y = x — xo. Néaiteks

sinfz — )~z —7 (v — 7),

sest
siny ~y  (y —0),
kusjuures y = x — .
Lause 7. Kui lopmata viike suurus a(z) on ekvivalentne suurusega «j(x) piir-

protsessis © — x( ja 1opmata viike suurus §(z) on ekvivalentne suurusega (1 (z) samas
piirprotsessis, siis

lim @: )
w0 Blz)  aeo Pi(z)’
st
a(z) P ay(z) A Blx) TX0 Bi(z) = lim @) _ gy 0@

A% Bla) " ek Bu(e)
Téestus. Et eelduse pohjal lim («a(z)/ai(z)) =1ja lim (6(x)/f1(x)) = 1, siis
T—x0 T—To
lause vaide jareldub jargmisest vorduste ahelast

G Jim (a(x)/al(w) 041(33)) _

8 B(z) B(z)/Bi(z) ()
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lim (a(z)/a:(2))

— %o - lim o1(2) = lim (@)
Jim (B(@)/Bi(w)) a0 Prle) a0 Brle)

Analoogiline véiide peab paika ka 16pmata suurte suuruste korral.

Naide 8. Kasutades Lause 7 véidet, leiame piirvaartuse

im sin7r | (sinz~z (x—0)) < (sin7z~7z (z—0) |
20 sin12z | (sinz ~zx (z —0)) & (sinl2z ~ 12z (z — 0))
Tz 7
= 1 _—
e 1 ©

Markus 3. Ekvivalentsete Iopmata véikeste suuruste vahe on korgemat jarku lopmata
viaike. Naiteks
r—sinz~23/6 (z—0),

kuigi
sinz ~z (r—0).

Lause 8. Iga piirprotsessis @ — x( piirvddrtust omav suurus f(z) on esitatav
kujul
f@)=a+a(@) (zeU(zo)\{zo}),

kus U(zg) on suuruse xo mingi timbrus, a = lim f(z) ja suurus a(x) on l6pmata véike

T—T0
piirprotsessis x — xg.

Toestus. Olgu a(x) = f(z) —a. Et

lim a(z)= lim (f(z)—a)= lim f(z)— lim a=a—a=0,

T—x0 T—To T—To T—xq

siis suurus a(z) on lopmata viike piirprotsessis ¢ — xg. O

Lause 8 annab meile voimaluse toestada lihtsamal viisil funktsiooni piirvaartuse
tehetega seotud omadusi. Toestame néiteks eelmise punkti lause 9 kolmanda vaite,
et funktsioonide korrutise piirvaartus on tegurite piirvaartuste korrutis

< lim f(z)=a< f(z)=a+ a(x)) A ( lim g(z) =b& g(z)=b+ ﬁ(x)) =

T—To T—xo

= f(z)g(x) = (a + () (0 + B(z)) = ab + (af(z) + ba(z) + a(z)f(x)) = ab + y(z).

Et suurused a(x) ja B(x) on lopmata vaikesed piirprotsessis  — xg, siis Lausete 3 ja 4
pohjal on ka suurus y(z) = af(z) + ba(z) + a(x)5(z) l1opmata viike selles piirprotsessis.
Seega

F@)g(o) = ab-49(0) & T fe)ote) =ab = (1 1) (i o).

Tr—x0 T—XT0 r—Xo
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1.7. Funktsiooni pidevus

Esialgne kujutelm pidevast funktsioonist seostub omadusega, et teatud piirkon-
nas saab selle funktsiooni graafikut joonestada ilma kirjutusvahendit paberilt tostmata.
Uritame jargnevalt anda funktsiooni pidevusele range matemaatilise kirjelduse.

Definitsioon 1. Funktsiooni f(z) nimetatakse pidevaks punktis z¢, kui on tdidetud
kolm tingimust:

1) 3f (zo);
2) 3 lim f(z);

T—xg
3) im () = f(xo).
Fakti, et funktsioon f(z) on pidev punktis xg, tdhistame lithidalt f(x) € C (xo).
Mairkus 1. Tihti esitatakse funktsiooni f(x) pidevuse tingimusena punktis ¢ vaid
tingimus 3, mille korral eeldatakse vaikimisi tingimuste 1 ja 2 taidetust, st kui vaadel-
dakse suurusi f(zg) ja lim f(z), siis eeldatakse nende olemasolu. Et
T—xT0

lim x = xo, siis

T—xq

(@) e Clan) & (im0 =7 (Jim <)),

Tr—x0 Tr—xo

Naide 1. Uurime funktsiooni f(z) = |z| pidevust punktis z¢ = 0.
Esiteks,

3f(0) = 10| = 0.
Teiseks,
lim f(x) = lim || = 0.
Et ka Definitsiooni 1 kolmas tingimus on tédidetud, siis funktsioon y = |z| on pidev
punktis 0. <

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z), mis ei ole pidev punktis zq, nimetatakse katke-
vaks funktsiooniks punktis xo, kusjuures punkti xy nimetatakse funktsiooni f(x) katke-
vuspunktiks.

Niide 2. Uurime funktsiooni f(z) = (sinx) /z pidevust punktis 0. Kuigi
sinx

3 lim ,
x—0 x

voime viita, et funktsioon (sinz) /z on katkev punktis 0, sest 3 f(0) (ei ole tiidetud
esimene tingimus) ja seega ei saa olla téidetud ka kolmas tingimus. <
Naide 3. Funktsioon

| (sinz) [z, kui x # 0;
f(x)_{ 1, kuiz =0

on pidev punktis 0, sest tdidetud on kéik kolm esitatud tingimust. <
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Definitsioon 3. Punkti o nimetatakse funktsiooni f(x) esimest liiki katkevuspunk-
tiks, kui punktis x eksisteerivad funktsiooni f(x) iithepoolsed 16plikud piirvadrtused, st

3 lim f(x) A3 lim f(z).

T—To— T—To+

Naiide 4. Et Heaviside'i funktsiooni H(z) korral

3 ili% H(z) A Il_l)r(r)l_ H(z)=0 A xlir&_ H(z)=1,

siis punkt 0 on funktsiooni H(z) esimest liiki katkevuspunkt. Nendime, et H(0) = 1.
Seega voime radkida funktsiooni H(x) parempoolsest pidevusest punktis 0. <

Definitsioon 4. Funktsiooni f(x) iga katkevuspunkti, mis ei ole esimest liiki,
nimetatakse selle funktsiooni teist liiki katkevuspunktiks.

Naide 5. Funktsiooni z/ (z + 2) katkevuspunkt £ = —2 on teist liiki katkevuspunkt,
sest

. T
=400 A lim

li = —o00.
z—>1£nQ— T+ 2 z——2+ x + 2 o0

Skitseerime funktsiooni y = z/ (x + 2) graafiku ja sirged vorranditega y = 1 ning x = —2

b &b A

%

Definitsioon 5. Suurust Az = x — x¢ nimetatakse argumendi muuduks ehk argu-
mendi kasvuks ja suurust

Ay = f(z) — f(z0) = f(z0 + Az) — f(70)

nimetatakse argumendi muudule Az vastavaks funktsiooni y = f(x) muuduks ehk
kasvuks punktis xq.

Lause 1. Funktsioon f(x) on pidev punktis xy parajasti siis, kui

hmO Ay =0,

Ax—

st
f(z) € Clxy) & Alim0 Ay =0.

Toestus. Funktsiooni pidevuse definitsioonis esinevale kolmandale tingimusele on
antav kuju

lim (f(z) = f(0)) = 0

T—XT0
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ehk
lim (f (zo + (* — 20)) — f(z0)) =0

r—xo—0
voi

lim Ay=0. O

Ax—0

Niide 6. Uurime funktsiooni y = 22 pidevust punktis zo. Kasutame selleks Lauses
1 esitatud tingimust. Et

Ay = f(xo + Az) — f(z0) = (z0 + Az)? — 22 = 2m0Az + (Az)?,

siis
. o 2\ _
Jim, By = Jim (2rde + (A7) =0

st funktsioon 22 on pidev punktis z¢. Et punkt 2o on suvaline reaalarv, siis funktsioon

22 on pidev reaaltelje igas punktis. ¢

Lause 2. Funktsioon f(z) on pidev punktis zy parajasti siis, kui see funktsioon on
punkti xy timbruses esitatav kujul

f(@) = f(zo) + o),

kus «(x) on lopmata viike suurus piirprotsessis  — xo.

Toestus jareldub Lausest 1.6.8, arvestades funktsiooni pidevuse definitsiooni. O

Lause 3. Kui funktsioonid fi(x) ja fo(x)on pidevad punktis xg ning
c1, 2 € R, siis punktis zp on pidevad ka funktsioonid ¢ f1(z)+ cofa(x) ja fi(z)f2(x)
ning tdiendaval tingimusel fo(xo) # 0 ka funktsioon fi(z)/f2(x).

Toestus. Lause 2 pohjal on funktsioonid fi(z) ja fo(x) punkti zp timbruses esi-
tatavad kujul

fi(@) = fi(zo) + cu(z), folx) = fa(zo) + a2(2),

kus a1 (z) ja as(x) on lopmata véikesed suurused piirprotsessis © — xg. Et
cfi(z) + cafa(z) = 1 (fi(zo) + 1 () + 2 (f2(z0) + 02(z)) =

= c1f1(xo) + cafo(xo) + cra1(x) + coca(x) = ¢1 f1(x0) + cafo(xo) + B(x),

milles suurus 3(z) = c1a1(z) + cean(z) on Lausete 1.6.3 ja 1.6.4 pohjal l6pmata viike
piirprotsessis @ — xy, siis ¢1 f1(z) + cafa(z) € C(x0).
Suuruse f1(x)/f2(x) jaoks saame esituse

filz)  fi(zo) +aa(x)  fi(wo) .
B@ ~ falwo) +aa@)  falwo) TP

kusjuures suurus

a1(z) f2(z0) — aa(®) f1(20)
(f2(x0) + a2(w)) f2(70)
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kui 16pmata vaikese suuruse ja tokestatud suuruse korrutis on lopmata véike suurus
piirprotsessis * — xg. (Il
Definitsioon 6. Funktsiooni y = f(x) nimetatakse pidevaks paremalt punktis xg,

kui

li Ay=0
Aa:ll%Jr y ’

ja pidevaks vasakult punktis xg, kui

Ailamof Ay =0.

Lause 4. Funktsioon y = f(z) on pidev punktis zy parajasti siis, kui ta on selles
punktis pidev nii vasakult kui ka paremalt.

Toestage! O

Heaviside'’i funktsioon H(x) on pidev paremalt punktis 0, kuid katkev selles punktis
vasakult. Lause 4 pohjal voib viita, et funktsioon H(z) on katkev punktis 0.

Definitsioon 7. Oeldakse, et funktsioon f(z) on pidev hulgal X C R, kui f(z) on
pidev hulga X igas punktis. Fakti, et funktsioon f(x) on pidev hulgal X, tdhistatakse
lihidalt f(x) € C(X).

Lause 5. Kui funktsioon g(z) on pidev punktis a ja funktsioon f(u) on pidev punktis
g(a), siis liitfunktsioon f [g(z)] on pidev punktis a.

Téestage! O

Peab paika jargmine véide.

Lause 6. Elementaarfunktsioon on pidev méaramispiirkonna sisepunktides.

Naide 7. Leiame piirvaartuse

lim In (1 + kz)
z—0 x

k#0
%hr%ln(ukx)l/m:[y—kx z w—y/k]:
xr—

r—0&y—0

kasutame Lauset 6 logaritm- }

k
_ 7 kly _ q; Vy|™ _
=l In (149)™" = 1}1—% In [(1 +y) } a [ funktsiooni korral

y—0

kasutame Lauset 6 }

k
_ ; y|" _
=n z}lg}) {(1 +y) ] o [ astmefunktsiooni korral

k
:1n[hm (1+y)1/y] —lnef=k. O

y—0

1.8. Joone asiimptoodid

Vaatleme funktsiooni piirvaartuse moiste iiht rakendust geomeetrias.

Definitsioon 1. Kui funktsiooni y = f(z) graafiku punkti tokestamatul eemaldu-
misel selle punkti kaugus mingist sirgest laheneb nullile, siis nimetatakse seda sirget
antud joone astimptoodiks.
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Naide 1. Skitseerime funktsiooni y = (332 — 1) /x graafiku ja vorranditega y = x
ning = = 0 esitatud sirged

Néeme jooniselt, et kui funktsiooni y = (x2 - 1) /x graafiku punkt eemaldub tokestamatult,
siis
(x = —00) V (t—0-) V (z—0+) V (z— +00).

Juhtudel £ — —o0 ja * — +o0 ldheneb punkt sirgele y = x ning juhtudel z — 0— ja
x — 0+ laheneb punkt sirgele x = 0. Jarelikult voib joonise pohjal arvata, et funktsiooni
Y= (332 — 1) /x graafikul on kaks astimptooti, vorranditega y = x ja = 0. &

Joonel y = f(z) voib olla: 1) pistasimptoot vorrandiga x = a selle joone teist liiki
katkevuspunkti x = a korral; 2) kaldastimptoot vorrandiga y = kx+b protsessis x — —o0
voi © — +00, kusjuures kaugenemisi z — —oo ja x — +oo tuleb uurida eraldi. Joone
y = f(x) plstasimptootide leidmiseks tuleb leida joone koik teist liiki katkevuspunktid
ja leida neis funktsiooni iithepoolsed piirvaartused, kusjuures piistasiimptoodiga kaasneb
selles punktis vihemalt iiks tthepoolne 16pmatu piirvaartus. Joone y = f(x) kaldasiimp-
tootide leidmiseks tuleb suurused a ja b maarata:
juhul z — —o0 seosest

lim (f(z) — kz —b) =0,
r——00

millest saame, et

k= lim M/\b: lim (f(x)— kx);

r——00 X r——00

juhul z — 400 seosest

millest saame, et

k= lim @/\b: lim (f(z) — kx).

xr——+00 xX xr——+00
Kui uuritaval juhul vaadeldavad piirvaartused suuruste k ja b leidmiseks eksisteerivad,
siis eksisteerib kaldastimptoot, kui ei, siis mitte.
Naide 2. Leiame joone
28+ 22+ 6

¥= 2 -1
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astimptoodid. See funktsioon on méaaratud kogu reaalteljel, vilja arvatud x = +1,
mis on funktsioonile teist liiki katkevuspunktid. Leiame iihepoolsed piirvaartused neis
punktides:

204+ 2246 3 204+ 2246 3
lim ——— = 400, lim ———— = —00,
z——1- 2?2 —1 +0 z——1+ 22 -1 -0
: 5 +22+6 s . Vab+a2246 3
lim ——— = —o0, lim ———— = +o0.
z—1— z? -1 -0 a—1+ z2 -1 +0
Seega on uuritava joone piistasiimptootide vorrandeiks = —1 ja x = 1. Uurime esiteks

kaldasiimptoodi olemasolu protsessis * — —oco. Saame, et

k= lim

T——00 x(xz—l) oo

25+ 22 +6 » [ jagame selle murru lugejat ja nimetajat
(negatiivse!) suurusega z3

- »LEI—noo 1— $72 T -1
ja
. 20 + 22 +6 ViS22 4642 — 2 oo
b= lim —————— 4z | = lim =
T ——00 2 —1 T——00 2 —1 [e9)
. x6+x2+6—(x3—x)2
= 1m =
v—=o0 (22 — 1) (Va® + 22 + 6 — 2% + )
. _2-'154 + 6 %)
= lim =
z—=00 (22— 1) (Vab + 22 +6 — 2%+ 2) *
. —2¢~1 46275 0
= lim =0
v——00 (1 —z72) (=V1+az 2 +6276—1+272) -2
Jarelikult on juhul x — —oo kaldasiimptoodi vorrandiks y = —z. Analoogiliselt saab

niidata, et juhul x — 400 on kaldasiimptoodi vorrandiks y = z. Skitseerime 16igul
[—8; 8] funktsiooni y = V2% + 22+ 6/ (z* — 1) ja tema asiimptootide graafikud:

o & AND
(PRI i
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1.9. Loigul pidevate funktsioonide omadused

Vaatleme jirgnevalt 16igul [a, b] pideva funktsiooni f(z) omadusi. Oeldakse, et
funktsioon on pidev 16igul [a, b] , kui ta on pidev vahemikus (a,b) ja punktis a on pidev
paremalt ja punktis b pidev vasakult.

Lause 1. Loigul pidev funktsioon on tokestatud sellel 16igul.

Toestus. Olgu f(z) € Cla,b]. Eeldame viitevastaselt, et funktsioon f(z) on
tokestamata sellel 16igul, st suvalise n € N korral leidub selline z, € [a,b], et
|f(2n)| > n. Moodustame sel viisil jada {z,}, kusjuures f(z,) "= oo. Et z,, € [a,b],
siis jada {z,} on tokestatud. Bolzano-Weierstrassi teoreemi pdhjal voib tokestatud

jadast {z,} eraldada koonduva osajada {z,,}. Seega, Elk lim ,, = c € [a,b]. Kasu-
—+o0
tades funktsiooni pidevust 16igul [a, b], leiame, et i liI}_l f(zn,) = f(c), kusjuures suurus
:— 400

f(c) on 16plik. Teisalt jéreldub tingimusest f(z,) "= oo tingimus f(z,,) R

Oleme saanud vastuolu, mis oli tingitud viitevastasest eeldusest. Seega on 16igul pidev
funktsioon tokestatud sellel 16igul. (Il

Markus 1. Loplikus vahemikus pidev funktsioon ei ole tildjuhul tokestatud selles
vahemikus. Naiteks funktsioon f(z) = 1/z on pidev vahemikus (0;1), kuid ei ole
tokestatud selles vahemikus. Toesti, VM > 1 korral on vahemiku (0;1/M) igas punktis
funktsiooni f(x) vaartus suurem kui M.

Definitsioon 1. Hulga X C R vahimat {ilemist toket nimetatakse hulga X dlemiseks
rajaks ehk supreemumiks. Hulga X iilemist raja tahistatakse sup X ehk sup,.y .

Definitsioon 2. Hulga X C R suurimat alumist toket nimetatakse hulga X alu-
miseks rajaks ehk infiimumiks. Hulga X alumist raja tdhistatakse inf X ehk inf,cx x.

Niide 1. Olgu X = {1/n}pen ={1,1/2,1/3,1/4, ... ,1/n, ... }. Leiame sup X ja
inf X.

Hulga X {ilemiseks tokkeks on suvaline M € R, mis rahuldab seost M > 1. Selliste
tokete hulgas on toke 1 vahim. Seega

sup{1l/n}pen = 1.

Hulga X alumiseks tokkeks on suvaline m € R, mis rahuldab seost m < 0. Selliste tokete
hulgas on toke 0 suurim. Seega

inf{1/n},en =0.
Nendime, et selle néite korral
supX e X ANinfX ¢X. &

Hulga X C R iilemise raja mdiste (alumise raja moiste) on hulga X maksimaalse
elemendi max X moiste (minimaalse elemendi min X méiste) iildistus, nimelt

supX € X ©supX =maxX (infX € X & inf X = min X)
ja

supX ¢ X & IJmaxX (infX ¢ X & IminX).
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Kehtib ” pidevuse aksioomiks” nimetatav vaide.

Lause 2 (vt [5], Ik 16-18). Igal iilalt tokestatud reaalarvude hulgal on olemas iilemine
raja ja igal alt tokestatud reaalarvude hulgal on olemas alumine raja.

Definitsioon 3. Funktsiooni maksimaalset ja minimaalset vadrtust hulgal nimeta-
takse tihe nimega ekstremaalseteks vadartusteks sel hulgal.

Lause 3. Loigul pideval funktsioonil on olemas ekstremaalsed vaartused sellel 16igul.

Téestus. Olgu f(xz) € Cla,b]. Lause 1 pohjal on funktsioon f(z) tokestatud sel
16igul, st funktsiooni védrtuste hulk {f(z)}ze[q,5) on tokestatud. Lause 2 pohjal on
olemas tllemine raja

M= sup f(x).
z€la,b]

Oletame viitevastaselt, et iga x € [a, b] korral f(x) # M. Vaatleme funktsiooni

@)= 5=
g(z) = ————.
M — f(z)
Nendime, et g(x) > 0 (x € [a,b]) ja g(x) € Cla, b], sest
1€ Cla,b] A M — f(z) € Cla,b) A M — f(z) #0 (z € [a,b]).
Et g(x) > 0 (x € [a,b]) ja Lause 1 pohjal on funktsioon g(z) tokestatud sel 16igul, siis
leidub selline konstant K > 0, et 16igu [a, b] iga punkti x korral

L SK e M- f() > 2 o fla) < M-,

M= f(@) K
st, et oleme saanud funktsiooni vidrtuste hulgale {f(z)},e[q,s) Véiksema iilemise tokke
M — 1/K, kui on seda tilemine raja M = sup f(z). See on vastuolu, mis on tingitud

z€[a,b)
véitevastasest oletusest. Analoogiliselt toestatakse lause viite teine pool, kasutades
abifunktsiooni

kusjuures m = ir[lfb] f(x). Toestage! O
xE|a,

Esitame lithidalt moningad tulemused, mis leiavad edaspidi kasutamist.

Lause 4 (vt [5], Ik 129-130). Loigul pidev funktsioon omab iga vadrtust, mis paikneb
ekstremaalsete véartuste vahel.

Lause 5 (vt [5], Ik 132-133). Loigul [a, b] pideva ja rangelt monotoonse funktsiooni
f(z) poordfunktsioon on pidev 16igul otspunktidega f(a) ja f(b).

Definitsioon 4. Funktsiooni f(z) nimetatakse dhtlaselt pidevaks hulgal X C R,
kui

Ve>030=06(e) >0: x1, 20 € X A|z1 — 22| <0 = |f(z1) — flz2)] < e.

Lause 6 (vt [5], Ik 136-137). Loigul pidev funktsioon on iihtlaselt pidev sel 16igul.
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1.10. Funktsiooni tuletis

Vaatleme funktsiooni y = f(x) muutu
Ay = fz+ Az) - f(2),

mis vastab argumendi muudule Ax kohal z. Et y = f(z), siis Af def Ay.

Definitsioon 1. Funktsiooni y = f(x) tuletiseks kohal x nimetatakse funktsiooni
y = f(z) muudu Ay ja argumendi muudu Az suhte piirvéértust, kui argumendi muut
laheneb nullile.

Funktsiooniy = f(x) tuletist kohal x t&histatakse f'(x), st

f'(x) “ lim Ay

A0 Az

Kasutatakse ka tahistusi

da) Ay
de  dx Td
Geomeetriliselt voib funktsiooni f(x) tuletist punktis « interpreteerida kui selle funkt-
siooni graafikule punktis (z, f(x)) konstrueeritud puutuja (16ikaja piirseisu) tousunurga
tangensit. Kui funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhte piirvaartus on lopmatu,
siis koneldakse lopmatust tuletisest. Kui funktsioonil f(z) on l1opmatu tuletis punktis z,
siis funktsiooni graafikule punktis (z, f(z)) tdmmatav puutuja on paralleelne y-teljega.
Definitsioon 2. Kui funktsioonil f(z) on tuletis punktis x, siis 6eldakse, et funkt-
sioon on diferentseeruv punktis x.

Fakti, et funktsioonil f(z) eksisteerib tuletis punktis xzg, tdhistame liihidalt
f(z) € D(zo), st
3f'(x0) & f(x) € D(xo).
Fakti, et funktsioonil f(z) eksisteerib tuletis hulga X C R igas punktis, téhistame
f(z) € D(X). Naiteks, funktsiooni f(x) diferentseeruvust vahemikus (a,b) tdhistame
f(x) € D((a,b)) ehk lithidalt f(z) € D(a,b).

Naiide 1. Leiame funktsiooni y = 2™ (n € N) tuletise

S ChagnF (Az)F — 2n
[ _
0 Alglargo Az B

(") = Tim DY o pyy EFAT) —a”

Az—0Azx o Az—0 Ax

" + Clan 1Az + C22" 2 (Az)® + ... 4+ C7 (Ax)" — 2"

- Alalcrgo Azx -
. Clam Az + C22" 2 (Ax) + ...+ CP lz (Ax)" T + O (Az)”
= lim =
Az—0 Azx
= Alimo (C}lx"_l +C2" 2 (Az) + ...+ C a (An)" P+ O (Am)”_1> =na" L
Seega

(™) =naz""! (neN),
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kusjuures 2™ € D(R) (n € N). Niidake, et saadud tuletise leidmise eeskiri peab paika

juhul —n € N. O
Niide 2. Leiame funktsiooni y = /= (n € N) tuletise punktis = # 0. Saame
Ve+Ax — /z o
x 0

Ay _ lim ———
A

n ! _ : =7 _
(\/5) a AI;IEO Az Az—0

(Vz+ Az — {/7) ({/(x+Am)”1+ Y@+ A)" 2o+ .+ \/le)
Aw(r{/(erAx)"lnL T\”/(achAx)"’szr...Jr {“/W)

= lim
Az—0
_ Ahmo (x+Azx) — =z
A (T\‘/(erAa:)nl + T\L/(ach Ax)" a4 .. + R a:"l)
- 1
n/zn=1
Seega
1\ 1 o1,
n Py n N
(w ) T (n € N),
¢

kusjuures z» € D(RT) (n € N).

Naide 3. Leiame funktsiooni y = sin z tuletise
sin (z + Az) —sinz o
o

. Yy
= lim — = 1
Az—0 Az Az—0 Ax

(sinz)’
_ iy 2810 ((A2) /2) cos (2 + (Az) /2) sin((Ax)/2)~(Ax)/2
Az—0 Ax
2((Az) /2) cos (x + (Ax) /2) ..
Ax = AI;E cos (x + (Ax) /2) = cosz
¢

= lim
Axz—0

Seega (sinx)’ = cos z, kusjuures sinz € D(R).
Niide 4. Uurime funktsiooni y = |x| tuletise olemasolu punktis 0. Et

N e e L i
Ax o Az—0 Az ’

Az—0

lim

siis funktsiooni y = |z| tuletist punktis 0 ei eksisteeri, sest
A
Azl _ a2y
Az—0+ Ax
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Vaadeldes funktsiooni y = |z| graafikut

nieme, et graafikul puudub puutuja punktis (0;0), st puudub punktist (0;0) lahtuvate
l6ikajate piirseis. &
Niide 4 viitab funktsiooni whepoolse tuletise moiste otstarbekusele.

Definitsioon 3. Funktsiooni y = f(z) vasakpoolseks tuletiseks kohal x nimetatakse

suurust
Ay
im —.
Az—0— Ax

fla—)

Definitsioon 4. Funktsiooni y = f(x) parempoolseks tuletiseks kohal 2 nimetatakse

suurust
def . Ay
lim —

Az—0+ Az '

Naites 4 esitatud funktsiooni korral véime véita, et

(z #0),

. T
f(x) = |z| = signz = Tl

fro=)=-1, f'0+)=1.

Naide 5. Leiame funktsiooni /z tuletise punktis 0. Et

o N+ Az -0 . 1
Iim ———— = lim —— = +o0,
Axz—0 Ax

Az—0 W

siis funktsioonil &z on punktis 0 16pmatu tuletis, st punktis (0;0) on selle funktsiooni
graafiku puutuja paralleelne y-teljega. O

Lause 1. Funktsiooni f(x) diferentseeruvusest punktis = jareldub selle funktsiooni
pidevus punktis x, st
f(z) € D(z) = f(z) € C().

Toestus. Funktsiooni diferentseeruvus punktis x tdhendab, et
Ay
Af'(x) = lim —=.
@) Ao Az
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Et Lause 1.6.8 pohjal on iga mingis punktis piirviartust omav suurus selle punkti teatud
timbruses esitatav piirvairtuse ja (vaadeldavas piirprotsessis) 1opmata viikese suuruse
summana, siis

A
Eyc = f'(2) +a(Az) (Az—0), (1.10.1)
kusjuures
lim o (Az) =0.
Az—0
Seos (1.10.1) on esitatav kujul
Ay = f'(z)Az + B (Az) (Az —0), (1.10.2)

kusjuures suurus S(Az) = a (Az) Az on piirprotsessis Az — 0 korgemat jarku 16pmata
viike vorreldes suurusega Az, sest

B(Az) . a(Ax)Ax _
Az0 Az AIQI:IEO Az B Alglcgoa (A7) =0.

Seosest (1.10.2) jareldub, et
limOAy =0,

Az—
st f(x) € C(z). O
Vaatleme tehetega seotud tuletise omadusi.

Lause 2. Kui funktsioonid f(z) ja g(x) on diferentseeruvad punktis z ja
¢ € R on konstant, siis selles punktis on diferentseeruvad ka funktsioonid cf(z), f(z) +
g(x), f(z)g(x) ja tdiendaval eeldusel g(x) # 0 ka f(x)/g(z), kusjuures

(cf@) =cf'(2), (F(@)+g() = F'(2) +¢(2),
(J(@)g(@) = ' (2)g(a) + [()g (),
(ﬂ@)Qqumm»—fwm«m

9(@) P@) '

Toestame neist vaidetest viimase:

(ﬂ@)’hmf@+A@m&+A@f@VM@

g(z) )  Az—0 Ax
o St An)g() — f@)gle + Ax)
Az0 g(x + Ax)g(x)Ax
o Ul Arg(e) — f@)g() — (gl + Ax) — Fl)o(e))
Az0 g(x + Ax)g(x)Ax
oy Ul A) 5 o) 1) (gl + Ax) — gl@)
Az0 g(x + Ax)g(x)Ax
o (U Ar) (@) JAD) gla) — (&) (9o + Ax) — g(@) [Ax

Az0 g(x + Ax)g(x)



9(2) Jim ((f(+Ax) = f(@)) /A2) - f(2) Jim (g(z+ Ax) = g(x) /As

Aim g(z + Az)g(x)
_ [(@)g(x) — fz)g' (x)
9*(x)
Toestage tilejaanud vaited iseseisvalt! [

1.11. Liitfunktsiooni tuletis. Poordfunktsiooni tuletis. Parameetriliselt
esitatud funktsiooni tuletis. Ilmutamata funktsiooni tuletis.
Logaritmiline diferentseerimine

Olgu antud liitfunktsioon y = g(f(x)). Kui tdhistada u = f(x), siis saame ahela

ROV N y. Argumendi x muudule Az vastab suuruse v muut
Au = f(zx + Azx) — f(z).
Olgu Awu # 0. Suuruse v muudule Au vastab suuruse y muut

Ay = g(u+ Au) — g(u).

Leiame liitfunktsiooni y = ¢g(f(z)) tuletise

lim =

= = - = l1im —— = ce e . .
y dr Az—0Ax Az—0Au Az piirvadrtus eksisteerib

,_dy . Ay . Ay Au _ [ kui mélemast tegurist eraldi }

lim DY g AU
ArSoAu ArSoAz

funktsiooni u = f(z) tuletise olemasolust punktis z jareldub } B

~ | funktsiooni u = f(z) pidevus selles punktis ja Az — 0= Au — 0

Au_@.du

_ . Ay / !
= A R AR T G @~ 9 @) @)

Sonastame saadud tulemuse.

Lause 1. Kui funktsioonidel f(z) ja g(u) eksisteerivad 16plikud tuletised vastavalt
kohtadel = ja f(x), siis liitfunktsioonil g(f(z)) on 16plik tuletis kohal z, kusjuures

el ) D8 g (@) 1),

Niide 1. Leiame funktsiooni y = sin® z tuletise. Olgu u = sinz ja y = u?. Seega

r_dy _dy du
yidacidu dx

=2u-cosz =2sinz-cosx = sin2z. <

68



Naidake, et teatud eeldustel peab paika seos
dfn(fra(- (fa(fi(2).. )
dx
_ dfn(faa (- (fo(h1(@) ) dfna (- (fo(1(2))) ) dfa(fi(2)) dfs(x)
dfn1(-.- (f2(i(@)) ) dfuz(... (f2(f1()))-..) dfy(z)  dx

= falfna (o (f2(A(@) - DG (2(A@) ) - fo(fi(@) i)

T
T

Naide 2. Leiame funktsiooni y = v/sinx? tuletise:

(W)/ _ dv/sin z2 B dvsinz? dsinz? dx?

dx d sin 22 dx? dx
1 9 x cos z2
= - scosx” 2 = —= . &
2v/sin x2 Vsin z2

Naiide 3. Leiame funktsiooni y = \/x + {/z + ¥z tuletise:

, 5 S 1/2 5 S
<w+€/x+\4/5>:d($+ $+\/5) 'd(x+ x+ﬁ):

d(m—i—ax—l—%) dzx
_ (241 I+\4/E)_1/2 . <1+d(x+%)1/3.d(z+%)> _
2 d(x+ /x) dx

_ ! .<I+W.<1+l))
2/ + {/z+ Vz 3 4

- ! s — i) ).
et Vet vm (Hga(ﬁwf (Hﬁﬂﬂ?)) ’

Lause 2. Kui 16igul [a,b] pideval ja rangelt monotoonsel funktsioonil y = f(x)
on kohal z nullist erinev tuletis, siis poordfunktsioonil = f~!(y) leidub tuletis kohal
f(z), kusjuures

df~'y) _ 1
dy f'()
ehk
dr 1
dy — dy”
dx



Téestus. Leiame funktsiooni f~!(y) tuletise kohal f(x) :

df '(y) L A%

dy o AyHOAiy -

Lause 1.9.5 pohjal leidub funktsioonil y = f(z) péérdfunktsioon
= x = f~1(y), mis on pidev 16igul otspunktidega f(a) ja f(b), =
kusjuures Ay — 0 < Az — 0

R 1 1
— hm = — = — = — = —— D
Az—0 Ay lim Ay dy  df(z)  f(x)
Ax Az—0Ax dx dzx

Naide 4. Leiame funktsiooni y = arcsin x tuletise.
Et funktsiooni y = arcsin z poérdfunktsioon on x = siny, siis

(arcsinz)’ = y L _ L 1
~dx  dr  dsiny  cosy
dy dy

funktsiooni y = arcsin z vaartused kuuluvad 16iku [—m/2, 7 /2]
ja cosy >0, kuiy € (—n/2,7/2)
— 1 j—
V1—sin?y V1-—2a?
Funktsiooni y = arcsin  méadramispiirkonna [—1;1] otspunktides —1 ja 1 leiduvad sel
funktsioonil tthepoolsed 16pmatud tuletised. &

Lause 3. Kui funktsioon y = f(z) on esitatud parameetrilisel kujul

x = p(t)

kusjuures funktsioonid ¢(t) ja ¥(¢) on diferentseeruvad vahemikus («, ) ja ¢(t) on
16igul [, §] rangelt monotoonne ning ¢(t) # 0 (¢t € (o, §)), siis

’ —

(x e (—1;1)).

dy .
dy _qt _y _v(@)
A
= — === = ——= <t <
V=% dz & p(t) (o B,
dt
kus tapiga tahistatakse tuletist parameetri jargi.
Toestus. Leiame tuletise
Ay Ay o B8Y o dy
y’:lim%: i At Ar—08At—0 hm&:m:ﬂ:g 0
A0 Az Ax—»@ﬁ At—»Oﬁ ‘m g dy — z’
At At At—0 At dt
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Niide 5. Leiame parameetriliselt esitatud funktsiooni (graafikuks ellips)

{x:acost (0§t<27r)

y = bsint

tuletise. Rakendame Lauset 3 vahemikes (0,7) ja (7, 27). Saame tulemuseks, et

;Y bcost b
== = — = ——cott (te (0,7)U (m27)).
V== T, (te(0,m)U(m,2m))
Parameetri vaartustel ¢ = 0 ja t = 7 saame lopmatu tuletise, st neile parameetri

vadrtustele vastavais ellipsi punktides on ellipsi puutuja paralleelne y-teljega. <

Olgu funktsioon y = y(z) (x € X) esitatud ilmutamata kujul F(z,y) = 0, st
Vee X: F(z,y(x))=0.

Kui hulgal X muutuja = diferentseeruv funktsioon F(z,y(x)) on samaselt null, siis on
samaselt null sel hulgal ka selle funktsiooni tuletis muutuja x jargi, st

d
X: —F =0.
Vo € T (z, y(x))=0

Viimasest seosest onnestub konkreetse iilesande korral avaldada y'(z).

Naide 6. Leiame ilmutamata funktsiooni y tuletise muutuja x jargi, kui

xy = sin(zy).

Et tegemist on iihe seosega, mis sisaldab kaht tundmatut, siis voime iihe neist ette
anda. Kui anname ette muutuja z, siis muutuja y on sellest seosest madratav muutuja
x funktsioonina y = y(z) (z € X). Paigutades saadud tulemuse ilmutamata funktsiooni
avaldisse, saame samasuse:

Ve e X : zxy(z) —sin(zy(x)) = 0.
Diferentseerides selle samasuse molemaid pooli muutuja x jargi, saame tulemuseks seose
Vo € X i y(z)+ 2y () — cos(zy(@)) (y(x) + oy (2)) =0,
millest avaldame y'(z). Seega,

y(x) cos(zy(z)) — y(x)

VeeX: y(x)= x — xz cos(zy(x))

ehk
p_yeosy) —y
x — xcos(zy)’

Vaatleme jargnevalt logaritmilist diferentseerimist.
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Lause 4. Kui f(z) € D(X) ja f(z) >0 (z € X), siis

F'@) = @) (@) (e X)
Toestus. Lause eeldustel saame

d _ (=)
< (In f(x)) =

millest jareldub Lause 4 vaide. [

Lauset 4 on otstarbekas kasutada funktsiooni tuletise leidmisel, kui funktsiooni log-
aritmi In f(x) on lihtsam diferentseerida kui funktsiooni f(z) ennast. Naiiteks juhul

kui
@) g )
0= e g @)

Naide 7. Leiame funktsiooni

2r —1v/322 -2
/(62 — 4)°

tuletise.
Olgu
20 —1>0 A 322—-2>0 A 62 —4>0.

Logaritmides funktsiooni avaldise molemaid pooli ja arvestades logaritmi omadusi, saame
seose

1 1 3
Iny = gln(2x—1)+gln(3x2—2) —?ln(Gx—4).

Diferentseerides selle seose molemaid pooli muutuja z jargi (miks on see lubatud?),
saame tulemuseks, et

1 DYTHEE S . SR
3 2 —1 5 322-2 C T 7 6z—4

ehk

, 2 6x 18 2w — 1322 -2
/= (51 ) ¢

2x—1)+5(3x2—2)77(6x—4) /(6 — 1)°

Naide 8. Leiame ilmutamata funktsiooni y tuletise muutuja = jargi, kui

y* = (cosx)?.

Olgu y* > 0 ja (cosz)? > 0. Logaritmides funktsiooni avaldise molemat poolt, saame
Yy

Iny® = In(cosx)
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ehk
zlny = ylncosz.

Diferentseerides selle seose molemaid pooli muutuja x jargi, leiame, et

, .
lny—i-xy— =y Incosx _ysmx
Yy cosx
ehk
,  Iny+ (ysinz) /cosx o
Y Incosz —z/y

Niide 9. Leiame funktsiooni y = 2" %)” tuletise.
Oletame, et IInlny. Logaritmime seose y = z(™#)" mdlemat poolt kaks korda.

Saame, et
Iny = (sinz)"Inz
ja
Inlny =In((sinz)”Inz) = Inlny = zlnsinz + Inln z.

/

Diferentseerides viimase seose molemat poolt muutuja z jargi, kusjuures arvestades, et
Yy,

dlnlny  dlnlny dlny @ 11
dy dr lny vy

de  dlny
saame
1 1, ) 1
— - — -y =Ilnsinz+z - — -COST + — - —
Iny y sinx Inz =«
ehk
, ( ) T COST 1 )
¥y =ylny (lnsinx + — .
sin x zlnx
Asendades y ja Iny, leiame, et
e 1
y = 20197 (sinz)” (Inx) (ln sinx + :cs?zs; xlnl‘) . ¢

1.12. Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

1. Konstantse funktsiooni y = ¢ tuletis on null, st
d =0.

a® (a > 0) tuletise:

2. Leiame eksponentfunktsiooni
o ) ax-l—Ax —a® 0 ) xan -1 . an -1
(a®) = lim = lim a =a° lim —— =
Az—0 Az 0 Az—0 x Az—0 Az

[a?*—-1=2a**=2+1, Azlna=In(2+1), | _
Az=In(z+1)/lna, Az -0&2—0 -
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zlna o1

Ina

a®lna

= wl- —_—
Rl Y (z+1)

im = =
z=0L1In(z41) lin(l)ln (z+1)Y*

a®lna a’Ina v
= = =ad"lna
In lim (z + 1)1/2 Ine
Seega
(a®) = a"Ina
ja
(e®) = e”

3. Leiame logaritmfunktsiooni log, =

(a > 0, a # 1) tuletise. Et funktsioon

y = log, « on funktsiooni x = a¥ poédrdfunktsioon, siis kasutame meid huvitava tuletise

leidmiseks poordfunktsiooni diferentseerimise eeskirja
dlog,z dy 1 1 1 1
1 ! e a = — = — = - ft — .
(log, ) dx de dr  da’  @¥lna zxlna
dy  dy
Seega
1
1 '=
(log, z) zlna
ja
(Inz) ==

4. Eelnevalt on leitud astmefunktsioonide

", ¥r =z (neZ, meN)

tuletised. Kasutades liitfunktsiooni tuletist,

naalarvulise astendaja n/m korral:

leiame astmefunktsiooni tuletise ratsio-

1

\" S
N da?% d(;cm) d(xm) a1 L
(z%) = — . :n(mm> It
dx d (%17) dx m
n n— —-m n n
=g = D! (x > 0).
m m

Kui arv m on paaritu, siis saadud tulemus peab paika ka juhul z < 0.
Astmefunktsiooni z® (x>0, o € R) tuletise leidmisel 1&htume seosest

:L,DL

Saame, et

dealnw

dealnz

=% (£ >0, a €R).

d(alnz)

(ma)/ (ealna:) _ o _
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]1Q

Seega

5. Leiame trigonomeetriliste funktsioonide tuletised. Eelnevalt on nédidatud, et
(sinz) = cosz.
Et cosz = sin (7/2 — x), siis

(cosa)’ = (sin (/2 — )y = P22
_ dsin (r/2—2) d(r/2—1)
d(7/2 - ) dz

=cos(m/2—x)- (1) = —sina.

Seega
(cosz) = —sinx.

Jagatise tuletise eeskirja abil leiame, et

. !/ . .
/ sinz cosx cosx — sinx (— sin z) 1
(tanz) = = 5 =—
cos T cos? cos? x
ja
, cosr\’ —sinxsinr — cosTcosx 1
(cotz) = (= = — =——
sin x sin® sin” z
Seega
1
I
(tanz) = ——
cos?x
ja
! 1
(cotz) = ————.
sin” x

6. Vaatleme arkusfunktsioonide tuletisi. Eelnevalt on toestatud seos
1

. !/
arcsinz) = ——.
(arcsin ) = ———
Et -
arcsin x + arccos x = 5
siis ) 1
s
(arccos x) = (f — arcsin x) =
2 NS
Seega

1
V1—a2

(arccosz) = —

(0]



Et arkusfunktsioon y = arctanz on trigonomeetrilise funktsiooni x = tany podrd-
funktsioon, siis

(arct ) darctan 1 1 cos?y 1 1
arctanx)’ = = = = = = :
dx dtany 1 cos?y +sin®y  1+tan?y 1+ a2
dy cos?y
Seega
1
(arctanz)’ = 12
x
Seosest

77
arctan x + arccot x = 3

jareldub, et

/ 1
arccot z)’ = Z—arctaun;v = ——.
( )
2 1+ 22
Seega
1
tx) = ——— .
(arccot x) T2

7. Leiame jargnevalt hiiperboolsete funktsioonide tuletised

z _ —x\/ T —x
(shx)':(e c >:6 te =chuz,

T —x\ '/ r _ ,—x
(chz) = <e —;e > = 26 =shuz,
shz\’ <chx-chz —shz-shz 1
tha) = [ == = = [ch®z —sh?z =1] = ——
( ) <Chx) Cth [ ] Ch2x
ja
chz\’ shz-shx—chx-chz 1
Cthl’lz E— = — — A
( ) (ShﬂC) sh?x sh?x
Seega
(shz) = chuz, (chz) =shz
ja
1 1
(thz) = 2 (cthz) = pE

8. Et areafunktsioonid y =arshz, y =archz, y =arthz ja y =arcthz on vas-
tavalt hiiperboolsete funktsioonide z =shy, * =chy, x =thy ja * =cthy pdord-
funktsioonid, siis

(arsha) = darshz 1 1 1 B 1
dx dshy  chy \/sh2y—|—1 NCZES
dy
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darchx 1 1 1 1

archz) = = = —_— =[y=archz > 0] = = ,
( ) dx dChy 5hy [y ] \/chzy 1 \/332 -1
dy
darthz 1 1 ch?y 1 1
(arth z) e dthy i 2y —sh’y  1—thly 1- 22
dy ch?y
ja
darcthx 1 1 sh?y 1
r_ _ _ _ _
(arcth fL') = dr = dCthy - - 1 - shzy _ Cth - 1 _ an
dy sh?y
st
/ 1 / 1
(arshz) = ——, (archz) = ———
2 +1 2 —1
ja
(arthx)/ = m, (arcthx)/ = m

1.13. Korgemat jarku tuletised. Leibnizi valem

Kui funktsioon f(x) on diferentseeruv hulgal X, st iga @ € X korral leidub f/(z),
siis voime uurida hulgal X méédratud funktsiooni f’(x) diferentseeruvust.

Definitsioon 1. Kui funktsioonil f’(z) eksisteerib tuletis, siis seda tuletist nimeta-
takse funktsiooni y = f(x) teiseks tuletiseks ehk teist jarku tuletiseks ja tahistatakse
y" ehk f"(z) ehk Py gy CI@) oy A (

dx? dx? dx?

Seega
@) < @)

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni kolmas tuletis (kolmandat jirku tuletis)

F@) @)y

jne.
Definitsioon 2. Funktsiooni y = f(xz) n-jarku ehk n-ndaks tuletiseks nimetatakse
tuletist (n — 1)-jarku tuletisest, s.o

F @) @)
Funktsiooni y = f(x) n-jarku tuletise korral kasutatakse ka tahistust y\™ ja T
x
Seega
d" f(zx) dr dry  d"
Fia) = — = = gaf@) =y Zon = an ¥
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Naide 1. Leiame funktsiooni y = e” cos x kolmanda tuletise. Leiame, et

y = e cosw — e”sinx = e” (cosz — sinx)

y" = (e® (cosz —sinz)) = e (cosz —sinz) + e* (—sinx — cos ) = —2e%sinx

ja

"= (—2esinz) = —2e®sinz — 2e% cosz = —2e” (sinz + cosz).

Naide 2. Leiame funktsiooni
y =1In(ax +b) (a,b konstandid)

n-jarku tuletise.
Leiame kolm esimest tuletist:

a "o__ (*1)'(12 "no__ (*1)'(*2)'a3
V= 2 U= (am—|—b)3 '

Pistitame hiipoteesi

n—1)!a"

(In(az + b))"™ = (=1)"* ( T (n € N), (1.13.1)

mille toestame matemaatilise induktsiooni meetodil. Et juhul n = 1 seos (1.13.1) kehtib,
siis induktsioonibaas on olemas. Naitame induktsioonisammu lubatavust. Oletades, et
vaide (1.13.1) on toene juhul n = k, st

ko1 (k=1 a

(k) — (_
Y - (cw[:—i-b)]C ’

néitame, et seos (1.13.1) on toene ka juhul n =k + 1, s.o

y(k+1) _ (71)(]6_;,_1)_1 ((k -+ 1) — 1)' . ak+1 '
(az + b)* !
Toesti,
/
’ —1). gk
w+1)y _ () _ (-t (E=D-a® )
Y =(v") =1 =
( ) <( ) (az + b)"
kKL ak+1 _ (qyrn- (k+1) = 1)!-ak+!

(az + b)Ft? (az + b)Ft?

Et induktsioonibaas on olemas ja induktsioonisamm on lubatav, siis oleme induktsioon-
imeetodil toestanud véite (1.13.1). <&

Naide 3. Leiame funktsiooni y = cosz mn-ndat jarku tuletise. Leiame tuletised
kolmanda jarguni:

y = (cosz) = —sinz = cos (z + 7/2),
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y" = (cosx)” = (cos (x +m/2)) = —sin (x + 7/2) = cos (z + 7)
ja

y" = (cosz)"” = (cos (z + 7)) = —sin (z + ) = cos (z + 37/2) .

Pistitame hiipoteesi

(cos2)™ = cos(z +nm/2) (n€ NU{0}), (1.13.2)

mille tGestame matemaatilise induktsiooni meetodil. Olgu funktsiooni nullindat jarku
tuletis see funktsioon ise. Et juhul n = 1 seos (1.13.2) peab paika, siis induktsioonibaas
on olemas. Néitame induktsioonisammu lubatavust. Oletades, et véide (1.13.2) on toene
juhul n =k, st

y®) = cos(z + kn/2),

néitame, et viide (1.13.2) on tdene ka juhul n = k + 1, s.o
y* Y = cos (z + (k+1)7/2).
Toesti,
y D — ( y(k))/ = (cos(z + kmr/2)) =
= —sin(z + kn/2) = cos(x + kn/2+7w/2) =cos(z + (k+ 1) 7/2).

Et induktsioonibaas on olemas ja induktsioonisamm on lubatav, siis oleme induktsioon-
imeetodil naidanud véite (1.13.2) toesuse. Seosest (1.13.2) jareldub, et

(cosz)® = (=1)"cosz, (cosz)® ™) = (=1)""sinz (n e NU{0}).

Kehtib seos
(sin2)™ =sin(z +nr/2) (n € NU{0}),

millest jareldub, et

(sinz)® = (=1)"sinz,

(sin2)®"*Y = (—1)"cosz  (n e NU{0}). O

Leiame parameetriliselt esitatud funktsiooni

x = ()
{y:'(/J(t) (Oéﬁtgﬁ)

teist jarku tuletise. Punkti 1.10 lause 3 pohjal on teatud tigimustel

dy _y

de @’
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Jarelikult

dy Y
2 d(dy) d(m) d@ i — i
d-y

dr

“y _ __dt  _ _dt  _ @ _yr-yr
dx? dx dx x x i°
dt

Analoogiliselt leitakse parameetriliselt esitatud funktsiooni korgemat jéarku tuletised.

Naide 4. Naites 1.11.5 leidsime parameetriliselt esitatud funktsiooni

{x:acost (O§t§27r)

y = bsint
tuletise:
;Y bcost b
y = = = - = ——cot t
T —asint a

Leiame selle funktsiooni teist jarku tuletise:

b d (—b cot t)
d (— cot t) N
12

_ a _ dt
vy = dz - dz
dt
b 1
_a sin’t _ _ b ) o
—asint a?sin’®t

Naide 5. Leiame ilmutamata funktsiooni teise tuletise muutuja x jargi, kui
z® +y? = R

Diferentseerides selle seose molemat poolt muutuja x jargi, kusjuures arvestame, et
y = y(x), saame

2r+2y-y =0

ja

millest leiame teise tuletise

T
O
y// _1'yfz~y’: Y ( y) 1 22

y? y? y oy
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Lause 1 (Leibnizi valem). Funktsioonide korrutise f(x)g(z) n-jarku tuletis on
leitav valemi

(f(2)g(z)™ = }:O £ D (2)g™m(2) (1.13.3)

abil.
Toestus. Leiame valemi n-ndat jarku tuletise leidmiseks funktsioonide korrutisest
f(z)g(x). Esiteks, leiame tuletised teise jarguni:

(f(@)g(x))" = f'(x)g(z) + f(z)g'(x) =

= C1f'(x)g(x) + CL£( ZC’f(” )9 ()

ja

(F@)g@)" = f"(2)gl@) + [ (@)g (@) + F'(@)g" (@) + ()" (2) =
2
= C3f "(@)g(a) + C3f ' (@)g/ () + CE1( =2 G O@)g* (@),

i=0

Pistitame hiipoteesi (1.13.3), mille téestame matemaatilise induktsiooni meetodil. Et
juhul n = 1 véide (1.13.3) kehtib, siis induktsioonibaas on olemas. Néitame indukt-
sioonisammu lubatavust. Oletades, et véide (1.13.3) on toene juhul n = k, st

( (k) Zczf() ( )

néitame, et viide (1.13.3) on toene ka juhul n = k + 1, s.o

k+1

(f(@)g@)™ =37 Ch iy f O a)g* 1= ().
1=0

Leiame, et

(F@)g) ™ = ((F@)g@)™) = (Z(/”f“ o (@ >> -

k

k
Z i D () g (=D (2) 4 Z CLf D (2)g*H1=D(z) =
=0

=0
= Cf D(@)g™ (z) + CLF Pa)g* V(@) + ... + CF F B (@) gD (2)+
+Cp f P (@)g O (@) + CRF O ()g " (@) + CLF D (2)g™®) () +
+CF ()9 (2) + CF B (2)g M () =
= CRf O@)g* D (@) + (CF + CF) £ P (@)g™ (@) + (Ch + CF) P (a)g* V(@) +

81



Fo (CE2 Y D (@) gD (2) 4 (CE 4 CF) £ B ()9 () +

+C,’§f (k+1)(x)g(0) (z) =
' i k! k!
0 _ 0 i—1 i _
_ Cr =Cits Gy +Ok_(i—l)!(k—i+l)!+i!(k—i)l_ -
= K 1 NGRS .
_(i—l)!(/f—')'<k—i+1+‘)‘i!(k+1—i)!_0k+1’ Gt = Ok
k+1

_ch £ O (@)g® 10 ().

Kuna induktsioonil on baas olemas ja induktsioonisamm on lubatav, siis oleme mate-
maatilise induktsiooni meetodil ndidanud véite (1.13.3) toesuse. O

Niide 6. Leiame funktsiooni y = z3e® kahekiimnenda tuletise Leibnizi valemi abil:

562" (20) ZCQO 2z)(20 @) [(ms)(i) i>3 O} _

_ ZCQO 2;p)(20 1) Cgo ($3)(0) (6290)(20) i

Jrczlo (xS)(l) (62;1;)(19) + 0220 (m?’)(2) (e2z)(18) + Cgo (1,3)(3) (621)(17) _
= 2202362 4 60 - 2192227 4 1140 - 2'82¢%* + 6840 - 2172 =
= 2% (2® 4 302” + 285z + 855) €
Pakett SWP annab vastuse kujul

d20
(z€?") = 896532 480e>" + 298 844 160ze>"+
dx20

+ 31457 280x%e® 4+ 1048 576232,

1.14. Funktsiooni diferentsiaalid

Argumendi muudule Az vastav funktsiooni y = f(z) muut Ay kohal z on esitatav
kujul (vt seost (1.10.2))

Ay = f'(z)Az+ B (Az) (Az —0), (1.14.1)

kus suurus S(Ax) on piirprotsessis Az — 0, vorreldes suurusega Ax, korgemat jarku
lopmata vaike.

4

Naide 1. Leiame funktsiooni y = z* muudu Ay, mis vastab argumendi muudule

Az kohal z :
Ay = (x4 Az)" — 2% = 423 Az + 627 (Az)® + 4z (Az)® + (Az)*.
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Suurus Ay on esitatud kujul (1.14.1), kusjuures
f(x)Az = 423 Ax
ja
B(Az) = 622 (Az)® + 4z (Az)® + (Ax)!

on korgemat jarku Iopmata véike, vorreldes suurusega Azx. &

Definitsioon 1. Avaldist f’(z)Az nimetatakse funktsiooni y = f(x) diferent-
siaaliks ehk esimest jarku diferentsiaaliks kohal x ja téhistatakse dy voi df, st

dy “ f'(2)Ax.

Lause 1. Funktsiooni diferentsiaal on vordeline argumendi muuduga ja nullist
erineva tuletise korral on funktsiooni muut ja funktsiooni diferentsiaal ekvivalentsed
suurused piirprotsessis Az — 0.

Et juhul y = = saame dy = dr = 1 - Az, siis on tavaks argumendi x muutu Az
nimetada argumendi diferentsiaaliks ja tdhistada stimboliga dz. Seega

dy = f'(x)dz,

st funktsiooni diferentsiaal kohal z vordub funktsiooni tuletise f’(z) ja argumendi difer-
entsiaali dx korrutisega.

Naide 2. Leiame funktsiooni y = cose® diferentsiaali kohal x. Et
fl(z) = (—sine”) - e = —e"sine”,
siis

dy = —e” sine®dx. O

Lause 2. Funktsiooni tuletis f’(x) avaldub funktsiooni diferentsiaali dy ja argu-
mendi diferentsiaali dr jagatisena, st

dy
M) —
Kui funktsioonid v = ¢(z) ja y = ¢(u) on diferentseeruvad, siis liitfunktsiooni

f(z) = (¢ (x)) tuletis avaldub kujul
fl(@) =¢'(u) - ¢'(2).
Korrutades selle seose molemat poolt suurusega dx, leiame, et
fl@)de = ¢/ (u) - ¢ (2)dx
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ehk
f(z)dx = ' (u)du (1.14.2)
voi
df = di.
Seosest (1.14.2) jareldub, et funktsiooni diferentsiaali kuju on invariantne muutujate
vahetuse suhtes.

Lause 3. Kehtivad seosed:
d(cf) = cdf (c=konstant), d(f+ g)=df + dg,

d(fg)=g-df +f-dg, dgzg'dfg_#.

Toestame neist viimase:

f (f)'dx: f'o—fg, _ of'de—fg'dw _

cdf — f-d
(L ' g _g-df 2f 9 O
g g g g g
Et Lause 1 pohjal on nullist erineva tuletise korral funktsiooni muut ja funktsiooni
diferentsiaal ekvivalentsed suurused piirprotsessis Az — 0, siis “kiillalt viikese” argu-

mendi muudu Az korral
Ay ~ dy,

st
fl@+Ax) — f(@) ~ ['(0)Az & fz+Ax)~ f(z) + ['(z)Ax.

Sonastame saadud tulemuse.

Lause 4. Kui funktsioon f(z) on diferentseeruv punktis x, siis

flx+ Ax) =~ f(x) + f'(z)Az. (1.14.3)

Geomeetriliselt tdhendab funktsiooni diferentsiaal f’(z)Az punktis (x, f (z)) funkt-
siooni graafikule tommatud puutuja punkti ordinaadi muutu, mis vastab argumendi
muudule Az

f(z) +dy
flz+ Ax)
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Valemit (1.14.3) kasutatakse funktsiooni ligikaudsete véértuste arvutamiseks punktis
x + Ax, eeldusel, et on lihtne leida funktsiooni ja selle tuletise vaartust punktis x. Tihti

kasutatakse valemit (1.14.3) kujul

flx) =~ f(a)+ f'(a) (x —a). (1.14.4)

Naiide 3. Leiame valemi (1.14.3) abil ligikaudselt 1/1.06. Arvutame funktsiooni y =
JVx vidrtuse kohal x = 1, s.o /1 = 1. Lisaks, Az = 1.06 — 1 = 0.06,
J'(@) = 1/ (V) ja £(1) = 1/2. Seega

1
V1.06 ~ V1 + 5+ 0-06 = 1.03. o

Niide 4. Leiame valemi (1.14.3) abil ligikaudselt %/1000. Teame, et /1024 = 2.
Valik f(z) = Wa, z = 1024 ja Ax = —24 ei sobi, sest sel korral ei ole argumendi muut
Ax piisavalt viiike. Teisendame esiteks meid huvitavat suurust

24 3
V1000 = ¥ 1024—24=21§/1—7:21{’/1_7
v v 1024 128

ja leiame ligikaudselt suuruse y/1 — 3/128. Leiame valemi (1.14.3) abil, et

/ 3
wiip 2
128

3 3

=T, o=1,Av=(1—-—)-1=——"

f@) = YE o =1, Ac ( 128) .

~ 1
) =

e J) = WI=1 ) = e =

0V 107
1 1 3\ 1277
- 10 128 )~ 1280°

1277 1277
V1 ~2 — = —— =~ 1. .
000 1280 640 9953 ¢

Tulemuseks saame

Kuidas hinnata Naidete 3 ja 4 ligikaudsetes arvutustes tehtud vigu, selgub edaspidi,
nimelt Taylori valemi rakendamisel.

Funktsiooni y = f(x) diferentsiaal dy = f'(x)dz on tegelikult kahe muutuja z ja dx
funktsioon. Kui fikseerida argumendi diferentsiaal dzx, siis sel lisatingimusel on suurus
dy vaid muutuja x funktsioon ja voime vaadelda selle funktsiooni diferentsiaali, mida
nimetatakse funktsiooni y = f(z) teist jarku diferentsiaaliks ehk teiseks diferentsiaaliks
kohal x ja tdhistatakse siimboliga d?y. Saame ahela

d?y < d(dy) = (f'(@)de) dz = f"(2) (dz)” = " (x)da?,
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kus siimboliga dz? tihistatakse suurust (da:)2 . Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni
kolmandat jarku diferentsiaal

dy < d(dy) = (f"(x)d?) do = " (x) (d2)" = f"(x)da’,

kus do® < (dz)*.

Definitsioon 2. Funktsiooniy = f(z) n-jarku ehk n-ndaks diferentsiaaliks nimetatakse
diferentsiaali selle funktsiooni (n — 1)-jarku diferentsiaalist, st

d"y =d(d"1y).

Matemaatilise induktsiooni meetodil voib naidata, et
dmy = f(z)dz",

kus da” < (dx)" . Seega
_dy
 dan’

F(@)

st funktsiooni y = f(z) n-jarku tuletis f(™ (x) avaldub selle funktsiooni n-jirku dife-
rentsiaali d"y ja argumendi diferentsiaali dz n-nda astme (dz)" suhtena.

Naide 5. Leiame funktsiooni y = cosx n-jarku diferentsiaali:

d"y = (cosz)™ dz™ = cos(z + ng)d:r" &

1.15. Funktsiooni kasvamine ja kahanemine. Lokaalne ekstreemum

Definitsioon 1. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse rangelt kasvavaks punktis x,
kui leidub selline positiivne arv 4, et suvaliste 21 € (x — §,z) ja z2 € (x,z + J) korral
flw1) < flz) < fla2).

Kui Az = 29 — 2 ja Ay = f(x2) — f(x), siis Az > 0 ja Ay > 0 ning seega i—z > 0.
Analoogiliselt, kui Az = 21 —x ja Ay = f(z1) — f(z), siis Az < 0 ja Ay < 0 ning seega

AY 0. Jirelikult kehtib viiide,
Ax

Lause 1. Kui funktsioon y = f(x) on rangelt kasvav punktis z, siis leidub selline
6 >0, et
A
0<|Az| <0 = =Y.
Az

Definitsioon 2. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse punktis x rangelt kahanevaks,
kui leidub selline 6 > 0, et suvaliste z; € (x — d,2) ja 2o € (z,z + ) korral

f(@1) > f(z) > f(x2).
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A
Kui Az = 29 — z ja Ay = f(x2) — f(x), siis Az > 0 ja Ay < 0 ning seega A—i < 0.
Analoogiliselt, kui Az = 21 —x ja Ay = f(z1) — f(x), siis Az < 0 ja Ay > 0 ning seega
Ay

—2 < 0. Jarelikult kehtib vaide.
Az

Lause 2. Kui funktsioon y = f(z) on rangelt kahanev punktis x, siis leidub selline
6 >0, et

A
0<|Az| <0 = =Y .
Ax

Olgu antud funktsioon y = f(x) ja Ay olgu argumendi muudule Az vastav funkt-
siooni muut. Kui funktsiooni y = f(x) tuletis f’(x) on positiivne punktis z, st

siis leidub selline § > 0, et

A
0<|Az| <0 = =Y.
Az

Jarelikult, kui Az € (—4,0) U (0,9), siis suurused Az ja Ay on samaméirgilised, st
funktsioon y = f(x) on rangelt kasvav punktis z. Analoogiliselt saame, et kui

f'(@) <0,
siis funktsioon y = f(z) on rangelt kahanev punktis x. Seega oleme toestanud jargmise
vaite.

Lause 3. Kui funktsiooni f(x) tuletis punktis = on positiivne (negatiivne), siis
funktsioon f(x) kasvab (kahaneb) rangelt punktis x.

Naide 1. Toestame, et
e >1+z (z#0). (1.15.1)

Moodustame abifunktsiooni
flx)y=¢"—1—2.

Vaide (1.15.1) on toene parajasti siis, kui
f(x) > f(0) (x#0).
Et f'(z)=e* —1, siis

<0 = f'(£) <0 = f(x) on rangelt kahanev, kui z < 0,
r>0= f'(x) >0 = f(z) on rangelt kasvav, kui z > 0.

Jérelikult
x#0= fz) > f(0)=0,
st véide (1.15.1) on toene. &
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Maérkus 1. Lause 1 ei ole podratav, nimelt funktsiooni f(z) rangelt monotoonsusest
punktis x ei jireldu, et f’(x) # 0. Niiteks, funktsioon y = 2% on rangelt kasvav punktis
x =0, kuigi f/(0) = 0.

Definitsioon 3. Oeldakse, et funktsioonil f(z) on punktis @ lokaalne maksimum,
kui leidub selline positiivne arv 6, et

0<|Az| <0 = Ay <O0.

Definitsioon 4. Ocldakse, et funktsioonil f () on punktis x lokaalne miinimum,
kui leidub selline arv § > 0, et

0<|Az|<d = Ay >0.

Kui Definitsioonis 3 asendada tingimus Ay < 0 tingimusega Ay < 0, siis saame
range lokaalse maksimumi moiste. Kui Definitsioonis 4 asendada tingimus Ay > 0
tingimusega Ay > 0, siis saame range lokaalse miinimumi moiste.

Definitsioon 5. Oeldakse, et funktsioonil f (z) on punktis x lokaalne ekstreemum,
kui funktsioonil f(x) on punktis z kas lokaalne miinimum vo6i lokaalne maksimum.

Definitsioon 6. Oeldakse, et funktsioonil f(x) on punktis x range lokaalne
ekstreemum, kui funktsioonil f(x) on punktis = kas range lokaalne miinimum voi range
lokaalne maksimum.

Lause 4 (Fermat’ teoreem). Kui funktsioonil f(z) on punktis x lokaalne
ekstreemum ja funktsioon f(x) on diferentseeruv punktis z, siis funktsiooni tuletis selles
punktis on null, st f/(z) = 0.

Toestus. Olgu selles punktis z viitevastaselt f/(x) # 0. Seega f/'(x) > 0 vdi
f/(z) < 0 ja Lause 3 pohjal on funktsioon f(z) selles punktis x vastavalt kas rangelt
kasvav voi rangelt kahanev ning jarelikult ei ole sel funktsioonil selles punktis x lokaalset
ekstreemumit. See vastuolu on tingitud véitevastasest eeldusest. Jarelikult f'(z) = 0.
O

Markus 2. Lause 4 ei ole péoratav. Nimelt, tingimusest f/'(z) = 0 ei jareldu, et
punktis = on lokaalne ekstreemum. Niiteks funktsiooni f(z) = 23 korral f/(0) = 0, kuid
punktis 2 = 0 ei ole sel funktsioonil lokaalset ekstreemumit (funktsioon on selles punktis
rangelt kasvav).

1.16. Keskvaartusteoreemid

Vaatleme jargnevalt teoreeme, mida matemaatilises analiiiisis nimetatakse keskvdartus-
teoreemideks. Need teoreemid annavad aluse paljudele tuletise rakendustele.

Lause 1 (Rolle’i teoreem). Kui funktsioon f(x) on pidev 16igul [a, ] ja diferent-
seeruv vahemikus (a,b) ning f(a) = f(b), siis vahemikus (a,b) leidub selline punkt c,
et f'(c) =0, st

f(z) € Cla,b] N D(a,b) A f(a) = f(b) = Fc€ (a,b): f'(c)=0.
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Toestame esiteks selle viite lisatingimusel f(a) = f(b) = 0. Et 16igul pidev funkt-
sioon omandab sel 16igul ekstremaalsed viartused (vt Lauset 1.9.3), siis leiduvad sellised
punktid ¢;, ¢o € [a,b], et

fe1) = max f(z), f(c2) = min f(x).

z€la,b] z€la,b]

Kui nii ¢; kui ka ¢y on 16igu otspunktid, siis f(x) on konstantne 16igul ja punktiks ¢
sobib suvaline vahemiku (a, b) punkt. Kui vahemalt iks punktidest ¢; voi ¢z ei ole 16igu
[a, b] otspunkt, siis selles punktis (valime selle punkti tdhistuseks ¢) on Fermat’ teoreemi
pohjal f'(c) = 0.

Teiseks vaatleme jargnevalt juhtu f(a) = f(b) # 0. Moodustame abifunktsiooni
F(z) = f(x) — f(a). Funktsioon F'(x) rahuldab lisatingimust F(a) = F(b) = 0. Et
ka F(xz) € Cla,b] N D(a,b) A F(a) = F(b), siis toestuse esimese osa pohjal leidub
selline punkt ¢ € (a,b), et F'(c¢) = 0. Arvestades tingimust f'(z) = F'(z), saame
f'(¢) =0. Arv c € (a,b) on esitatav ka kujulc=a+6(b—a), kus0 < <1. O

Lause 2 (Cauchy keskvairtusteoreem). Kui funktsioonid ¢(z) ja ¢ (z) on pi-
devad 16igul [a, b] ja diferentseeruvad vahemikus (a,b), kusjuures

¢ @) + "2 (2) £0 (2 € (a,1))

ning ¢(b) # (a), siis leidub vahemikus (a,b) selline punkt ¢, et

st

= 3Jc € (a,b): 80( — =

Toestus. Moodustame abifunktsiooni

ning

siis funktsioon F(x) rahuldab Rolle’i teoreemi tingimusi ja seega leidub selline
c € (a,b), et F'(c) =0, st

F'(c) =0« (¢(b) —¥(a) ¢'(c) = (0(b) — p(a)) ¥'(c) =0 &
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& (V) —¥(a)) ¢'(c) = (¢(b) — p(a)) V' (c) & [p(b) # ¢(a)] &
¢'(¢) # 0, sest tingimusest ¢'(c) =0
ja viimasest vordusest jarelduks, et
1’'(¢) = 0, mis on vastuolus
tingimusega ¢ 2(z) + ' 2(x) # 0

o Y —Pla) _ ¥(e)
o(b) —pla)  ¢'(c)
Nendime, et arv ¢ on esitatav kujul c=a+60(b—a), kus0 <8 < 1. O

Lause 3 (Lagrange’i keskvairtusteoreem). Kui funktsioon f(z) on pidev 16igul
[a, b] ja diferentseeruv vahemikus (a, b), siis leidub selline punkt ¢ € (a,b), et

f) = f(a) = f'(e)(b - a), (1.16.1)
st
f(z) € Cla,b)N D(a,b) = Fc€ (a,b): f(b)— f(a)= f'(c)(b—a).

Toestus. Valiku ¢(z) = f(x) ja ¢(z) = x korral on téidetud Cauchy teoreemi
tingimused ja jarelikult kehtib seos

f) = fla) _ f'(e)

b—a 17

mis on samavéérne Lause 3 viitega. Nendime, et seos (1.16.1) on esitatav kujul
f®) = fa) = f'(a+0(b—a))(b—a)
ehk
f() = fla)+ f'(a+0(b—a))(b—a), (1.16.2)
kusjuures 6 € (0;1). O
Markus 1. Geomeetriliselt voib Lagrange’i teoreemi tolgendada nii, et Lagrange’i
teoreemi eeldustel leidub vahemikus (a,b) selline punkt ¢, et funktsiooni y = f(x)
graafikule punktis (¢, f(c¢)) tommatud puutuja on paralleelne graafiku punkte (a, f(a))
ja (b, f(b)) tihendava kooluga.
Vorrelge seost (1.16.2) seosega (1.14.4).

1.17. L’Hospitali reegel

Tutvume the véga levinud piirvaartuste arvutamise vottega, L’Hospitali reegliga,
mida kasutatakse madramatuste 3, 22, 0o — 00, 0 - 00, 0%, 00” ja 1°° puhul.

Lause 1 (L’Hospitali reegel). Kui

li = li = 1.17.1
Jm o f(z) =0, lim g(z) =0 (1.17.1)
ja eksisteerib
o f(@)
1 1.17.2
zir}zl«} g/(l‘) ( 7 )



ning

361 1z € (a,a+ 1] = g(x) #0, (1.17.3)
siis eksisteerib ka
lim L&) (1.17.4)
a—a+t g(z)
kusjuures
!/
T . f,(x), (1.17.5)
a—at g(z)  w—at g'(z)
st
lim f(z)=0 A lim g(x)=0 A 3 lim ﬂﬁ
r—a+ o r—a+ g B xia+ g/(x)
!
B A ) AN T )RS o)
z—at+ g(x) z—at+ g(x) z—at ¢'(x)

Analoogiline viide peab paika ka vasakpoolse piirvadrtuse ja samuti (kahepoolse) piir-
vaartuse korral.
Toestus. Eelduses (1.17.2) sisaldub vaikimisi, et

305 > 0: ( f(z),9(z) € D(a,a+d2) NCla,a+ 83)) A (z € (a,a+ d2) = ¢'(z) #0).

(1.17.6)
Olgu suurus 0 selline, et 0 < & < min {d1,d2} . Vaatleme abifunktsioone
| fz), kui z € (a,a+ 4],
F(z) = { 0. kui z—a (1.17.7)
ja
| g(x), kui z € (a,a + 9],
G(z) = { 0 ktiz—a . (1.17.8)

Seostest (1.17.6)—(1.17.8) jareldub, et
F(z),G(z) € Cla,a+ d] N D(a,a+9),
kusjuures
z € (a,a+0)= F'(z) = f'(x) NG'(z) = ¢'(x) NG'(z) # 0.
Et seostest (1.17.3) ja (1.17.8) jareldub, et
Gla) # Gla+9),

siis funktsioonid F'(x) ja G(x) rahuldavad Cauchy teoreemi eeldusi. Seega kehtib Cauchy
teoreemi pohjal vaide

F(a+96) — F(a) F'(a+ 60)

Gla+06)—Gla) G'(a+05)

kus (0 < 6 < 1). Et uurida suhte f(x)/g(z) kditumist piirprotsessis * — a+, piisab seda
teha vaid arvule a kiillalt 1ahedaste muutuja x vaartuste korral.
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Olgu z — a < min {41, d2} . Tulemuseks saame, et
r=a+0 _
r—a+ S6—0+ |

im M = lim 7F($) ~ Fa) =
s—at g(z) s—at G(z) — G(a)
oy 0)—Fla) _ . Fla+08) . fla+60)
T 500t Glat0)—Gla) om0t G'(at00)  so0t g'(at0d)
r=a+6 ] B f'(z)
= lim —=%,
s—at g'(x)

T -0+ ex—at
st véited (1.17.4) ja (1.17.5) on toesed. Analoogiliselt saab naidata, et

/')

@ _
v—a— g'(z)

lim

v—a— g(x)

)
4 g'(z) -
: f’(w))

Toene on vaide
!

I'(@) = lim -

z—a— g'(z)

fm>A@Eym

: f’(ﬂf)) ( .
= |3 lim A (3 lim
( a—a- g'() a—at g'()
kusjuures eelneva pohjal
! !
f@) @) @) S
e—a= g(z)  w—a- g'(z) et g(z)  emat g'(2)
Seega
lim 7f(9:) = lim —f(x)
z—a— g :[;) z—a+ ¢ CU)
ja
3 fim L)
e—a g(x)
ning
/
i @) 7@
T—a g :)j) T—a @ (;c)
2 puhul, samuti piirprotsesside z —

oo

Analoogiline tulemus kehtib m&aramatuse

—00 ja x — 400 korral.
Naide 1. Leiame L’Hospitali reegli abil piirvaartuse:
T _ 1 T _ 1 / T
fm C L2 gy D
r—0 0 z—0 x’ z—0 1 1
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Niide 2. Niitame, et eksponentfunktsioon a® (a > 1) on piirprotsessis

x — +4oo korgemat jarku lIopmata suur suurus vorreldes astmefunktsiooniga

2 (B> 0). Tdesti,

/

. a® ~ . a” . a”lna 0o
A 38 % oM iy Tl o ST 1POS
L (a®lna)’ a*In®a B 0
= ety T AR o e - P20

oy a®n* a
_...—m_l)f_ir_loo ﬁ(lg_l)...(ﬁ_k+1)xﬁ—k_
=[-1<f-k<0=o00. &

Naide 3. Piirvaartuse
- 0
lim (cotz)™™* =

x—0+

leidmiseks uurime esmalt piirvaartust meid huvitava suuruse naturaallogaritmist:

In (cot ) oo

lim In(cotz)™” = lim (sinz)ln (cotz) 92 i =
r—0+ x—0+ z—0+ 1 e’}
sin x
1 1
In (cot z))’ ) cotz \ sin? . sinx
= lim M:hm M~ lim —— 20.
a—0+ 1 T—0+ 1 a—0+ cos2z 1
———5— -COST
sinx S T
Et selles piirprotsessis © — 0+ meid huvitava suuruse naturaallogaritm ldheneb nullile,
siis liheneb suurus ise suurusele e = 1, st 1ir61+ (cot )™ " = 1. &
xr—

Naide 4. Leiame piirvaartuse

. T 1 co—00 . xlnx—x+1 o .. (xlnxforl)/
= lim —— = lim ———~ =
r—1 rx—1 r—1 (x—l)lnx 0 z—1 ((1‘—1)111.’13)

Inz
. lnz+1-1 ) zlnz 0 .. (xlnz)
T T T thherr 108 Gmetr_1)
w=l zlnx +x (zlnz+z—1)
x
Inz+1 11
—fm 2T 12
z—1 Ilnzx+1+1 2 2

Mérkus 1. Rohutame, et kui tingimustel (1.17.1) ja (1.17.3) eksisteerib
I

"z T -
fi(), siis eksisteerib ka lim M Kui 3 lim ! siis see informatsioon ei

v—a g'(z) v—a g(z) a=a g'(x)’

x
voimalda langetada otsust, kas lim fg 3 eksisteerib voi mitte.
z—a g(T

lim
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Naide 5. On lihtne vahetult veenduda, et

. T +sinz
lim —— =
z—oo T — Sinx
Toesti,
sinx
r+sinzT o L+ 1
lim “—— 22 lim ——% =1
©—00 L —SINT 0o oo 4 sinz 1
T

Kui aga iiritada seda piirvaartust leida L’Hospitali reegli abil, saame

. . /

. xTHSinT o . (x+sinz) . l4cosz
lim —— = lim ——% = lim ——— =
@—o0 I —SINT o0 z—co (z —sinx) z—oo 1 —cosz

x
2cos? =
. . 2 X
= lim ———2% = lim cot” .
T—00 2Si1’12 el T—00 2
2
Et piirvaartus
. 2 L
lim cot® —
T—00 2

ei eksisteeri, siis selle iilesande korral ei ole L'Hospitali reegel rakendatav. <

1.18. Taylori valem poliinoomi korral

Olgu y = P, (z), kus

Po(z) =Y bpa® =bo+ bz + ... +bp12"" 4 ba”

k=0
jasuurused by (0 < k < n) on konstandid. Et iilimalt n-jarku poliinoomide vektorruumis
on baasiks ka {1, x—a, (x— a)Q, R a)"}, siis funktsioon P, (x) on esitatav
samuti kujul

n

Pu(z) =) cx(z—a). (1.18.1)

k=0
Leiame kordajad cg. Kui seoses (1.18.1) votta & = a, saame ¢y = P,(a) ehk
co = P,(a)/0!, sest 0! %/ 1. Diferentseerides seose (1.18.1) molemaid pooli muutuja

T jargi, saame seose
n
P (z) = Z ke (z—a)® ™, (1.18.2)
k=1

millest jareldub, et ¢; = P} (a)/1!. Diferentseerides seose (1.18.2) mélemat poolt muutuja

T jargi, saame seose
Pl(x) = k(k— ey (w—a)* 2,
k=2
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millest jareldub, et co = P/ (a)/2!. Analoogilist mottekdiku jatkates jouame tulemuseni

~ PP
kT TR

(toestada, kasutades matemaatilise induktsiooni meetodit). Jéarelikult,

n ph) g

k=0

(x —a)". (1.18.3)

Seost (1.18.3) nimetatakse Taylori valemiks polinoomi P,(x) jaoks ja summat

n pk)(,
Pnk!( Y- ay

k=0

funktsiooni P, (x) Taylori polinoomiks punktis a.

Niide 1. Esitame funktsiooni y = 23

ja rakendame valemit (1.18.3):

suuruse (x + 2) astmete abil. Valime a = —2

Py(r) =2 = P3(-2)=-8

Py(x) =3z = P3(-2)=12

P?’,’(xél: 60 — PU(=2)——12

Pg"(j) —6 = PI"(=2)=6.
Valemi (1.18.3) abil leiame, et

12 —12 6
23 = —8+F(x+2)+T(x+2)2+§(x+2)3 =

=-8+12x+2)—6(x+2)>+(z+2)3 O

Markus 1. Nendime, et esituse

P,(z) = Zbkxk = ch (z — a)"
k=0 k=0

voib leida ka kasutades summas > _,_, bxz® asendust © = a + (z — a) , st

n k

P,(z) = Zbk (a+ (z—a))f = Zbk ZC,iak_i (x—a) =
k=0 k

=0 =0

muudame selles kahekordses summas summeerimise jarjekorda,
(k=0;1;...5;n A i=0;1;..5k) & (1=0;1;...;n AN k=4d,i+1,...,n)
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(Z bkC,iak_i> (x—a) = Z ¢i(z—a),

i=0 \k=i i=0
kus .
ci =Y Ciba"™ (0<i<n). (1.18.4)
k=i
Niites 1 esitatud funktsiooni x> korral on @ = —2 ja by = b; = by = 0, b3 = 1 ning

valemi (1.18.4) abil leiame, et

o= Yh o Cbrah 0 =0+0+0+C3-1-(~2)* = -8,
c = 22:1 C’,%bkak_l =04+0+C1 1. (_2)2 12,
o= 30 ClpabF 2 =0+C2-1-(-2) = —6,
c3 = 22:3 Cdbpab3 =C3-1-(-2)° = 1.
Mairkus 2. Kordajaid ¢, (k=0;1; 2; ... ; n) voib leida ka Horneri skeemi abil.

Horneri skeem (poliinoomi lineaarteguriga jagamise algoritm) pdhineb seosel
bz +by12" T b1z bo = (2 —a) (Bao12" T+ Buo2™ P+ .+ Brz + Bo)

kus Bn-1 = by, Bn—2 = bp—1 + aBn-1, Bn—3z = bn_2 + afpn_2, u , B1 = ba + apa,
Bo = by + afy, r = by + afy. Saame Horneri skeemi

bn, b1 | bp—a | ... | b1 | bg
a ﬂnfl 67172 ﬂn73 s 60 r

Kasutame Horneri skeemi Niites 1 esitatud funktsiooni 2% korral, astmete (z + 2)k
jargi arenduse kordajate leidmiseks

110 0 0
-2|1|-2| 4 | -8
21| —-4]12
21| -6
-2 11

1.19. Taylori valem

Kui funktsioon f(x) on kohal a diferentseeruv n korda, siis on voimalik funkt-
sioonile f(z) seada vastavusse selle funktsiooni n-jarku Taylori poliinoom punktis a

Et ildjuhul




siis kehtib seos

_ Jo 4 PRV
(@ —a)f + Raa),
k=0

mida nimetatakse funktsiooni f(z)
noomi

(1.19.1)

-jarku Taylori valemiks punktis a, kusjuures polii-
k=0

nimetatakse funktsiooni f(z) n-jirku Taylori polinoomiks punktis a ja suurust

R, (z) =

n k) (g

funktsiooni f(z) n-jarku Taylori valemi jaaklitkmeks punktis a. Kui f(z) on poliinoom

Kui f(x .. 7
mille jarguks on m ja m < mn, siis R,,(z) = 0. Funktsiooni f(x)Taylori valemit (1.19.1)
a = 0 korral nimetatakse funktsiooni f(x) n-jirku Maclaurini valemiks

"L B0
Z )y ¥+ R, () (1.19.2)
k=0
ja poliinoomi
_~~fM(0) 4
M, (z) = T

nimetatakse funktsiooni f(x)

-jarku Maclaurini valems jaakliskmeks.
Naide 1. Leiame funktsiooni e® jaoks n-jarku Maclaurini valemi. Kuna

f@)=e f(0) =1,
flz)=e f1(0) =1,
f”(w) =e f7(0 ) 1,
O (x ) e’ f(’“)( )
siis valemi 1.19.2 abil saame
no ok

(1.19.3)



Skitseerime funktsiooni e® ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoomide M, (z)
(n = 1;2;3) graafikuid 16igul [—2; 2], kusjuures e® graafik on esitatud jameda joonega

Naide 2. Leiame funktsiooni y = cosz jaoks (2n + 1)-jarku Maclaurini valemi.

Et

(x) = cosz, f(0)=1,
f'(z) = —sinz, ’(0) =0,
f"(x) = —cosx, £7(0) = -1,
FE (@) = cos (v +2k-7) (keNU{OY),  [fEO(0) = (1),

FEHD (1) = cos (x +(2k+1)- g) (ke Nu{0}), f@E+D(0) =0,

siis valemi 1.19.2 abil saame

n 2k

cosx = kZ:O(—l)k (;k)' + Ropt1(x). & (1.19.4)

Skitseerime 16igul [—; 7] funktsiooni cosx ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoo-
mide Ma,11(z) (n = 1;2;3) graafikud, kusjuures cosz graafik on esitatud jameda
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joonega ja Map+1(x) = Map(x)

Et

f(z) =sinz, f(0)=0,
"(x) = cos, f1(0) =1,
f"(x) = —sinz, f7(0) =0,
F@R) (z) = sin (z +2k - T) (ke NU{0}), FCR(0) =0,

(@) = sin (z+ (26 +1) - F) (ke NU{0}), fED(0) = (~1)F,

siis valemi 1.19.2 abil saame

n A I2k+1
sinx = Z(*l) m + R27l+2($). <> (1195)
k=0

Skitseerime 16igul [—7; 7] funktsiooni sin x ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoo-
mide Ms,1o(z) (n = 0;1;2) graafikud, kusjuures sinx graafik on esitatud jameda
joonega ja Moy, 1o(x) = Moy 41(2)

3 3 3
2 2 2
1 1 1
2 -1 1 x2 3 2 1 142 43 2 1 1,2 3
1 a1 1
2 2 2
3]
3 3
n=0 n=1 n=2
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Naide 4. Leiame funktsiooni y =chz jaoks (2n + 1)-jarku Maclaurini valemi.
Et

f(z) = cha, f(0) =1,

f(xz) =shuz, 1(0) =0,

f"(z) = cha, f”(O) =1,
f@R(z) =chz (ke Nu{0}), [0 (0)

¥ (z) =shz (ke NU{0}), f@’“+1 (0) =
siis valemi 1.19.2 abil saame:
n 2k

chazzz *

2h)! + Ront1(). o (1.19.6)
k=0

Naide 5. Leiame funktsiooni y =shz jaoks (2n + 2)-jarku Maclaurini valemi.

f(@) = sha, 7(0) =0,
f'(x) =chz, f(0)=1,
f’(z) =shua, 770 ) =0,

fCR(z) =shz (ke Nu{0}),  fOM (0)

SR (z) = cha (k€ NU{0}), f(%“ (0)
Valemi 1.19.2 abil saame, et

n 2k+1

T

Skitseerime 16igul [—3; 3] funktsiooni sh x ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoomide

Moy y2(x) (n = 0;1;2) graafikud, kusjuures shz graafik on esitatud jameda joonega ja
Mapio(x) = Many(x)

100



Niide 6. Leiame funktsiooni y = In(1 4+ x) jaoks n-jairku Maclaurini valemi. Et

f(z) = In(1 +2). 70) =0,
flz)=(+2)7 7(0) = 1= (-1 -0,
f@) = (D) F1(0) = 1= (=1)" 1t

() = (*1)(*2) (k1) (1 +2) ", f®0) = ()M (k-1

siis valemi 1.19.2 abil saame:

n

In(1+z) = (—1)k+1%k+Rn(ac). o (1.19.8)
k=1

Skitseerime funktsiooni In(1+ z) ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoomide M, (z)
(n = 1;2;3) graafikud 16igul [—.99; 2], kusjuures In (1 + z) graafik on esitatud jameda
joonega

2 2 2
1 1 1
05 T X 15 2 05 T X 152 05 T % 15 2
1 -1 1
3 -3 -3
4 -4 4
n=1 n=2 n=3

Naide 7. Leiame funktsiooni y = (14 x)* (a € R\{0}) jaoks n-jarku Maclaurini
valemi.

Et
fl@) = (142)%, f(0) =1,
I :a(1+w)°‘ Y f(0) =a,
f"(@) = ala )(1+$)a 2 f(0) = aa=1),

f®(z) = afa — 1)-~-(a— E+1)(1+z) 7k fB0)=ala—1)---(a—k+1),

siis valemi 1.19.2 abil saame:

1+2)*=1+ i ala=1)- k'(a “EED ok p@). O (1.19.9)
k=1 ’

Skitseerime funktsiooni /1 + x ja selle funktsiooni Maclaurini poliinoomide M, (z)
(n = 1;2;3) graafikud 16igul [—1;2], kusjuures +/1+ x graafik on esitatud jameda
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joonega

16 16

4 o5 0 o5 3 15 2

Juhul kui @ € N ja a < n, siis indeksi k véadrtustel, mis rahuldavad seost k > «,
saame, et
ala—1)---(a—k+1)=0

ja

(I+2)*= 1+Za(a 1)..]%!(0[ k+1)x’“ = 1+ZC§£’“ = ZCﬁxk. ¢
k=1 k=1 k=0
Selles punktis saadud graafikute pchjal voib véita, et argumendi x vaartustel, mis
on nullile “piisavalt lahedased”, voib funktsiooni f(z) ligikaudseid vaartusi leida selle
funktsiooni Maclaurini poliinoomi M, (z) abil. Seejuures on ligikaudne vairtus seda
tadpsem, mida suurem on n.

1.20. Taylori valemi jaakliige

Meid huvitavad punktis 1.19 leitud funktsiooni y = f(z) n-jairku Taylori valemi
(1.19.1) ja n-jarku Maclaurini valemi (1.19.2) jadkliikmete R,, () kujud ja vastus kiisimusele,
millistel argumendi z vaartustel

lim R,(x)=0.
DL Fn(2)
Olgu jargnevalt argumendi x vaartus fikseeritud. Otsime Taylori valemi (1.19.1) jaakli-
iget Ry, (x) kujul
R, (z) = H(x — a)P,

kus H on konstant. Uurime abifunktsiooni

(k)
F(t)=>_ ! k!(t) (z —t)" + H(z — t)P.
k=0

Et F(a) = f(z) ja F(z) = f(z), siis punkti @ mingis d-iimbruses n + 1 korda difer-
entseeruva funktsiooni f(z) korral on 16igul otspunktidega a ja = (punkt z
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kuulub mainitud d-iimbrusse) funktsiooni jaoks rakendatav Rolle’i teoreem, st vahemikus
(a,2), kui x > a, voi vahemikus (z,a), kui x < a, peab leiduma selline punkt ¢, et
F'(c) = 0. Arvestades, et

n k+1) n
F(t Z I*t Z x—t)k_lpr(x—t)pflz
k=0 k=1
Z (k+1 o t z”: J;(k) )1%1  Hple - t)p_l _
k=0 k=1
" (n) (n+1)
" " (n)
() - fl(!t) w—t) -1 2!“) (@—t)—... (J:L _(f; (@ — )" — Hp(z —t)r~! =
0 oy~ gl — e
jouame tulemuseni
Fl(c)=0% w (x—¢)" —Hplx —c)P' =0
& H= JC(T:;(C) (z—c)" TP,
Kui valida p = n + 1, siis saame
f(n+1)(c)
B (n+1)!
o (n+1)
n+1
Ro(o) = o e
ehk (1)
Ro(w) = L@t 0@=a)) 0 vt (g < g < 1), (1.20.1)

(n+1)!
Jasklitkme R, (z) kuju (1.20.1) nimetatakse n-jarku Taylori valemi (1.19.1) jaakliikme
R, (z) Lagrange’i kujuks. Juhul a = 0 saame valemist (1.20.1) n-jirku Maclaurini
valemi (1.19.2) jddkliikme R, (x) Lagrange’i kuju
foD(9z) +1
R, = Q1" 0<d<l). 1.20.2
Nendime, et n-jarku Taylori valemi (1.19.1) jaakliige R, (x) on esitatav ka Cauchy kujul
(vt [5], Ik 234):

L (40 — )@ — a1 -0 (0<0<1).  (1.203)

R, (x) = p
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Juhul @ = 0 saame valemist (1.20.3) n-jarku Maclaurini valemi (1.19.2) jadkliikme
R, (z) Cauchy kuju

Rn(z) = %ﬂ"“)(ex)x"“a 0" (0<0<1). (1.20.4)

Sonastame saadud tulemused.

Lause 1. Kui funktsioon f(z) on n+ 1 korda diferentseeruv punkti a J-timbruses
(a—9d,a+9), siis iga = € (a — d,a + §) korral on see funktsioon esitatav n-jarku Taylori
valemi abil kujul (1.19.1), kusjuures jadkliige R, (x) on esitatav nii Lagrange’i kujul
(1.20.1) kui ka Cauchy kujul (1.20.3).

Lause 2. Kui funktsioon f(z) on n+ 1 korda diferentseeruv punkti 0 J-timbruses
(—4,0), siis iga x € (—d,0) korral on see funktsioon esitatav n-jarku Maclaurini valemi
abil kujul (1.19.2), kusjuures jaékliige R, (x) on esitatav nii Lagrange’i kujul (1.20.2)
kui ka Cauchy kujul (1.20.4).

Jareldus 1. Kasutades jadkliiget Lagrange’i kujul, saame esimest jarku Taylori
valemile kohal a kuju

F(2) = f(a) + f'(a) (z — a) + T0F g'(x “ ) (0<0<1).  (1205)

Esimest jarku Taylori valemi jaakliige annab vea, mille teeme ligikaudsel arvutamisel
valemi (1.14.4) abil funktsiooni muudu asendamisel diferentsiaaliga.
Kérvutage seost (1.20.5) seostega (1.14.4) ja (1.16.2).

Naide 1. Hindame viga Naites 1.14.3 leitud ligikaudses seoses

1
V1.06 ~ V1 + 3 0.06 = 1.03.
Et
1 1\ 1
1 — . _ -
re=y () v

f”(l —|—9(1.06 _ 1)) — _} . ; (O <0< 1)

(14 0.06 - 6)°

siis

ja jaaklitkme absoluutvéartuse

(0.06)*
84/ (14 0.06 - 6)°

’f”(l +0.06- )

o (0.06)2

hinnanguks saame ahela 1 <140.06-0 <2 (0 <8 < 1) abil

0.00015 < < 0.0005.

(0.06)* 0<o<1 (0.06)* 0<f<1 (0.06)*
3-8 8y/(1+0.06 - 0)
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Jaaklitkme negatiivsusest jareldub, et punkti 1.13 néites 3 leitud ligikaudse seose viga ku-
ulub  vahemikku  (—0.0005; —0.00015).  Pakett =~ SWP  annab  tulemuseks
V1.06 ~ 1.0296. <

Naiide 2. Naites 1.19.1 leidsime funktsiooni e n-jarku Maclaurini valemi (1.19.3).

Uurime selle valemi jizkliiget R, (z). Et (€)™ = 7, siis valemi (1.20.2) pohjal saame
Ry(z) = e (0<0<1) (1.20.6)
T (n 1) ' e
Uurime fikseeritud x korral piirvaartust
0z c e . .
lim Ry(z) = lim e gl Kasutame Sgrlilrlzgl valemit |
n=+o0 n—+oo (n + 1)! n! ~v/2mnn"e™" (n — o0)
Ox
= lim € T ntl _
n—+oo /2w (n+1)(n4+1)"" e 1
) el ex \" fikseeritud = korral lahenevad
= lim . = ~ . . =0.
n—+o0 2r(n+1) \n+1 molemad tegurid nullile

Seega piirprotsessis n — +oo laheneb valemi (1.19.3) jadkliige R, (x) nullile iga fikseer-
itud = korral. &

Leiame seoste (1.19.3) ja (1.20.6) abil arvu e ligikaudse véirtuse tidpsusega 1073,
Uurime, millisest arvu n vaartusest alates

|R,(1)] <1073,

st

69

— .t <1073,
(n+1)! -

Kuna
0<f<1l=¢e<3,

siis valime naturaalarvu n tingimuse
3-10° < (n+1)!

pohjal. Et 3-10% < (6 + 1)! = 5040, siis arvu e ligikaudseks viirtuseks tipsusega 1073
on

zﬁjl 14+ — +1+1+1+1+l—
BT T 4! 6!

720+ 720+ 360 +120+304+6+1 1957
o 720 720

~ 2.718.
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Naiide 3. Naites 1.19.2 leidsime funktsiooni cos x korral (2n 4 1)-jarku Maclaurini
valemi (1.19.4). Et (cos x)(2”+2) = (—1)"*! cos z, siis valemi (1.20.2) pohjal leiame, et

(‘Unﬂ cos (0z) 2n+2

Ronia(z) = (2n + 2)!

(0<0<1).
Fikseerides z, saame, et

: _ : (_1)7l+1 COS (HLU) 2n+2 __
G R (@) = Hm ——a o =

i (—1)n+1 cos (0z) 2n+2
m =
n—+too /2 (2n + 2) (2n + 2)>"2 202

_1\n+1 2n+2
~ lim (=1)"" cos (fz) ( ex ) _
n—-+00 21 (2n + 2) 2n+2
| fikseeritud x korral lahenevad | 0
o molemad tegurid nullile o

Et funktsiooni y = cos 2 korral f(27+1)(0) = 0, siis selle funktsiooni 2n-jirku Maclaurini
poliinoom iihtib selle funktsiooni (2n + 1)-jarku Maclaurini poliinoomiga ja funktsiooni
cosz korral 2n-jarku ja (2n 4 1)-jirku Maclaurini valemite paremad pooled erinevad
teineteisest vaid jaakliikme kuju poolest, s.o

(=1)"*"sin (0z) 2n+1

Ron() = (2n + 1)

(0<b<1)
ja
(=1)"*" cos (6) 2n+2
(2n +2)!
Juhul kui on vaja hinnata jaakliiget, eelistatakse cosx korral (2n + 1)-jairku Maclaurini
valemit. Miks? O
Niide 4. Niites 1.19.3 leidsime funktsiooni sinx korral (2n + 2)-jarku Maclaurini
valemi (1.19.5). Et (sinz) @™ = (=1)"*! cosz, siis valemi (1.20.2) abil saame, et

R2n+1($) = (0 <0< 1)

(_1)n+1 cos (0r) 2n+3

Ranya(w) = (2n + 3)!

0<h<1)

kusjuures fikseeritud x korral

-1 n+1 /] i
lim Ropio(z) = lim —( ) cos (0z) 43 —

0.
n—-+o0o n—-+o0o (2n + 3)'

Nendime, et funktsiooni sinz (2n + 1)-jarku Maclaurini poliinoom tihtib selle funkt-
siooni (2n 4 2)-jarku Maclaurini poliinoomiga, st funktsiooni sin z korral (2n + 1)-jarku
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ja (2n 4 2)-jarku Maclaurini valemite paremad pooled erinevad teineteisest vaid jaakli-
ikme kuju poolest, kusjuures

(_1)n+1 sin (0x) 2n+2

Ronia(z) = (2n + 2)!

(0<f<1). O

Naide 5. Niites 1.19.4 leidsime funktsiooni ch z korral (2n + 1)-jirku Maclaurini
valemi (1.19.6). Et (chz)®"™ =chz, siis valemi (1.20.2) abil saame, et

ch (0z)

2n+2 1
Gnrot 0<i<)

Rony1(z) =
kusjuures fikseeritud x korral

. : ch (0z) on40
nEIEOOR2n+1($) = nggloomlﬂ =0.
Nendime, et chz (2n 4 1)-jairku Maclaurini poliinoom iihtib selle funktsiooni 2n-jarku
Maclaurini poliinoomiga, st funktsiooni ch « korral 2n-jarku ja (2n + 1)-jarku Maclaurini
valemite paremad pooled erinevad teineteisest vaid jaakliikme kuju poolest, kusjuures

sh (0z) p2ntl

Ran(@) = G

(0<6<1). O

Niide 6. Niites 1.19.5 leidsime funktsiooni shx korral (2n + 1)-jarku Maclaurini
valemi (1.19.7). Et (shz)*"*® =ch x, siis valemi (1.20.2) abil saame, et

ch (0z)

2n+3 1
Gnrat | 0<i<)

Ronio(x) =
kusjuures fikseeritud x korral

. . ch (0z) o,
lim R, = lim ——La2?t =0
Jm Ropya() S o an”
Nendime, et shz (2n + 1)-jarku Maclaurini poliinoom {iihtib selle funktsiooni (2n + 2)-
jarku Maclaurini poliinoomiga, st funktsiooni sh z korral (2n + 1)-jarku ja (2n + 2)-jarku
Maclaurini valemite paremad pooled erinevad teineteisest vaid jadkliikme kuju poolest,
kusjuures

Ropt1(z) = ma{l"“ 0<f<1). <

Niide 7. Naites 1.19.6 leidsime funktsiooni In(1 + z) jaoks n-jirku Maclaurini
valemi (1.19.8). Et

(4 () = (—1)(—2) -+ (—m)— L = (D"l
Fr (@) = (=1)(=2) -~ ( )(H_x)nﬂ TS (n € N),

107



siis valemi (1.20.2) pohjal

(71)nzn+1

Bl = S (T ™

(0<6<1)

voi valemi (1.20.4) pohjal
—1)"n! 1
htey— D g
(14 62)""" nl
-1 -0
- ((1 zr 1(9:1:)n+2 2" (0< 0 <),
kusjuures (vt [10], Ik 152—153)

lim R, () ==

n—-+oo

0. o
Naiide 8. Niites 1.19.7 leidsime funktsiooni (1 + z)* (a € R\{0}) jaoks n-jarku
Maclaurini valemi (1.19.9). Et
O @) =ala—1) - (a—n) (14+2)* ",

siis valemi (1.20.2) pohjal

ala—1)(a—n)(1+0z)* ! et

B () = (n+1)!

0<f<1)
voi valemi (1.20.4) pohjal

Ro(z) = %a(a 1) (a—n) (14 02)° a1 — ) (0 <0< 1),

kusjuures (vt [10], lk 154)
\zL<1

lim R,(z) ="0.

n—-+4oo

Kui o € N ja a < n, siis "+t (z) =0 ja R,(z) = 0. &

1.21. Joone puutuja ja normaal

Olgu funktsioon y = f(x) diferentseeruv punktis a ja |Az| < 6. Kui (z,y) on funkt-
siooni y = f(xz) graafiku punkte (a, f(a)) ja (a + Az, f(a + Az)) ldbiva l6ikaja suvaline
punkt, siis loikaja vorrand on

y—fla) _ flatAz)— f(a)

T —a a+ Az —a

ehk
Ay

y:f(a)—&—ﬂ(x—a), (1.21.1)
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kus Ay = f(a+Ax)— f(a). Puutuja funktsiooni y = f(x) graafikule punktis (a, f(a)) on
loikaja  piirseis piirprotsessis Az — 0. Minnes seoses (1.21.1) piirile
Az — 0, saame puutuja vorrandiks

Ay
y=fla)+ Al_}bgoﬂ(l‘ —a)

ehk
y = f(a) + f'(a)(z — a).
Et juhul
0<|f(a)] < +oc (1.21.2)

on joone puutuja tousunurga tangensi ja normaali tousunurga tangensi korrutis —1, siis
normaali tousunurga tangensiks on —1/f’(a) ja funktsiooni y = f(z) graafikule punktis
(a, f(a)) tommatud normaali vorrandiks on

1

yzﬂw—ﬂm)

(x — a).

Sonastame saadud tulemused.
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Lause 1. Kui eksisteerib [’ (a), siis

y=fla)+ f'(a)(z —a) (1.21.3)
on funktsiooni y = f(x) graafikule punktis (a, f(a)) tommatud puutuja vorrand ja
lisatingimusel (1.21.2) on

1
y=fla) — ——(x—a 1.21.4
@)~ fiay @) (121.4)
normaali vorrand.
Uurige, millised on joone puutuja ja normaali vorrandid, kui: 1) f'(a) = O0;

2) f'(a) = .

Naide 1. Leiame funktsiooni y = 2% graafikule puutuja ja normaali punktis, mille
abstsiss on iiks.

Et f'(z) = 21In2, siis f/(1) = 2In2 ja valemite (1.21.3) ning (1.21.4) abil leiame
funktsiooni y = 2% graafikule punktis (1;2) tommatud puutuja vorrandi

y=2+4+2(n2)(z-1)

ja normaali vorrandi

= 2 — — 1 .
Y oz M ¢
Naiide 2. Naitame, et ellipsile
2?2
St =1 (1.21.5)

selle ellipsi punktis (g, yo) tommatud puutuja vorrandiks on

Lor | Yoy
ot =L (1.21.6)
Et (20, yo) on ellipsi punkt, siis rahuldab see punkt ellipsi vorrandit (1.21.5), st kehtib

Seos

2 2
0%y,
a b2
millest jareldub, et
v2ag + a’yd = a®b?. (1.21.7)

Diferentseerides seose (1.21.5) molemaid pooli muutuja z jargi, leiame, et

2 2yy
2t =0

Jarelikult,
, bix

y:_%
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ja

b2.’170
f(xo) = — .
( 0) a*yo
Valemi (1.21.3) abil leiame puutuja vorrandi
bQSCO( )
=Y — T—x
Y=Y 2210 0

ehk
a’yoy + b2xox = b2xd + a2,
millest saame seost (1.21.7) kasutades vorrandi
a*yoy + b*xox = a*b?,

mis on samavéérne vorrandiga (1.21.6). &

Naide 3. Naitame, et joone \/x + /y = /a puutuja loikab koordinaattelgedel
16igud, mille pikkuste summa on a.

Joon paikneb zy-tasandi esimeses veerandis. Olgu (z,y) selle joone punkt ja (£,7)

punktis (z;y) joonele tdmmatud puutuja punkt. Siis vorrand (1.21.3) on esitatav kujul

n=y+y€—x).
Et

<

\/§+\/§:\/aéi+ y :0:>y/:f£
2/z | 2y ’

siis joone \/x + ,/y = \/a puutuja vorrand on

VY
n=vy \/5(6 )-

8

Leiame puutuja loikepunktid koordinaattelgedega. Kui puutuja loikab y—telge, siis £ = 0

ja
ny\/\g(()l’)y+\/@20-

Kui puutuja loikab x—telge, siis n = 0 ja

o:y_g(g—x):gzwr\/@zo-

Seega on loikude pikkuste summaks

(y+vTy) + (= + vag) = (Vo + i)' = (Va) =a. O

Naide 4. Naitame, et hiiperboolid
2 —y?=d% ja ay=>
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l6ikuvad taisnurga all.
Avaldame mélema ilmutamata funktsiooni tuletise (puutuja tousu):

21072yy’:0éy':E
Y

ja
y+xy':0:>y’:fg.
x

Y
Y T
st puutuja tousude korrutis on —1. Seega joonte 16ikepunktides on nende puutujad risti,
st jooned loikuvad tdisnurga all. &

Joonte loikepunktis leiame, et

1.22. Funktsiooni lokaalne ekstreemum

Fermat’ teoreem (vt Lause 1.15.4) viidab, et kui funktsioonil f(z) on punktis a
lokaalne ekstreemum ja see funktsioon f(z) on diferentseeruv selles punktis, siis funk-
tsiooni tuletis punktis a on null, st f’(a) = 0. Seega Fermat’ teoreem annab difer-
entseeruva funktsiooni lokaalse ekstreemumi tarviliku tingimuse, mis ei osutu piisavaks.

Definitsioon 1. Punkti a nimetatakse diferentseeruva funktsiooni f(z) statsionaar-
seks punktiks, kui f'(a) = 0.

Definitsioon 2. Punkti a nimetatakse funktsiooni f(z) kriitiliseks punktiks, kui a
on statsionaarne punkt voi punktis a ei ole sel funktsioonil tuletist.

Jargnevalt leiame Taylori valemi rakendusena moningad lokaalse ekstreemumi pii-
savad tingimused. Kasutame esiteks seost (1.20.5) lokaalse ekstreemumi lihtsamate pi-
isavate tingimuste formuleerimisel. Kehtib jargmine vaide.

Lause 1. Kui punkt a on funktsiooni f(z) statsionaarne punkt ja f”(z) on
pidev punktis a ning f”(a) # 0, siis funktsioonil f(z) on punktis a range lokaalne
ekstreemum, kusjuures f”(a) < 0 korral on punktis a range lokaalne maksimum ja
f"(a) > 0 korral on punktis a range lokaalne miinimum.

Liihidalt on Lause 1 esitatav kujul

f"(a) # 0 = punktis a on range lokaalne ekstreemum;
f'(@)=0Anf"(x) € Cla) NS f"(a) < 0= punktis a on range lokaalne maksimum;
f"(a) > 0 = punktis a on range lokaalne miinimum.

Toestus. Kui a on statsionaarne punkt, siis seosele (1.20.5) saame kuju

fla+0(x—a
(@) = fa) + N2 0)

Jarelikult, kui punkti @ mingis imbruses jaskliige

f"la+0(x—a))
2!

(z—a)* (0<6<1).

(z —a)®
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séilitab mérki, siis kohal a on lokaalne ekstreemum, kusjuures selles timbruses jaaklitkme
mittepositiivsuse korral on punktis a lokaalne maksimum ja mittenegatiivsuse korral
lokaalne miinimum. Jaikliikme tegur (z — a)?/2! ei muuda mérki. Et f”(a) # 0 ja
1" (z) € C(a), siis leidub punkti a selline iimbrus, et f”(a + 6(z — a)) ei muuda selles
iimruses mérki. Seega, mingi punkti a imbruse korral jaakliige

f"la+6(x—a
rta—a),

sailitab maérki, st punktis a on range lokaalne ekstreemum. Kui f”(a) < 0, siis selles
iimbruses on jadkliige mittepositiivne ja tegemist on range lokaalse maksimumiga. Kui
1" (a) > 0, siis selles imbruses on jadkliige mittenegatiivne ja tegemist on range lokaalse
miinimumiga. U

Niide 1. Vaatleme funktsiooni z? punktis z = 0.

Et f'(z) = 2z ja f"(x) = 2, siis f/(0) =0 ja f”(x) € C(0) ning f”(0) > 0. Lause 1
pohjal voime viita, et funktsioonil y = 2% on punktis x = 0 range lokaalne miinimum.
¢

Lause 1 ei ole rakendatav funktsiooni 2 jaoks punktis # = 0, sest kuigi f/(0) = 0
ja f"(x) € C(0),on f”(0) = 0. Vaatleme jérgnevalt Lause 1 tildistust.

Lause 2. Kui funktsiooni f(z) korral f'(a) = ... = f(™(a) = 0 ja f(™*(a) # 0
ning f(m*Y(z) € C(a), siis

1) juhul kui m on paaritu arv, on funktsioonil f(z) punktis a range lokaalne ekst-
reemum, kusjuures f(™*1(a) < 0 korral on punktis a range lokaalne maksimum ja
fm* ) (a) > 0 korral range lokaalne miinimum,

2) juhul kui m on paarisarv, ei ole funktsioonil f(z) punktis a lokaalset ekstree-
mumit.

Téestus. Kirjutame, arvestades eeldusi f'(a) = ... = f™)(a) = 0, punktis a vilja
funktsiooni f(x) m-jarku Taylori valemi

frm(a+0(x — a))

CE] (x—a)™™ (0<6<1).

flz) = fla) +

Vastuse kiisimusele, kas punktis a on funktsioonil f(z) lokaalne ekstreemum véi ei, annab
jaaklitkme
fm (e + 0(x — a))
(n+1)!

(33 _ a)m+1
uurimine.

1) Juhul, kui arv m on paaritu, siis jadkliikme teine tegur (v — a) ei muuda
marki ja Lause eeldustel leidub selline punkti a iimbrus, milles ka esimene tegur séilitab
maérki. Seega on punktis a range lokaalne ekstreemum. Kui f (m“)(a) < 0, siis selles
iimbruses on parandusliige mittepositiivne, st kohal a on range lokaalne maksimum, ja
kui f (m+1)(a) > 0, siis selles imbruses on parandusliige mittenegatiivne, st kohal a on
range lokaalne miinimum.

2) Juhul, kui m on paarisarv, siis jadkliikme teine tegur (z — a) muudab mérki
punkti x labiminekul punktist a ja Lause eeldustel leidub selline punkti a iimbrus, milles

m—+1

m—+1
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esimene tegur sailitab marki. Seega muudab parandusliige mérki punkti = l&biminekul
punktist a. Jarelikult ei ole punktis a lokaalset ekstreemumit. O

Niide 2. Uurime funktsiooni 2% punktis z = 0.

Et f'(z) = 322, f"(x) = 6z ja f"(x) = 6, siis f/(0) = f(0) = 0 ja f"(x) € C(0)
ning f”(0) = 6 # 0. Nendime, et antud néite korral on rahuldatud Lause 2 teise osa
tingimused, kusjuures a = 0 ja m = 2, st m on paarisarv. Jarelikult ei ole funktsioonil
x3 lokaalset ekstreemumit punktis 0. o

1.23. Joone kumerus ja nogusus. Kaanupunktid

Meid huvitab jargnevalt funktsiooni graafiku asend puutuja suhtes puutepunkti va-
hetus iimbruses.

Definitsioon 1. Ocldakse, et funktsiooni f (z) graafik on kumer punktis a (tdpsem-
ini punktis (a, f(a))), kui leidub punkti a selline §-timbrus, et funktsiooni f(z) graafik
on argumendi x vadrtustel iimbrusest (a — d,a + J) allpool (tdpsemini, mitte iilalpool)
puutujat, mis on tommatud punktis (a, f(a)) funktsiooni graafikule.

Definitsioon 2. Oeldakse, et funktsiooni f (z) graafik on kumer hulgal X, kui selle
funktsiooni graafik on kumer hulga X igas punktis.

Definitsioon 3. Oeldakse, et funktsiooni f(x) graafik on négus punktis a (tipsem-
ini punktis (a, f(a))), kui leidub punkti a selline §-timbrus, et funktsiooni f(x) graafik
on argumendi x védrtustel imbrusest (a — d,a + ¢) tlalpool (tdpsemini, mitte allpool)
puutujat, mis on témmatud punktis (a, f(a)) funktsiooni graafikule.

Definitsioon 4. Oeldakse, et funktsiooni f () graafik on nogus hulgal X, kui selle
funktsiooni graafik on nogus hulga X igas punktis.

Definitsioon 5. Oeldakse, et punkt a (tdpsemini punkt (a, f(a))) on funktsiooni
f(z) graafiku kddnupunkt, kui leidub selline § > 0, et funktsiooni f(z) graafik on kumer
hulgal (a — d,a) ja nogus hulgal (a,a + §) voi nogus hulgal (a — d,a) ja kumer hulgal
(a,a+9).

Markus 1. Joone kumeruse ja ndgususe defineerimiseks saab puutuja asemel kasu-
tada ka koolu. Naiteks, joont nimetatakse kumeraks, kui selle joone suvalise kaare iikski
punkt ei paikne kaare otspunkte ithendavast koolust allpool.

Lause 1. Kui f”(x) on pidev punktis a, siis

f"(a) <0 = funktsiooni f(x) graafik on kumer punktis a,
f"(a) >0 = funktsiooni f(x) graafik on nogus punktis a.

Téestus. Kirjutame punktis a funktsiooni y = f(z) jaoks vélja esimest jarku Taylori
valemi

| a0 —a)

51 (x—a)* (0<0<1).

f(@) = f(a) + f'(a) (x - a)

Vorreldes seda seost funktsiooni y = f(z) graafikule punktis (a, f(a)) tommatud puutuja
vorrandiga

y=fla)+ f'(a)(z —a), (1.23.1)
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leiame, et selle Taylori valemi jéakliige

f"(a+0(z —a))
2!

(x—a)*> (0<0<1)

néitab, kas funktsiooni graafik on punktis « iilal- v6i allpool punktis (a, f(a)) funktsiooni
graafikule tommatud puutujat. Kui f”(a) < 0ja f”(x) € C(a), siis leidub selline punkti
a 6-Umbrus (a — d,a + ), et

a+6(x—a
IVCEICET)

z€(a—da+d)= f"(z)<0 (x —a)> <0,

st funktsiooni f(x) graafik on vahemikus (a — d,a + §) allpool punktis (a, f(a)) funkt-
siooni graafikule tommatud puutujat, st funktsiooni f(x) graafik on kumer punktis a.
Analoogiliselt ndidatakse, et tingimusest f”(a) > 0 jareldub funktsiooni f(z) graafiku
nogusus punktis a. 0

Lause 2. Kui f(x) € C[a,b] ja 3 f"(x) (x € (a,b)), siis funktsiooni f(z) graafiku
kumerusest (nogususest) vahemikus (a, b) jareldub, et

z € (a,b) = f'(z) <0 (f"(z) >0).

Téestust vt [10], Ik 160-161. O
Jareldus 1 (kdanupunkti tarvilik tingimus). Kui f”(z) € C(a — 6,a + §) ja punkt
a on funktsiooni f(x) kd&nupunkt, siis f”(a) = 0.

Téestus. Et punkt a on kddnupunkt, siis leiduvad sellised vahemikus (a — d, a + §)
sisalduvad punkti a vasak- ja parempoolsed timbrused, millest iihes on funktsiooni f(x)
graafik kumer ja teises nogus, kusjuures Lause 2 pohjal on kumeruse piirkonnas f”(x) <
0 ja nodgususe piirkonnas f”(z) > 0 ning funktsiooni f”(x) pidevusest punktis a jareldub,
et f”(a) =0. O

Lause 3. Kui f"(a) =0, f"(a) # 0 ja f"(z) on pidev punktis a, siis punkt a on
funktsiooni f(z) graafiku ké&nupunkt.

Toestus. Lause tingimustel on funktsiooni f(z) teist jairku Taylori valemil punktis
a kuju

| et 0 —a)

30 (x—a)® (0<6<1).

f(x) = f(a) + f'(a) (x - a)

Et f"(a) # 0 ja f"(x) € C(a), siis punktile a piisavalt lahedaste argumendi
x vaartuste korral suurus " (a + 0(x — a)) sailitab mérki. Jérelikult, argumendi x
labiminekul punktist a jaakliige

f"(a+0(x —a))
3!

(x—a)® (0<6<1)
muudab maérki, sest esimene tegur f"’(a + 6(x — a))/3! ei muuda maérki, kuid teine
tegur (x — a)® muudab. Seega on iihel pool punkti a jiikliige positiivne ja teisel pool

negatiivne, st iihel pool punkti a on punktis a konstrueeritud puutuja allpool funktsiooni
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graafikut ja teisel pool punkti a on puutuja tilalpool funktsiooni graafikut ning punkt a
on kdanupunkt. O

Niide 1. Leiame funktsiooni 2? graafiku kisnupunktid ja kumerus- ning ndgususpiirkonnad.
Leiame, et f"(z) = 6x ja f"”'(x) = 6. Kuna f”(z) € C(R), siis on rakendatav Jéirel-
dus 1, st funktsiooni  f(z) kddnupunktides on f”(z) = 0. Saame, et 6x = 0 =
x = 0. Kasutame Lauset 3 kontrollimaks, kas punkt z = 0 on funktsiooni z* graafiku
kddnupunkt voi mitte. Tingimustest f”(x) = 6 # 0 ja f"”'(z) € C(0) jareldame, et
punkt z = 0 on funktsiooni 2?3 graafiku kisinupunkt. Kasutades Lauset 1, saame

x<0= f"(z) <0= funktsiooni 2® graafik on kumer hulgal (—ooc,0)
ja

x>0= f’(z) >0= funktsiooni z* graafik on négus hulgal (0, +00). <

Lause 4. Kui f"(a) = f"(a) = ... = f0™(a) = 0 ja f"*Y(a) # 0 ja fO*+D(2)
on pidev punktis a, siis

1) paarisarvulise m korral on funktsiooni f(x) graafikul punktis a kddnupunkt,

2) paarituarvulise m korral ei ole funktsiooni f(x) graafikul punktis a kd&nupunkti.

Toestus. Arvestades eeldusi, kirjutame funktsiooni f(z) jaoks punktis a vilja m-
jarku Taylori valemi:

a0 = a)

(m 1) (x—a)™ (0<0<1).

f(@) = fa) + f'(a) (x - a)

Funktsiooni y = f(z) graafikul on punktis a kd&nupunkt parajasti siis, kui punkti x
labiminekul punktist a jaakliige
Jo D (a+ 00z — a))
(m+1)!

(x—a)™™ (0<6<1)

muudab mirki. Kuna "+ (a) # 0 ja f(mTY(x) € C(a), siis leidub selline punkti a
{imbrus, milles jiikliikme esimene tegur f("*+Y (a4 6(z—a))/ (m + 1)! ei muuda mérki.

Kas jiikliikme teine tegur (r — a)™*! muudab mérki ja koos sellega kogu jiikliige
suuruse z labiminekul punktist a, soltub sellest, kas m on paaris- voi paaritu arv. [

Niide 2. Leiame funktsiooni (x — 1)88 graafiku kdanupunktid ja kumerus- ning
nogususpiirkonnad.

Leiame, et

fB@)yeC®) (k=0;1;2;...;8%),
kusjuures
f(x)=88-87- (¢ —1)%, ..., fB(2) =88-87 --- 2(x — 1), f)(z) =38!

Kuna f”(z) = 0 = a = 1, siis tuleb kontrollida, kas a = 1 on kd&nupunkt. Kasutame
Lauset 4. Et

) =...=f81) =0, fE1)=881£0, () e C(1),
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siis Lausest 4 jareldub, et punkt a = 1 ei ole kdiinupunkt. Funktsiooni (z — 1)88 graafik
on Lause 1 pohjal nogus hulgal R\{1}. Kontrollige, et selle funktsiooni graafik on nogus
punktis 1. Kasutage selleks Definitsiooni 3. <

1.24. Funktsiooni uurimine

Kasitleme funktsiooni graafiku skitseerimist selle kditumist iseloomustavate andmete
pohjal. Selleks uuritava funktsiooni korral:

1) leiame méaédramispiirkonna;

2) uurime graafiku siimmeetriat;

3) uurime perioodilisust;

4) leiame katkevuspunktid ja pidevuspiirkonnad;

5) leiame nullkohad ja positiivsus- ning negatiivsuspiirkonnad;

6) leiame lokaalsed ekstreemumid ja range monotoonsuse piirkonnad;

7) leiame graafiku kddnupunktid ja kumerus- ning négususpiirkonnad;

8) leiame graafiku piistastimptoodid;

9) leiame graafiku kaldastimptoodid;

10) skitseerime graafiku.

Naide 1. Uurime funktsiooni (1 + x2) / (1 — a:z) kaitumist ja skitseerime graafiku.
1) Funktsioon on méaratud kogu reaalteljel, vélja arvatud punktid z = —1 ja z = 1.
Seega X = (—o0; —1) U (—1;1) U (1;+00) .

2) Bt f(—o) = (1+ (=2)*) / (1= (=2)*) = (1+ %) / (1 = 2%) = f(2), siis f(x) on
paarisfunktsioon, st funktsiooni graafik on siimmeetriline y—telje suhtes ja piisab, kui
uurida funktsiooni kaitumist vaid x > 0 korral.

3) Uuritav funktsioon ei ole perioodiline.

4) Piirkonnas [0; +00) on funktsioonil f(z) vaid iiks katkevuspunkt, = 1. Hulgal
[0;1) U (1;+00) on funktsioon pidev.

5) Vorrandil (1+22)/(1—2?) = 0 puuduvad reaalsed lahendid. Et
f£(0.5) = 5/3 > 0 ja f(1.5) = —13/5 > 0, siis funktsiooni pidevuse tottu piirkondades
[0;1) ja (1;4+00) saame tulemuseks

piirkond | [0;1) | (1;400)
mark + —

6) Et f'(z) = 4a/ (2* — 1)27 siis da/ (2% — 1)2 = 0 = 27 = 0 on statsionaarne
punkt ja

[ () = -4 (322 +1) /(2% — 1)3 = f”(0) =4 > 0 ning kohal ;1 = 0 on funkt-
sioonil lokaalne miinimum, kusjuures f(0) = 1. Seega on funktsioon rangelt kasvav va-
hemikus (0;1) . Et funktsiooni tuletis ei muuda mérki vahemikus (1;4+00) ja f’(2) > 0,
siis on funktsioon rangelt kasvav ka vahemikus (1;+00) .

7) Vorrandil —4 (322 + 1) / (22 — 1)3 = 0 puuduvad reaalsed lahendid. Kaanupunkti
definitsiooni pohjal voib kdanupunktiks olla ka méaramispiirkonna rajapunkt. Et

F7(0.5) = —4 (3 (0.5)% + 1) / ((0.5)2 - 1)3 >0
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ja
775 =~ (309 1) / (a5 -1) <o,

siis piirkonnas [0;1) on graafik nogus ja piirkonnas (1;400) kumer, st katkevuspunkt
r = 1 on ki#nupunkt, tipsemini kisinukoht, sest Af(1), st 1 ¢ X. Saame

piirkond | [0;1) | (1;4o00)
graafik | nogus | kumer

8) Piistastimptootide leidmiseks tuleb uurida funktsiooni ithepoolseid piirvaartusi
méadramispiirkonna loplikes rajapunktides. Et

QB{E (1+2%) /(1 —2%) = +oo, (14+2%) /(1-2%) = —o0,

lim
r—1+
siis sirge vorrandiga x = 1 on funktsiooni graafiku piistasiimptoot.

9) Kaldasiimptoodi probleemi lahendamiseks piirkonnas [0; 400) tuleb esiteks leida
piirvaartus

1 2
e tm T8 gy LET
T—+4o00 I z—too(l —a2?)x
ja siis
1+ 22
b - 1. - k - 1. —_— = 71.

i 0 k) = i (5 o)

Seega on piirkonnas [0; +00) kaldasiimptoot olemas ja selle vorrandiks on y = —1.

10) Skitseerime leitud informatsiooni pohjal funktsiooni graafiku ja selle asimptoo-
did 16igul [0;3]. Jatkame graafiku skitseerimist poolldigul [—3;0), arvestades graafiku
simmeetriat y—telje suhtes

207

-20-

¢
1.25. Iteratsioonimeetod
Uurime vorrandi
flz)=0 (1.24.1)
ligikaudset lahendamist. Esitame vorrandi (1.24.1) kujul
xz=g(x). (1.24.2)



Selleks on palju voimalusi, kusjuures iiks lihtsamaid on valik g(z) = z+cf(z), kus ¢ # 0
on mingi reaalne konstant. Olgu arv zy vorrandi (1.24.1), seega ka vorrandi (1.24.2),
tapse lahendi z* mingi alglihend. Selle algldhendi (nn ldhislahendi) zy voime néiteks
saada skitseerides funktsiooni f(z) graafiku. Olgu

Tnt1 =g (xn) (n e NU{0}). (1.24.3)

Algoritmiga (1.24.3) oleme médranud vorrandi (1.24.1) lahendi z* lahendite jada {z,} .
Teatud eeldustel funktsiooni g(z) kohta jada {z,} koondub tapseks lahendiks z*, st

lim =z, = x*.
n—-4oo

Kui z* on vorrandi (1.24.1) tépne lahend, siis
z*=g(x"). (1.24.4)
Seostest (1.24.3) ja (1.24.4) jareldub, et iga n € N U {0} korral

Tny1 — 2" =g () — g (2")
ehk
Tny1 — 3" =g (&) (x, — %), (1.24.5)
kus &, =2 + 6, (x,, —2*) (0< 6, <1). Kui&, € [a,b] Vn € NU{0} korral ja

max |¢' (7)| < g, (1.24.6)
z€[a,b]

siis seoste (1.24.5) ja (1.24.6) pdhjal saame
[Tn41 — 27 < glo, — 27,
Seega
|2y — 2| < qlep1 — 2% < P loy —2*| <. < ¢ |wg — 27,
st kehtib hinnang
|z, —x*| < ¢" |zo — ¥ (1.24.7)
Kui ¢ < 1, siis hinnangust (1.24.7) jareldub, et

lim =z, = z*.
n—-+4oo

Algoritmil (1.24.3) pohinevat vorrandi (1.24.2) lahendamise meetodit nimetatakse har-
ilikuks iteratsioonimeetodiks. Sonastame saadud tulemuse.

Lause 1. Kui vorrandi (1.24.2) lahendamiseks kasutada algoritmiga (1.24.3) mé&ratud
harilikku iteratsioonimeetodit, kusjuures xy on selle vorrandi otsitava tapse lahendi x*
jaoks algldhend ja leidub selline arv ¢ < 1, et |¢'(z)| < ¢ igal 16igul otspunktidega x*
ja x, (n € N U{0}), siis alglahendiga z( ja algoritmiga (1.24.3) méaratud jada {z,}
koondub otsitavaks lahendiks x*. Seejuures koondub iteratsioonimeetod geomeetrilise
progressiooni, mille teguriks on ¢, kiirusega ja kehtib hinnang (1.24.7).
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Naide 1. Lahendame vorrandi
x—cosx =0 (1.24.8)

tiapsusega 1077, kasutades harilikku iteratsioonimeetodit.

Alglahendi xo saamiseks voiks skitseerida funktsiooni y = x — cos x graafiku ja leida
graafikult ligikaudu selle Ioikepunktid x—teljega. Sama tulemuseni jouame
funktsioonide y = z ja y = cos x graafikute tihiste punktide uurimisel:

Jooniselt on ndha, et vorrandil (1.24.8) on vaid iiks lahend ja algldhendiks sobib g = 0.8.
Vorrand (1.24.8) on esitatav kujul

T = cosz,

st g(x) = cosz ja ¢'(x) = —sinx. Veenduge, et antud iilesande korral leidub selline 16ik
[a,b], et x*, z,, € [a,b] (n € NU{0}) ja tingimus (1.24.6) on rahuldatud, st

max |¢' (z)| = max |—sinz| < g < 1.
z€[a,b) z€la,b]

Lause 1 pohjal saame rakendada algoritmi (1.24.3). Leiame

x1 = c0s0.8 =0.696 71, x9 = c0s0.696 71 = 0.766 96,

x3 =c0s0.76696 = 0.72002, x4 = cos0.72002 =0.75179,
x5 = c0s0.75179 =0.73047, x¢ = cos0.73047 = 0. 74486,
x7 = c0s0.74486 = 0.73518, xg = cos0.74486 = 0.73518,
z9g = c0s0.73518 =0.74171, x19 =c0s0.74171 =0.73731,
x11 = c0s0.73731 =0.74028, w12 = cos0.74028 = 0.73828,
x13 = c0s0.73828 = 0.73963, 14 =cos0.73963 =0.73872,
z15 = c0s0.73872 =0.73933, x16 = cos0.73933 =0.73892,
x17 = c0s0.73892 =0.7392, x15 =c0s0.7392 =0.73901,
T19 = €0s0.73901 =0.73914, x99 = cos0.73914 = 0.73905,
T91 = c0s0.73905 =.73911, x99 =c0s0.73911 =0.73907,
To3 = c0s0.73907 =0.7391, 294 =co0s0.7391 =0.73908,
o = c080.73908 = 0.73909, o6 = c0s0.73909 =0.73908. <
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Uurime veel teist voimalust iteratsioonialgoritmi tuletamiseks. Olgu zo vorrandi
(1.24.1) tépse lahendi z* alglihend. Kirjutame punktis xg vélja funktsiooni f(x) jaoks
esimest jarku Taylori valemi ja arvutame selle abil f(z*) :

£t = flao) + 15 (2 — ) + R (0°).
Et f(z*) = 0, siis kehtib ligikaudne seos
[ (o)

flzo) +

1 (" —z0) = 0.

Maarame jargmise lahendi x; vorrandist

f(wo) + f,ﬁo) (x1 —x0) = 0.

Seega
o= 2o f(o)
f'(@o)’
mis on aluseks Newtoni iteratsioonimeetodi algoritmile
ntl = Tp — e NuU{0}). 1.24.9
Fusr =~ 5 (€ NU(0)) (1.24.9)

Kirjutame punktis x,, vélja funktsiooni f(z) jaoks esimest jarku Taylori valemi ja arvu-
tame selle abil f(z*) :

(3D

f@®) = flzn) + / (1:,6") (2" — ) + = (" = zn)?.
Sellest seosest leiame, et
. J(@a) ") . 2

Liites seoste (1.24.9) ja (1.24.10) vastavad pooled, jouame tulemuseni

s =0 =8 e N Uo))

Kui
[F7(En)/f (@n)] < K (n € NU{0}),
siis
|Zpgr — 2| < K |zp — 2|, (1.24.11)

st Newtoni meetod on ruutkoonduvusega. Tombame funktsiooni f(x) graafikule punktis
(n, f(xn)) puutuja. Selle vorrandiks on

Y- f(xn) - f/(l‘n)(l' - xn)
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Leiame puutuja loikepunkti x—teljega. Selles punktis y = 0 ja © =z, — f(a,)/f ' (zn),
st 16ikepunkti abstsiss on leitav algoritmi (1.24.9) abil. Seepérast nimetatakse Newtoni
iteratsioonimeetodit ka puutujate meetodiks. Puutuja konstrueerimisel selgub, et New-
toni iteratsioonimeetodi korral on otstarbekas valida selline algldhend, milles f(z) ja
/" (x) on samamargilised. Miks? Algoritm (1.24.9) on algoritmi (1.24.3) erijuht, valiku
g(x) =x — f(x)/f'(x) korral. Sonastame saadud tulemuse.

Lause 2. Kui vorrandi (1.24.1) lahendamiseks kasutada algoritmiga (1.24.9)
maaratud Newtoni iteratsioonimeetodit, kusjuures xy on selle vorrandi otsitava tépse
lahendi z* jaoks algldhend ja leidub selline 16ik [a, b] , millesse kuuluvad nii z* kui ka ,,
(n € N U{0}) ning leidub selline arv K, et

If"@/f '@ <K (&z€lab]), (1.24.12)

siis alglahendiga z¢ ja algoritmiga (1.24.9) méadratud lahendite jada {z,} koondub otsi-
tavaks lahendiks z*. Seejuures Newtoni meetod on ruutkoonduvusega ja kehtib hinnang
(1.24.11).

Lahendame Naites 1 esitatud vorrandi ka Newtoni iteratsioonimeetodil, valides alglahendiks
samuti zop = 0.8. Siin f(x) = x — cosz. Kontrollige, et sellise kiillalt tapse alglahendi
korral leidub 16ik [a,d], et tingimus (1.24.12) on rahuldatud. Kas f(zo) ja f"”(xz0) on
samamaérgilised? Lause 2 pohjal on Newtoni iteratsioonimeetod rakendatav. Leiame, et

0.8 — cos 0.8
=08 — ——F =10.73985
o 1+sm038 :

0.73985 — cos 0. 73985
72 =0.73985 = —— = 73985

0.73909 — cos0.73909
r3 =0.73909 — T sin0.73909 =0.73909.

Maérgime, et selle naite korral £ (£)/f'(z) = (cos€) /(1 +sinz) ja |f"(€)/f'(x)| on Ex-
tasandi moningates osades tokestamata, st Newtoni iteratsioonimeetod ei koondu sugugi

iga algldhendi korral.
Huvitavat materjali iteratsioonimeetodite kohta leiate raamatust [18].

= 0.73909,
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1.26. Harjutusiilesanded

Ulesannetes 1-6 kasutada vorduste toestamiseks matemaatilise induktsiooni meetodit.
1. 1+24+34+...+n=n(n+1)/2

12422432 +...+n2=n(n+1)(2n+1)/6.

B4+22433 4. +n3=01+2+3+...+n).

1+21+22+23+...+2"—1 =2" 1.

nl < (n-;)" (n>2).

Ulesannetes 7—11 lahendada vorratus.
lz+3|—|z+1>1. V:(=32;+00).

[lz] — |z —2|| < 2. V:(0;2).

|z +4] — |z =1 <|z|]. V:(—o0;=1]U[5;400).

0. 2 +6x+11<[6z+1]. V:(=6—2v6;—6+2V6).
(' ~1) (a2 - )

ok

&

i

11 >0. V:(=3-2)U(—-11)U(2;3)U(3; .
T — (=3 -2) U(=1;1) U (2:3) U (3; +00)
Ulesannetes 1217 leida funktsiooni madramispiirkond.
1
12 y=+v1—-z+ Ve X =(-3;1].
y=vimet e (=31l
1 2k
13. y = y/logsin (37x). V:Xz{—i—} .
6 3 Jez

J(r)l>. V: X = [10e! — 1;10e — 1] .

14. y = arccos <ln z
15. y:\/m. V: X = [O,j}U(ng {(ka—g)Z,(Qkﬂ—&-g)T).

16. y = Vsinx2.

Vi X = ( U [_W,—m,m u( U [m,m]).

kENU{0} kENU{0}
17. y = {logcotz. V: X = | (k‘ﬂ', Ty lm} .
keZ 4

Ulesannetes 18—20 leida funktsiooni maéaaramispiirkond ja muutumispiirkond.
18. y=vder—2?2-3. V: X =[1;3], Y =10;1].
19. y=arcsin2®. V: X =(—00;0].Y = (0; T

2
7
20. y=1log(l—2sinz). V: X = | 2k77—67r;2k77+g>.
keZ

Y = (—oc;log3].
21. Leida f (g (2)), f (f (), g(f (x)) ja g (9 (x)), kui [ () = 2* ning
g(x)=3% V:3%% 29 3% 33,
2. Leida (£ (F S (F @) ki flo) = s Ve e,
23. Leida f(z), kui f(x —1) = 2% —4z+3. V: f(z) =22 - 2.
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24. Leida f(x), kui f <x—|— i) =22+ % V: f(z) =22 — 2.
25. Leida f(x), kui f <xi1> =23 V:flz)=a3/(x—1)°.

Ulesannetes 2629 leida funktsiooni poordfunktsioon.
1+ eV -1
26. y=1In

T V:x:ey+1.
27. y=+V4—2x22. Vizx=/4—y2 o=—+/4—192
28. y=a22—4x -5 Viz=2+/9+vy), r=2—-/(9+y).
1 1

29. y=2—arcsin(2x+1). V: :czisin(2—y)—§.

Millised tilesannetes 30—33 esitatud funktsioonidest on paaris- ja millised paaritud
funktsioonid?
30. f(r) =x —a3cosx. V:paaritu.

31. f(x) = {/(1 —z)' + {/(1 + )", V: paaris.

1
32. f(z)=In T + ooV paaritu. 33. f(z) =log (\/:c2 +1- :E) . V: paaritu.
-z
Millised tilesannetes 34 —40 esitatud funktsioonidest on perioodilised. Leida periood.

34. f(x) = acos(wz) + bsin (wx). V:T:Q—W.
w

35. f(x) =cosx +cos2x +3cos3z. V:T =2n.
36. f(z) = 200‘5% - 3tan§. V: T = 6.

37. f(x)=+/sin2z. V:T=m.

38. f(z) =cosx®  V: mitteperioodiline.

x
39. f(x) =sin (x\/i) . VT =m/2.
40. f(z) =cosy/xz. V: mitteperioodiline.

Skitseerige iilesannetes 41-58 esitatud funktsioonide graafikud.
41. y=|z| — |z — 2| — 2. 42, y=_2z+1+ |z -1 —|z+1].
43. y =sinx + 0.5sin 2x.

_f 2—z|, kul |z| <2,
oy= 0, kui |z| > 2.
45. |z’ + Jy[’ =1, kui p=0.01; 0.5; 1; 2; 100.
46. y = arcsin (sinz), y = arccos (cosx).
47. x =3cos’t, y=2sin’t (t € [0;7/2]).
48. z =acht, y =asht.
49. z=a(t—sint), y=a(l —cost) (t€[0;2n]).
50. p = 3. 51. p=3(1—cosp). 52. p =1+ cosdp.
53. p =4sindp. o4. (x2 + y2)2 = 2a’zy.

2 N2 _ 272 2 : _
55. (¢®+y°)" = a*(a®—y?).  56. min (z,y)=1.

57. m%}ﬁﬂx\ Jyl) = 1. 58. z—|z|=y—yl. V:

)
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Ulesannetes 5994 leida piirvaartus.

on —1 2  (n—1)?° 1
. Vi, 60 lim L Vi,
o3 + 7 3 oo An3 4
(n—2)*—(n+3)° 15
. lim 5. Vi——.
n—co (n — 2)° + (n 4+ 3) 2
. V/nt —4n3 4 6n2 —4n + 2 1
lim .oV ——.
n—oo 3—4n 4
InEf+im—vnd+2n+1 V2
lim Vi ———.
n—oo\/nd +4n + 1+ V/4n® +5n — 1 2
2
lim (n+2)! . Vi L
AT 2= (1))
1+-+=-+. R 9
lim 13 9 31 V: 3
”LHOOl - -
+t 16 +. k o
) n
RILH;O (2 — > n—i—?))' V: 1.
1 1 3 —x
i —_— . V: - .l V:2
i 3 k= V@Rt o % imTT
. Vr—1-2 1 . 1 12
b e A e T

e Bl R

3 4 32 Vita?—2
im (53 ) vin 72 AT 2
xr—00 $2 =+ 1 x—0 xX
2 S+ h— 3 1
i ™ =V i3 o g EERVE .
rz—1 f— 1 h—0 h 3,3/:1:2
. s
1 3/ 9 1 1 Sin (l‘ et *)
lim \/i fod Vel g 6 vy
z—oo /g3 + To — 3x 3 z—m/6 \/3
7 — COS T

m _ 1 m ~1
m 2 (mneN). V: . 78 lim \/5 (m,ne€N). V:
z—1x™ — 1 n z—1 {/5—1

lim (\/x2+9—\/x2—9). V: 0.

liril x( x2+4fx). V: 2, kui z — 400; —o0, kui z — —o0.

T— 00

n
m .

in 3 3
lim Vi (VaTE3-VaTo3). Vid o 82 lim—>. Vi,
¥oo z—0sin 7x 7
e VA VI L A
a—0tan oz’ a a—0 422 8 .
1 1+ si
lim (cot e - ) 86, lim 0Ty L
z—0 sinx r——Z <7T ) 2
5 Tz
2 x
. . z—1 -1
lim (m —z)cotz. V:—L. 88. lim . Vie n
T—T T—00 xT
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ﬁ r—1
. - . 2z -3 2 -1
89. lim (1 +ax)x . V:el. 90. lim . Ve
z—0 z—oo \ 20 + 1
2 3 522 3
9l. lim (‘Tz +7 Vi 92, lim (1+sin §/7) Ve vies,
T—00 \ T° — r—
In (1 h
03. lim LLHOT) @ gy gy, ShBT 3
z—0 Bz z—0sin4x 4

95. Niidata, et 22 + 42t ~ 223 (v — 0) ja 223 + 42t ~ 42 (2 — 00).

Ulesannets 96104 valida arvud p ja ¢ selliselt, et suurused a(z) ja §(z) on
ekvivalentsed, kusjuures [ (z) = px?.

96. a(z) =r/z++/z++v/x (x—0). Vip=1,¢=1/8.
97. a(z)=+/z++/r++vr (r—+00). Vip=1,g=1/2.

98. a(x)=v1-3z—y1-2z (z—0). V:p:—%,q:l.

9. a(x)=v1+2z—V1-2z (x—0). Vip=2,¢g=1.

100. a(z) =tanx —sinz  (x —0). V:ip=1/2, ¢=3.

101. a(z) =vVz+2—z (z—40). Vip=1,¢g=-1/2.

102. a(z) =vVzr+2-2Vx+1+x (zr—+0). Vip=-1/4, q¢q=-3/2.
103. a(z)=eY®* =1 (x—0). Vip=1, ¢=1/2.

104. a(z) =sin(VI+az—1) (x—0). Vip=1/2, ¢=1.

Ulesannetes 105—108 uurida funktsiooni pidevust ja joonistada graafik.
2

< —9 .
105. f(z) = z—3° kui 2 # 33 v, katkev punktis z = 3.
7, kui x = 3.

106. f(x) =[sinz], kus [sinz] on funktsiooni sin z taisosa. V: katkev
punktides z = kr jaz = (2k+ )7 (k€ Z).
107. f(x) =sign(cosx). V:katkev punktides z =n/2+kr (k€ Z).

108. f(z) = % V: katkev punktides z = k (k € Z).

Ulesannetes 109—112 uurida funktsiooni pidevust. Katkevuse korral leida katkevus-
punkti liik.

109. f(z) = { o () k};“;me ¢ZZ? V: teist liiki katkevuspunktid « € Z.
i <
110. f(x):{ |f|’ ﬁil |fi|>—11’ V: pidev kbikjal.

1
111. f(x) = [J . V: esimest liiki katkevuspunktid x = 1/k (k € Z\ {0}) ja teist liiki

katkevuspunkt x = 0.

112. f(z) = L V: teist liiki katkevuspunktid x = kr (k € Z\ {0}) ja esimest liiki
sinx

katkevuspunkt x = 0.
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Ulesannetes 113—114 valida arvud a ja b selliselt, et funktsioon oleks pidev kogu oma
madramispiirkonnas. Skitseerige graafik.
_ asinz +b, kui |z|] < 7/2;
13 f(z) = { 3+, kui |z] > 7/2.
ae® +b, kui |z| <1;
114. f(z) = sinﬂ—;, kui [2] > 1. V:a=1/shl, b= —cthl.

V:a:%w,b:&

A 1 1

115. Leidke —y, kuiy=—, z=1ja Az = — (k= 1;2;3). Uurige, millele 1dheneb
Az T 10%

suurus A—z piirprotsessis Az — 0.

v Ay U _ 1

Az =1, Az=1/10 117 Az z=1, Az=1/100 101’

Ay 1000 . Ay ) 1

— =———, lim —=lm ([-————— | =-1.

Ax z=1, Az=1,/1000 1001° Az—0Ax Az—0 1- (]. —+ AZL’)

1
116. Olgu f(z) = —. Leidke l&htudes tuletise definitsioonist f’(1), f'(2) ja f'(—1).

x
V:—1; -1/4; —1.
117.  Olgu f(x) = +/x. Leidke ldhtudes tuletise definitsioonist f’(1), f’(4)
ja f(9).
V:1/2; 1/4; 1/6.

Léhtudes tuletise definitsioonist, leidke tilesannetes 118120 funktsiooni tuletis.
1

118. y=—. V: —1/2%

119. y = \w/f V:1/(2V/x).
120. y= ¢z V:1/ (3\%?)
3

121. Olgu f(z) = T4 22— 2+ 1. Millistel muutuja x vaartustel: 1) f’(z) = —1;

3
2) f'(x)=0;3) f'(z)=1? V:1)0,-2;2)v2—1, -1 —-+/2;3) —1++/3, -1 /3.
dar+(3 1 |a B

122. Naidake, et — =
deyr+06  (yz40)> |V 0

123. Naidake, et

A | fule) fie(@) | _ | file) fia@)

dz | fa(z)  faa(z) far(@)  faa(w)

Leidke tlesannetes 124 —159 funktsiooni tuletis.
124. y = 32* + 723 4+ 622 — 8z — 11.  V: 1223 + 2122 + 122 — 8.
125. y=(1—a?)/ (22 +2%). V:(z-2) /2%
126. y=3/Yx—4/Va3+7/Va54+9/VaT. V:—1/Vat+3/VaT —5/vVxl2 —7/Vz16,
127. y=2cos(3x+1)—3sin(2x —1). V: —6sin(3z+1) —6cos(2x —1).

. —§in2 :
198. y = eos2r — Yeinds. Vi SMEL O8I
Veos2r  Vsin? 3z

129. y= —~ \ a*

Ly = .V 3

Va2 + z? ( @+ x2))

130. y =sin (cos3 :U) (cos (s1113 )) .

fi1(x) flz(ﬂ?)‘
() fa(x) |
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3

V: —3cos? zsin z cos (sin3 x) cos (cos x) — 3sin? z cos z sin (0053 33) sin (sin3 x) .

iy YTy = VTEE)
. y_x—l—\/l—i—a?Q. . Vitaz

1
132. y = cos®sin® \/z. V: —3 (cos?sin’® \/z) (sinsin® \/z) sin \/z cos ﬁT
x
3 3 3

cos® x —3cos? zsinzsin z3 — 3z2 cos® x cos x
3 .

133. Yy = 3 . .
sinz sin® 23
134. y = cossin® cot® ¥/z.
V: 2 (sin sin? cot® V) (sincot® ¢/z) (cos cot® ¥/x) (cot? ¢/x)
135 Veot® 3z v ( 9 1 1 4 1 1 > Veot® 3z
. y= :

Jeot2 22 4 cos 3z sin 3z + 3cos2zsin2z ) Veot? 2n
136. y = 3°"% —sin® 3% + cos 3”.
V: 357 (cos ) In3 — 3 (sin® 3%) (cos 3%) 3% In3 — (sin 3%) 3 In 3.

aN® (b\? sz\°

137. y:(g) <x> (g) (@>0,b>0).
a a b an® (b\? sz\°

Vi <ln(b)_x+x> (3) (x> (2)
24 (ln In® In* :17)
T (1n In* x) Inz

/1 —sinz sinz lcos?z +4
139 y=In cosz  3cos2x’ v: 6 cosdz

140. y =z (sinlnz +coslnz). V:2cos(lnzx).
cos x + sin (In tan J:)

<
:)l\.’)
=
W
9

138. y=In*Im*In*z. V:

141. y =Intan L coslntanz. V:
2 sinx cos x

Larccot /z + (arccot /) Va f
Vi (14 Vo )
4x arcsin 2z
143. y =+/1—4z2arcsin2z. V:2 - ——.
Y V1 —4z2

144. y = arctan <smx—cosx> . V. 1.
sinx + cosx

142. y = ¢zarccot Hz. V:

1 1
145. y=1In (arcsin 3) .V — . T
vz 3zV Vx® — 1arcsin —
Jx
T+a a T b2 + a?

146. + — arctan — V:

=ln—— . e
= Va2 42 b b (x +a) (22 + b?)

147. y = (chvz? = 1) (shva? —1). 2Ch2\/§227_11 — 1.

1 222 — 2 — 2?1
148. y = arctanva? — 1+ 7 v 22 T
RV 3
xy/ (22— 1)
1

X
S S '/ p———
14+ V1 - a2 2V1 — 22
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149. y = arccot



1 —th?
150. y = arctanth®z. V:3 (th2x) 76@
1+th’z

151. y = arcsin (sha? — cha?).  V: v2zv/ctha? — 1.

/ 1
3 sin
th—
2].
th th— ch
153. y=a*" + 2 .

V: ac*’”{l+‘1*1czlrlzlc—|—glc“C +a 1+x a*lnalnz + 2% "'a®* + a* 2% Inalnz + o® 2% In a.

154. y = (1 + sha) /™)
—cha) /cha sh Din(1 h
Vv (1—|—shac)(1 chz)/cha (1—1n(1+shaz)— (shx — )h121( +s a:))
C

155, (lna:) v (In(nz))zlnz+z —2In’z (Inx)” .
mlna: .’EIH(E xlna:

156. —thz 2 (thx — 1 + thx
\/ 1+thx Ve thx+1 1—thx
1 —th?z
157. y = arctanthz. V:

1+4th2z’
158. y = {/sh(chz)+ch(sh z). V:

152. y=

(shz)ch (cha) + (chx)sh (shz)
5{/(sh (ch 2) + ch (sha))*

159. y = sh®ch®sh a3
V: 1822 (sh (ch3 (sh x3)) ch (ch3 (sh 333)) ch? (sh a:3) sh (sh x3) ch x3) .
dy

Leidke iilesannetes 160—167 ilmutamata funktsiooni tuletis e
T

z2 g2 b’z
160, s —gp =1 Vi
161. 2®+y® =3zy. V: (y — x2) / (y2 - ac) .
162. 100 — y100 = 2242 V: (5020 — ay?) / (504”0 + 2?y) .
ych (zy) +ysh (zy) — 1 +th? (z 4 y)
1 —th?(z+y) — zch (zy) — zsh (zy)
164. 2Y = y” V: (xyy2 y‘”"‘lmln y) / (yl'gc2 — a¥tlyln x) .

165. arctanf =1In\/22 + 92 z +y
166. 3’”—}-43/:‘/ .V (2,/ 3x1n3 y) / (z — 2/zy4Y In4) .
167. Iny/x2+y2 =1+ cosarctang.

z

v (“’”2y2 +yt -z [ (e + y2)3) / (y (22 +y?)° + ady + xy3> '

163. sh (zy) +ch(zy) =th (z+y). V:

d
Leidke tilesannetes 168 —173 parameetriliselt esitatud funktsiooni tuletis d—y
x

— _ 2
168, 4 TTOht Gy 169, L TTOS Ly g
y = asht. y = sin“ t.
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T = cos® i, x = et cost, cost +sint
170. { y = sin? . V: —tang. 171. y = etsint ot —sint’
179 z= (14 cosyp)cosp, -, (1+cosp)(l—2cosyp)

y=(l+cosp)sinp. ~°  (2cosp+1)sing

173. { \/7\[ V: Wl\[
=i iy

arcsin x

Vi-a2
Ulesannetes 175192 leidke soovitud tuletis.

175. y=(2z+1)3°. y” =? V: (2(In®3) 2+ 6In*3 +In”3) 37.

176. y=a2V1—22. " =7 V: (922 — 2 — 62*) / ((#* — 1) m) .

177, y =@t " =2 V: (362 + 20 + 82 + 2422) = +D”,

V. 2 (arccot x + (arccot ) z? — x)

174. Niidake, et funktsioon y = rahuldab seost (1 —2?)y —xy = 1.

178. y = (1+2?)arccotz. y’ =

1+ 22
in (1
179. y =z (sinlnx 4+ coslnz). y" =7 V: —2w_
180 y=f(a%). y" =2 V2SS (@) +54a°]" (%) + 6/ a?)
181. y=f(g(x). y" =2

’(‘)) +3_f”( (x)) g (x)g" () + [ (9 () g (x) .

d?
182, 23 + 3% — day = 0. d—xg =7 V: (6z +6yy'y —8y)/ (4z — 3y?).
d?
183. Iny/z?2 +y? = arctan 2. d—z =? Vi2(2*+y?) /(x — ).
x x
d*y
184. = si .o— =7
y =sin(x + y) Ip2

V: (sin(z +y))/ (-1 +3cos (z + y) — 3cos? (z + y) + cos® (z +y)) .

185. y=2x+7. ym =7

Vi (=)™ 3n — A1 (2/3)" (22 + 7)1 P/3 =

=(=D)"'2.5.8-11--- (3n—4) (2/3)" 2z + )3 (n>2).

186. y =sin? (3z). y3®) =7 4@t =7

V:0.5(=1)"1 627 cos (62) (n>1). 0.5(=1)" 62" 1sin (6z) (n >0).

187. y = a+o y™ =2 V: (=1)"" nlen1 (ad — cb) (cax+d)" .
cr+d

188. y=(z—1)%e". ym =2 V: ((x —1)’+2n(z—1)+n(n— 1)) ev

y(100) =2

189. y = a3sinz.
V: —z3sinz + 100 - 3x cosx + 100 -99 - 3xsinx 4 100 - 99 - 98 (— cos x) .

100, | ¥ =acost, Py o, o, b
y=>bsint.  dr2 ' g2sin®t
pmr1, @y, | 2
y=1t3—-2t. 4z 43
192. x = e¥cosp, @ _o ) 2e™% .
y = e®sing. dz? " (1 —2cospsinp) (cosp — sin p)
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Ulesannetes 193-198 toestage vorratus.
193. e*>1+z (x>0). 194, z>In(l14+2z) (x>0).
3

195. sinz <z (z>0). 196. sinsc>a:—% (x> 0).

2
197. cho =1+ 5. 198 2zarctanz > In(1+2%) (5 >2>0).

Ulesannetes 199 204 leidke néidatud jirku direntsiaal.

199. y= yz. dy=? V:1/ (3\3/1:2) dz.

200. y==xcosz? dy=? V: (cos 22 — 222 sin xg) dx.

201. y=sinz®. d%y=? V: (-9 (sinz?®)a* 46 (cosz®) z) (dz)*.
2

202. y==xlnz. diy=? V: e (dz)* .

203, y— T3z, dy—? Vi__2nZ 3"
274/ (1 —3z)* "
no1 a"™(n—1)!
(ax +b)"
Ulesannetes 205211 leidke ligikaudu, kasutades diferentsiaali.

37
205. Y0.97. V:0.994.  206. In3. V:1+ > ~1.1036.

e
/ 76 2 76
207. W/1100. V:29¥/14+ — =2+ — . —— ~2.0148.
+ 1024 + 10 1024

s ™ V3 o1 T
208. 29°. . <777 ziff(—i)%. 4 .
08. cos?29 V: cos 6~ 180 5 5 180 0.87475

209. arctanl1.03. V:0.8004. 210. arcsin0.54. V:0.5698.
3.97 +9

204. y=In(ax+0b). d*y=7 V:(-1) (dx)"™ .

2114/ ————. V:1.68009.
3.972 -7
Ulesannetes 212213 leidke punktis A joonele tommatud puutuja ja normaali vérrandid.
V3 T
7r T V3 y=v+—o — 5
212, y=sin(2+3), A 550V 2 12
Yy = sin x+6, (12,2> A% _@4_1
YT Tt

3
= y:?)ﬂ**xa
213. {m_?s??Sf’ A(zx/é;?’\f) \ - 4y
y = 3sint. y:_6ﬂ+§x

214. Millise nurga all 1ikuvad jooned y = sinx ja y = cosz? V: arctan 2v/2.

215. Leida joone y = xInz normaali, mis on paralleelne sirgega y = x — 7, vorrand.
Viy+2e?2=2—-ec2

216. Leida tsiikloidile { * _ a(t —sint), parameetri vidrtusele t = /3 vastavas
y=a(l—cost)

punktis tommatud puutuja vorrand. V:y — g =3 (»T —a g - ?)) :

217. Naidake, et vorranditega y = f(x) jay = f(x)sinax esitatud jooned, kus f(z) > 0
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on diferentseeruv funktsioon, puudutavad teineteist nende joonte iihistes punktides .

_ 3
218. Naidake, et astroidi { r= aC(.)Sgt’

y=asin’t
a

219. Naidake, et paraboolid

puutujaloik koordinaattelgede vahel on pikkusega

v’ =4da(a—z) (a>0) ja y*=4b(b+z) (b>0)

loikuvad taisnurga all.

220. Néidake, et joone y = a” (a > 0) puutujaalune 16ik on konstantse pikkusega. V:
1/Ilna.

221. Naidake, et vorrandiga

 ]z]*, kuix #£0
vy= 1, kuiz=0

antud joon puudutab y-telge punktis A(0;1).

222. Niidake, et logaritmilise spiraali p = aexp (m¢p) (a > 0, m —konstandid) puutuja
moodustab puutepunkti raadiusvektoriga konstantse nurga. V: arctan (1/m).

223. Leidke funktsiooni f(x) = z* + 2% — 2 jaoks a = 1 korral teist jiarku Taylori
valem. Leitud Taylori poliinoomi abil arvutage ligikaudu f(1.12). Hinnake leitud valemi
jédkliikme abil absoluutset viga. V: 6 (z — 1) +7(z —1)> +4 (146 (z — 1)) (x — 1)°.
.8208. .0078.

Ulesannetes 224228 leida antud funktsiooni korral néutud jarku Maclaurini valem.
Arvutada saadud Maclaurini poliinoomi abil funktsiooni ligikaudne vaartus. Hinnake
vastava jadklitkme abil viga.

224. f(z)=a3—22+1, n=0;1;2. f(0.05).
3(6z)* — 2 (6oz)

V:f(z)=1+ T z (0<6<1), 1,
3(0.0560)2 — 2 (0.050
0 < 3(0:0560) 1 (0.0500) 05 < 5. 1073
6012 — 2
f(a:):1+%x2 0<6; <1), 1,
66010.05 — 2
—25%x 1073 < 1T0‘052 < -2.125x 1073;
flz)=1—22+23 .99763, 0.
in (0
225. f(x) = sinz, n =1;2;3. sin0.2. V:sinx =z — st(' x)x27 0.2, 0.02;
sinz = 2 — Coss(f’x)x% 0.2, 1.4x1073;
3 o 2]
sing = & — % Smi' P h 0.19867, T.x 10-5.
226. f(x)=cosz, n=1;23. cos0.l.
0
V:icosz=1-— cos2(' m)x2, 1, 5.x1073;
2 - 9
cosx =1-— % + smg(' I)x37 0.995, 1.7x107%
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2
x cos (0x) ”

-6
COS:L’—l—g-i- 1 , 0995, 4.17x107°.

27 fr)=VT+z, n=12 V05

V: \4/1—1-33—1—1———— 0.99, 1.7 x107%
4 .
1+ 6x)

. x  3a? -6
\/1—|—$=1+Z 3724‘@ , 0.98985, 4.0x107°;
(\4/(1+0 )

228. f(x)=In(1+x), =1;2. Inl.11.
Vzln(1+x)=x—x72, 0.11, 6.1 x 1073;
(1+ 6z)
IEQ {ZZ3
n(l+z)=0——4+ ———, 0.10395, 4.5x 107

2 3(1+6z)°
229. Leidke funktsiooni y = tanz korral neljandat jarku Maclaurini valem. Hinnake
seose tanz ~ x —|— x3/3 viga |z| < 0.2 korral.

V:tanz =z + ? + = ] (16 + 136 tan? (0z) + 240 tan* (6z) + 120 tan® (Az)) z°
|2|<0.2 0.2 0.2
ltan (6z)] | < Sn0-2 <0.21 =

~ cos02 T 1-0.22/2 —
|¢\<02 16 + 136 x 0.212 + 240 x 0.21% 4 120 x 0.216
51
Ulesannetes 230—232 leidke funktsiooni range monotoonsuse piirkonnad.
230. y=3—x—a% V:(—00;—-1/2), (—1/2;+00).
231. y=ux +sinz. V:rangelt kasvav hulgal (—o0, +00).

232. y=2?—Inz. V:(0;1/v2), (1/V2;+c0).

Ulesannetes 233237 leidke funktsiooni lokaalsed ekstreemumid.

0.215 < 7.7 x 1075,

R4 (x)

233. Y= 'T4 - 2:172' V: Tlok. max = 07 T1.lok. min = _17 T2.lok. min = 1.
234. y=2"/5—6x3+8lz. V:Eiole.
235. Yy= ate”. V: Llok. min = 07 Tlok. max = —4.

236. y=e "sinx.
V: Ziok. max = iﬂ' + 2km (k S Z) , Llok. min — i?‘( + (Qk + 1)71’ (k? S Z) .
237. y=+zrlnz. V:Zp min =€ 2
Ulesannetes 238 —242 leidke funktsiooni vihim ja suurim vaartus 16igul.
238. y=at-222 [-2;1]. Viymin =y (=1) =y (1) = =1, Ymax = y(—2) = 8.
239. y=xz+2cosx [~2;3]. V:ymin =y (—2) = —2.8323, ymax = y(7/6) = 2.2556.
240. y=xz —Incosz [-1.5;1.5].
Vi Ymin =y(—7/4) = —7w/4 —Incos (—7/4) =~ —. 43882,
Ymax = y¥(1.5) = 1.5 — Incos 1.5 = 4. 1488.
241. y=e Tsinx [2;7].
V: Yin = y(57/4) = —e=2™/*//2 = —1.3932 x 1072,
Ymax = ¥(2) = e 2sin2 ~ 0. 123 06.
242. y=-e%cosbr [0;3].  V:ymin = y(3) = e cos 15 ~ —15.259,

4
Ymax = y(?7T + %arctan é) ~ 12.593.
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Ulesannetes 243246 leida funktsiooni graafiku kumerus- ja nogususpiirkonnad ning
kadnupunktid.
243. y=2%/6 —2%. V: Xn=(-1;1), Xy = (—00;1)U (1;400), 1 = —1, 29 = 1.
244. y = 2%/4 +cosz X = [-2;2]. V: Xn : (—7/3;7/3), Xy : (=2;—-7/3)U
(7/3;2), x1=-7/3, 2o =m/3.
245. y=+1+z2. V: X, =R, kidanupunkte ei ole.
246. y=zIn (22 +2). V: Xn=(—00;0), Xy=(0;400), x1=0.

Ulesannetes 247251 uurige funktsiooni. Saadud andmete pohjal joonestage funkt-
siooni graafik.
|| _
247. y=a> —3x. 248. y= . 249, y=uze "

4 — 22

250. y=z—1n (acQ + 1) . 1.251. y =2 —2arctanz.
Ulesannetes 252261 leidke piirviartus, kasutades L'Hospitali reeglit.

o Cor—t 1
952. lim (tanz)™ 2. V:1. 253. lim— o Vi,
I — z—0 J}S 3
Inch 14+2)*—1
054, lim 2N vioo 255 pm GFH Lo
x—0 €T x—0 632 ﬂ
1 tanx 1 Z
256. lim ( - ) . Vo1, 257, lim ( ) . V. —1.
z—0+ \ sinz z—1\ Inxz
Yrang — 1 1 z
258,  lim ~— Vi, 259, lim———— Vi
rz—mw/42sin“x — 1 3 z—llne —x+1
. 1/372
1
260. lim (tanz)™?*. V:>. 261. lim (smm Vi e~ 1/6,
z—m/4 e z—0 x

262. Naidake, et astmefunktsioon z® (« > 0) on piirprotsessis  — +oo korgemat jarku
lopmata suur suurus vorreldes logaritmfunktsiooniga In x.
Ulesannetes 263267 leidke iteratsioonimeetodil antud 16igus paiknev vorrandi la-
hend nelja oige tiivekohaga.
263. x+Ilnx=2 [1;2]. V:1.557.
264. 14+x+e"=0, [-2—1]. V:—1.279.
265. zcoszx =1, [-2.1;-2]. V:—-2.074.
266. sinxz +Ilnxz =0, [0.5;0.6]. V:0.5787.
267. x* —323 +222 -3x+1=0. [0;1]. V:0.3820.
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2. Uhe muutuja funktsiooni integraalarvutus

2.1. Miairamata integraal

Jérgnevalt uurime probleemi leida funktsioon, kui on teada selle funktsiooni tuletis.
Definitsioon 1. Oeldakse, et funktsioon F(x) on funktsiooni f(z) algfunktsioon

hulgal X, kui iga € X korral
dF(x)
= = 1),

Niide 1. Funktsioon (sin2x) /2 on funktsiooni cos2x algfunktsioon reaalarvude
hulgal R, sest

((sin2z) /2)" = cos 2z
iga = € R korral. O
Naide 2. Funktsioon /7 on funktsiooni 1/ (3@) algfunktsioon nullist erinevate
reaalarvude hulgal R\ {0}, sest

(Vo) =1/ (3V22)

iga nullist erineva z € R korral. O
Kui Fi(x) ja Fo(x) on funktsiooni f(z) algfunktsioonid hulgal X, siis

(Fi(z) = Fy(w))’ = Fi(2) = Fy(a) = f(x) — f(z) = 0

hulgal X. Tingimusest
(Fi(z) = By(2)) =0 (2 € X)

jareldub, et
Fl(.’ﬂ)fFQ(fE):C (I'GX),

st funktsiooni f(z) algfunktsioonid erinevad iiksteisest hulgal X iilimalt konstantse liide-
tava C' vorra. Seega, teades funktsiooni f(z) iiht algfunktsiooni F'(x), véime funktsiooni
f(z) iga algfunktsiooni avaldada kujul F'(z) + C.

Definitsioon 2. Avaldist kujul F(x) + C, kus F(x) on funktsiooni f(x) mingi
algfunktsioon ja C' on suvaline konstant (integreerimiskonstant), nimetatakse funktsiooni
f(x) madramata integraaliks ja tahistatakse

[ f@yd.

[tz = +c. (2.11)

Kui funktsioonil f(z) leidub hulgal X algfunktsioon, siis Geldakse, et funktsioonil
f(z) eksisteerib méaramata integraal (hulgal X).
Leiame funktsiooni f(z) méiramata integraalist [ f(x)dz diferentsiaali:

st

d (/f(x) dm) = (/f(x) dx)ldx = (F(z)+ C) dx = f(x)dx.
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Kui médramata integraali all olev avaldis on mingi funktsiooni F(z) diferentsiaal, st
dF(z) = f(2)dz,

siis asendades seoses (2.1.1) f(x) = F’(x), voime kirjutada

/ F)do = / dF(z) = F(z)+ C.

Formuleerime saadud tulemused.
Lause 1. Peavad paika seosed

d (/f(a:) dx> — f(x)da

/ dF(z) = F(z) + C.

Maéaadramata integraalil on lineaarsuse omadus.
Lause 2. Kui eksisteerivad mééramata integraalid [ f(z)dz ja [g(z)dz,
siis suvaliste konstantide a ja 3 korral eksisteerib ka integraal [ (af(z)+ Bg(z )) x,

kusjuures
J /(af(w) + By(x)) dw = a/f(w) dx +6/g(w) da

Toestus. Olgu [ f(z)dx = F(z) + C1 ja [g(z)dx = G(z) + Cs. Seejuures
F'(z) = f(z) ja G'(x) = g(z). Naitame, et funktsiooni af(z) + Bg(x) itheks algfunkt-
siooniks on aF'(x) + SG(x). Toesti,

ja

F'(x) + BG'(z) = af(z) + By(x),

lineaarsuse omadust

(F(z) + BG()) = [

kasutame tuletise } _

st eksisteerib midramata integraal funktsioonist «f (x) 4+ Bg(x), ja

/ (af(z) + Bg(x)) dz = aF (z) + AG(x) + Cs =

—a( [ f@)ds =€)+ B( [ gla) da - Co) + Ca =
—a/f dx+5/ )da + Cs — aCl — BCy =

_ [ Su.vahs.te konstantld? lineaar- ] N / f(z)dz + ﬂ/g(x) dx

kombinatsioon on suvaline konstant

Naide 3. Kasutades madramata integraali lineaarsust, leiame, et

323 —7 22%e® — 5 7 5
/x vt sate dx:/(3x\5/5—x+2696—x2>dx:

x2

136



d
:3/x6/5dx—7/—x+2/e””dac—5/x*2dx:
T
—1

211/5

=315

—71n|x|+2em—5fv_—1+0:
15 5
:ﬁx2€f—7ln|x|+2ew+;+0. &

2.2. Maiaramata integraalide tabel

Punktis 1.12 leidsime pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised. Kasutame seal
saadud tulemusi méaramata integraalide pohitabeli koostamiseks. Valemi 5 korral naitame
taiendavalt, et

(n |z])’ dln |z| d || 1 i 1 |z 1

n = = .gigng = — - — = =,

v d|z| dx || & lz] = =z

1. [0dz=C 2. [ldz=2+C

3. [e"dz=e"+C 4.fa“”dx=1a +C (a>0ANa#1)
d ax(x-&-l )

5. f—len|x|+C 6. [2*dx = a+1—|—C, kui o 7 —1,
r In|z|+C, kuia=-1.

7. [coszdr =sinz+ C 8. [sinzdx = —cosz +C
dzx dz

9. fcost =tanx + C 10. fsian——cotx+C’

=arcsinz +C 12. = —arccosx + C

x
11. | ———
J V1—22

dz dx
].3 f W = arctanx"‘ C 14 f 1—"_7 = —arccotx + C
15. [chadx =shz+C 16. [shaxdzr =chz+C
d d
17 [ —— =the+C 18. [0 = —ctha +C
ch shg
T b
19. [ —— =arshz +C 20. [ ——= = archz +C
f\/xfl—i—l f\/x;—l
T T
(z € (=1;1)) (z € R\ [-1;1])

2.3. Muutujate vahetus maaramata integraalis

Eksisteerigu maaramata integraal funktsioonist f(z), kusjuures funktsiooni f(x) iiheks
algfunktsiooniks on F(x), st

Fl(z) = f(x) (z€X)
ja
/f(l’)d:IZ:F(ZL')+C.
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Olgu funktsioon z = ¢(t) rangelt monotoonne hulgal T, kusjuures o(T) = X
ja ©(t) € D(T). Antud tingimustel eksisteerib hulgal X funktsiooni z = ¢(t) poord-
funktsioon ¢t = ¢~ !(z). Et

dF(p(t)) _ dF(e(t)) de(t)

dt de(t)  dt = F'(p()¢'(t) = fle)¢' (),

siis funktsioon F(¢(t)) on funktsiooni f(p(t))¢’(t) algfunktsioon ja

/ e F(p(t)) + C = F(x) + C = / f(z) da

Seega kehtib jargmine vaide.
Lause 1 (muutujate vahetus madaramata integraalis). Kui funktsioon x = ¢(t) on
rangelt monotoonne hulgal T, kusjuures o(T) = X ja ¢(t) € D(T), siis

/ f() de = / () (1) dt. (23.1)

Jareldus 1. Lause 1 eeldustel peab paika algoritm

[f@do=F@)+C= [ fe@do@) = Fle@) + 0, @232)

mis kannab diferentsiaali mdargi alla viimise vétte nime.
Toestuseks piisab seoses

/ F(®)g! () dt = F(g(t)) + C

muutuja t asendamisest muutujaga . U

Tavaliselt kasutatakse diferentsiaali méargi alla viimise votet lihtsa muutujate va-
hetuse lithemaks kirjapanekuks maaramata integraali leidmisel. Naidete 1-3 korral on
ilesanne lahendatud kahel viisil, esiteks, kasutades muutujate vahetust (Lauset 1) ja
teiseks, kasutades diferentsiaali mérgi alla viimise votet (Jéreldust 1).

Naide 1. Leiame méadramata integraali, kasutades Lauset 1

ar+b=t=p 1(z)
(az +b)" dx =N x=(t=0b)/a=pt) | = [t (1/a) dt =
/ " () =1/a /

_ 1 o teostame muutujate _ (az +b)"" LC
a(y + 1) tagasivahetuse t = ax + b a(y+1)
Jarelduse 1 abil saame
y+1 pyYHt
/ Tdp I +C:>/az+b) d(az+p) =T WD
y+1 v+1
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jaet de = (1/a)d(ax +b) , siis

+1
g 7t L g _ (az+ 0"
/(ax—i—b) dx o a/(ax+b) d(ax +b) = OESY + ;.
Kontrollime:
!
(az + b)) v+1 . 5
WD) o) =2 (aw+b) a=(ax+b).
< a9 Tapyp el eslertb) ¢
Naide 2. Leiame integraali
/ z3dx
Vet +1

Et kolmanda juure all oleva avaldise tuletis on 423 ja murru lugeja on z3, siis valime

muutujate vahetuse seosega t = v/xt +1:

2?de [ t=Vat+1=¢Y2), |_
et 11 2t =13 — 1, 423dx = 3t3dt

3124 3t 3¢2 3¢/ (x4 +1)°

4t
Teisalt,
x3dx 4 1/3
— = 1 d(z* +1) =
[ v ety
2/3
1 (a*+1) 3a/ 4. 2
== i 1
1 273 +C S (x4 4+1)"+C
Kontrollime:

33/ 4 2 " 32 ~1/3 4 3
23 1 =2.Z. 1 A=
(8 (x4 +1) +C> 53 (z*+1) x T O

Naide 3. Leiame integraali

cosz dx
Vsin® 2
Et (sinz)" = cosz ja lugejas on vaba tegur cosz, siis muutujate vahetus sinz = t
peaks muutma integreeritava avaldise lihtsamaks:
coszdr [ sinz=t=¢ '(z), ] [ dt
Vsin® coszdx = dt ) s
67, T o=
:/t* / dt:m—i—C:?\/smx—}—C.
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Teisalt,

(sin z)_6/7 dsinz = 7Vsinx + C. &

cosrdr / dsinz
Vsin® 2 Vsin® z
Naidete 4 -7 korral kasutame diferentsiaali mérgi alla viimise votet.

Naiide 4. Leiame integraali

(arctan z)® dx 3
/7daz = |d (arctanz) = = /(arctan x)” d (arctanx) =

1+ 22 1+ 22

(arctan z)*

=0 +C 0

Naide 5. Leiame integraali

/(arcsinj)xm B [d (aresinz) = \/%} -

d Si
— / M = In|arcsinz| + C. ¢
arcsin z

Naide 6. Leiame integraali

dz _ B r dx B
/—x (o) (mlna) {d(lnlnx) = (lnlnz) dr = (lnx)x} =
= /M =Iln|lnlnz|+ C. &
Inlnz

Naide 7. Leiame integraali

dx
cos2xy/1 + tanz

{d(l +tanz) = COCZA =

:/(1+tan:ﬂ)71/2d(1+tanx):2\/1+tanx+C’. &
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2.4. Ositi integreerimine miiramata integraalis
Olgu u(z) ja v(x) diferentseeruvad funktsioonid hulgal X. Kuna
(uv) = u'v + w,
siis
wv' = (w) —u'v.

Eeldusel, et eksisteerib f uv'dr, on voimalik votta viimase seose molemast poolest
madramata integraal. Et

/(uv)/ dx =uv + C,

siis eksisteerib ka [w/vdz ja saame tulemuseks

/uv’ dx = uv — /u'vd:z:7 (2.4.1)

kusjuures suvalise konstandi C' votame kokku teise liidetavaga, st kahe suvalise kons-
tandi summa on suvaline konstant. Kuna dv = v’ dz ja du = v’ dz, siis seos (2.4.1) on

esitatav kujul
/udv = uv—/vdu. (2.4.2)

Lause 1 (ositi integreerimise valem). Kui u(z) ja v(z) on diferentseeruvad funktsioo-
nid hulgal X ja eksisteerib maaramata integraal f uv’dz, siis eksisteerib ka maaramata
integraal [ w'vdz, kusjuures paika peab seos (2.4.2).

Médramata integraali [ f(z) dz leidmisel ositi integreerimise abil iritatakse suurust
f(x) dz lahutada korrutiseks uv’ da ehk udv nii, et ositi integreerimisel saadav integraal
J wvdz ehk [ vdu oleks voimalikult lihtne. Seega tuleb ositi integreerimise valemi (2.4.2)
rakendamisel valida tegurid u ja dv nii, et

1° funktsiooni u tuletis u’ oleks lihtsam kui funktsioon u ise;

2° funktsioon v oleks diferentsiaali dv pohjal lihtsalt leitav.

Néiide 1. Leiame ositi integreerimise valemi (2.4.2) abil integraali [ ze®dz.
Etz' =1 ja (e”)/ = e”, siis tingimuse 1° pohjal oleks otstarbekas valida u = z ja
dv = e*dx ning sellise valiku korral on ka tingimust 2° arvestatud, sest

dv=¢€e"dx = v=_¢".

NB! Seose (2.4.2) parema poole leidmisel arvestame, et kahe suvalise konstandi summa
on jélle suvaline konstant, ja lisame suvalise konstandi C' alles integraali [ v du leidmisel.
Seega

/xewdaz: U=z du = dx :xew—/ewd$:$€$—€$+0. o
dv=¢c%dx : wv=¢€"
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Kui me oleks Néites 1 valinud tegurid teisiti, siis oleks peale ositi integreerimise
esimest sammu saanud esialgsest keerukama integraali, nimelt

) 5 dz.
dv=axdxr : wv=ua%/2

: 2 x 2
= u=-e" T du = e*dx e’ ree”
xetdr = = - 5

Néiide 2. Leiame ositi integreerides integraali [ 23 Inz de.

Et (x3)/ = 322 ja (Inz)" = 1/z, siis funktsiooni In z tuletis on lihtsam kui funktsioon
ise ning tingimuse 1° pohjal oleks otstarbekas valida u = Inz ja dv = 23dx ning sellise
valiku korral on ka tingimust 2° arvestatud, sest

4
dv = 23dz = v:%.

Seega
. d
5 u=lnz | du=2 z*lnz r3dx
/x Inxdr = x = — / -
3 : 4 4 4
dv=zx%dzx @ v=2z"/4
rtlnz 2t
= -—+C.
4 16 + ¢
Néide 3. Leiame ositi integreerides integraali [ arctan z dz.
Et )
(arctan :C)/ = m, 1/ = 0,

siis funktsiooni arctan z tuletis on lihtsam kui funktsioon ise ning tingimuse 1° pohjal

oleks otstarbekas valida u = arctan z ja dv = dz ning sellise valiku korral on ka tingimust
2¢ arvestatud, sest

dv=dx = v=ux.

Jarelikult,
. dx
uw=arctanz : du= — rdx
/arctanxdx: 1+ :xarctanx—/i—
) 1+ 22
dv = dx : v=u

1 [d(1+ 22 1
= garctanxr — — Q:xarctan:cffln’1+x2|+0:
2 1+ 22 2

=garctanr —In\/1+22+C. &

Naide 4. Leiame ositi integreerides integraali f arcsin x dx.
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Et

(arcsinz) = 1/y/1 — 22,

siis funktsiooni arcsin x tuletis on lihtsam kui funktsioon ise ning tingimuse 1° pohjal on
otstarbekas valida u = arcsinx ja dv = dx ning sellise valiku korral on ka tingimust 2°
arvestatud, sest

dv=dr = v=ux.

Seega
. Ly dx p
u=arcsine : du=-—
/arcsinxdm: V1—a? :xarcsinxf/i:
. V1— 22
dv =dx : v=2
1 _
:xarcsinx+§/(l—x2) 1/2d(1—x2):xarcsinx+\/1—m2+C. &
Néide 5. Leiame ositi integreerides integraali [e”sinzdz. Et (egg)/ = €” ja
(sinz) = cosz, siis kummagi funktsiooni tuletis ei ole lihtsam kui funktsioon ise.

Molema funktsiooni algfunktsioon on lihtsalt leitav. Saame

. u=e* © o du = e%dx
/emsmajdaz: = —€e"cosz+ [ €*cosz =
dv=sinxdr : v=—cosx

| saadud integraal ei ole lihtsam kui lahteintegraal, |
o rakendame veel kord ositi integreerimist o

T . T
u=-ce o du=e¢e"dx . .
= = —e‘”cosx—i—e"”smx—/ew51nxdx.
dv=cosxzdxr : wv=sinz

Vottes sellest vorduste ahelast esimese ja viimase liili, saame seose
/e‘"” sinzdr = —e®cosx + e’ sinw — /er sinz dx,
millest leiame, et

/e”sinxdm:%(sinx—cosx)—i—C. &

Lause 2 (dldistatud ositi integreerimise valem). Kui u(x) ja v(z) on n korda
diferentseeruvad hulgal X ja eksisteerib mééramata integraal [ w(Mdz, siis eksisteerib
ka médramata integraal [ vu™ dz, kusjuures kehtib seos

/uv(")d;ﬂ = w2 4 — (1) Dy (=) [ u™Mode.
(2.4.3)
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Toestus. Antud vaide jareldub seoste ahelast

/uv(") dr = w1 — /u'v("_l)dx,
/u v dg = /o) — /u”v("*z) dx,
/u 2 dp = /v — /u’“v("*‘g) dx,

/ (n—2) //dx:u(n—Q)U/_/un 1) /d$
/u(”—l)v' dr = v Dy — /u(")v dzx. O

Néide 6. Leiame iildistatud ositi integreerimise valemi abil integraali [ e” sinxz dz.
Juhul n = 2 saame valemile (2.4.3) kuju

/uv”dm =uv —u'v+ /u”vdm. (2.4.4)

1" . . . .
Et (e*)" = e?, siis valiku u = sinz ja v = e korral

/ " sin zdz — / (sinz) ()" da = [ V;;ﬁid?;&) ] _
— (sinz) (") — (sine)’ (%) + / (sinz)” (%) do =
— (sinz) (¢¥) — (cosa) (¢*) +/(fsinx) (e") da =
— (sin — cos) " — / ¢" sin dz.

Avaldame meid huvitava tulemuse

xT
/e’”sinxdx:%(sinx—cosx)—i—C. &

Naide 7. Leiame iildistatud ositi integreerimise valemi abil integraali [ 2® cosz dx.

8 " . . .
Et 2% (cos :v)( ) = 28 cos x, siis valime selles valemis n = 8, u = 2% ja v = cosz. Selle
tulemusena saame

/xg cosxdr = / (xs)(o) (cosz)® dz = 2% (cos2)™ — (%) (cosz)'® +
+ (:US)H (cos ;E)(5) — (xS)W (cos m)(4) + (xs)(4) (cos x)'" - (;US)(S) (cos x)” +
+ (x8)(6) (cos q:)/ — (:Bs)m (cos x)(o) + / (338)(8) (cos x)(o) dx =

= 28sing + 827 cosz — 562°% sin x — 3362° cos + 1680z* sin T+
467202 cos z — 2016022 sin & — 40320z cos z + 40320 sinx + C. o
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2.5. Poliinoomi teguriteks lahutamine
Olgu
Po(2) = apz" +a12" ... Fan_12x +a,

n-astme poliinoom, kusjuures suurused ar (0 < k < n) on konstandid ja ag # 0.
Vastavalt algebra pohiteoreemile on poliilnoomil P, (z) kompleksarvude hulgal tépselt n

nullkohta, arvestades nullkohtade kordsust. Kui neiks nullkohtadeks on z1, zs, ... ,z,,
vastavalt kordsustega ki, ko, ... , k., siis poliinoom P, (z) avaldub kujul
Po(z) = ag(z — 1) (@ —22)™ -+ (2 — 2,)", (2.5.1)

kusjuures k1 + ko + ... + k. = n.

Niide 1. Esitame poliinoomi 2% — 323 4+ 22 + 3z — 2 kujul (2.5.1).

Et selle poliinoomi kordajad on tédisarvud ja maksimaalse astme kordaja on tiks,
siis juhul, kui sel poliinoomil on taisarvulisi nullkohti, on need poliinoomi vabaliikme
tegureiks. Seega selle poliinoomi taisarvuliste nullkohtadena tulevad kone alla +1 ja £2.
Leiame, et Py(1) = 0, st voime valida x; = 1. Leiame Horneri skeemi abil poliinoomi
x* — 323 + 22 + 3z — 2 jagatise poliinoomiga x — 1 :

=3 1 3| -2
171 -2|-1{2| 07

st
(z* =32 +2°+32-2): (z— 1) =2 - 22" —z + 2.

Jagatisena saadud poliinoomi vaartus kohal 1 on samuti null. Kasutame veel kord
Horneri skeemi:

11 -2]-1|2
1j1|-1]-2]07

st 1 on vahemalt kahekordne poliinoomi Py(x) nullkoht ja
(2 —22°—2+2): (z—1) =2 -z —2.
Ulejisnud nullkohtade leidmiseks lahendame ruutvorrandi
2 —xz—-2=0,
saades, et o = —1 ja x3 = 2. Seega k1 = 2, ke = k3 =1 ja

=3t 42?43 -2=(x-1)°(z+1)(z —2). O

Piirdume jérgnevalt reaalsete kordajatega poliinoomi P, (z) tegureiks lahutamisega,
S.0
ar € R (0 <k <n).
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Olgu v = « + i polinoomi P,(z) kompleksarvuline nullkoht. Seega, P,(y) = 0.
Kasitleme viimast seost kui kahe kompleksarvu vordumise tingimust. Kui aga kaks
kompleksarvu on vordsed, on vordsed ka nende kaaskompleksarvud:

P,(y) =0.

Arvestades, et kompleksarvude summa kaaskompleksarv on liidetavate kaaskompleks-
arvude summa, kompleksarvude korrutise kaaskompleksarv on tegurite kaaskompleks-
arvude korrutis ja kompleksarvu astme kaaskompleksarv on kaaskompleksarvu aste,
saame, et
P(7) =0,

st koos nullkohaga a + i on reaalsete kordajatega poliinoomi nullkohaks ka kaaskomp-
leksarv o — i8. Osutub (tOestage), et reaalsete kordajatega poliinoomi P, (x) korral
langevad kokku nullkohtade « + i3 ja a — i3 kordsused. Et korrutis

(z —(a+if)) (z — (a—if)) =
=2’ —(a—if+a+if)z+a®+ 3% =
=22 20+ 2+ =2 +pr+gq

on reaalsete kordajatega poliinoom, st p,q € R, siis poliinoomi P, (x) esitus (2.5.1) on
viidav kujule

! L
Po(x)=ag(z—a)™ - (@ —2)" (22 +piz+aq) (@ rpata)”, (252)

kus 1, ... ,z, on poliinoomi P, (z) reaalarvulised nullkohad vastavalt kordsustega k1, . ..

ja kompleksarvulistele nullkohtadele, tadpsemini erinevatele kaaskompleks-arvuliste nul-
lkohtade paaridele kordsusega [; vastavad tegurid (a:2 + pix + qi)li , kusjuures k1 + ...+
kp+2(lLi+...+10)=n.

Néide 2. Esitame poliinoomi z# + 1 kujul (2.5.2).

Selle poliinoomi nullkohtadeks on juure v/—1 erinevad viirtused

V2 V2 V2 | V2

=y i mE iy
Ve VR VR A2
xr3 = 2 7,2,.174 2 Z27

kusjuures Ty = x1 ja T3 = z2. Leiame, et

V2 V2 V2 V2 >
(x—xl)(x—x4):<x—2—z2> (x—2+ 2>:x — V241
ja
(xxg)(:cxg)(x ?z?) (m §+ \2[>z2+:17\/§+1
ning
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Sk(x)

P,(z)’

2.6. Ratsionaalfunktsiooni osamurdudeks lahutamine
Olgu @, (z)/ P, (x) ratsionaalfunktsioon, kusjuures Q,,(z) on m-astme ja P,(z) on
Ryn (z) +

n-astme poliinoom ning m < n, st tegemist on lihtmurruga. Liigmurru, st (m > n) kor-
ral tuleb esiteks eraldada tdisosa. Selleks tuleb poliinoomi @,, (z) jagada poliinoomiga

Py(x)
kusjuures Si(z) (k < n) on poliinoomide jagamisel tekkiv jadk ja Si(x)/Py,(z) on liht-

P, (z). Saame

625 —92* — 1123 + 1222+ 102 — 5
323 4+ 22 —3

Naide 1. Eraldame liigmurru

murd.
taisosa. Kasutame skeemi
62° — 9zt — 1123 + 1222 + 102 — 5
B 62° +423 — 622
—9z* — 152 4 1822 + 10z — 5
- —9z* —62% 4+ 9z
—152% + 2422 4z -5
1548 ~10z + 15
2422 + 11z — 20
2422 + 11z — 20
R T T

62° —92% — 1123 + 1222 + 102 — 5 _
Jkr (k1 +ka+ ...+ k. =n), st poliilnoom

Tulemuseks saame
313 + 27 — 3
Lausel. Kui Q,,(x)/P,(x) on lihtmurd ja poliinoomil
P, (z) = apx™ + az" '+ . tan izt +a,

7

on nullkohad x1, xs, , x, kordsustega k1, ko,
P, () on esitatav kujul
Po(z)=ao(z — 1) (z — )" -+ (2 — 2,)™
siis @ (x)/P,(x) on iihesel viisil lahutatav osamurdudeks
m (T aj, aj, ar.
Qm(x) _ n 2y 1,k1k+
T—21  (z—1) (x —x1)™
a2:k
2 = 4+
(x — x2)

Pn(x)
ag:2

as:1
(x — z2)

+
Xr — T9
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Ar:1 A2
T—=Tr (z—uxm)
Toestust vt [5], 1k 321-322. O

Niide 2. Lahutame murru 1/(2z* — 1) osamurdudeks.
Et

Qrik,

(z =)

s+ ...+ o

et —1=(x—1)(x+1)(x—1i)(z+1i),
siis
'—1=0s (e-D@+1)(z—-9)(z+i)=0 =
{)31:1, £U2=—1, $3:i, 33‘4:—2’7

kusjuures k1 = ko = ks = k4 = 1. Kasutades Lauset 1, saame lahutuse kujul

1 A B C D
= + : -, (2.6.1)
-1 x—-1 x+1 x—i x+1
kusjuures on loobutud indekstdhistusest, st A = a1, B = a21,C = a3 ja

D = a4;1. Minnes seose (2.6.1) paremas pooles iihisele nimetajale, leiame, et iga = €
R\{1; —1; i; —i} korral

1
-1
_ A(a:+1)(x—i)(x+i)—|—B(x—1)(:1:—1')(1:—!—1')—|—C’(Jc—1)(z+1)(3:—|—i)+
xt =1
_’_D(:r—l)m(f_—&-ll) (m—i)7

st iga « € C korral

1:A(x—i—l))(x—ig(x—l—i)—|—B(x—1)(a:—i)(a;+i)+

(z+i)+D@—-1)(z+1)(x—1) (2.6.2)

ehk
1=A@*+2°+2+1)+B (2 =2+ 2 - 1)+C (2° +ia® — 2 — i) + D(2® —ia® —x +1)
Vol
1=2*(A+B+C+D)+2*(A— B+iC —iD)+
+2(A+B—-C—-D)+(A—-B—iC+1iD).

Kaks poliilnoomi on igal argumendi viartusel vordsed parajasti siis, kui on vordsed
vastavate astmete kordajad. Lahtudes seosest (2.6.3), saame vorrandisiisteemi

(2.6.3)

A+B+C+D= 0
A-B+iC—iD= 0
A+B-C—-D= 0
A-B-iC+iD= 1,

mis Lause 1 pohjal on iiheselt lahenduv. Liites selle siisteemi vorrandid, saame 4A = 1.
Seega A = 1/4. Liites slisteemi esimese ja kolmanda vorrandi, leiame, et 2A + 2B = 0,
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millest B = —A = —1/4. Liites teisele vorrandile arvuga ¢ korrutatud esimese vorrandi
ja arvestades leitud A ja B vaértusi, saame

1 )
Z 490 = —
2—1— iC=0=C 1

ja esimesest vorrandist leiame seejérel, et D = —i/4. Seega saame murru 1/(z* — 1)

lahutuse osamurdudeks

1
=1 A@x-1) 4(=—+1)

Seosest (2.6.2) on lihtne leida kordajaid. Vottes seoses (2.6.2) muutuja z vordseks arvuga

1

1 L R
Az —i) 4A(x+i)

1, saame
1=A014+1)1 -4 (1+17) :>A:Z'
Analoogiliselt
p=-1=1=B(1-1)(-1-i)(-1+i)= B=—7,
p=im 1=Cl-1)(+1)(+i) = C=1,
i
=7 ¢

r=—i=1=D(~i—1)(~i+1)(~i—i) > D=~

Niide 3. Lahutame murru 1/(z* — 423) osamurdudeks.

Et
at — 423 = 23 (x — 4),

siis
=423 =0= 2, =0, 2o =4,

kusjuures k1 = 3 ja ko = 1. Kasutades lauset 1, saame lahutuse kujul
1 A B C n D
zt—423 oz 22 a3 -4

millest saame
_ A2? (x —4)+ Bx(x —4) 4+ C(x — 4) + Da?

1
4 — 423

x4 — 423

ehk iga x € C korral
1= A2? (x —4) + Bx (v — 4) + C(x — 4) + D2®

voi
1=2%(A+D)+a?(—4A+B) +2(-4B+C) — 4C =
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—4A+B=0 N B=-1/16
—4B+C =0 C=-1/4
—4C =1 D =1/64.
Jarelikult
1 1 1 1 1

ot — 423 64r 1622 @+64(x—4)‘

Kui reaalsete kordajatega poliinoomi P,(x) reaalarvulisteks nullkohtadeks on
Z1, ... ,T,, vastavalt kordsustega ki, ..., k,, ja erinevatele kaaskompleksarvuliste nul-

lkohtade paaridele, kordsusega [;, vastavad tegurid on (x2 + pix + qi)li , siis seose (2.5.2)
pohjal on poliinoom P, (x) esitatav kujul

Po(z) =ag(x —z1)™ - (& —x,)" (2® + pro+ ql)ll (2P + o+ qy)l” . (2.6.4)
kusjuures k1 + ...+ k, +2(L+ ...+ 1) =n.
Lause 2. Kui @, (z)/P,(z) on reaalsete kordajatega lihtmurd, kusjuures poliinoom
P, (x) on esitatav kujul (2.6.4), siis Q.,(z)/P,(x) on iihesel viisil lahutatav osamur-
dudeks

T ai, ai; ai;
Qm( ): 1:1 + 1;2 2+...+ 1’k1k +
Po(z)  z—x1  (2—mx) (@ —a1)™
as. az; a2;
T S 2;2 s+ ...+ 2’k2k + ...+
xr — To (I*Ig) (-Z'—-TQ) 2
a,, . a,,- a ;k}
O w2y Ok (2.6.5)
=Ty (v—xy) (x — )™
harten bt e, -
2 +p1x+q (22 +p1x+QI)l1
bz tom buit, @ F Cuily
2+prt+q (z2+pl,x+qy)l”.

Toestust vt [5], 1k 321-322. O

Markus 1. Lauses 2 saadud reaalsete kordajatega lihtmurru @, (z)/P,(z) esi-
tuses (2.6.5) konstantse kordaja a,; indeks i niitab, et see lildetav vastab nullkohale
x; ja indeks j langeb kokku murru nimetajas oleva astme astmenéitajaga. Konstant-
sete kordajate b;; ja c;; indeks i vastab kaaskompleksarvuliste nullkohtade paari poolt
médratud tegurile 22 + p;x + ¢; ja indeks j langeb kokku murru nimetajas oleva ast-
menaitajaga.

Niide 4. Lahutame murru 1/(z* — 1) osamurdudeks, kasutades Lauset 2.

Et
gt —1=(z—1)(z+1)(z® +1),

siis lahutust otsime kujul

1 A B Cx+D

a:4—1_x—1+x—|—1+ 241

150



Minnes tihisele nimetajale, leiame, et

1 A+ (2®+1)+B@@—1) (2> + 1)+ (Ca+ D) (2 - 1)
v -1 xt—1
ehk
l=A(@+1)(2®+1)+B(x—1) (2> + 1)+ (Cz+ D) (z* — 1) (2.6.6)

1=23(A+B+C)+2*(A-B+D)+2(A+B—-C)+(A—B—-D). (2.6.7)

Vérrutades seoses (2.6.7) vastavate astmete kordajad, saame Lause 2 pohjal tiheselt
lahenduva vorrandisiisteemi
A+B+C= 0
A-B+D= 0
A+B-C= 0
A-B-D= 1

1 1
B = - C=0jaD= —5 Kordajad on voimalik

)

1
mille lahendamisel leiame, et A = T

leida ka seose (2.6.6) abil:

1
le:le(l—f—l)(lQ—i—l):A:Z,

1

= — = —]1 — — 2 = ——

r=-1=1=B(-1 1)(( 1)+1):>B 2

1
v=i=1=(Ci+D)(*-1) = -2D-2C=1=D=—5, C=0.

Jarelikult
1 1 1 1

-1 4(xz—1) 4@@+1) 2@Z+1) ¢

Naites 2 saadud lahutusest on lihtsalt saadav Naite 4 lahutus, sest

i i i) i) —1-1 1 o
4(x—i) 4@x+i)  d@—i)(z+i) 4@2+1) 2@@2+1)

Mairkus 2. Kerkib kiisimus, kumba kordajate leidmise votet murru @, (x)/Py,(x)
osamurdudeks lahutamisel kasutada? Kas
1° vorrutada muutuja x iihesuguste astmete kordajad voi
2° anda muutujale x teatud vaartused?
Teine vote on efektiivsem, kui murru nimetaja P, (z) nullkohad on tihekordsed. Kui
poliinoomil P, (x) on kordseid nullkohti, siis eelistatakse esimest votet voi kirjutatakse
esimese votte abil vilja vorrandisiisteem kordajate leidmiseks ja teise votte abil lihtsus-
tatakse seda siisteemi.
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2.7. Lihtsamate osamurdude integreerimine

Vaatleme arenduses (2.6.5) esinevate osamurdude integreerimist. Tegemist on nelja

juhuga.
! d d
/ < :/L_a):lnpc—cd—i—a
T—a T—a
11 +1
dx “m m#1 (x —a)™ ™
_— — d — = B —— =
/(ma)m /(I 2 (@ a)mGN -m+1 +C
1
(I—=m)(z—a)
111
br +c¢ bx +c¢
7x2+px+qdaj: D D 3 D 3 dr =
2 .= Z) (£
A2 2+(2) (2) T
br +c l‘-l-B—t,:C—t—p,
N P\? 2= 2 dr—di B
(m+§) +q_(2)
bt — L)+ e
:/ 2 gt —
PN\ 2
2 _ (2
e (2)

et poliinoomi 2 + px + ¢ nullkohtadeks on kompleksarvud,
2
siis diskriminant (g) — g < 0 ja kasutame tahistust

2
a2:q—(g) ning k:c—%p

t
_/bt+kdt_b/d(t2+a2)+k/ d(a> B
) 24+a? 2 12 + a2 a (t N
+

bp
2 c—— x—f—f
_21 <(ac+2) +q ) \/7arctan\/7
:bl (z* +px+q)+ bp = arctan ———
2 Vg — Vg —p?



dx

T Kasutame Naites 2.6.4 leitud

Niide 1. Leiame médramata integraali [ 1
T4 —

lahutust osamurdudeks

1 1 1
T IE-D G 2@
Saame
dz 1 1 1
[#5= ] (o= 0 awrn) =

1 dz 1 dz 1 dr
A4S z—-1 A z+1 2] 22+1

1 1 1
:Zln|x71|len\x+1|fiarctanerC:

4

=In

-1 1
§+1‘arcta11x+0. &

v

br +c br +c
(yc2+p:£+q)mdx: 2 2 =
2. 9.,.. 2 (P\"_ (P
(x v2oe Ly (B) (2 +q)
p
2

K EEEET

2 2
p

bt—7)+c 2 b

-/ 2 mdt[aw(p) ,kcp]
24— (g)Q 2 2

17\3
et polilnoomi 22 + px + ¢ nullkohtadeks on kompleksarvud,

p)Q — g < 0 ja kasutame tahistust

siis diskriminant (5

2 b
a2:q—<§> ningk:c—g

bt + k b [d(t*+a?) k
= | o amdt=7 m T
(t2 + a2) 2 (t2 + a2) a2m—1 <

[ teises liidetavas 1



b N k / du {01 I / du }
= ™ = u = T o m
2(1—m) (2 +a2)" " ¥t ] (u?+1) & (u? +1)

b k
- n I, 2.7.1
2(1_m) (t2+a2)m71 a2m71 ( )

Et

du
Iy :/rﬂ = arctanu + C
ja

I _/ du _/(u2+1)—u2du_l —/u udu _
m — (u2+1)m - (u2+1)m — 1Im-—1 (u2+1)m -

p=u dp = du
= d udu . 1 =
0O=———7 . 0= —
(u? +1) 2(1—m) (w2 +1)""

21 —m) (w2 + 1)t * 2(1 —m)Im‘1

= Im—l

=(1+——)1pn1— ,
( 2(1—m)> "o —m) (w2 )™
st peab paika rekurrentne valem

= (1 i 2<1—m)> T (22 +1)m

siis saame samm-sammult leida I, I3, ... . Naiteks,

(m=2;3;...),

- I n u B U JrarctanquC
T2 2w+ 2w+ 2 ‘

Saadud avaldise suuruse I,,, jaoks paigutame seosesse (2.7.1) ja seejirel teostame
muutujate tagasiasenduse.

Naide 5. Leiame maaramata integraali

x—1
/ =l
(22 + 22 +5)
Et
2 4+204+5=0=>2,=—1+42i, 10 =—1—2i,
siis leitav integraal on IV tiilipi. Seega

r—1 r—1 z+l=t
/—2 2dx:/—2d9:: r=t—1 | =
(z? + 2z +5) ((;v+1)2+4> dr = dt
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t—2 t 2
(t2+4) (12 +22) (12 +22)

t
_ 1A+ 1 I N N .
_2/(t2+4)2 4/( ; 2(+4) 4/( .

. integraalis _ 1 1 / du B
T lu=t/2,t=2u | 202+4) 4) 2117

2 )
1 1/(u+1)ud:

U

202 +4) 4 (u2 4 1)2
__1_1/du+1/u2du_
2244 4 w2+1 4 w241)?

1 1acta +1/ 2udu
=———>—~ - carctanu+ < [ Uu———m75 =

2(t24+4) 4 8) " (u?+1)?
p=1u dp = du
= 2udu - 1 =
dO':iQ : 0':_27
(u2 +1) u? +1

1 1 ¢ U +1/ du
=———— —-actanu — ———~ + < | 5 =
2(t2+4) 4 8(uz+1) 8 ) u2+1

1 L v L
= - — —arctanu — ————— =
2(12+4) 8 8(u? +1)

= f—flarctanx — +C
2<(x—|—1)2+4) 8 2 4<(a:+1)2+4)

1 1
:*garctanx;r — z+3 +C. O




2.8. Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine
Sageli on otstarbeks enne trigonomeetriliste funktsioonide integreerimist teisendada
integreeritavat avaldist, kasutades monda jargnevatest valemitest:
2sinzsiny = cos(z — y) — cos(z + y),
2cosx cosy = cos(x — y) + cos(z + y),
2sinz cosy = sin(z — y) + sin(z + y).

2sin x cos x = sin 2x,
2sin®z = 1 — cos 2z,
2cos?x =1 + cos 2z,

Naide 1. Leiame méaaramata integraali

1 1
/Sin4xcos4xdx: E/(Qsinxcosxfdxz E/sin42xdaﬁ:

1

(2sin? 295)2 dx = o1 (1 — cosda)? do =

T 64

~ 64

1 1 cos8x
=61 (1—2cos4x+2+ > )dx—

1 (1 — 2cosdx + cos? 4x) dr =

~ 64

1 3ixisin4x+sin8x LO—
2 2 16 N

1 . sin 8x
—128(3x—sm4:1:—|— 3 >—|—C’. &

Naide 2. Leiame méaaramata integraali

1
/C082 32 cos? bx dx = i / (2 cos 3z cos 5z)” da =

1 1
=1 / (cos (—2z) + cos 8z)° dx = 1 / (cos? 22 + 2 cos 2z cos 8z + cos” 8z) da =

1 1
cos 6x>dm

1 1 cos4dx

1/ <2 + 5 + cos(—6x) + cos 10z + 3 + 5

_ 1 sin 4x n sin 6 n sin 10x n sin 16x e o
A\ 78 6 10 32 '

Olgu R(u,v) kahe muutuja ratsionaalfunktsioon, st
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Jargnevalt késitleme trigonomeetriliste funktsioonide suhtes ratsionaalfunktsioonide in-
tegreerimist.

I Uldine trigonomeetriline asendus

Muutujate vahetust tan~ =t integraalis [ R(cos,sinz)dz nimetatakse dldiseks

trigonomeetriliseks asenduseks. Et

T 2dt
tan — =t < xr = 2arctant = dor = ——,
1+ ¢2
COSQE—SirPg 1—tan2£ 1— 42
cosST = 32; 325: 325: 2
cos? = +sin? S 14tan2Z 1+t
2 2
ja
ZSinEcosE 2tan§ o
sinx = x2 2233: 2295:1+t2’
27 in2 2 14+t bl
cos 2—&—sm 9 + tan 9

siis

, 1—t* 2t 2dt
/R(cosx,51nx)dx—/R<1+t2, 1—|—t2> e —/Rl(t)dt.

Naide 3. Leiame méaaramata integraali

/ dx ta: x ‘s 2t d 2dt

———— = |tan- =¢, sinzx = —— =——| =

5+ dsinz g T ST T T e T T

2dt

_1/ e _1/ 2dt 2 .

). 2 ) 52+8+5 5) ., 8, .
544t 242ty
e Tt

_2/ dt _g/ dt B
5 4\ 2 16 5 AN 3\
(t—f—) 116 <t+> +()

4

) 25

I
SIS
7N
| ot
~__
()
=W
~
[\v]
I
ot wolut] po
QU
+ ~
(SN
oo Tt
) ot
|

4
t+5 t
— | +1 —3 +1
5 5
t+4
3 2 5t+ 4
= —arctan 5 +C = garctan + +C =

3
5
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2 1 4
= garctan <§ tan §x+ 3> + C. O

Et tildine trigonomeetriline asendus taandab tavaliselt integraali [ R(cosz,sinx) dx
leidmise suhteliselt keeruka ithe muutuja ratsionaalfunktsiooni integreerimisele, on ots-
tarbekam teatud lisatingimuste tdidetuse korral kasutada vastavalt muutujate vahetusi
t =tanx, t = cosx vOi t = sinz. Seega soltub muutujate vahetus ratsionaalfunktsiooni
R(u,v) kujust.

IT Muutujate vahetus ¢t = tanx

Kui R(—u, —v) = R(u,v), siis

kusjuures
Ry (—u, %) =Ry (—u, Z) = R(—u,—v) = R(u,v) = Ry (u, %) ,

st funktsioon Rj(z,y) on paarisfunktsioon muutuja = suhtes, mis tdhendab, et
Ry (x, y) sisaldab vaid muutuja x paarisastmeid. Seega

R(cosz,sinz) = R(cosz, ST cos r) = Ry(cosx,tanx) = Ry(cos® x,tanz) =
cos

COS2 T

= Ro(————=—,tanx) = Ry(

————,tanxz) = R3(tanx
cos?x + sin” x 1+tan?z ) 3l )

ja

—UuU,—v)= u,v dt
/R(cosx,sinm)d:c oy =Rley) {ttaanxarctantssdx =

L+
dt
N /Rg(t)l R /R4(t)dt

ning juhul R(—u, —v) = R(u,v) on otstarbekas muutujate vahetus ¢ = tan x.

Naide 4. Leiame méadramata integraali

dx
. 03 0
coSzT - sin° z

R(—u,—v) = (e = — = R(u,v)

Sel korral R(u,v) = 1/(uv?) ja

ning

dx (cos2 x + sin? a:)2 dzx 1 1
—— = — = 7— +2 +tanz | dr =
coszx - sin” x cosz - sin”x tan® x tanx
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dt 1 1 dt
= |t=tanx < z = arctant => de = —— | = —|—2 +t) — =

1+¢2 3 1+ ¢2
1 2 oat 241
= [t =+1 = dt =
/ (t2+> 1+¢2 / 3
1 1
:1n|t|fﬁ+0 1n|tanx|72tan2x O

IIT Muutujate vahetus t =sinxz
Kui R(—u,v) = —R(u,v), st R(u,v) on paaritu funktsioon muutuja w suhtes, siis
funktsioon R(u,v) on esitatav kujul R(u,v) = uR;(u? v) ja on otstarbekas kasutada
muutujate vahetust ¢ = sin x, kusjuures

/R(cos x,sinx) de = /R1(0082 x,sinx) cosx dr =

[t—smx dt = cosx dx, cos x—l—tQ] =

/Rll—t t)dt = /Rg

Naide 5. Leiame midramata integraali
/ cosx dx
sinx + cos? x
Et R(u,v) = u/(v+ u?) ja

—u u
R(—u,v) = == = —R(u,v),
() = g = = Ry

siis saame kasutada muutujate vahetust ¢ = sinx. Seega

cosvdr t =sinz, dt = cosx dr, B
Tl coslz=1-sinzr=1-t>|

sinx + cos? z

A R E i i
R AR b
- 1 o 1 1 B
- [@ﬁ—(¢5/2)2__¢5(w—¢5/2_w+\/5/2)] -

% (/ w —dljﬁm N /w+d\1;5/2> B




—% (1nw - v5/2[ = 1n ’w +5/2|) +C =

2 _
ZLHM+CZL1HM+C:
VB |w—+5/2] V5 |t—1/2—+/5/2

1 2¢inz — 145

= —Iln|l—/—~ — Y|4+ C.

\/EHQSinm—l—\/g ¢

Kui kasutada Naites 5 esitatud integraali korral iildist trigonomeetrilist asendust, siis

1—¢*  2dt
—

/ .cosxd:c :[tanfzt}:/ 1+¢t2 14+t _
sinx + cos? 2 2¢ 1—¢2

2
1+t2+<1—|—t2>

_/ 2 —2t° @t
T o3 — 2242t + 1

ja saadud integraali leidmiseks tuleb esiteks lahendada vorrand

2t — 22 42 +1=0,
mille tapsete lahendite leidmine on keerukam iilesanne. Lahendage see vorrand ja leidke

madramata integraal. Milline on jareldus?

IV Muutujate vahetus ¢ = cosz

Kui R(u,—v) = —R(u,v), st R(u,v) on paaritu funktsioon muutuja v suhtes, siis
funktsioon R(u,v) on esitatav kujul R(u,v) = vR;(u,v?) ja on otstarbekas kasutada
muutujate vahetust ¢t = cos x, kusjuures

/R(cos x,sinz) dr = /Rl(cos z,sin? ) sin z de =
= [t =cosx, dt = —sinxzdzx, sin®zx =1 — t2] =

- —/Rl(t,l —t3)dt = /RQ(t) dt.

Naide 6. Leiame madramata integraali

/ cosx dr
(1 —cosz)?sinz’

Et antud {ilesande korral R(u,v) = u/ ((1 —u)? v) ja

R(u,—v) = = — 5— = —R(u,v),



siis

/ cos T dx _/ cosz sinzdr
(1—cosz)?sinz  J (1—cosz)?sin’z
tdt
= [t:cosav7 dt = —sinz dz, sin?z = 1—t2] :—/2— =
(1I-t)7"(1-1¢?)

[ t 1 1 1 1

(t—1)°(t+1) 2(t—1)3+4(t—1)2_8(t*1)+8(t+1)

1 1 Injt—1]  Inl|t+1]
- - + +C =
4(t—1)> 4(t-1) 8 8

1 1 1+ cosz
= - - In { C.
4(cosz —1)? 4(COS$—1)+ ner ¢

2.9. Hiiperboolsete funktsioonide integreerimine

Hiiperboolsete ja trigonomeetriliste funktsioonide integreerimisel kerkib palju sar-
naseid probleeme. Sageli on otstarbekas enne hiiperboolsete funktsioonide integreerimist
teisendada integreeritavat avaldist, kasutades monda jargnevatest valemitest:

ch?z —sh®z =1, ch?z + sh®z = ch 2z,

2shzchz =sh2z, 2shazshy=ch(z+y)— ch(z—y),
2sh®z =ch2z — 1, 2chachy =ch(z+y)+ch(z—y),
2ch?z =ch2x +1, 2shachy =sh(z+y)+sh(z—y).

Naiide 1. Leiame méadramata integraali

1 1
/sthchgxd;E: Z/(2shxchx)zchacdx: Z/sh22xchxdaj:

1 1 1
:§/(Ch433—1) cha:dle—G/(ch5x+ch3x) dx—g/cha:dx:

1 1
= —shbr+ —

1
= %0 488h3x—§shx+0. &

I Uldine hiiperboolne asendus
Muutujate vahetust th g = t integraalis [ R(ch z,shz) dz nimetatakse tldiseks hiiper-

boolseks asenduseks. Et

2dt

ch?Z 1 sh?2 14 tn?l 1+ ¢2
chz = 526 % = % = 2

h?S —sh?s  1—th?Z 1t

AT 2
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ja

2sh < ch = 2th o
shz = 2 2 _ 2 _
ch2f —sh2¥ 1 gn2E 1t
2

siis

14+t 2t 2dt
/R(cha:,shx)dx:/R(lt271t2) 7 :/Rl(t)dt_

Naide 2. Leiame méadramata integraali

dx T 2dt 2t
/5+shx [ 9 ~ T Y 1t2]

2 dt
7/ 1—t2 2/ dt .
- 2~ 5 2
54+ —— -2
tie 5
B 2/ dt 2/ dt
= —— —_— = —— 2:
5 t2—§t—1 5 1 2 (V26
5 5
5t— 1
NoT _[5t—1_u]_

2
a \/%/<5t1>2 ) V26
V26
B 2/ du 1/ 1 LY g
v w-1T e \u—1 u+1)T
-1
1 u+1 1 V26
= ——In|—|+C= 1 C=
V3" —1“ vag a1t
V26
x
1 |5t—1+26 | |Bthg —1+V26
= In +C = In 7 + C.
V26 [5t—1—+/26 V26 5ths —1-26

Monikord on integraali [ R(chz,shz)dx leidmisel otstarbekas kasutada funktsiooni
chz ja shz asendamist, kasutades definitsiooni. Néite 2 korral saame

/ dz _/ dx _/ 2e*dx e =1 =
5+shz e —e ) 10e® +e22 —1 R
5+T
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gt
_/ 2dt _/ 2dt V26 V26
) w0t+2 -1 ) (¢4+5%-26 13 (t+5)2 .

V26
_[t+5_u}_ 1 </d(u—1)_/d(u+1))_
V26 V26 u—1 u+1
t+5
1 u—1 1 V26
=——1In|l——= = 1 =
\/%nu+1+0 \/%nt+5+1+0
V26
_ 1 lnt+5f\/%+cz L e +5f\/%+0.
V26 [t+5+V26 V26 et +5+ /26

Naidake, et kahe erineva meetodi rakendamisel saadud vastused on samad.

II Muutujate vahetus t =thx
Kui R(—u,—v) = R(u,v), siis analoogselt trigonomeetriliste funktsioonidega on
médramata integraali [ R(chx,shz)dz korral otstarbekas muutujate vahetus ¢ =thz,
sest
shz 9
R(chz,shz) =R | chz, h—chac = Ry(chz,thz) = Ry(ch“z,thz) =
chz

ch’z 1
=Ry| ———,th =Ry| ———,th = R3(th
2 (ChQIL' — sh?x 3:) ? (1 —th%z x) a(th)

ja

/R(Chx,shm)daj t=thx<—>x:artht=>da::ﬁ

:/Rg(t)% :/R4(t)dt.

Naiide 3. Leiame madramata integraali

/ dx
shaxcha’

Et antud iilesande korral R(u,v) = 1/(uv) ja

R(—u, —v) = 1/((=u) (-v)) = 1/(w) = R(u,v),

R(fu,fvng(u,v) l: dt :| _

siis on rakendatav muutujate vahetus ¢ =th z, kusjuures

/ du —/ ! v _ x—arthth—thxédt—d—x =
shzchz | tha ch2z |7 N o’z
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dt

IIT Muutujate vahetus ¢t =shx

Kui R(—u,v) = —R(u,v), st R(u,v) on paaritu funktsioon muutuja w suhtes, siis
funktsioon R(u,v) on esitatav kujul R(u,v) = uR;(u?v) ja miiramata integraali
J R(chz,shz)dz korral on otstarbekas muutujate vahetus ¢ =shz, sest

/R(Chx,shx) dx = /Rl(cth,shx) chzdx =
t—shx dt = chzdx, Ch2$—1+t2} =

/R11+t t)dt = /Rg

Naide 4. Leiame maaramata integraali
chzdr
/ shz 4 ch’z’
Et antud iilesande korral R(u,v) = u/(v + u?) ja

R(—u,v) = —u/(v+ (-u)*) = —u/(v +u*) = =R(u,v),

siis on rakendatav muutujate vahetus ¢ =sh x, kusjuures

chzxdr | t=shx, dt =chxdz, | dt
shzx + ch’z ch?z =1+ ¢2 -

t+1+e2
t+1/2
:/ dt A VB V2
(t+1/2)2+(\/§/2) 3 2 (t+1/2>2 1
V3/2
—2—\/3511‘ t+1/2 B
= =5~ arctan 732 +C=
:27\/3a fan 2LEL _2V3 2sha +1

rcta, C = —arctan —— + C.
3 V3 3 V3

2 2sh 1
Kontrollige, et ? arct Sho +

chzx
an ————— on funktsiooni ———— algfunktsioon. <
V3 shx + ch’z &
IV Muutujate vahetus ¢ =chzx

Kui R(u,—v) = —R(u,v), st R(u,v) on paaritu funktsioon muutuja v suhtes, siis
funktsioon R(u,v) on esitatav kujul R(u,v) = v R;i(u,v?) ja miiramata integraali
J R(chz,shz)dz korral on otstarbekas muutujate vahetus ¢ = chz, sest

/R(chx,shx) dx = /Rl(chx,sth) shadx =
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= [ = chz, dt =shzdz, sh’z =% — 1] =

::—/Rﬂuﬁ—1Mﬁ:/Rﬂﬂﬁ.
Naide 5. Leiame madramata integraali
/ chzdx
(1 —chz)2shz’
Et antud iilesande korral R(u,v) = u/ ((1 —u)?v) ja

R(u,—v) =u/ (1 —u)*(-v)) = —u/ ((1 — u)*v) = —R(u,v),

siis on rakendatav muutujate vahetus ¢t =ch z, kusjuures

/ chxdx _/ chrshzdr
(1—chz)?shz ) (1—chz)2sh®z

B { t=chz, dt =shzdxr, ] 7/ tdt 7/ tdt
sh’z =2 — 1 Q-0 -1 (t+1)(t—1)°

t 1 1 1 1 ]

t+1)(t—1)> 8(+1) 8@—1)+4@—UQ+2@—1V
:7ln\t+1\féln|t—l|—4(t1_1) 4(t11)2+0

—_

0]

t+1‘ 1 1 L o_
t=1] 41 4(@-1)

chx—l—l’ 1 1

In

|~ |

1 - C.
Mehe —1 4(chz —1) 4(chx—1)2+

Kontrollige! &

2.10. Algebraliste funktsioonide integreerimine

Olgu R(u,v) kahe muutuja ratsionaalfunktsioon, st
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/ b
I Funktsiooni R (x, o i ) integreerimine
cx+d

Teisendame integraali
b
/R(m, nfoT Yt )dw
cx+d

Jjax+b
+d

Jjax+b ar +b b—t"d
t= 1 , = L= —,
cr+d cr+d ct” —a

— n—1 n __ _ n—1 __4n
/R(x, N am—l—b)dx: dr — dnt" 1 (ct™ — a) — ent™t (b — t"d)

muutujate vahetuse ¢t = abil. Leiame, et

= 5 dt = | =
cr+d (ct™ — a)
d—>b
R
(ct™ — a)

b—t"d d—>b
:/R< ,t) a4 cznt"—ldt:/Rl(t)dt,
™ —a (ct™ — a)

kusjuures R;(t) on ithe muutuja ratsionaalfunktsioon, mille integreerimisalgoritm on
eelnevalt esitatud.

1—xd b
Néide 1. Leiame méaramata integraali [ . +i xx Tegemist on tiiiipi [ R (a@ o Z;C——i’—_d> dx
integraaliga, kusjuures n =2, a=—-1,b=1,c=1,d=1ja R(u,v):B.Saame
. -z ,_ 1-z 1— ¢
= e = Tr =
//1—15@: 142’ 142’ 142
14z z do — — 4t dt
(1+12)°
L+¢2  4tdt 4t%dt dt dt
-t (1+412) tt—1 t2+1 2 —1
dt dt
=2arctant+ [ — — [ —— =
t—1 t+1
t—1
= 2arctant + In ‘—&—C’:
t+1
1_
1—=x 1+x_1
=2arctan/ —— +1n A N el &
1+z 11—z
+1
1+

II Funktsiooni R(z,+\/ax? + Bz + ) integreerimine
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Et juhul o = 0 on tegemist eelmises alapunktis kasitletuga, siis piirdume siin vaid
juhuga « # 0. Kui a > 0, siis

/R axz—i—b’x—i— dm—/R1< x2+2ﬂx+ )dx—

= [b_g, c_’q :/Rl (z,\/x2—|—2bx—|—c>dz:

(07

:/R1 (x,\/(x+b)2+c—b2)dx:[t:x—i—b,x:t—b, dr = dt] =

_ / Ry (6, 4 c— 1)

Kui ¢ — b? = 0, siis

/R2 t2 C—b2 dt = /R2 t |t‘>

millest juhul ¢ > 0 leiame, et

/&@Wﬁ:/&mﬂﬁ:/&wﬁ

ja juhul t < 0 leiame, et

/&@wm:/&m4mz/m@ﬁ

Kui ¢ — b2 > 0, siis tihistuse ¢ — b*> = a? (a > 0) korral saame, et
/32 VE L= ) dt = /Rg VT a?) dt =

v —emt 2t

t:ashu@t:a67©62“——e“—1:0@
a
t t t £\ >
T eet=—+ () +1e>0uzln -+ <> +11, |~
a a a a

VIZ2+a? =Va2sh?>u+a? =achu, dt = achudu
= /Rg (ashu, achu) achudu = /Rs(shu7 chu) du.

dt
Naide 2. Leiame madramata integraali /
& 24 + 12
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Kontrollige, et sobib muutujate vahetus ¢t = 2shu. Saame

t t2
/ dt o tZQShU7U:1H 54’ Z+1 ; _
24+ 12 B
+ VtZ+4=2chu, dt =2chudu
2chud 1 d 1
/ chuau :7/ ;L _—7Cthu+C:
2shu) 29chu 4./ sh?u 4

G (2+¢T)>+( (35 41))
)

12 12 t? 2 12
(T L2 15 H0 1+
4 4 4 _ 2 4 _
= +C=— +C =
4 42 [t2 . 12 4 g2 t2 .
th]— - — 4t/ =
AR R 5+ +

4 4
1 1 1
S +C=0C] — —mMmM—mm =
4 £2 2 N CEY
2 —+t/—+1
2 4
o 1 2 —tVt2 + 4 o 2 —t\V/t2 + 4
= 1 —

2riveErd 2—tv/i2+ad 42

1
— _ 2
=G -4 4+t2). O

Kui ¢ — b? < 0, siis tdhistuse —c 4 b = a® (a > 0) korral saame

/RQ(t,m) /32( VE ) di =
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et +e ¥ 2t
t:achu@t:a;@wa%f—e“Jrl:O@

2 2
— t t valime t t —
- Sel=-—=x () SR = | -+ () -11, =

a a a a

V2 —a? = Va?ch®u — a2 = a |shul M o shu, dt = ashudu

:/R2 (achu, ashu) ashudu = /Rg(chu, shu) du.

Naiide 3. Leiame maaramata integraali

t=3ch 1 t+ r 1
= U, uw=In — _
’ 3 9

Vit2 —9 =3shu, dt =3shudu

/2sh2udu:g/(ch2ufl) du:%sh2ufgu+0:

/v@iaﬁ:

| ©

= /3shu'35hudu:

9 9
zishuchu—iu—i—C:

tt? — t t2
Mgm(+ 1>+c. 5

2 2 3 9

Kui a < 0, siis

B ’v>dx:

R R LY (R
—|p=Soe=2] = [ (o v T A ) o

:/R1 (x,\/—(a?+b)2—c+b2>da::[t:x+b, r=t—0>, dv=dt] =
:/32 (t, \/—t2—c+b2> dt.

Kui —c + b? < 0, siis ruutjuure v —t2 — ¢ + b2 alune avaldis on negatiivne iga t €
R\{0} korral. Kui —c+ b? > 0, siis tihistuse —c + b? = a? (a > 0) korral saame, et

/Rz — —c+b2 dt = /R2 \/a2—t2)dt:

: .t T o
= |t =asinu < u = arcsin —, v a? —t2 = alcosu|, dt = acosudu| =
a
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cosu >0 . .
= /Rg(a sinw, acosu) acosudu = /R7(smu, cosu) du.

Naiide 4. Leiame madramata integraali

/ ) [ t =2sinu, V4 —t2 = 2|cosul, ]
VA= -
2

u = arcsin 3 dt = 2cosudu

cosu >0 2cosu 1—sin2u
= ————2cosudu= | ———— du=
(2sinu) sin®

V4 —t?
t

t
=—cotu—u+C=0C— —arcsini. &

Markus 1. Kui integraalide
/R (t, Ve + a2) dt, /R (t, Vi = a2) dt, /R (u Va?— t2) dt

korral on R(—u,v) = — R(u,v), siis on otstarbekam teostada vastavalt muutujate va-
hetused u = V2 + a2, u = Vt2 — a? ja u = Va2 — 2.
Naide 5. Leiame méadramata integraali

/\/47

_ t2
dt.
t

Et antud iilesande korral R(u,v) = 0 ja
u

v
R(— =—=—-=—-R
(—u,v) — ” (u,v),
siis
\/47t2dt71 \/47t22tdt7 \/4—t2:u<—>t:\/4—u27 -
t 2 12 T P =4—u? 2tdt=—2udu |
1 u (u? —4) +4 4
1 1
:/ 1+ — du=u+Inju—2-Injlu+2|+C=
u—2 u-+2

Va—t2—2
—| +C &

=vV4—t>+1n
V4 —1t2 42
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III Diferentsiaalbinoomi integreerimine
Definitsioon 1. Avaldist kujul

2 (az® + b)ﬂ/ dz, (2.10.1)

kus a, 8, v € Q ja a, b € R, nimetatakse diferentsiaalbinoomiks.

Lause 1. Integraal diferentsiaalbinoomist (2.10.1) on elementaarfunktsioon vaid
juhtudel, kui

YEZV (a+1)/BEZV (a+1)/B+7 €L,

kusjuures:

1) juhul v € Z muudab muutujate vahetus {/x = ¢, kus n on murdude « ja g iihine
nimetaja, avaldise (1) ratsionaalseks muutuja t suhtes;

2) juhul (a + 1) /8 € Z muudab muutujate vahetus ¥axf + b = t, kus m on murru
~ nimetaja, avaldise (1) ratsionaalseks muutuja t suhtes;

b
3) juhul (o +1) /B +~ € Z muudab muutujate vahetus %/ axx;r =t, kus m on

murru 7 nimetaja, avaldise (1) ratsionaalseks muutuja t suhtes.
Téestust vt [5], 1k 239-241. O

Naide 6. Taandame madramata integraali

/ Vo (1+ /z)" da
leidmise ratsionaalfunktsiooni integreerimisele.

Et a =1/2, §=1/3 jan =6 on murdude « ja ( ithine nimetaja ning v = 4, siis on
tegemist esimese juhuga, muutujate vahetusega ¢z = t. Seega

/\/5(1+€/5)4dx= [Vo=t o x=1° = dov=6t7dt] =
= /t3(1 +t2)46t°dt = 6/1&8(1 +tHdt. O
Naide 7. Taandame méiramata integraali

/ dx
V1+a2?
leidmise ratsionaalfunktsiooni integreerimisele.
Eta=0, =3jay=—-1/3,siis (¢ + 1) /B+~ = 0 € Z ning tegemist on kolmanda

51+ 2°
23

juhuga, kusjuures m = 3 ja muutujate vahetuseks on = t. Leiame, et

/ dx 71/ 3x2dx B
3/1_"_1.3 3 53 1—'—1‘3
o g G il
23
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[14 23 14 a3 1 3t2dt
o)1t =t < Rk :t3,x3:773m2dm:—72 =
a3 a3 3 -1 (13— 1)
_1/t3—1 3t2dt | / tdt o
3 t 3 -172) 3 -1

Niide 8. Taandame madramata integraali

/ dzx
V1 + 22

leidmise ratsionaalfunktsiooni integreerimisele. Et o = —1, § = 2 ja v = —1/3, siis
(a+ 1) /B = 0 € Z ning tegemist on teise juhuga ja sobib muutujate vahetus v/1 + 22 =

t. Jarelikult
1 2x dx

dx
/x\3/1+x2_§ 221+ 22

:[\3/1+x2:t<—>1+x2:t3 S22 =13 —1= 2xde = 3t%dt| =
_1/ 3t2dt _§/ tdt o
2) B-1t 2] B3-1

2.11. Mitteelementaarsed integraalid

Eelnevates punktides vaatlesime integreerimisvotteid, mis voimaldavad leida elemen-
taarfunktsioonide hulka kuuluvat algfunktsiooni. Kuigi igal 16igul pideval funktsioonil
f(z) leidub algfunktsioon, st eksisteerib méaaramata integraal

[ .

ei ole see algfunktsioon sageli elementaarfunktsioon. Sellised on niiteks integraalid

2 e’ sin x Ccos X .
e ¥dx, [ —dzx, dx, dz, | sinz?dzx.
x x x

Elementaarfunktsioonide lisaks defineeritakse paljud mitteelementaarsed funktsioonid,
naiteks integraallogaritm

integraalsiinus

ja integraalkoosinus




Rakendustes kasutatakse tihti integraale

/R(m, \/ax3+bx2+cx—|—d) dx (2.11.1)

ja

/R(m, \/ax4+bx3+cx2+dx+e> dx, (2.11.2)

kusjuures vaid vahestel erijuhtudel on funktsioonide R (:17, Vax3 +bx? + cx + d) ja

R (z,Vaz* + bz® + cx? + dz + €) algfunktsiooniks elementaarfunktsioon. Neil juhtudel,
mil integraalid (2.11.1) ja (2.11.2) ei ole avaldatavad elementaarfunktsioonide abil, nimetatakse
neid integraale elliptilisteks integraalideks.

2.12. Maaratud integraal

Olgu 16igul [a,b] madratud funktsioon f(z). Vaatleme esiteks juhtu b > a. Jaotame
selle 16igu punktidega x; (i = 0;1;2;...;n) osaldikudeks [z;—1,z;] (i = 1;2; ... ;n),
kusjuures

a=20 <21 <To<...<Tp_1<xy=n"0

Osaloikude hulka
= {[xifl’xi]}izlﬂ; I o}

nimetame 16igu [a,b] tikelduseks. Olgu &; € [x;-1, ;) ja Ax; = x; — 2,1
(t=1;2; ... ;n).

y F T
‘ _
‘ \\i— f(z)
| \
\ \ \ \
o R,
\ ! | |
| \ \ |
\ \ \ |
| | I
! ! \ \
\ \ \ \

o §1 %1 &  T28373 & T4 x

Moodustame tiikelduse II korral summa

n

Su (f) = Z f(&)Az;,

i=1



mida nimetatakse funktsiooni f(x) (Riemanni) integraalsummaks 16igul [a, b).

Kui I6igul [a, b] on f(x) > 0, siis integraalsumma » ., f(&)Az; annab a-telje, funk-
tsiooni y = f(z) graafiku ja sirgetega x = a ja x = b médratud koverjoonelise trapetsi
pindala ldhisvdartuse. Teatud tingimustel funktsiooni f(z) kohta liaheneb funktsiooni
f(z) integraalsumma piirprotsessis n — oo, kusjuures max Az; — 0, selle koverjoonelise

K3

trapetsi pindalale. Mérgime, et selle piirprotsessi kirjeldamiseks piisab tingimusest
maxAx; — 0, sest
1

max Az, — 0= n — oo.
7

Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvaartus

n
max Az; —0 ;=1

mis ei soltu 16igu [a, b] osaldikudeks jaotamise viisist ja punktide &; valikust, siis koneldakse,
et funktsioon f(x) on integreeruv (Riemanni méttes) loigul [a,b] ning seda piirvaértust
nimetatakse funktsiooni f(x) mdadratud integraaliks ehk Riemanni integraaliks 16igul

[a,b] ja tdhistatakse
b
/f(x)dx

Fakti, et funktsioon f(z) on integreeruv 16igul [a, b], st 3 f; f(z)dz, téhistame f(z) €
I'[a,b], kus hulk I [a, b] on koigi 16igul [a, b] integreeruvate funktsioonide hulk.

Juhul a > b defineeritakse fab f(z)dx seosega

b

[ @iz —7f(w)dx,
b

millest juhul b = a jéreldub, et

/ F@)dz = 0.

a

Jareldus 1. Kui f(z) > 0 (z € [a,b]), siis médratud integraal fab f(z)dz
esitab z-telje, funktsiooni y = f(z) graafiku ja sirgetega * = a ning = b méaaratud
koverjoonelise trapetsi pindala.

Lause 1. Iga 16igul konstantne funktsioon on sel 16igul integreeruv, kusjuures

b
/c~dx:c(b—a)
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ja
b

/1-dx:b—a.

a

Téestus. Olgu ¢ € R konstant ja f(z) =c¢ (z € [a,b]). Et iga 16igu [a,b] tiikelduse
IT ja punktide &; valiku korral saame

n

ZcAmi :ciAmi:c(b—a),

i=1 i=1
siis

n—00 n—00
max Ax; —0 ;=1 max Ax; —0
i i

b n
/cdx: lim ZcAwi: lim c¢(b—a)=c(b—a). O

Lause 2 (integreeruva funktsiooni tokestatus). Loéigul integreeruv funktsioon on
tokestatud sel loigul, st

f@)eIa,b = flx)=0(1) (z € a,b]).

Toestus. Olgu f(x) € I[a,b]. Eeldame vastuvéiteliselt, et funktsioon f(z) ei ole

tokestatud sel 16igul. Siis 16igu [a,b] iga tilikelduse II korral peab leiduma osaldik
[xg—1, xk], milles funktsioon f(x) ei ole tokestatud. Kui punktid & (i # k) on fikseeritud
ja & esialgu fikseerimata ning

n

Su(f) =Y f&)Az = f(G)Aue + > f(&)Am;,

i=1 i=1, ik

siis
1St () = [f (k)| Azg — o, (2.12.1)

kus

Kui K on mingi suvaline positiivne arv, siis sellest, et funktsioon f(z) ei ole tokestatud
16igul [x—1, 2], jAreldub voimalus fikseerida punkt & selliselt, et

K+o
A$k.

£ (&)l = (2.12.2)

Seostest (2.12.1) ja (2.12.2) saame

K+o

Az —o =K.
A.’Ek Tk g

1Su (f)| =
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Et K on suvaline positiivne arv, siis suurus Sp (f) el ole tokestatud piirprotsessis
max Ax; — 0 ja sellest suurusest ei saa eksisteerida 16plikku piirvédrtust antud piir-
protsessis. Seega funktsioon f(z) ei ole integreeruv 16igul [a,b]. Saadud vastuolu néitab
Lause 2 toesust. O

Jareldus 2. Kui f(z) € I[a,b], g(z) = O(1) (z € a,b]) ja g(x) = f(z) loigul
[a,b], vélja arvatud 1oplikus arvus selle 16igu punktides, siis ka g(z) € I [a,b] ning

b b
/ g(x)dz = / Fa)da.

a a

Toestame selle jarelduse juhul, kui g(x) # f(x) vaid punktis z = c€ [a,b]. Olgu
f(x) € Ila,b] ja II selle 16igu tiikeldus, kusjuures c€ [zg_1,2x]. Kuna
g(z) =0 (1) (x € [a,b]) ja g(x) # f(z) vaid punktis ¢ ning Lause 2 pohjal

f(x) e Ia,b] = f(x) =0(1) (x€[a,b]),

siis

n

Su(g) =Y g(&)Ax; = Zf(@)Axi + (9(&) — f(&)) Az

i=1

= Su (f) + (9(&) — f(&k)) Awg,
kus tingimuste f(z) = O (1), g(z) = O (1) (x € [a,b]) pohjal

max Ax; —0

(9(&) — f(&r)) Az " — 0.

Seega

b

/g<x>dx= im  Su(e)= lim  (Su(f)+ (g(&) — F(&)) Aay) =

max Az; —0 max Az; —0
i i
a

b
= dim Su(H+  lm (g(€) — F(&)) Axx = /f(x)dw

mngr,;—>O max Axz; —0
ja oleme naidanud Jarelduse 2 toesust. (]
Jareldus 3. Kui f(z) =0 (1) (z € a,b]) ja f(xz) = 0 16igul [a,b], vélja arvatud

16plikus arvus selle 16igu punktides, siis f; f(x)dx = 0.
Téestus. Lause 1 pohjal 0 € I [a,b] ja

b
/ 0dz=0(b—a)=0.
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Et f(z) = 0 16igul [a, ] , vélja arvatud 16plikus arvus selle 16igu punktides, siis Jarelduse
2 pohjal f(x) € I'[a,b] ning

b

7f(x)dx: /Odaj:O. O

a

Soovi korral voib jargmise véite votta toestuseta.

Lause 3 (médratud integraali olemasolu piisav tingimus). Iga 16igul pidev funktsioon
on sel 16igul integreeruv, st

f(z) € Cla,b] = f(x) € I]a,b)].

Toestus. Olgu antud f(z) € Cla,b]. Loigul [a,b] pidev funktsioon f(z) on
Lause 1.9.6 pohjal sellel 16igul iihtlaselt pidev. Seega leidub iga ¢ > 0 korral selline
0=20() >0, et

¢ 8" elab] AE =€ <d = |f(E) - f(E)<e.
Olgu € > 0. Vaatleme selliseid 16igu [a,b] tikeldusi Il = {By,...,B,}, kus
Bi=[zi—1,z;] (i=1;2;... ;n),
mille korral
€,8"eB; = |f(E)-f()<e (i=12...;n).

Nimetame neid tiikeldusi 16igu [a,b] ¢ -tiikeldusteks (funktsiooni f(z) korral). Sellised
16igu [a,b] e-tiikeldused on voéimalikud tédnu funktsiooni f(x) iihtlasele pidevusele sel
16igul.

Uurime esiteks juhtu, kus iiks tiikeldus on saadud teisest tdiendavate jaotuspunktide
lisamisel. Olgu antud kaks 16igu [a, b] tikeldust IT = {B,...,B,} ja

/
I = {Blal""’Bl7m1""7Bn717"'7B7lymn}7

kusjuures B;  C B;. Seega on l6igud B; , (k= 1,...,m;) saadud 16igu B; osaloikudeks
tiikeldamisel punktidega x; 1, (kK =0,1,...,m;). OlguIl 16igu [a, b] e-tiikeldus. Sel korral
on ka II' 16igu [a, b] e-tikeldus (veenduge selles) ja kui &; € B;, & 1 € B, ning

ciw=1(&r) — (&),

siis |e; k| < €. Moodustame kaks integraalsummat

ja



kus Az; ;, on 16igu B; j pikkus, st Az; ; = x; x — x; ,—1. Sel korral saame

ZZ gzk szk_Zf (&)Ax;| =

|Su (f) — =
i=1 k=1 =1
= [A%‘ Ziﬁxi,k] = ZZ (&ik) = (&) Awyp| <
k=1 i=1 k=1
<SS F ) — FE)| A <
i=1 k=1
< Z lei,kAmi’k < Z ZZEALE“C =c(b—a).
i=1 k=1 i=1 k=1

Olgu II; ja Il kaks suvalist 16igu [a,b] e-tiikeldust. Moodustame e-tiikelduse II; o,
mis koosneb tiikelduste IT; ja IIy osaloikude iihisosadest. Veenduge, et II; o on toesti
16igu [a, b] e-tiikeldus. Et eelneva pohjal saame hinnangud

’SH1 (f) 7SH1,2 (f)| < E(b*a)
ja
‘SHZ (f) _SH1,2 (f)| <€(b_a)7

siis

Y <2 (b—a),

st kui integraalsummast St (f) eksisteerib piirvaartus loigu tiikelduse piiramatul
tihendamisel, siis ei soltu see piirvddrtus 16igu [a, b] osaloikudeks jaotamise viisist ja
punktide &; valikust.

Naiitame, et eksisteerib piirvaértus integraalsummast Si (f). Olgu antud positiivne
arvjada {e,} , kusjuures ¢, | 0, ja II,, 16igu [a,b] &, -tlikeldus. Saame vastavuse

n— e, — I, — Sn, (f).

Néitame, et jada {Sm, (f)} on Cauchy jada, st iga € > 0 korral leidub selline ng € N,
et
(n,m € N) A (n>ng) A(m >ng) = |Sn, (f) — S, (f)| <e. (2.12.3)

Et eelneva pohjal
n,m > mng = |Su, (f) = S, (f)] <25, (b—a),

siis valime arvuks ng vahima naturaalarvu v, mille korral

3

Ey<m.
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Sellise valiku korral kehtib (2.12.3). Seega on jada {Sm, (f)} Cauchy jada. Et arvjada
koondub parajasti siis, kui ta on Cauchy jada, siis oleme toestanud Lause 3. O

Mérkus 1. Saab ndidata (vt [5], lk 361-362), et iga 16igul monotoonne funktsioon
on sel 16igul integreeruv.

Lause 4 (méaératud integraali lineaarsuse omadus). Kui ¢1, ¢ € R, siis

f1(x), f2(x) € I'a,b] = (c1fi1(x) + ca fa(z) € I [a,b]) A

A (/ab (c1f1(z) + o fo(x)) dx = 1 /ab fi(z)dz + co /ab fg(:c)dx> .

Téestus. Et funktsiooni ¢; f1(z) 4 c2 fo(x) integraalsumma korral kehtib seos

Z lel gz +c2f2(§l))Ale —Clz.fl fz A.r1+622 f2 gz Al‘z

i=1
ja piirvaartus summast on piirviartuste summa, kui piirvaartus molemast liidetavast
eksisteerib, ning konstantne tegur on toodav piirvaartuse margi ette, siis
n

lim Z (crfi(&) +ca f2(&)) Az =

n—00
max Az; —0 ;=1
i

n n
o e S AEAn e Jm Y hE)An =
max Az;—0 ;=1 max Az;—0 ;=1

b b
:cl/ fl(x)dz+02/ fo(x)de. O

Lause 5 (méératud integraali aditiivsuse omadus). Kui a < ¢ < b, siis

flx)yeTIla,d A flz)€el]e,b] =

= f(z) € Ifa,b] A 7f(a:)dx - ]f(a;)dm + 7f(m)dx

Téestus. Kui II on 16igu [a,b] tiikeldus, kusjuures ¢ kuulub selle tiikelduse osaldiku
[:Ck_l, xk], siis

St (f) = Sy F(€) Az = S (&) Awi + f(&r) Ank + S0y F(&)A; =
=V F(&) Az + f(e) (¢ — ap1) + f(e) (a1 — ¢) — f(e) (¢ — wpr) —
—f(e) (zp — ) + f(&k)Azy + Zn i1 S §i)Az; =

(
= (S F€)Awi + 1(0) (= wi1) ) + (F0) (o = )+ Eilyyy F€)AR) +
+ (f(&) = f(c)) Az = S, (f) + Su, (f) + (f(&k) — f(c)) Ay,
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kus II; on 16igu [a, c] tiikeldus punktidega zg, 1, ..., Zx—1, ¢ ja IIs on 16igu [c, b]
tikkeldus punktidega ¢, xg, ..., Tn_1, T,. Lause 2 pohjal saame

f(x)ella,d = flz)=0(1) (z¢€lad]),
f(@)elleb] = flz)=0(1) (zeleb]),

millest jareldub f(xz) =0 (1) (z € [a,b]). Et

hAm SH1 ):/f(a:)dx

ja
b
ol ()= [ sy
ning
ol (7(&) ~ £(0) A=,
siis
= T (St () + Sm () + (&) — £(0) Are) =
= maXhAIIIli Sm, (f) + m’_athI?i S, (f) + mathHggl (f(&r) — fl0) Az =
j d$+ff dSCJrO:ff(x)derff(x)dx
Seega on Lause 5 toene. O

Mérkus 2. Saab néidata (vt [5], Ik 357-358), et

(a <c<b)A f(x)ella,b = flzx)ella,c] A flz)e€I]c,b].

Definitsioon 2. Funktsiooni f(x) nimetatakse tiikati monotoonseks 16igul [a,b],
kui see 16ik on jaotatav 16plikuks arvuks osaldikudeks, millel f(z) on monotoonne.

Markus 3. Lausest 5 ja Markusest 1 jareldub, et 16igul tiikati monotoonne funkt-
sioon on sel 16igul integreeruv.

Lause 6. Kui a < b, siis

(f(z),9(z) € I'a,b]) A (f(x) < g(x) Y € [a,b]) =



Toestus. Et molemad integraalid eksisteerivad, siis maaratud integraali definit-
siooni pohjal ei tohi funktsioonide f(x) ja g(z) jaoks moodustatud integraalsummade
piirvédrtused soltuda 16igu [a, b] osaloikudeks jaotamise viisist ja punktide & valikust.
Kui valime molema integraalsumma jaoks sama osaloikudeks tiikelduse ja samad punktid
&;, siis

k

k
Z f(&)Az; < ZQ(&‘)A%‘

i=1 i=1
ja
n

n
Jimo D fe)Az < lim Y g(6) A
max Az; —0 =1 max Az; —0 =1

ning
7f(x)dx < 7g(x)dx. O

Jareldus 4. Kui a < b ja f(z) € C'[a, ] ning

= mi , M= ,
m = min f(z) max f(z)

siis

b

m(b—a) < /f(x)dx <M(—a)

a
ja

b

S € (a,b) /f(x)dx — FO)b—a), (2.12.4)

kusjuures seost (2.12.4) nimetatakse mdadratud integraali keskvddrtusteoreemiks.

Téestus. Lausest 1 ja 3 jarelduvad vastavalt vaited m, M € I[a,b] ja f(x) € I]a,b].
Kasutades vorratuste ahelat

m< flz) <M (2 € a,b])

ja Lauseid 6 ning 1.9.4, veendume Jérelduse 4 toesuses. [

Lause 7. Kui a < b ja funktsioon f(z) on integreeruv 16igul [a, b], siis on ka | f(z)]
integreeruv sel 1oigul, kusjuures

b

b
/f(x)dm §/|f(x)\dw (2.12.5)

Téestus. Olgu f(z) € I [a,b]. Et (vt [5], 1k 367—368)

f(x) € I'a,b] = |f(z)| €1 [a,b]
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ja Lause 4 pohjal
[f(@)] €I [a,b] = —[f(x)] € I [a, 0]
ning
—f(@)] < f(z) <|f(@)] (2 €[a,b]),

siis Lausete 6 ja 4 abil saame vorratuste ahela

_7 |f(z)] da < 7f(w)dx < 7|f(:v)| da,

millest jareldub véide (2.12.5). O

Lause 8. Kui funktsioonid f(x) ja g(z) on integreeruvad 16igul [a, b], siis on inte-
greeruv sel 16igul ka nende funktsioonide korrutis f(z)g(z).

Téestust vaadake [5], 1k 366-367. [OJ

Kuigi selles punktis esitatud klassikaline maaratud integraali (Riemanni integraali)
moiste on piisav paljude matemaatikas ja selle rakendustes esinevate probleemide la-
hendamisel, leidub tédnapéaeval rohkesti probleeme, mille lahendamisel kasutatakse ildist
integraaliteooriat. Teatud voimalusi pakuvad lisaks Riemanni integraalile ka Stieltjesi
ja Lebesgue’i ning teised integraalid.
2.13. Maidratud integraal iilemise raja funktsioonina

Olgu f(¢t) € I[a,b] ja

Gz) & / Ft)dt.
Mérkuse 2.12.2 pohjal on funktsioon G(x) méératud 16igul [a, b] .
Lause 1. Kui a < b, siis
f(t) € I[a,b] = G(z) € Cla,b).
Toestus. Lause 2.12.2 abil saame
lf@®)) <K (t€]a,b]). (2.13.1)
Kui z,2 + Az € [a, b], siis

rz+Azx x
AG =G+ an) -Gy = [ fwar- [ fa=| e ]

x rz+Ax x Tz+Ax
— [swars [ swar- [ fwi= [ s
Kui Az > 0, siis Lause 2.12.7 ja vorratuse (2.13.1) pohjal

Tz+Ax
mm=/ F(t)dt

+Ax
g/ ()] dt < KAz = K |Ax]|.
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Veenduge, et ka juhul Az < 0 kehtib hinnang |AG| < K |Az|. Seega z,x + Ax € [a, b]
korral saame
|AG| < K |Az|,

millest jareldub
lim |AG|=0.
Az—0

Et iga x € [a, b] korral
lim [AG|=0< lim AG=0<%< G(z) € C(x),
Az—0 Az—0

siis G(z) € Cla,b] ja Lause 1 on toene. O

Lause 2. Kui a < b, siis
f(x) € Cla,b] = G(x) € D (a,b) ANG'(z) = f(x).

Toestus. Leiame funktsiooni G(z) tuletise (16igu otspunktides {ihepoolse tuletise):

G'(2) = i AG z2+Av€ab] i m _ kasutame B
= A0 Ar o Ao Ax ~ | Jareldust 2.12.4 | —
. fle+dAx)Ar _ _

= Jim JEXINDET oy fa s+ 980) = [f(@) € Clab] = (). O

2.14. Newton-Leibnizi valem

Eelmises punktis néitasime, et funktsioon G(z) = [ f(t)dt on 16igul [a,b] pideva
funktsiooni f(x) algfunktsioon sel 16igul. Et funktsiooni f(x) algfunktsioonid erinevad
tiksteisest {ilimalt konstandi vorra, siis avaldub iga 16igul [a,b] pideva funktsiooni f(z)
algfunktsioon kujul

/waMt+C (x € [a,B]),
kus C on konstant. Kui F(z) (()ln mingi funktsiooni f(x) algfunktsioon 16igul [a, b], siis
F@):/wf@Mt+C
a

mingi konstandi C' korral. Valides selles seoses x = a, saame

m@:/wmﬁ+o = C = Fla)
ja .

ﬂm:/f®ﬁ+ﬂw (@ € [a,8]).
Vottes viimases seoses x = b, saa:ne

b
H@z/f@ﬁ+ﬂ@
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Vormistame toestatu.

Lause 1 (Newton-Leibnizi valem). Kui f(z) € Cla,b] ja F(z) on funktsiooni f(z)
mingi algfunktsioon 16igul [a, b], siis

b
/f(x)dx =F(b) — F(a) = F(x)

Newton-Leibnizi valem voimaldab méaératud integraali arvutamisel kasutada méaa-
ramata integraali jaoks saadud tulemusi. Seega kujutab Newton-Leibnizi valem endast
”vaheliili” maaratud integraali ja maaramata integraali vahel.

Naide 1. Leiame médratud integraali

/2
/ sinx dz.
0

Funktsiooni sin z algfunktsiooniks 16igul [0, 7/2] on — cos 2. Newton-Leibnizi valemi abil
leiame, et
w/2

/2 p-
/ sinx dx = (— cosx) =<—cosf)—(—cos0)20+1:1. O
0 2

0

Naiide 2. Leiame maaratud integraali

/12 ( — %) da.

Funktsiooni z—x* {iheks algfunktsiooniks 16igul [1; 2] on funktsioon z:2/2—25 /5. Newton-
Leibnizi valemi abil leiame, et

— (22/2-2°/5) = (12/2-1°/5) =

/1 (z —2) do = (2*/2 — 2°/5)

2.15. Muutujate vahetus ja ositi integreerimine mairatud integraalis
Kui F(x) on 16igul [a,b] pideva funktsiooni f(z) algfunktsioon, siis Lause 2.14.1
pohjal
b
/ F@)dz = F(b) — F(a). (2.15.1)
a

Olgu ¢ (t) pidevalt diferentseeruv funktsioon 16igul [, 5], st ¢’ (t) € C [a, (], kusjuures
o(a) = a ja o(B) = b. Et Lause 1.11.1 pohjal
dF (p(1)) _ dF(p(t) de ()

G dow) @ L) O=re) 0,
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siis F' (¢ (t)) on funktsiooni f (¢ (t))-¢’ (¢) algfunktsioon 16igul [e, §] . Kasutame Newton-
Leibnizi valemit:

16
/ Fe®) ¢ (0t =F(p (1) = (2.15.2)
— F(p(8) — F(¢(a) = F(b) - F(a).

Et seose (2.15.1) parem pool ja seoste ahela (2.15.2) viimane liili on vordsed, siis on
vordsed ka seose (2.15.1) vasak pool ja ahela (2.15.2) esimene lilli. Vormistame toestatu.

Lause 1 (muutujate vahetus méaratud integraalis). Kui f(z) on léigul [a,b] pidev
funktsioon ja ¢ (t) on pidevalt diferentseeruv funktsioon 16igul [«, 5], kusjuures (o) = a
ja (8) = b, sis

b B B
/ f(z)dz = / f o) ¢ (t)dt = / fp(t) do (2).

Markus 1. Maadratud integraali leidmisel muutujate vahetuse abil on voimalik
valtida rajade vahetust, kui leida muutujate vahetuse abil vastav maaramata integraal,
st leida integreeritava funktsiooni mingi algfunktsioon, ja kasutada siis Newton-Leibnizi
valemit. Rohutame, et maaramata integraali leidmisel muutujate vahetuse abil noutakse
téiendavalt funktsiooni ¢(t) ranget monotoonsust (vt Lauset 2.3.1).

Markust 1 on otstarbekas kasutada koos Jéarelduses 2.3.1 esitatud diferentsiaali méargi
alla viimise vottega.

Naide 1. Leiame médratud integraali

2
/ vV 1+ z2dx
1

kahel erineval viisil.

1. Et integreeritav funktsioon xv/1 4+ 22 on pidev 16igul [1; 2] ja funktsioon v/t2 — 1 on
pidevalt diferentseeruv 16igul [v/2; /5], siis muutujate vahetusega = = ¢(t) = V12 — 1
saame Lause 1 abil

t
P=VE T et =VIT27, do =dp(l) = ———dt

2
[avV1+ 22dz = o —
1 r=1ot=v2 2=2-t=5
V5
Fvern = Tea=t = 1es-0)
= t? —lt———=dt = | t°dt = — = - (5vd —2v2).
V3 t2 -1 V3 3\5 3

2. Kui kasutada Méarkust 1 koos Jarelduses 2.3.1 esitatud diferentsiaali margi alla
viimise vottega, siis




Naide 2. Leiame médratud integraali

2
/ V4 — z2dzx.
0

Et funktsioon v/4 — 2 on pidev 16igul [0; 2] ja ¢(t) = 2sint on pidevalt diferentseeruv
funktsioon 16igul [0; 7/2], siis Lause 1 pohjal kehtib seos (2.15.3), st

/:de:[

x = 2sint, de = dp (t) = 2 costdt, ]
b

x:0<—>t:0,x:2<—>t:§

/2
|2 cost| 2costdt =

/2 T
:/ \/4—4sin2t2(:ostdt:/
0 0
/2 /2
:2/ 2cos2tdt:2/ (1+cos2t)dt =
0 0

_5 <t+ Sir;2t> 7r/22(7r+ sin —o— sinO) .

o 22 2
Sama tulemuseni jouame, kui leiame esiteks médramata integraali abil integreeritava
funktsiooni v/4 — x2 algfunktsiooni

2arcsin(z/2) + z+/1 — (2/2)?

ja kasutame siis Newton-Leibnizi valemit

/02 V4 — x?dr = (2 arcsin(z/2) + xW)

=2arcsinl +0 — 2arcsin0 — 0 = 7. &

2
0

Naide 3. Leiame maéaratud integraali

5

Saame

P Vade [ z=1 o Jr=t de=2tdt, ]
L V-1 |z=4ot=22=9<t=3 |

3 3 (42
t-2t-dt t“—1 1
2 t_]. 2 t_].

3
1
= 2/ (t+1+tl>dt(t2+2t+2ln|t1|)
. —

=946+2In2-4—-4—-2In1=7+2In2. &

3

2
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Naiide 4. Leiame maaratud integraali

/4
/ cos” 2z dx.
0

Selle integraali leidmiseks on voimalik kasutada punktis 2.8 esitatud muutujate va-
hetamise votet ITI. Tdesti, antud integraali korral R(cos2z,sin2x) = cos’ 2x. Seega
R(u,v) = u” on muutuja u paaritu funktsioon, st sobib muutujate vahetus sin 2z = ¢, ja

/4 /4 3
/ cos” 2z dx = / (1 — sin? 2:10) cos2x dr =
0 0

_ t =sin2z, dt = 2cos 2z dx, _
T lx=00t=0,z=7/4dt=1 |

1
1 3. 1
1= at == (t—3+ 265 — =47
/o( ) 2( tE 7

1 31 8
=-(1-142-2)=—.
2< T3 7> 35

Antud maéaératud integraali on voimalik leida ka diferentsiaali mérgi alla viimisega

1

N

0

/4 1 w/4 3
/ cos” 2z dx = 3 / (1 — sin? 290) dsin2xr =
0 0

/4

1 3 . = 1 8
=3 <sin2x —sin® 2z + gsin‘) 2r — ?sin7 2m> . = 35

Naide 5. Niitame, et iga 16igul [0; 1] pideva funktsiooni f(t) korral

/2 /2
/ [ (cosz)dr = / f (sinz) dx.
0 0

/2
/ f(cosx)dx =
0

l cosx =sint, ¢ = arccossint, x =0« t = 7/2, ]

c=7)2 o t=0,dr=— (1/\/1 —sinzt) costdt = —dt

= — [0y f(sint) dt = [;/* f (sint) dt =
| méératud integraali vaartus ei soltu
o argumendi tdhistusest, ¢« x

¢

Toesti,

= foﬂ/Qf(sinm) de. &

Naide 6. Leiame maaratud integraali

/\/g V14 x?
YT
1

T
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Vottes x = sht, saame
/fm
1 z?
r=sht, = (e! —e7?) /2, V1 +2a2 =cht, de = chtdt,

= e — 2wt —1=0, ' =+ Va2 +1, t=In(z+ Va2 +1) =
x:1<—>t:ln(1+\@),z:\/§<—>t:ln(2+\/§)

In(2+v/3) ht In(2++/3) 1 h2t
= / o chtdt = / Ll
In(1+v2) Sh t In(14+v/2) sh”t

111(2—‘,—\/5)

= (—ctht +1t) (Vs =

2+V3
1+v2

eln(2+\/§> +€—1n(2+\/§) eln( ) 1n(1+\/§) 2+\[
-  (2+V3) _ o~ n(24V3) + n(1+v2) _ 1n(1+\/§) S V2
72+\/§+(2+\/§)* L+ V2+ (14+v2) i 2+v3 _
2iVE_(24VB) | LV (11vE) | EVE
2+v3) +1 (1+v2)°+1 243
=— — + —— +In
2+v3)° -1 (1+v2) -1  1+V2
_8+4\/§+4+2f L 2tV3
64+4v3  2+2V2 1+v2

442v3 242 243
= — + +In . &
3+2v3  1+V2 14++v2

Lause 2. Kui paarisfunktsioon f(z) on integreeruv 16igul [—a, a], siis

[f(x) da::20/f(x) do

Téestus. Kui f(x) on paarisfunktsioon, siis Markuse 2.12.2 ja Lause 2.12.5 abil saame

=

:—cth(ln(2+ﬁ))+ctb(ln 1+f)+1

f()dx— 7f dﬂch/f

teostame esimeses liidetavas muutujate
vahetuse x = —t, dx = —dt, =
m—fa<—>t—a r=0<t=0

= [, f —dt) + [y f(z)dw = [f(—t) = f(t)] =
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madratud integraali vaartus

= [y f)dt+ [ f(z)de = [ =

ei soltu argumendi tahistusest |
=2 [ f(z)de. O

Naide 7. Leiame méaadratud integraali
2
/ V4 — x2dx.
-2

Paarisfunktsioon y = +4 — 22 on integreeruv loigul [—2,2]. Integraali rajad on
siimmeetrilised nullpunkti suhtes. Lause 2 ning Naite 2 abil leiame

2 2
/ \/4—x2dac=2/ V4 — x2dx = 2. &
2 0

Lause 3. Kui paaritu funktsioon f(z) on integreeruv 16igul [—a, a], siis
/ f(z)dx = 0.

Toestus. Kui funktsioon y = f(z) on paaritu funktsioon, siis Méarkuse 2.12.2 ja
Lause 2.12.5 abil saame

a 0 a
fayde = [ faydas [ j@ydo =

—a

teostame esimeses liidetavas muutujate 0 a
= vahetuse z = —t, dz = —dt, = / f(=t) (—dt) + / f(z)dx =
r=—a—t=a,x=0<t=0 a 0

— [f(—t) = —f() = — /0 ")+ /0 " fa)dr=0. O

Naide 8. Leiame midratud integraali
4 3
/ V xsin? zdz.
—4

Funktsioon y = Vasin?z on paaritu funktsioon ja integreeruv 16igul [—4, 4] ning
integraali rajad on stimmeetrilised nullpunkti suhtes. Lause 3 pohjal

4
/ Vxsin? zdz = 0. &
—4

Lause 4. Kui funktsioonide u(z) ja v(z) tuletised u'(z) ja v’(z) on integreeruvad

16igul [a,b] , siis
b

b b
/udv:uv —/vdu.
a a

a
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Toestus. Et
d(uw) =vdu+udv
ja Newton-Leibnizi valemi pohjal
b
/ d (uwv) = uv

b b b
/ vdu—i—/ udv = uv
a a a

millest jareldub Lause 4 viide. [

b

b

siis

)

Naide 9. Leiame ositi integreerides maaratud integraali

. dx ¢

€ u=Inzx : du=— €
/lnxdx: z | =(zlnz) —/ dx =
1 1

dv=dzx : V=21 .

=elne—1lnl—-e+1=1. &

Naiide 10. Leiame ositi integreerides maaratud integraali:

. xdx
a u=+va?—x2 : du:—72 =
Va2 —z2de = a2 —z
0 .
dv = dx : V=2x

=T a((&—f)—fw:

g [ dja)
/ e 1= a:/a

—/ Va2 — z2dx + a? arcsin(x/a)
0 0

=z CLQ—JUQ

“ a’n
—/ Va2 —x?dr + —.
0 2
Vottes selle vorduste ahela esimese ja viimase liili

a a 2
/ \/aQ—xde:—/ Va2 — x2dx + %,
0 0

saame avaldada meid huvitava integraali

/ mdm—i.

4
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Leiame sama integraali, kasutades muutujate vahetust

/a,/az_xde_ [ x =asint, va? — 22 = acost, dr = acost dt, } _
0

r=0-t=0,c=a<t=7/2

w/2 2 w/2 2 in 9t
:/ a2cos2tdt:a—/ (1+cos2t)dt:a— t4+ 2
o 2 Jo 2 2

Kumba votte rakendamine on selle néite korral efektiivsem? &

2.16. Tasandilise kujundi pindala arvutamine

Jarelduses 2.12.1 on esitatud eeskiri joontega y = f(z), y = 0, x =
méaaratud koverjoonelise trapetsi pindala arvutamiseks juhul, kui f(z) >0 (z € [a,}]).
Selle jarelduse abil on voimalik toestada jargmine vaide.

Lause 1. Kui f(x) ja g(z) on integreeruvad funktsioonid 16igul [a,b] ning f(z) <

g(x) (z € [a, b)), siis joontega y = f(x), y = g(z), = a ja x = b piiratud kdverjoonelise
trapetsi pindala S avaldub kujul

Toestus. I Kui 0 < f(z) < g(z) (z € [a,b]), siis uuritava koverjoonelise trapetsi
pindala avaldub joontega y = g(z), y = 0, x = a ja = b médratud koverjoonelise
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trapetsi ning joontega y = f(z), y =0, z = a ja x = b méidratud koverjoonelise

[
a

T

l
|
y=f(w?
|
|
b

trapetsi, mille pindalad on leitavad Jarelduse 2.12.1 abil, pindalade vahena

s- " () - /  flayde = / " (o(@) — f(@) da.

IT Olgu funktsioonide f(z) ja g(x) vaartused 16igul [a,b] suvalise mérgiga ning
f(z) < g(x) (x € [a,b]). Lause 2.12.2 pohjal jareldub eeldusest f(x), g(z) € I[a,b]
nende funktsioonide tokestatus sel 16igul. Seega leidub selline konstant ¢, et funktsioonid
g1(z) = g(x) + cja fi(x) = f(z) + c on 16igul [a, b] mittenegatiivsed. Et

f(w)v g(SU) € I[aa b] = fl(x)’ gl(x) € I[avb]

ja 0 < fi(z) < ¢1(z) (z € [a,b]) ning joontega y = f1(z), y = q1(x),x =ajax =D
piiratud koverjoonelise trapetsi pindala vordub meid huvitava trapetsi pindalaga, siis
osa I pohjal

b b
5= / (61(2) — fu()) de = / (9(2) +¢) — ((2) + ¢)) do =
b
- / (9(z) — f(z))dz. O

Niide 1. Leiame joontega y = Inx ja y = In® z piiratud kujundi pindala.
Skitseerime joonise

1 12 1.4 16 18 x 2 2.2 2.4 26 2.8
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Et

=1
{ 5_11132.7; :>a:I’1:17b:l’2:6

ja
I’z <lnz (€ [l€]),
siis Lause 1 pohjal

S = / (1nx—ln2x) dx.
1

Leiame esiteks, et

:(xln2x)|i—2/ lnxdx:e—2/ Inxzdzx.
1 1

Seega

€ kasutame
5—3/1 lnxd:z:e—{ Niidet 2.15.4 :|—3'1€+0—36. &

Lause 2. Olgu 16igul [a,b] pidev funktsioon y = f(x) > 0 antud parameetriliste

vorranditega
z = p(t)
{r2el) aclm.

kusjuures ¢(t) on rangelt monotoonne pidevalt diferentseeruv funktsioon 16igul [, 5] .
Kui ¢ (o) = a ja ¢ (B8) = b, siis joontega y = f(z), y = 0, z = a ja x = b piiratud
koverjoonelise trapetsi pindala S avaldub kujul

153
sszwduww

Téestus. Lause 1 pohjal S = f; f(z)dzx. Rakendades muutujate vahetust z = ¢(t)
(vt Lause 2.15.1), saame

o [ a=0®), y=Ffp(t) = (),
S—/a f(w)dff—[ dxi¢'(t:)ydt,a(ia7bHﬁ B

153
a/wmqut 0

Naide 2 . Leiame ellipsiga



piiratud kujundi pindala.

Ténu siimmeetriale piisab leida vaid esimeses veerandis paikneva osa pindala ja ko-
rrutada see neljaga. See osa on médratud joontega y = (bv/a®> — x2) /a, y =0, 2 =0 ja
x = a. Selle ellipsi esimeses veerandis paiknev kaar on parameetriliste vorranditega

T =acost
{2t welma.
Kasutame Lauset 2. Antud iilesande korral ¢(t) = acost, ¥(t) = bsint, kusjuures
r=0—t=n/2jax=a<t=0.Saame

0 /2
S:4/ bsint (—asint)dt:2ab/ 2sin?t dt =
/2 0
/2 in 2t m/2
::Zabj/ (1aﬁ2t)dt2ab<tmg >
0

= mab. &

0

Vaatleme piirkonda (koverjoonelist kolmnurka), mis on piiratud polaarkoordinaatides
esitatud joonega
p=plp) (0<a<p<pB<2m)

ja kiirtega ¢ = «a ja ¢ = (. Jagame kiirte ¢ = a ja ¢ = [ vahelise nurga kiirtega
w=p; i=1;...;n),kus a = ¢y < o1 < 2 < ... < p, = 3, n osanurgaks. Olgu
kiirte ¢ = ¢;-1 ja @ = ¢; vaheline nurk Agp, (i=1;...;n), st
Ap; = p; — p;—1. Fikseerime ¢; (i =1;...;n), kus ¢; € [pi—1, @;] . Joonega p = p(p) ja
kiirtega ¢ = ;1 ning ¢ = @; piiratud piirkonna pindala vordub ligikaudu kesknurgale
Agp; vastava ringi, raadiusega p (¢;) , sektori pindalaga

P> (Pi) Ap;
5 .

Toesti, et kesknurgale 27 vastava ringi, raadiusega p(¢;), pindala on 7p? (1), siis
kesknurgale Ay; vastab pindala

Ap; P2 (i) Ay .

7T:02 (i) - o = 9

Moodustame integraalsumma
z": p? (i) Agi
, 2 '
i=1
Teatud tingimustel, niiteks funktsiooni p = p (¢) pidevuse korral 16igul [, (] , eksisteerib
piirvaartus
noo2
. p° (i) Ap;
1 P AV 27
gy

max Ap; —0 ;=1

mis annab meid huvitava koverjoonelise kolmnurga pindala. Vormistame toestatu.
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Lause 3. Kui joon on antud polaarkoordinaatides vorrandiga

p=plp) ¢¢€lxpfl,

kusjuures 0 < a < 8 < 27 ja p(p) € Cla, f], siis selle joone ja kiirtega ¢ = « ning
¢ = [ maaratud koverjoonelise kolmnurga pindala S avaldub kujul

Niide 3. Leiame kardioidiga p = a(1 + cos¢) piiratud kujundi

(

pindala.
Kasutame Lauset 3. Et « =0, 8 =27 ja p(p) = a(1 4 cos p), siis
1 2 2 27
S:f/ a2(1—cos<p)2dap:—/ (1 —2cosp + cos? p)dp =
2 Jo 2 Jo
a? ¢ sin2¢ ™ 3ma?
v (s _9si z = :
) <<p sin ¢ + 9 + 1 > . 5 ¢

Naiide 4. Leiame lemniskaadiga (mQ + y2)2 = 2xy piiratud kujundi pindala.
Polaarkoordinaatides on selle joone vorrand

(,02 cos? p+ p* sin? @)2 = 2p? cos psin @
ehk
4 2 .
p- = p°2cospsiny

p = +/sin2¢p.

vOoi

Skitseerime graafiku

02 04 06 08
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Stimmeetria pohjal piisab leida tingimust 0 < ¢ < 7/4 rahuldava osa pindala ja korru-
tada saadud tulemus neljaga. Kasutades Lauset 3, saame

/4

1 71'/4 2 7'(/4
S:4'§/ (x/sin2g0) dg0:2/ sin 2 dyp = — cos 2¢ =1 <&
0 0
0
2.17. Joone pikkuse arvutamine
Olgu zyz-ruumis antud joon I' parameetriliste vorranditega
z = p(t)
y=1¢() tela,pfl. (2.17.1)
z=x(t)
Tiikeldame 16igu [o; 8] punktidega ¢; (i = 0;1; ... ;n), kusjuures
a=ty <t <ty <...<th_1 <t,=0,
osaldikudeks [t;—1,%;] (¢ = 1;2; ... 5n). Olgu x; = (&), yi = (), zi = x (&)
(1=0;1; ... 5n) ja Aty =t; —t; 1, Axy = 2 — 21, Dy = yi — Yio1, D2 = 23 — 21
(t=1;2; ... ;n). Punktidega (x;,y;,2;) (i = 0;1; ... ;n) médratud murdjoone

($07yo, Zo)
($1,y1, 21)

(1327?}2,22)

(96373}3,23)

pikkus s, avaldub koolude pikkuste summana

5= YV (B0)” + (By)? + (A2,

Definitsioon 1. Parameetriliste vorranditega (2.17.1) antud joone I' pikkuseks sp
nimetatakse murdjoone ~y pikkuse s, piirvaartust piirprotsessis max At; — 0, st

sp = lim 5. (2.17.2)

n—oo, max At; —0

Lause 1. Kui joon I' on antud parameetriliste vorranditega (2.17.1), kusjuures
¢'(t), ¥'(t), X'(t) € Clav, B],
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siis joone I' pikkus sp avaldub kujul

;
sp = /\/W/Q(t) +p"2(t) 4 x'2(t) dt. (2.17.3)

Toestus. Lagrange’i keskvaartusteoreemi (Lause 1.12.3) abil saame
Az = ¢ (1) Ati, Ay; =" (1i2) Atiy, Az = X' (1i3) Aty (i=1;2; ... 5n),

kusjuures Tils Ti,2, Ti,3 € (ti—lati) . Seega

=2 \/‘P/2 (Tia) + 92 (1i1) + X2 (1i,1) At
i=1

Et
¢'(t), ¥ (), X'(t) € Cla, B] = ¢"(t), ¥'2(t), X'*(t) € Cla, B],
siis Lause 1.8.2 pohjal
@' 2(1i1) = "2 (t) + i, V' E(1i2) =2 (t) + Biy X P (7iz) = X 2 (i) + i

kus
At;—0
. N

At; —0 At; —0
(67 i

Ovﬂl - 07’72' — 0.
Kui tahistada

F® =20+ () +X2 1), 6 =ai+ B+
siis

Sy = Z VI () + 6:At;,
i=1

. Ati 0 ~
kusjuures §; ~-> 0. Kasutades vorratust

Vial = V1] < V]a+b] < V/al +V/]b,

saame
DoV EAL =Y 16| At < 5y < OV FE)AL+ Y 18] At (2.17.4)
- - =t i=1
Et
e (1?? < '52") i B (é“?;‘n Iéil) (B—a)=
- nﬂoo’rléngtiHO Zi:l |57| Atz =0
ja

§2(t), 92 (1), X 2(t) € Cla ) = /) € Clo, 8] = /) € I]or, f] =
= lm ST T)AL = [T,

n—o0, max At; —
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siis vorratuste ahelast (2.17.4) jareldub, et

n—oo0, max At; —0

B
lim Sy = / V[ ([)dt.

Seega, vt seost (2.17.2), on Lause 1 toene. O

Naide 1. Leiame kruvijoone

= Rcost
y = Rsint
z=t

osa

=l

mis vastab parameetri ¢ vaartustele 16igust [0; 27|, pikkuse.
Et selle néite korral o(t) = Rcost, ¥(t) = Rsint, x (t) =t ja funktsioonid ¢'(t) =
—Rsint, ¢'(t) = Rcost ning x’ (t) = 1 on pidevad 16igul [0; 2] , siis Lause 1 abil saame

2m
sp = ({ \/(—Rsint)2 + (Reost)® + 1dt =

27
= [VR? + 1dt =27V R? + 1. O
0

Jareldus 1. Kui joon I' on antud xy-tasandil vorrandiga y = f(z) (z € [a,b]), kus
f'(z) € Cla,b], siis joone I' pikkus sp avaldub kujul

b
sy :/\/1 + (y)%da. (2.17.5)

Toestus. Vaide jareldub Lausest 1 valiku ¢(t) = ¢, ¥(t) = f(t), x(t) =0 (¢t € [a,b])
korral. O

Néide 2. Leiame punktide (0;0) ja (1;1) vahel asetseva parabooli y = z? osa
pikkuse.

Rakendame Jireldust 1. Selle niite korral a = 0, b = 1 ja f(z) = 22. Et ¢/ = 2z ja
2z € C'[0;1], siis valemi (2.17.5) pohjal

1 1
ST z/\/1+(2x)2das:/\/1—|—4x2dx.
0 0
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Tegu on algebralise funktsiooni integreerimisega. Punkti 2.10 pohjal sobib muutujate

1
vahetuseks © = §sht. Saame

1
) xzishtﬁtzln(2m+\/1+4x2),
[ V14 4a?de = x:0<—>t:O,x:1<—>tzln(2+\/5) =
0 1
dr = §cht dt, V1 +4z2% = cht
In(2+v/5) In(2+V/5) In(2+V5)
1 1 1 h 2¢
= [ h%dt=> [ (1+ch2)dt=-(t+" -
2 iy 1 2 /|,
1 1
Jareldus 2. Kui joon I' on antud polaarkoordinaatides vorrandiga p = p(¢)
(p € la,B]) ja p' () € Cla, B], siis
B
st = / V%4 prde. (2.17.6)
[0

Toestus. Joone I' saame esitada parameetriliste vorranditega

z=p(p)cosep
{ y=p(p)sing (¢ € [a, B]),

kus parameetriks on polaarnurk ¢. Et

P (p) € Cla,Bl = p(p) € Cla, B,
d(p () cos p)

(p(p) cosp) = i =p' (p)cosp —p(p)sing € Cla, f],
(plepsing) = TEEED g )sing 4 (p)cosi € Cla ],

2 . 2
((p (o) cos)’) + ((p(p)sing))” = )
= (p" (p) cosp — p(p)sinp)” + (p' (p)sinp + p () cosp)” =
= p?+ 0%
siis (2.17.3) = (2.17.6), st Jéreldus 2 on toene. O

Niide 3. Leiame kardioidi p = a (1 4+ cos) (¢ € [—m,«]) pikkuse.
Et p' = —asing € C[—m, 7|, siis saame rakendada Jareldust 2. Leiame, et

ST = / \/(—asin ©)? + a2 (1 + cos ¢)’dp =

:a/ \/2+2005<pdap:2a/0 ,/0052§d<p:

:4a/ cosf‘dgo:Zla/ cos£d<p:8a. &
0 2 0 2
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2.18. Poordkeha ruumala arvutamine

Olgu funktsioon f(z) pidev ja mittenegatiivne 16igul [a, b] . Olgu zy-tasandil koverjooneline
trapets D méératud joontega y = f(x), y = 0, z = a ja x = b. Vaatleme poordkeha
Q, mis tekib trapetsi D poorlemisel iimber z-telje. Tiikeldame 16igu [a, b] punktidega x;
(¢ =0;1;...;n), kusjuures

a=x9 <X <x2<...<Tp_1<xTy=0>0,

osaloikudeks [x;,—1,x;] (i = 1;2;...;n). Saame tikelduse IT. Olgu &; € [z;_1,2;] (i =1;2;...;n).
Moodustame tiikelduse I korral funktsiooni 7f2(z) integraalsumma St (7r f 2) 16igul

[a,b]

n

Sr (nf?) =Y wf *(&)Aw;. (2.18.1)

i=1
Suurus S (7r f 2) kujutab endast n piistsilindri, pohja raadiusega f(&;) ja korgusega Az;,
ruumalade summat

Definitsioon 1. Kui funktsioon f(z) on 16igul [a,b] pidev ja mittenegatiivne, siis
joontegay = f(x),y =0, x = a jax = b midratud koverjooneline trapetsi D poorlemisel
imber z-telje tekkiva poordkeha €2 ruumalaks Vi nimetatakse piirvadrtust

n

. 20p. '
néoo,ralgcle,eo;Wf (é‘z)AfE“ (2.18.2)
kui see ei soltu 16igu [a, b] tiikeldamise viisist ja valikust & € [z;—1, ;] (i =1;2;...5n).

Et
f(z) € Cla,b) = f3(z) € Cla,b] = 7f*(x) € I]a,b],
siis piirvaartus (2.18.2) eksisteerib. Vormistame saadud tulemuse.
Lause 1. Kui f(z) > 0 ja f(z) € C|a,b], siis joontega y = f(z) (a<z<D),
r=a (0<y<f(a),z2=b0(0<y<fb)jay=0 (a<z<b) piiratud koverjoone-
lise trapetsi poorlemisel imber z—telje tekkiva poordkeha 2 ruumala Vi avaldub kujul

b
VQ:W/ f2(x)dz. (2.18.3)
20
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Naide 1. Leiame joontega y = e~ %, y =0, x = 1 ja x = e maaratud koverjoonelise
trapetsi poorlemisel iimber x—telje tekkiva poordkeha € ruumala.
Ete ®>0 (z€ll;e]) jae ™ e Cll;e], siis voib rakendada Lauset 1. Saame

€
1
Vo= 7r/ e 2 dy = 57 (e72 —e7?). &
1
Jareldus 1. Kui joon I' on antud parameetriliste vorranditega

z = ¢(t)
{ y=(t) (t € [a,p]),

kusjuures (t) > 0 (¢ € [o, 5]), ¥(t) € Clo, 8] ja ¢(t) on rangelt monotoonne pidevalt
diferentseeruv funktsioon 16igul [o, 0], siis joonte y = 0, z = ¢ (), = ¢ (8) ning T
poolt méaédratud koverjoonelise trapetsi poorlemisel iimber z-telje tekkiva poordkeha €2
ruumala Vg avaldub kujul

]
Vo = n/ 2(t) | (t)] dt. (2.18.4)

«

Téestuse esitame rangelt kasvava funktsiooni ¢(t) korral. Et antud eeldustel
t=¢ (@) €Clp(a),0 B =y=v (¢ (2)) €Cle(a),0(B)],

kusjuures ¢ (¢~ (2)) >0 (z € [¢(a),¢(3)]), siis Lause 1 pohjal

st Jareldus 1 on sel juhul toene. Naidake, et Jéreldus 1 on toene ka rangelt kahaneva
©(t) korral. O

Naide 2. Leiame parameetriliste vorranditega

_ 3
{ x=acos>t re0,q]

y = bsin®t

esitatud astroidi osa poorlemisel imber x-telje tekkiva poordkeha €2 ruumala.

Ténu siimmeetriale piisab arvutada parameetri vééartustele ¢ € [0; 7/2] vastava joone
osa limber z-telje poorlemisel saadud poordkeha ruumala ja korrutada saadud tulemus
kahega. Et ¢(t) = bsin®t >0 (¢t € [0;7/2]), bsin®*t € C[0;7/2] ja

¢'(t) = —3acos’tsint € C'[0;7w/2], ¢'(t) <0 (t € (0;7/2)),
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siis on rahuldatud Jarelduse 1 eeldused. Saame

w/2 /2
Vao=2- 7T/ (b sin® t)2 |—3a cos2tsint’ dt = 67rab2/ sin” ¢ cos® tdt =
0 0

/2 .
= —6mab? / (1 — cos® t)‘3 cos®t d(cost) =
0

3t 3 3 cos? ¢\ |/
= —6mab? (COS — Zcos’t 4 —cos’ t — ) =
3 5 7 9 0
1 3 3 1 32
=6mab® (- — -+ = — = | = —mab®.
T (3 577 9) 105" ¢
Jareldus 2. Kui joon I' on antud polaarkoordinaatides vérrandiga p = p(p)

(p € [a, B]), kusjuures p' () € Cla, 5], sing >0 (¢ € [a, f]) ja avaldis

P (p)cosp —p(p)sing (2.18.5)

sailitab mérki vahemikus (a, 3), siis joontega y = 0, x = p(a)cosa, = p(f)cos B
ja I' maaratud koverjoonelise trapetsi imber z-telje poorlemisel tekkiva poordkeha €2
ruumala Vg avaldub kujul

B
Vo = W/ p*(p)sin? @ |p' (p) cosp — p () sing| de. (2.18.6)
«@
Toestus. Joone I' saame esitada parameetriliste vorranditega

z=p(p)cose
{ y=p(p)sinp (¢ € . B]),

kus parameetriks on polaarnurk ¢. Kasutame Jareldust 1. O

Niide 3. Leiame valemi (2.18.6) abil kera, mille raadius on R, ruumala.

Seda kera voib vaadelda kui polaarkoordinaatides esitatud ringjoone osa p = R
(p € [0;7]) imber z—telje poorlemisel tekkivat poordkeha . Et selle néite korral p’ (p) =
0€C[0;n],sinp >0 (p€|0;7]) ja

p'(p)cosp —p(p)sing = —Rsing <0 (p € (0;7)),
siis Jarelduse 2 pohjal

us s
Vo= 71'/ R?sin? ¢ |~Rsin | dp = 7TR3/ sin® ¢ dp =
0 0

™ 3
= —7rR3/ (1 — cos® cp) dcosp = —mR3 (cos<p — COS3 <p>
0

s

B ArR3

- <
0 3

Naide 4. Kardioidi osa p = a (1 + cos ) (¢ € [0;7]) poorleb imber z-telje. Leiame
tekkiva poordkeha €2 ruumala.
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Et
p' () cosp —p(p)sing = —asingcosp —a (1l + cosp)sing = —asing (2cosp + 1),

siis vahemikus (0;7) on vaid iiks punkt, ¢ = 27/3, milles avaldis (2.18.5) muudab
mérki. Jaotame esitatud joone kaheks, millest esimene vastab parameetri vaértustele
16igust [0; 27 /3] ja teine parameetri vidrtustele 16igust [27/3; 27] . Saame (miks?)
. 27/3 2 .. 92 .
Vo= [y (a(1+cosp))”sin® ¢ |—asing (2cosp + 1)| do—
- f27;/3 (a (14 cosp))?sin® ¢ |—asing (2cos p 4 1)| dp =
=ma® [ (1+ cos ©)’sin® ¢ (2cos p + 1) dp =
= —ma® [ (14 cosp)” (1 —cos® p) (2cosp + 1) dcosp =
= —7a’ foﬂ (1 +4cosp+4cos?p —2cos® o — 5cost p — 2cos® cp) dcosyp =

K

4 1 1
= —ma® [ cosp +2cos? o + §COS3¢ — —costp —cos® p — 3cosﬁcp>
0

2

= §Wa3. &

P6ordkeha ruumala leidmisel esitatud mottekaik on vaikeste muudatustega kasutatav
ka moningatel juhtudel, mil tegemist ei ole podrdkehaga. Kui integraalsummas (2.18.1)
poordkeha ristloike (tasandiga x = &;) pindala 7 f 2(¢;) asendada mingi teist laadi keha
Q ristloike (tasandiga z = &;) pindalaga S (&;), kus funktsioon S(x) on pidev 16igul
[a,b] , saame integraalsumma

n

S (S) =) 5 (&) A&

i=1

Minnes piirile, max A¢; — 0 saame méaaratud integraali f: S(z) dz, mis teatud lisatin-
gimustel esitab keha () ruumala. Kehtib jargmine véide, mille korrektse toestuse leiate
opikust [5], 1k 408—4009.

Lause 2. Kui
1) keha ) asetseb tasandite x = a ja x = b vahel,
2) keha € 16iked tasandiga © = ¢ (£ € [a,b]) on pindalaga S(&),
3) iga kahe sellise 16ike ristprojektsioonist yz-tasandile paikneb iiks téielikult teise sees,
4) S(z) >0 (x € [a,b]), S(z)e Cla,b], siis

Va :/bS(:v) dx.

Naide 5. Leiame ellipsoidiga

I2 y2 22
Stmtg=1 (2.18.7)

piiratud keha 2 ruumala V.
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Ellipsoidi (2.18.7) 16ikejoon tasandiga © = £ (£ € (—a,a)) on ellips
oo ¢2
-5

» e
mille pooltelgede pikkused on vastavalt by/1 — £2/a? ja c\/1—&2/a?. Naite 2.16.2
pohjal on selle ellipsi pindalaks
7b\/1 — €2 /a%cr/1 — €2/a2 = b (1-¢%/a%).

Seega S(z) = mbc (1 — % /a*) (z € [—a, a]) . Kontrollige, et Lause 2 tingimused on rahul-
datud. Saame

Va

—a

/ mbe (1 — 2% /a®) do = 27rbc/ (1—2%/a®) da =
0

3\ |*  4wabe
:27rbc(ac—3aQ>0= 3 ¢
2.19. Poordpinna pindala
Olgu joon I' antud parameetriliste vorranditega
x = o(t)
tela,f]), 2.19.1
{220 e (2190

kus ¢'(t),¢'(t) € Cla, 8], ¥(t) > 0 (¢t € [e, B]) ja ¢(t) on rangelt monotoonne 1digul
[a, 8] . Kui joon T' poorleb iimber z-telje, tekkib péordpind ¥, mille pindala leidmine
meid huvitab.

Jaotame 16igu [o; 8] punktidega t; (i = 0;1;... ;n) osaldikudeks [t;—1,t;]
(1 =1;2; ... ;n), kusjuures

Ot:t0<t1<t2<...<tn_1<tn:ﬁ.

Olgu
zi = @(ti), yi = P(t;) (1 =0;1; ... ;n),
Aty =t —tio1, Axy =2 —Ti_1, Ay = Yi —Yi—1, T € [tim1,ti]) (1=1;25 ... 5n).
Punktidega (z;,v;) (¢ =0;1;... ;n) madratud murdjoone poorlemisel timber z-telje

tekkib poordpind
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mille pindala avaldub ligikaudu kujul

Z 21 (1) \/ (Azi)? + (Ay;)°. (2.19.2)

Definitsioon 1. Parameetriliste vorranditega (2.19.1) antud joone pdodrlemisel
imber z-telje tekkiva poédrdpinna ¥ pindalaks Sy nimetatakse piirviartust summast
(2.19.2) piirprotsessis max A¢; — 0, st

= i ) 2 N2
Sz = n%,ﬁgmﬁo;%w (7)) (Az)? + (M),

kui see piirvadrtus ei soltu 16igu [o, 0] tiikeldamise viisist ja valikust 7, € [t;—1,%]
(t=1;2;... ;n).

Lause 1. Kui joon I' on antud parameetriliste vorranditega (2.19.1), kusjuures

(), ¥'(t) € Cle, B], P(t) 20 (t € [o, 5])

ja ¢'(t) sailitab mérki vahemikus (a, 3), siis joone I' porlemisel imber z-telje tekkiva
poordpinna ¥ pindala avaldub kujul

Sy =27 /ﬂ () @' 2(8) + ' 2(¢) dt. (2.19.3)

Toestus on analoogiline Lause 2.17.1 toestusega. Proovige iseseisvalt joudu. (]

Naide 1. Leiame sfasri X, mille raadius on R, pindala.
Téanu siimmeetriale piisab leida poolsfaari, mis tekkib poolringjoone

{ z = Rcost (t € [0;7/2])

y = Rsint

poorlemisel iimber z-telje, pindala ja korrutada saadud tulemust kahega. Antud iiles-
ande korral

©(t) = Rcost, ¥(t) = Rsint (t € [0;7/2]) = ©'(t), ¥'(t) € Cl0;7/2
ja ¢ (t) sailitab mérki vahemikus (0,7/2). Seega on rahuldatud Lause 1 tingimused.
Saame
/2

w/2
2. 27r/ Rsint\/(—RSint)2 + (Rcost)* dt = —47R? cost =
0
0

Sy

= 41 R2. &
Naide 2. Leiame astroidi kaare

{ T =acos3t

y=asin®t (¢ € [0;])
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poorlemisel imber z-telje tekkiva poordpinna 3 pindala.
Ténu simmeetriale piisab leida esimeses veerandis paikneva astroidi kaare poorlemisel
saadava poordpinna pindala ja korrutada saadud tulemus kahega. Juhul

o(t) = acos®t, ¥(t) = asin®t (t € [0;7/2)])

on taidetud Lause 1 eeldused. Kontrollige seda! Rakendades Lauset 1, saame

w/2
Sy =2 277/ asin® t\/(—3a00s2 tsint)” + (3asin2tcost)2 dt =
0

/2 /2
= 127a? / sin* ¢t cost dt = 127a> / sin®t dsint =
0 0

. /2
9 sin® ¢ /

5

- 127a?
5

o

= 12ma

0

Jareldus 1. Kui joon I' on antud vérrandiga y = f(z) (x € [a,b]), kusjuures
f'(z) € Cla,b], siis joone imber z-telje poorlemisel tekkiva poordpinna pindala S aval-

dub kujul
b
Ss = 27r/ f(@)/1+ (v) da.

Toestus. Viaide jareldub Lausest 1 valiku o(t) =t, ¢¥(¢) = f(t) korral. O

Naide 3. Joon y =chz (0 <z < 1) poorleb timber z-telje. Leiame tekkiva poord-
pinna ¥ pindala.
Jarelduse 1 abil saame

1 1 1
Sy :27r/ chx\/1+sh2xdz:27r/ ChQLEdZ’:ﬂ/ (14 ch2z)dx =
0 0 0
1
7T<1'+Sh2x> 7r(1+8h2>. &
2/, 2

2.20. Paratud integraalid

Maéératud integraali itheks omaduseks on (vt Lauset 2.12.2)
f(z) € Ia,b] = f(z) = O(1) (z € [a,0]).
Rakendustes on vajalik uurida ka juhtu f(x) # O(1).
Definitsioon 1. Kui f(x) € I[a, ] iga ¢ € (a,b) korral ja lirgl |f(z)| = +oo, siis
c—b—

pdratuks integraaliks funktsioonist f(z) 16igul [a,b] nimetatakse piirvaartust

liril / f(x)dz,

st X .
/ f(@)dz = lim f(x)dx.

c—b— a
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Kui see piirvaartus eksisteerib, siis 6eldakse, et paratu integraal koondub. Vastasel juhul
oeldakse, et paratu integraal hajub.

Analoogiliselt defineeritakse paratu integraal juhul, kui funktsioon f(z) on tokesta-
mata punkti a iimbruses:

b b
/ f(z)dz = lim (z) dx.

c—a+

Juhul, kui funktsioon f(x) on tokestamata 16igu [a, b] mitme punkti imbruses, tuleb
see loik jaotada eelnevat tiilipi osaloikudeks ja iga osaloigu korral kasutada esitatud
eeskirju.

Naide 1. Uurime péaratu integraali
bda
0o VT

koonduvust. Et integreeritav funktsioon on tokestamata punkti 0 iimbruses, siis

1 1 1
dx . dx . .
e [ = m o] = (VT2 =2 o
Seega antud paratu integraal koondub. &

Naide 2. Uurime péaratu integraali

/1 dx

0o Vo —x?

koonduvust. Et integreeritav funktsioon on tokestamata nii punkti 0 kui ka punkti 1
imbruses, siis

0.5 dx ) c dx
+ lim

1
dx
/0 Vvr—x2 =0+ ). Jrx—a%2 1= Jos Vo — 22

= [a::sin%, dx = 2sintcostdt, Vi —a2 = \/sin2t—sin4t:sintcost} =

) /4 9sintcostdt ) aresin Ve o gin ¢ cos t dt
= lim —— + lim _— =
¢=0+ Jaresin e St cost e—=1=Jr/4 sintcost
x/4 arcsin \/c
= lim 2¢ + lim 2t =
c—0+ arcsin v/c e—l- n/4

= Clirél+ (g — 2 arcsin \ﬁ) + clir{l, (2 arcsin v/c — g) =T. &

Uurime veel juhtu, kui vahemalt iiks integraali rajadest on 1opmatu.
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Definitsioon 2. Kui f(x) € I[a,b] iga b > a korral ja Hb 1i21 f: f(z)dx, siis
— T 00

+Oof(x)dm= lim ’ f(x) dz.
/ /

b— 400

Kui f(z) € I[a,b] iga a < b korral ja 3 lim f: f(z) dx, siis
b

b
/ fl@)de = aEI;HOO f(z)dzx.

a

Kui f(z) € I[a,b] iga a,b € R korral, siis

+o0 c o0 c b
/ flx)de = [ f(z)dx + / f(z)dx = GEIPOO f(z)dx + bEI-Poo/ f(z)dx.

— 00 a

Naide 3. Leiame paratu integraali

oo pdx 1 . b da? 1 . 2
=~ lim ————— =~ lim arctanz
0 b—+o00 0

b

4 2)2 SN
11240 2 14 (227 2boime )
_ 1 lim (arctanb® — arctan0?) = T _o=Z O
2 b—+oo 4 4.

Naide 4. Leiame paratu integraali

/+°° da i 0 dx o /b dx
= lim — im — =
oo L4 2? am—oo J, 1422 botoo Jy 14 a2
0 b
= lim arctanz| + lim arctanz| =
a— —0o0 b—4o00 0
= lim (arctan0 — arctana)+ lim (arctanb — arctan0) =
a——00 b—+oo
7r 7r
= —_ | —— —_ — 0 = .
( 2) T3 ™0

Naide 5. Uurime, millistel parameetri o vaartustel koondub integraal

oo dx
1 xzln®z’
Antud integraali korral on integreeritav funktsioon tokestamata punkti x = 1 iimbruses
ja integraali iilemine raja on +oo. Kui a =1 ja ¢ € (1;+00), siis
c b

Rl . “dnzx . bdinz . .
= lim + lim = lim In|jlnz|| + lm In|hz|| =
1 zlnz o—1+ ), Inz b4/, Inz a—1+ o booo .
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= lim (Infln¢/—In|lna|)+ lim (In|lnd| —In|ln¢|),
a—1+ b— o0

kusjuures esimene liidetav ldheneb suurusele +oo ja teine liidetav suurusele +o00. Seega
juhul o = 1 on see paratu integraal hajuv.
Kuia#1jace (1,400), siis

400 dx c b
/ ——— = lim In"%2zdnz+ lim In"%zdlnx =
1 zIn®z  a—1+ J, b—+oo J,
. n'"%c¢ In'"%a ) In'™*p In'"%c
= lim — + lim — ,
a—1+\ 1 -« l-«a b—otoo \ 1 —« 1l-«a

kus esimestes sulgudes olev avaldis ldheneb 16plikule suurusele, kui a < 1 ja teistes
sulgudes olev avaldis ldheneb 1oplikule suurusele, kui o > 1. Seega on pératu integraal

w d ) ] .
f1+ xlnxa " hajuv suvalise & € R korral, kuid ¢ € (1, 4+00) korral

/C dr  ac1In'™c /+°° dr  o>1In'"%c o
L vn%2  1-a’ J. oIz  a-1°
Naide 6. Uurime péaratu integraali
T n (22 +1) d
/ In(e?+1) do (2.20.1)
1 m
koonduvust.
Et
21 Inz? In(2?+1
ne _Ine? _In(e®+1) (z € [1,400))
x x x
ja
“2Inzx d “In (22 +1) do
/ 2z dr _ / W+l de
1 €T 1 z
ning
—+o0 a a
21 21
/ M: lim M: lim 2lnx dlnx =
1 €T a—+00 1 €T a——+00 1
= lim In®z| = lim (ln2 a—1In? 1) = +o00,
a——+o0 1 a——+00
siis ka

= 400,

/+°° In (m2 + 1) dzr
1

X

st paratu integraal (2.20.1) on hajuv. &
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2.21. Maaratud integraali ligikaudne arvutamine

Newton-Leibnizi valem voimaldab arvutada médratud integraali f; f(x)dx juhul,
kui integreeritav funktsioon f(z) on pidev 16igul [a, b] ja me teame (oskame leida) funkt-
siooni f(z) algfunktsiooni F'(x) sel 16igul. Me puutume sageli kokku tilesannetega, mille
korral F(zx) ei ole elementaarfunktsioon véi f(x) ei ole antud analiiiitiliselt. Ulesande
arvutistamisel on tihti otstarbekas valtida keerukat algfunktsiooni leidmist ja kasutada
teisi voimalusi mé&ratud integraali arvutamiseks (vt [15], [18]).

Tutvume paari lihtsama vottega méaratud integraali arvutamiseks. Olgu antud loigu
[a, b] dihtlane tiikeldus punktidega z; (i = 0;1;...;n), kus
a=x9g<x1<...<Tp=05b
ja
h=x;,—xzi—1 (1=1;2;...;n).

Uurime valemit

b n
/ F@)de = i f@s) + Rulab, 1), (2.21.1)
a i=0
Valemit (2.21.1) nimetatakse kvadratuurvalemiks ja arve «; ning x; (i =0;1;...;n)

vastavalt kvadratuurvalemi kordajateks ja solmedeks. Suurus R, (a,b, f) kannab valemi
(2.21.1) jddklitkme nime. Kvadratuurvalemit (2.21.1) nimetatakse funktsiooni f(x) ko-
rral tdpseks, kui R, (a,b, f) = 0. Vaatleme kaht juhtu.

I Valiku n =1 korral h = b — a ja saame valemi (2.21.1) erijuhu

b
/ F(@)dz = ag f(a) + an F(b) + Ra(asb, f). (2.21.2)
Kui nouda funktsioonide 1 ja x korral valemi (2.21.2) tépsust, siis saame

f;ldm:a(yl—&—al 1 = ay+a =b—a,

f;xdx:ao cat+ap b = aag +boy =

ap +a1 =h h
b = = ==
acag +bay = a—2i— h o= 2

ning
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b
/ @)z = g (F(a)+ F(B) + Ra(a,b, f). (2.21.3)

Juhul f(x) > 0 annab valemi (2.21.3) vasak pool kdverjoonelise trapetsi pindala ja suurus
h(f(a)+ f(b)) /2 trapetsi, mille kérgus on h ja aluste pikkused vastavalt f(a) ja f(b),
pindala. Jaotame 16igu [a,b] punktidega x; (i =0;1;...;m) m vordse pikkusega h =
(b — a) /m osaldiguks ja rakendame valemit (2.21.3) igal osaligul [x;—1, ;] (i =1;...;m)
eraldi. Saame

[ 1 =3 [ sonte =35 (§ i+ )+ aloinn ) -

—h <;f(xo) + f(@) + fla2) + o+ f(mar) + ;f(l’m)> + Ry,

kus

Ry = ZRl(wiq,xu f)
i=1

ja
b
[ e (G0 + S+ Fan) 4t o) + 5 ) (221.)

Valem (2.21.4) kannab trapetsvalemi nime. Kehtib hinnang (vt [5], Ik 390-392)

(b — a)S Z
o2 xrélﬁ}%] | 7 (z)]. (2.21.5)

|Ry1| <

Lause 1. Kui f(z) € I[a,b] jah = (b—a)/m (meN) ning z; = z,_1 + h
(t=1;...;m), kusjuures g = a, siis kehtib ligikaudne seos (2.21.4). Kui 3 f"(x)
(x € [a,b]), siis kehtib veahinnang (2.21.5).

Naide 1. Leiame trapetsvalemi abil integraali fol e’ dx ligikaudse vadrtuse, jao-
tades 16igu [a, b] viieks vordseks osaks.
Antud tlesande korral h = (1 —0) /5 =0.2. Et

d d? a3

%eﬂ?? = —21‘6712, Weﬂ”z = (4352 — 2) 6712, ﬁeﬂﬁ = (123: — 83:3) e~
ja
V6 \/5}

o 3 —x2: VY vV©E
(12x Sx)e 0@966{0, 5 5

siis funktsiooni e~ teine tuletis on monotoonne 1igul [0;1] ja

()| { Y )

2
= max{|—2|; -
e

max
z€[0;1]

)

z=0

bz

N
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Valemi (2.21.5) abil saame hinnangu

(1-0)° 1
Rl<~—2L o— —
Bl < 1252 150

Teeme jargmised arvutused valemi (2.21.4) abil nelja kimnendkohaga, st nelja kohaga
peale koma,

1
1 f 1
/ e dz ~ 0.2 (2602 0% 04 | 067 08T 2612> ~0.7444.
0
Loppvastuse anname kahe kiimnendkohaga
1 2
/ e ¥ dr =~ 0.74.
0
Voime lugeda selle integraali ligikaudse vaartuse viimast kohta oigeks, sest koguviga
(trapetsvalemi viga + timardamisvead + vigade edasikandumine arvutustes) ei ileta

ithte viimase koha tihikut. O
IT Valiku n = 2 korral h = (b—a) /2 ja saame valemi (2.21.1) erijuhu

b
a+b
[ @ = a0 fla) + ar (50 + s £0) + Rafarb ) (2.21.6)
Kui nouda , et valem (2.21.6) on téipne funktsioonide 1, z ja 22 korral, siis saame

fabldm:ao-l—i—al ~1—|—a2 -1

b
fabxdx:ao a4+ o -%—&—ag b

9 =
b
fabx2d$:ao ca’+ oy - (a;— ) +ay - b?
g +a1 +as =b—a, L
b b2 — a2 e
aaoJrial +bay = a @ =a2=3
2 , 2 = n
b b3 — —
a2a0+ a—+ ar + b2 ag = a [e5} 3
2 3
ja
b
h +b
[ s = (@ + 47 (“52) + 10)) + Rafad. ). (2.20.7)
Jaotame 16igu [a, b] punktidega x; (i = 0;1;...;2m) 2m vordse pikkusega h = (b — a) / (2m)
osaldiguks ja rakendame igal osaldigul [zog, zog+2] (K =0;1;...;m — 1) valemit (2.21.7).
Saame

2 fa)de = Y [2202 f(a)da =
= km:_ol <h (flaog) +4 f (wogs1) + f(xops2)) + Ra(wok, Togro, f)> =

= om [f(wo) +4(f(z1) + fza) + f(ws) +... + f(v2m—1)) +

+2(f(w2) + flza) + f(x6) + ... + f(T2m—2)) + f(22m)] + Ro,
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kus
m—1

Ry = Z Ro(z2k, Tok+2, f)
k=0
ja
2 fepe P o) + 4 Flen) + Flan) + Fas) ot Samno)
F2(f(@2) + flza) + f(w6) + ...+ f(@2m—2)) + f(22m)]-
(2.21.8)
Valemit (2.21.8) nimetatakse Simpsoni valemiks. Kehtib hinnang (vt [5], lk 395-396)

(b—a)®
|Ro| < 180(2m))4 xfél[?ﬁ]‘ flv(x)‘ ‘ (2:21.9)

Lause 2. Kui f(z) € I[a,b] jah = (b—a)/(2m) (m € N) ning x; = ;-1 + h
(i =1;...;2m), kusjuures o = a, siis kehtib ligikaudne seos (2.21.8). Kui 3 f1V(z)
(x € [a, b)), siis kehtib veahinnang (2.21.9).

Naiaide 2. Leiame Simpsoni valemi abil integraali fol e’ dz ligikaudse vaartuse,

valides m = 2.
Antud ilesande korral h = (1 —0)/(2-2) =0.25. Et

d3 d4
Tge = (120 -82%) e, e

da3 55
g " = (=327 +1602% — 120z) e~
X

(%:56—962:0@)336 {O;i;m;i;M}a

—* = (162* — 482 + 12) e,

ja

siis ;—;e_xz on monotoonne léikudel [0; (10—2@)/2] ja { (10 — 2/10) /2; 1}
ning
d* -
sepn| a2t | T
= max ‘ d—467m2 ﬁe’f”2 d—46’”32 =
da* oo | dzt z= (10—2\/5)/2’ da* z=1

= max {|12|;|-7.4195];|—20/e|} = 12.
Hinnangu (2.21.9) abil leiame, et

(1-0° . _
180 (2-2)* 3840

|Ry| < < 0.0003.
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Teeme arvutused valemi (2.21.8) abil viie kiimnendkohaga
' 2 1-0 02 0.252 0.75% 0.52 12
/ e x L (e— +4(e— 25% 4 0. )+2e— 5y e ) ~ 0.74685.
0 .
Loppvastuse anname kolme kiimnendkohaga
1 2
/ e ¥ dx ~ 0.747.
0

Voime lugeda selle integraali ligikaudse vaartuse viimast kohta oigeks, sest koguviga
(Simpsoni valemi viga 4+ iimardamisvead + vigade edasikandumine arvutustes) ei iileta
ithte viimase koha iihikut. &
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2.22. Harjutusiilesanded

3
1+ 3 18 9, 6
: /7( V) dz. V:g\/xz—i——? \/x7+g\/a75+ﬁ\/aj+c-

1
iz
1+ cos?z 1 1
2. [ ———dx. V:-t — C.
/1+cosQa: . 2 anx+2x+

w

. Jtan®’zdz. V:tanx —z+ C.

1 2
4. /;(1—:]22) dx. V:lIn|z|+ 2arctanz + C.

xdx
5. | ——=dz. V:V1+22+C.
/\/1+x2

/\5/(7—393)%:. C——\/7 3z)

7. [sinzcos*xdr. V: C—ZCOb .

/\/2+1nx de

&

*

2
V:g (2+1nz)® +C.
N e
(arcsin x) x 1—a2 ' 4 (arcsinz)*’
. V:C —2y/1+cotz.
sin? 2/ + cot ©
1nec”d:v V: C — cos ().
Viln[1+1Inz|+C.

10.
11.

| s
Jer
12/
-

3 _

13. [ (cotz)™ 7/3 (sinz) ? do. V: 1 (cot ) 3 4 0.

 + (arccos 3z)° 1 1 3
14. ——— dx. V:C - =v1—-922— = (arccos 3z

/ V1 —9x2 9 9 ( )

2x — v/arcsinx 2 . 3

15. " dx. V:C—-2V1—22— =4/(arcsinz)”.
A /]_ _ 1.2 3 ( )

16. V:Zad — Sy /(a2—1)° -z 4 C.

/ 1.+ Vvl — ) 3 3
1 — 1
17. / t+o—a? dz. V:arcsinz + — + C.

/ 1‘2 ].—562

18./ glJr_i)dac. V:C — 41n(1+x )+larctanx2

2
1_
19. 1/1+zdaz V:arcsinz + v1— 22+ C.
20. m V: 1ngarcsm?fﬂ—&—C’

1 .
21./ z? de. V: =z — 2+ arctanz + C.
241 3
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22. /6x2 +dgx T V: \é? arctan \i—:??) (2x + 1)) + C.
dz 1

23. /\/ﬁ V: arcsin (2;10 = 3) +C.

24. \/ﬁ V: iarcsin (gsc — ;) +C.

25. \/2_1(?:;—_25962 V: %arcsin 2\/3 (x + ;)) +C.

26. f (tan2 z + tan* = + tan® x) der. V:tanx —x + 3 tan® z + C.

1 1
27. [cos2zxsinbrdr. V:C — — cosTx — — cos 3.

14 6
1 1
28. [cos2xcos3zdr. V: isinm—i— l—osinE)x—i-C.
1 1
29. [sin2zsinbzrdr. V: 681113.13 — ﬂsin7x—|—C’.
1 . 1 . 1 . 1
30. fcosxcos2xcos3xdx. V: gsm2x + 6 sin4x + ﬂsme + ix +C.

d 1 1 i
31./ v V:ln( +tanx)+0=1n,/W+C
cosT CcosS T 1 —sinx

1
32. [cot*zdr. V:z+cotw— gcot?’erC.

.3
2
33. 3(% da. V:C —2\/cosa + g\/cosf’ o.

34. [sin*pBdB. V: —isin‘gﬁcosﬁ—gcosﬁsinﬁ—l—gﬁ—l—C:

1 1
= §[37 Zsin2ﬂ+ 3—251n45+6’.

8
35, / .dg V.o C(.)S::? _ 40?5390 _ic?sx:
sin® x 5sin®x 15sin°z 15 sinx
C cot?z  2cotdz ‘
=C—-— ——— — —cotzx
5 3

36. [arccoszdz. V:wzarccosz — 1 —xz2+ C.
1 1 1
37. [warctan (2z) doe. V: §x2 arctan 2z — 1 + 3 arctan 2z + C.

1 1
38. [zsin3zdx. V: §sin3x7 gxcos?)erC.
39. [arctan\/xdz. V:zarctan/z —/z + arctan/z + C.

1
40. [z¥e**dz. V: 53:3@2”” - Zmze% + Zme% - ge% + C.

1
41. fln (x2 + 2) dr. V:xzln (ﬂc2 + 2) — 22 + 2v/2 arctan (21'\/5) + C.
42. a‘i;ilr%\f dv. V:C — 2T —zarcsin/z + 2V .
1
43. [e*sinzdx. V: 569“ (sinz — cosx) + C.
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d 1
T V:

/ﬁ 3 (arcsinx —zv1— x2) + C.
—
45. /dix V: 2arctanvax — 1+ C.

VT dx. V:2y/x —2arctan/z + C.

W
\]

Jz
. | ——=dx.
/{‘W:a
V:x+3\6/x5+§\/3x2+2\/§+3€/5+6\%+61n(—1+\%)+C.

VvV1i+Inx 1+v1+lnx
48, | ——dz. V:2V1+lnz—-In——— +
/ zlnzx 1—+vV1+Inx
Int 1
49. /w dr. V:=In’tanz + C.
sin x cos T 2
50 dz L v e
B A — - —Vx a?.
x21/x2+a2 alx
2d 1 1
51. \/%. V:C — 51:\/(12 -2 4 5(12 arcsin%.
dx 1 2 — q?
52 /m V aarctanT +C

53. [eVedx. V:2eV®\/r —2eV" 4 C.
54. [sin azdz. V: —3Vx2cos /x + 6cos /z + 6¢/xsin /z + C.

arctan x x arctanz  (arctanz)’
55. | ———dx. V:1 — — C.
/x2<1+x2> S-S 2 T
dx
56. [ ——. V:arcsin(2z —1)+C.
— ( )
222 — 1 — V2 1 —
57. /#dm. : lnx \f—k lnx \/§+C.
T —5x2+6 22 z+vV2 23 z+3
2 4 9
58. /(33+7)2d33. Viln—— — +C.
z(z—1) (z—1)° x—1
-1
Tt —x T z+1
32 +1 1 1
60. /%dx. V: - S +C.
@2 —1) L@’ 1@
dzx
61. —_
/a:3+8
1 1 1 /3 V3
P 2= —1In (22 — 22 + 4)+— A
A% 5 n|z + 2| 51 n(z x4+ )+12\/§arctan< 3 3 >+C’

1 1
V:§1n|x—1|—éln(x2—|—a:+1)++?arctan 3 3

' zdr
62. /ﬁ .
V3 (2\/333 . ﬁ) o
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3 —6
63. —_—dx.
/x4+6x2—|—8 v

1 1
V:ln (m2 + 4) + garctang -5 In (x2 + 2) — gﬁarctan <2x\/§) + C.

dx
64. .
/x4+1
V2 22 4av2+1 V2 1
V. S ln——Y "~ 4 Y arctan (V2 + 1) + =v/2arctan (zv2 — 1) + C.
8 22 —xvV2+1 4 ( ) 4 ( )
B4z —1 2—x V2 V2 1
65. | ——dx. Vi ——+ — — arct —_— =1 242 C.
/(x2+2)2 T 1212 3 arctan 9 +2 n(m + )+
9

66. | —X du.
(24 - 1)°
v. Lo 1 1 3 221 1

1
2 T 6@ —1 6@+ 8 2+l 8@+

+C.

— V:v2]1 _— C.
sinx + cosx V2| In tanf—l—\/i +
2

dzx 1 T
68 /7 V: 3 arctan (2 tan 5) +C.

xr
/ dl’ tan§—1—|—\/§

") 5—3cosx’

2
69. f sinzcos?xdx. V:C — 5 sin? z cos® © — T cos® z.

5 . 5
rsinx + —coszsine + —xz + C =

1 _
70. 5f cos® xdx. V: 5 cos’ xsinx + o1 cos 16 16

1 3 1
= T6x+ Zstm—i— asinllx— 4—sin32x+C.

71. [V1+4sinzde. V: \/ﬁf‘cos (g—%)‘dx:

2v/2sin (f - g) + C, kui cos (E - %) >0,
7

= T T
a2 T) 40, i cos (5 1) <0
\fbm2 1 +C u1cos2 1 <0
Vi
72. /_ﬂdx. V: 2v/tanz + C.
sin x cos

1
73. fth4:v dr. V:z —ths — gthgx +C.

1 1
74. fshzxch?’a: de. V: gsh?’x + gsh5x +C.

V2x + 22dx 4
75. —— — Vilnlz+14+V2x+22| — —mFMXM+C
/ x? | | T+ V2 + 22

1 r—2
V: - arctan

dzx
76. | ——. : _ + C
/x\/x2+4m—4 2 Va2 44z —4

/2
77./ oy,
r2l+cosx

/2 9
78. / cos® zsin2zdzr. V: 2
0

218



/3 . \[ 1 2
79. thodp. Vi — —r_Z
/,,/4 covTpap. ST RT3

/2
80. / x2sinzdr. V:im—2
@ 1
81. / va? —z2dz. V: Za27r.
0

e
82./ n?zdr. V:e—b5e L.
1

/e
NG e ) 4
83./ \Eh P ——\ﬁ+\f+1n(f+ ).
1 r (\/§+1)
3Vx2 =1
84. 22 “dx. V:2y/2 — arctan 2v/2.

LE 2 2
85. /0 2sinj+ 3 V: \5/5 ((arctan \/5) — (arctan 5\/5>> .
86. / arctan \/y/zr — ldx. V: 25arctan2 — 3

87. /\/1—1‘23 . V—ﬂ'

Ulesannetes 88—100 uurida paratu integraali koonduvust. Koonduvuse korral leida
integraali vaartus.

T dx 1

88. —. V:-.
/1 x4 3

Jr

—+oo
89. / dr oy,
1V

1
90. [ emordy, Vi{ o KWae>0,
+o00, kuia <0.

+002
91./ 22Ty Haiub.

oo T2 1
+<>01
92. / Ed:p V: +o0.
2 X
oo dx 1
93. —_— . V:-T7.
/\/i Va2 —1 4

94. f0+°°xsinxdx V: Hajub.

1
95. +Oosc -* . : 3
t 1 1
96. / AT 4. V- [Ty In2
8
97. V. —.
[ v
98. / V: + o0
xlnz’
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1
99. folxlnxdac. V: T

2

dx

100. —— . V: Hajub.
/0 22 —4zx+3 a

Ulesannetes 101-116 leida antud joontega piiratud kujundi pindala.
2 — 16 =22 1
101.{% 20+ 1 L ViS=2. 102.{ Y= VS = s

2?4+ y? =38
103. _mQ
v=73
2 z2 4 4
V:Slzfi2 \/Sfo—? dx:§+27r,52:8ﬂ'— §+27T =67 — —.
L 2
y= 1 1 = - 1
1+ 22 . Q_ y=x(r—1) _
104. . Vi S=—-7m—=. 105. LS =—.
_a’ 2" 3 { y=0 12
LA
106 {ynxm (m,n € N)
y" =z
VsznfU x"/m—zm/")dx:min gmsn M
n+m n+m

110. V: S = 3ma?.
) 1 nj2, . 2 1 3772, . 2
111. p=asin2p. V: S = 3 Jo " (asin2¢)” dy +§ J27 7 (asin2¢)” dp =
1

2

m . 1
=2 5 IN " (asin2¢)* dyp = 77

112. p=a(l+sinp). V: S= gﬂa2.

113. p=2a(2+cosp). V:S = 18ra?.
114. (2* + y2)2 =a? (22 —y?) & p=ayos2p. V:S=d%
1

115. 2t +yt =224+ 92 ®p2:17\/p=0.
1— =sin®2
1 1 5 Sin” 2¢
VS = 2W7dg0:7r\/§.
2 L .5
l—ism 2¢
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116. y = e /2 (0 <z < +00) ja selle asiimptoot. V: S =1.

Ulesannetes 117-124 leida kaare pikkus.

117. y=1Inz (\/§§x§\/§) V: S—ff\/ dac—1_|_ln\/7.

2

1 1
118. yzln(l—xQ) (0§m§>. Vis=In3 — -.

2

2/3 2/3 _ 3
19, (%) +(7) 1@{”3 LB (0<p<am).
a

y = asin® ¢

() (@)

120.{$_a008t (0<t<2m). Vs-5a<1+1\/§ln(2+\/§)).

y=asin"t

121. y=t-—5 - Vs =4V3.
(—V3<t<V3)

B z=a(l+cosy)cosyp o
122. pa(l+cosgp)<:>{ y = a (1 + cos ) sin V: s = 8a.
© x:asingfcosgo 3
123. p:asin3§<:) (0 < <3m). V:s:iwa.

y = asin® gsingo

1
124. p=ap (0<p<2m).V: s:mn/(47r2+1)+§aln(27r+\/1+47r2).

Ulesannetes 125-128 leida poordkeha ruumala, kui keha tekkib jargmiste joontega

piiratud kujundi poorlemisel iimber z-telje.

125. y=chz,y=0, 2 =—-1,z=1. V:V =x(1+(sh2)/2).

3
126. = = V:V=—
y =12 3y =u. 1071'16
127. y =2z —22, y=0. VV_BW
x=a(t—sint) (0<t<2m)

128. y=a(l—cost)
y=0

V: V*Tf‘fo 2(1—cost)?a (1 —cost) dt = bra

129. Leida poordkeha, mis tekib ringjoonega p

poorlemisel imber polaartelje, ruumala. V:V =

7T

4

sin ¢

(0 < ¢ <) piiratud ringi

Ulesannetes 130-134 leida joone poorlemisel iimber z-telje tekkiva poordpinna pind-

ala.

130. y=23/3 (0<z<1).V: S=27rfoly\/1+(y’)2dsc=
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131. y=sinz (0<z<m). V:S:Qﬂ(\/i—i—ln(l—i—\/ﬁ)).

132. y=tanz (0<z<7/4). V:S:w(\[—\/ﬁ)—i—wln(

x = elsint T
. <t< —).
133 { y = el cost (O_t_Q)

. de\*  (dy\® 2mV2
V:S27rf0/2y\/(dt) +<dz:> dt = z (e —2).

x=acos’t ™ 6
) <t<=).V:S=-ma?
134 { o it (0<t<3). vis=2ma

135. Leida kardioidi p = a (1 + cos ¢) poorlemisel timber polaartelje tekkiva poordpinna
pindala.

V:p:a(l—l—cosgo)(:){

2v2 42
V41 )

x=a(l+cosp)cosp _32
y=a(l+cosyp)sing 5= 50
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Markus.

Kreeka tahed

Kreeka taht | Eesti keeles | Kreeka taht | Eesti keeles
A « alfa N v niii
B beeta = ¢ ksii
I ~ gamma 0O o omikron
A S delta nm = pii

E e ¢ epsilon P p o roo
Z ¢ dzeeta ¥ o,¢ sigma
H 7 eeta T 7 tau

0 6,9 teeta T v ipsilon
I ioota D p, ¢ fii
K & kapa X x hii
A A lambda v psii
M u miiil Q w omega

éppevahendis on kasutatud neist esimest.
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Tabelist on naha, et viiel kreeka vaiketdhel on kaks voimalikku kirjapilti.
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