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1.1 Kompleksarvud

Definitsioon 1.Kompleksarvudeks nimetatakse reaalarvude jarjestatud paare
(z,y) , kusjuures nende paaride vordsus, liitmine ja korrutamine on defineeritud
jargmiselt:

L (21,91) = (22,92) & 71 =22 A y1 = ya;
2. (z1,y1) + (22,92) o (1 + 2,91 + Y2);
3. (w1,11) - (w2,72) et (T122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) -

Kompleksarve (z,y), (x1,91), (z2,¥2), (z3,y3) tdhistame jargnevas z, z1,
V) ja z3.

Ulesanne 1. Vahetu kontrollimisega néidake:

Z1+tz20=29+21 (liitmise kommutatiivsus);

2129 = 2921 (korrutamise kommutatiivsus);

(21 + 22) + 23 =21+ (22 + 23) (liitmise assotsiatiivsus);

(2122) 23 = 21 (2223) (korrutamise assotsiatiivsus);

(21 + 22) 23 = 2123 + 29223 (distributiivsus).

Kui kompleksarve (0;0), (z;0) ja (0;y) tahistada lithidalt 0, x ja iy, siis

U W=

z=(z,y) = (2;0) + (0;1) (y;0) = = + iy.

Definitsioon 2. Kompleksarvu z esitust kujul z = = + iy nimetatakse
kompleksarvu algebraliseks kujuks, kusjuures arvu x nimetatakse kompleksarvu
reaalosaks ja y kompleksarvu imaginaarosaks (tdpsemini imaginaarosa korda-
jaks).

Kasutatakse tahistusi

r=Rz=Rez, y=8z=Imz.

Arvu ¢ nimetatakse imaginaariithikuks. Arvu Zz ety iy nimetatakse
kompleksarvu z = = + iy kaaskompleksarvuks. Koigi kompleksarvude hulka
tahistatakse tdhega C. Tasandit, mille igale punktile (z,y) on seatud vastavusse
kompleksarv z = x + iy, nimetatakse komplekstasandiks (z-tasandiks),

Yy z

yl z=x+ 1wy

Argz

x-telge reaalteljeks ja y-telge imaginaarteljeks. Rohutame, et komplekstasandil
z on x ja y reaalsed, st me vaid kasutame xy-tasandit kompleksarvude kuju-
tamiseks. Komplekstasandil joonistame kompleksarvu z kohavektori. Arvu z
kohavektori pikkust tahistatakse |z| ja nimetatakse kompleksarvu z mooduliks.



Nurka, mille kompleksarvu kohavektor moodustab reaaltelje positiivse suunaga,
nimetatakse kompleksarvu argumendiks ja tahistatakse Argz. Kompleksarvu
argument on maaratud liidetava 2kw (k € Z) tapsusega, sest taispoore 27 vorra
viib kompleksarvu kohavektori esialgsesse asendisse tagasi. Kompleksarvu argu-
mendi Arg z véadrtust, mis kuulub poolloiku (—m, 7], nimetatakse kompleksarvu
argumendi peaviidrtuseks ja tdhistatakse arg z, st arg z € (—m, 7| . Seega

Argz =argz+2kn (k€ Z), (1.1)

kus
—m < argz < 7.

|z] = Va2 + y? (1.2)

Kehtivad seosed

ja
arctan (y/z), kui z > 0,
arctan (y/z) +m, kuix <0 A y >0,
argz = ¢ arctan (y/x) —m, kuix <0 A y <0, (1.3)
w/2, kuix =0 A y >0,
—m/2, kuiz =0 Ay <O0.

NB! Moningates raamatutes kasutatakse argumendi peavaartuse jaoks monda
teist poolldiku pikkusega 27, néiteks [0; 27) .

Niide 1. Leiame kompleksarvu —+v/3 — i mooduli, argumendi peavéirtuse
ja argumendi.

Valemite (1.2), (1.3) ja (1.1) abil saame vastavalt

-v3-1-i| = \/(—\/3)2 + (1),

arg (—\/5—1.1'):[—\/%«) A —1<0}:

-1 m om
=arctan ——= — T = - — T = ———

/3 6 6
ja
Argz—f)ngka—(ka)w(kEZ). O

Kui tdhistada ¢ = Argz ja kasutada polaarkoordinaate punkti asukoha
méadramiseks zy-tasandil, siis saame kompleksarvu trigonomeetrilise kuju

z = |z| (cos @ + isin p) (1.4)
ja kompleksarvu eksponentkuju

z = |z| €, (1.5)



kus

'Y = cosp +ising (1.6)
on Euleri valem.
Kuna funktsioonid cos¢ ja sin¢ ning (toesta, et e*™ = 1!) ¢ on 27-
perioodilised, siis voime valemeis (1.4) ja (1.5) votta ¢ = arg z. &

Ulesanne 2. Leidke kompleksarvu 1—iy/3 mooduli, argumendi peaviirtuse
ja argumendi.

Niide 2. Leiame kompleksarvu —+/3 — i trigonomeetrise kuju ja eksponent-
kuju.

Kuna |,\/§ — z| = 2 ja arg (,ﬁ — z) = —b7/6, siis valemite (1.4) ning
(1.5) abil saame vastavalt

—V3—i=2 (cos (—=57/6) + isin (—57/6))
ja
V3 — i = 2i(=5T/6) — 9 57/ o

Ulesanne 3.Leidke kompleksarvu v/2 —iv/2 trigonomeetrise kuju ja ekspo-
nentkuju.

Komplekstasandit tdiendatakse lopmatuspunktiga co, kompleksarvuga, mille
moodul on 400, st [oo| = +oo. Lopmatuspunkti reaal- ja imaginaarosa ning
argumenti ei defineerita. Lopmatuspunktiga taiendatud komplekstasandit ni-
metatakse laiendatud komplekstasandiks.

Tehted kompleksarvudega

Kompleksarvude z; = (21,y1) ja 22 = (x2,y2) liitmine ja korrutamine on
eelnevalt defineeritud. Esitame need definitsioonid algebralisel kujul esitatud
kompleksarvude z1 = x1 + iy1 ja 2o = x2 + iys korral:

21+ 22 = (1 +x2) +i(y1 +y2), 2122 = (T122 — y1y2) + i (T1y2 + T2y1) -

Kahe kompleksarvu 27 ja zo vahe 21 — 29 ja jagatis 21 /25 defineeritakse vastavalt
kui vorrandi z; = z + 25 ja vorrandi z; = 229 lahend. Leiame, et

71—z = (1 —x2) + 1 (1 — y2),

21wty (ztay) (w2 —iye) (21w +yaye) +i(zeyn —@1y2)

o w2tiy2 (w2 +iye) (z2 — iy2) x5+ Y3
_ T1T2 +Y1Y2 | . T2y — T1Y2
= 2 .2 2 .2
5+ Y3 5+ Y3

Osutub, et kompleksarve on tihti otstarbekas liita ja lahutada algebralisel kujul,
aga korrutada, astendada ning jagada eksponentkujul. Saame

21+ 29 = |z1] (cos 1 +isinpy) - |z2| (cos g + isinps) =
= |z1]|22] ((cos @1 cos o — sin @1 sin pa) + i (cos 1 sin @y + sin @y cos ps)) =

= |21] |22 (cos (1 + @2) + isin (@1 + @2)) = |21] |22] e'(P2F¥2),



z1 210 Z2 |zl fz2] (cos (g1 — 2) tisin (@1 —2))  |21] ipr—p)
P 5 = D) = — € .
22 |z2] |z2] B

Seega

21 - 29 = |Zl| |Z2| 6i(argzl+arg22)’ ﬂ _ @ ei(argzlfarg,m)7

z2 B |ZQ|

2" = |2|" (cos (narg z) + isin (narg z)) = |z|" e " 77E 7,
Kompleksarvu ja kaaskompleksi moodulil ning argumendil on jargmised oma-
dused:

12z 205 2° [=z[ =[z| = [z]; 3% |21+ 22| = [z - |22];
o |7| _lal o ,
4° 1= =— 5% |[ar] = 22|l < |21 + 22| < |21] + |22l
zZ9 ‘ZQ|
6° |Z| =2z, T° 21+ 20=721+722; 8°Z123 =7Z129;
z _ 1
9° (zl) =2 1007 =(3)"; 11°Re =< (2+7);
z9 2 2

z
1
12032:2—2,(272).

) 9
Naide 1. Arvutame <_2+Z2\/§ .
—V2—iV2
Kujutame arvud —2 + i2v/3 ja -2 —iv2 komplekstasandil ning maarame
nende mooduli ja argumendi

Yy z

23

—24+i2V/3

2
arg (—2 +i2V/3) = 37

-2 1 T

arg (—\/5 — z\/i) = —%77

V2 -iv2



Leiame:
2
-2+ i2v3| @ \/(—2 4 (2v3) =4

)
, @[ —2<0, ] _ 23 1 o«
arg( 2+z2\/§) = {2\/§zo]arctan — +r=m 37r7 3

—va-iva @ [(—va) + (va) -2

arg (7\/§7mf2> ® { __\\{252%’ ] —arctan_gw_

= ™ 4 = 47T
Seega _ _
_2 =+ 22\/§ — 46127T/3’ _\/i _ Z\/§ — 2671371'/3
ja

. 9 127 9
Z24i2V8 Y (AePTENT ) arein)®  goistea _
V2-iva) T \ze @A) T - B

_ 296i517r/4 _ 296i(487r+37r)/4 _ 2962'1271' . 67537r/4 _

= [ei%” hEZ 1} = 2%¢13m/4 = 99 (cos ?%T + isin 3;) =

— 99 (—\/5/2 + i\/§/2) — _256v2 + 256iv2. O

L 4iv3 100
Ulesanne 1. Arvutage L .
V3 —iV3

Definitsioon 1. Vorrandi
wh=z (n€{2;3;4;...}) (1.7)

iga lahendit w nimetatakse kompleksarvu z n-ndaks juureks ja téhistatakse
w= {/z.

Kuna on tegemist muutuja w suhtes n-ndat jarku algebralise vorrandiga, siis
algebra pohiteoreemi kohaselt on sel vorrandil kompleksarvude hulgal tapselt n
lahendit. Kui esitada z ja w eksponentkujul z = |z| ¢!*#Z ning w = |w| e’ *8v,
siis saame vorrandile (1.7) kuju

n _inargw

lw|” e = |2| e*?8=,

Kaks kompleksarvu, esitatuna eksponentkujul, on vordsed parajasti siis, kui
on vordsed nende moodulid ja teiseks nende argumendid. Suurus nargw véib
erineda kompleksarvu z peaviirtusest arg z arvu 27 mingi kordse 2km (k € Z)
vorra. Seega

|lw|" = |z| A nargw = argz +2kn (k€ Z).



Jarelikult
|lw| = ¥/|z| (tegemist on juba reaalmuutuja juurega),
argw = (arg z + 2km) /n (k € Z)

ja ‘
{I/E _n |Z|ez(argz+2kﬂ’)/n (k c Z) )
Kuna e??™ = 1, siis {/z erinevaid véirtusi on vaid n tiikki ja
Yz = f|2leiereztkm/n (g = 0;1;2;...5n — 1) (1.8)

Osutub, et {/z vaartused asetsevad z-tasandil korrapirase n-nurga, mille kesk-
punkt on nullpunkt, tippudes.

Niide 2. Leiame &/—8 koik vaartused ja kujutame nad z-tasandil.

Kuna |—8| = 8 ja arg (—8) = m, siis valemi (1.8) pohjal

V=8 = {/|-8leiars=Tm/3 — g (i HZT/3 (| = 0;1;2)
ning

V=8|,_y =23 =2(cos (n/3) + isin(r/3)) = 1 +iV3,

V=8|,_, =2€" =2(cosm +isinm) = -2,

V/=8|,_, =2e®/% =2 (cos (5r/3) + isin (57/3)) = 1 —iV/3.

Teeme joonise

v 1— i3

¢

Ulesanne 2. Leidke +/—16i koik védrtused ja kujutame nad z-tasandil.
Ulesanne 3. Leidke vorrandi z* = —1 kaik lahendid.

Naide 3. Leiame kompleksarvu z koigi n-ndate juurte summa.

Valemi (1.8) pdhjal saame

—1
n—1 ) ) n—1 ‘ TLZ qk _ 1—¢"
§ : n ‘Z|ez(argz+2k7r)/n _n |Z‘ez(argz)/n § :eszﬂ'/n _ - ' 1—q
k=0 k=0 q= 61,27r/n
1— ei27‘r

_ n i(arg z)/n _
- |Z‘6 1 — ei27/n -



Joon, piirkond ja raja

Definitsioon 1. Jooneks ehk Jordani jooneks komplekstasandil z nimeta-
takse punktide, mis on méaaratud vorrandiga

z=z(t) = a(t) +iy(t) te€ o],

kus z(t) ja y(t) on pidevad reaalmuutuja funktsioonid 16igul [a, 8] , hulka, kusju-
ures

t1 #ta = z(t1) # 2 (t2),

st joonel pole kordseid punkte. Erandiks vdivad olla vaid punktid z («) ja z (3) .
Kui z (o) = z (/) , siis joont nimetatakse kinniseks. Joont nimetatakse siledaks,
kui funktsioonid &’ (¢) ja y'(t) on pidevad 16igul (e, 3] . Joont nimetatakse tiikati
siledaks, kui ta koosneb loplikust arvust siledatest osadest.

Naide 1. Olgu joon antud vorrandiga

z(t) = acost+ i bsint (¢t € [0,27]). (1.9)
Kuna funktsioonid z(t) = acost ja y (t) = bsint on pidevad 16igul [0, 27] ja

th #ta = 2(t1) # 2 (t2),

vélja arvatud punktid ¢; = 0 ja ty = 2, siis on tegamist Jordani joonega. Funk-
tsioonid 2/ (t) = —asint ja y' (t) = bcost on pidevad 16igul [0, 27] . Tegemist on
seega sileda joonega. Et

22(t)  y3(t)  (acost)®  (bsint)’ _

+ = — + 72 =1 (t€]0,2n]),

siis vorrand (1.9) esitab komplekstasandil ellipsi, mille kespunkt on nullpunktis
ja teljed paralleelsed koordinaattelgedega, telgedega a ja b. &
Naiide 2. Olgu z-tasandil antud kolmnurk ABC

A
Yy . z
5 4—|—O5z
—2 4 B x
%1/5—'22'
2 |

Leiame tema rajajoone vorrandid ja uurime selle joone siledust.



Veenduge, et 16ikudel AB, BC ja AC on vastavalt vorrandid

AB: z(t)=-2—i+t(7T—1) (tel0;1]),
BC: z(t)=5-2i+t(-1+7i) (te]0;1]),
AC: z(t)=-2—i+t (6+61) (te(0;1]).

Kontrollige, et vastavad tuletised on pidevad 16igul [0; 1] . Seega rajajoon (mur-
djoon) ABC on tiikati sile, koosnedes kolmest siledast tiikist. &

Definitsioon 2. Hulga rajapunktiks nimetatakse punkti, mille igas timbru-
ses leidub nii sellesse hulka kuuluvaid kui ka sinna mittekuuluvaid punkte.

Definitsioon 3. Hulga rajaks nimetatakse selle hulga koigi rajapunktide
hulka.

Definitsioon 4. Hulka, mis ei sisalda iihtki oma rajapunkti, nimetatakse
lahtiseks hulgaks.

Definitsioon 5. Hulka, mis sisaldab koik oma rajapunktid, nimetatakse
kinniseks hulgaks.

Definitsioon 6. Sidusaks hulgaks nimetatakse hulka, mille iga kaht punkti
saab iihendada sellesse hulka kuuluva Jordani joonega.

Definitsioon 7. Piirkonnaks nimetatakse lahtist sidusat hulka.

Definitsioon 8. Kinniseks piirkonnaks nimetatakse kinnist sidusat hulka.

Definitsioon 9. Piirkonda nimetatakse iihelisidusaks, kui selle piirkonna
raja on sidus.

Definitsioon 10. Piirkonda nimetatakse mitmelisidusaks, kui selle piirkon-
na raja ei ole sidus, vaid koosneb mitmest sidusast osast.

Ulesanne 1. Olgu vaadeldavaks hulgaks ring |z — 1 + | < v/2. Kas see hulk
on kinnine voi lahtine? Kas see hulk on piirkond? Milline on selle hulga raja?
Kas tegemist on iiheli- voi mitmelisidusa piirkonnaga?

Ulesanne 2. Olgu vaadeldavaks hulgaks rongas 1 < |z —1+1| < V2. Kas
see hulk on kinnine v6i lahtine? Kas see hulk on piirkond? Milline on selle hulga
raja? Kas tegemist on iiheli- voi mitmelisidusa piirkonnaga?

Kompleksmuutuja funktsioon

Olgu D hulk komplekstasandil voi laiendatud komplekstasandil.

Definitsioon 1. Kui hulga D igale elemendile z on vastavusse seatud mingi
kindel kompleksarv w, siis 6eldakse, et hulgal D on defineeritud kompleksmuu-
tuja funktsioon ehk kujutus w = f(2).

Definitsioon 2. Hulka D nimetatakse f mé&aramispiirkonnaks ja hulka
f(D)={w]| (z€ D)A (w= f(z))} funktsiooni f véartuste piirkonnaks.

Definitsioon 3. Funktsiooni z = f~!(w) nimetatakse funktsiooni
w = f(z) poordfunktsiooniks, kui hulga f(D) iga element on ainult ithe hulga
D elemendi kujutiseks.

Definitsioon 4. Funktsiooni, mille argumendi monele vaartusele maaramis-
piirkonnast vastab vahemalt kaks funktsiooni vaéartust, nimetatakse mitmeseks
funktsiooniks.



Definitsioon 5. Suurusi u = Rw ja v = Sw nimetatakse vastavalt komp-
leksmuutuja funktsiooni w = f (z) reaal- ja imaginaarosaks.

Kuna z = z+iy = 2z (z,y) jaw = f(2) = u+tiv, siis funktsiooni f(z) definee-
rimine on samavaérne vastavas xy-tasandi piirkonnas kahe reaalsete vaartustega
kahe muutuja funktsiooni u(zx,y) ja v(z,y) defineerimisega.

Ulesanne 1. Leidke w = 23 — 3z + 4 reaal- ja imaginaarosa.

Kompleksmuutuja funktsiooni f(z) graafik paikneb (neljamoéotmelises) kor-
rutisruumis D x f (D).

Naiide 1. Leiame piirkonna D = {z] (]z| <2 A (0 < argz < 7/3))}
kujutise funktsiooni w = 23 abil.

Skitseerime piirkonna D

yl
C z
V3t
1,
By
-2 A 1 2

Esitame piirkonna D rajajoone ABC' osade vorrandid
AB: z=pe™ (0<p<2);
BC: z=2¢"" (0< o <7/3);
CA: z=pe™3 (0<p<2).

Uurime, milleks teisenevad need rajajoone osad kujutamisel funktsiooniga
w = 2. Esiteks leiame 16igu AB kujutise A’ B’

AB :w=p*e3" (0<p<2)

ehk _
AB :w=re? (0<r<8).

Analoogiliselt saame

ehk _
B'C': w=8e"Y (0<v¢ <)
ja ,
CIA/: w:p3e3l-7'(/3 (0§p§2)
ehk

C'A: w=re™ (0<r<8).
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Skitseerime w-tasandil joone A’'B'C’ :

[
8 w
£
/ 7 \
// \\
O/’ 1+ \B/
de LU
-8 Al l 8

Osutub, et f(D) on lahtine poolring w-tasandil. Veenduge, et nii piirkonna D
kui ka piirkonna f(D) rajajoon on tiikati sile. &

Ulesanne 2. Leidke piirkonna D = {z] (|2 < V2 A (0<argz <7/2))}
kujutis funktsiooni w = z* abil.

Definitsioon 6. Kompleksarvu ¢ nimetatakse funktsiooni f (z) piirvaartuseks
piirprotsessis z — zg, kui Ve > 0 korral 36 = § (¢) > 0 selline, et

0<|z—z|<d = |f(z)—¢| <e.

Definitsioon 7. Kompleksmuutuja funktsiooni f (z) nimetatakse pidevaks
punktis zg, kui

lim f(z) = f (20) -

z—20

1.2 Kompleksmuutuja funktsiooni tuletis ja integraal.
Cauchy integraalvalem

Argumendi z muudule Az vastavaks funktsiooni w = f(z) muuduks Aw
nimetatakse vahet Aw = f(z + Az) — f(2).
Definitsioon 1. Piirvaartust

Aw

_df

- e =4

S0 Az (21)
nimetatakse funktsiooni tuletiseks punktis z.

Kui funktsioonil f(z) on tuletis punktis z, siis 6eldakse, et funktsioon f(z)
on diferentseeruv punktis z.

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) nimetatakse analiiiitiliseks punktis z, kui
f(z) on diferentseeruv punktis z ja mingis selle punkti imbruses.

Definitsioon 3. Funktsiooni f(z) nimetatakse analiiiitiliseks piirkonnas,
kui f(z) on analiiiitiline selle piirkonna igas punktis.

Definitsioon 4. Punkti, milles funktsiooni f(z) ei ole analiiiitiline, nimetatakse
funktsiooni f(z) isedraseks punktis.

Naide 1. Leiame (zs)/.

11



Definitsiooni 1 pohjal saame

Az (z 4+ Az)® — 23
3 ! = 1 —_— = 1 —_—
(%) = Jim, K, = dimg Az
2 2 3
~ tim 32°Az + 3z (Az)" + (Az) _
Az—0 Az

_ 2 2\ _q.2
—Allgo (32 +32Az—|—(Az))—3z. o

Ulesanne 1. Leidke (2)  (n € N).

Analoogiliselt reaalmuutuja funktsioonidega on kompleksmuutuja funktsioo-
nidel jargmised tehetega seotud omadused.

Lause 1. Kehtivad seosed:

o (c1fi(2) +cafa(2)) = e1fi(2) + eafy(2);
o (f1(2)f2(2)) = fi(2) fa(2) + f1(2) f2(2);

. <f1(z))' _ 1@)AE) - AR)f(2)
fa(2) (%)

Kui punktis z diferentseeruv funktsioon w = f(z) on punkti z {imbruses
pooratav, st 3 f~1 (w), siis

dfil (w) li fil (w + Aw) - fil (w) Aw—0&Az—0
— 7 — lim <
dw Aw—0 Aw
_ 2+ Az—2z . 1 1
AT Aw T At Aw lim Aw — df”
A A0 AL dz
st
(F @) = e (2:2)
f'(2)

Uuurime tuletise f/(z) eksisteerimise tingimusi. Kuna z = z + iy ja w =
u + 1w, siis

5 Au+iAv

im — = im _—

Az—0 Az (Az,Ay)—(0;0) Az + ZAy
A i A

Suuruse M piirvaartus ei tohi soltuda piirpunktile lahenemise viisist
Ax +iAy

(Az, Ay) — (0;0). Kui Ay = 0, siis
Aw . Au+4iAv OJu v

1' P — 1 _— = — -
Airgo Az A:}:EO Ax + 10 ox Zax

Kui Az = 0, siis
Aw Au + 1Av Ou  Ov

lim — = lim ——— = —i— + —.
Ao Az AZI;IBO 1Ay Zc')y dy



Seega
ou OJv Ov Ou

— ti—=— —i—.
or + or Oy oy
Lause 2 (Cauchy-Riemanni tingimused). Kui funktsioon f(z) on dife-
rentseeruv punktis z, siis selles punktis on rahuldatud Cauchy-Riemanni tingi-
mused

ou_ow
dx Oy’
ou gv (2.3)
% = o

Cauchy-Riemanni tingimused on jarelikult tarvilikud tuletise f’(z) olema-
soluks punktis z = x + iy. Toestage, et funktsioonide u(zx,y) ja v(z,y) dife-
rentseeruvuse korral punktis (z,y) on Cauchy-Riemanni tingimused ka piisavad
tuletise f’(z) olemasoluks punktis z = x + iy.

Niide 2. Leiame funktsiooni w = 23 diferentseeruvuse piirkonna.

Kuna

w= 2= (z+iy)® = 2® + 3iz’y — 3ay® — i,

siis u = 2% — 3zy? ja v = 322y — 33, Seega
uy = 3% — 3y, uy = —bzy, v, = 6y, v, = 3% — 3y?
ja Cauchy-Riemanni tingimused (2.3) omandavad kuju

322 — 3y% = 322 — 392,
—6zry = —6xy.

Jarelikult on funktsiooni w = 23 korral Cauchy-Riemanni tingimused t#idetud
komplekstasandi igas punktis. Kuna funktsioonid u = 23 —3zy? ja v = 32%y—y?
on diferentseeruvad komplekstasandi igas punktis, siis funktsioon w = 23 on
diferentseeruv komplekstasandi igas punktis z. Lisaks
(23)/:% i%:3x2—3y2+i6xy:3(x+iy)2. &

Ulesanne 2. Leidke funktsiooni w = 322 — 5iz +8 — iv/3 diferentseeruvus-
piirkond.

Kui funktsiooni w = f(z) reaal- ja imaginaarosal u(z,y) ja v(x,y) on pide-
vad teist jarku osatuletised, siis Cauchy-Riemanni esimesest tingimusest saame
Ugg = Uyg Ja teisest uyy = —vyy ning

Uy + Uyy = Vyz — VUgy = 0.
Analoogiliselt jouame tulemuseni
Ugg + Vyy = 0.
Funktsiooni r = r(x, y), mis rahuldab seost (Laplace’i vorrandit) r, + 7y, = 0,

nimetatakse harmooniliseks funktsiooniks.
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Kui direntseeruva funktsiooni w = f(z) reaal- ja imaginaarosal u(z,y) ja
v(x,y) on pidevad teist jarku osatuletised, siis u(x,y) ja v(x,y) on harmoonili-
sed funktsioonid. Sel korral nimetatakse funktsioonide paari u(z,y) ja v(z,y)
kaasharmooniliste paariks.

Niide 3. On teada analiiiitilise funktsiooni w = f(z) = — (z +iy)* +
i(x +1iy) : —2%+y*—y imaginaarosa v = x—2zy. Leiame f(2), kui f(1) = 2+i.
Kuna v, = 1 — 2y ja v, = —2z, siis Cauchy-Riemanni esimese tingimuse
pohjal
Uy = —2,
millest

w= | (=22) do = vottes osatuletist muutuja = jargi
B " | muutujat y kasitletakse kui konstanti

=—2"+p(y),

kus ¢ (y) on suvaline muutuja y funktsioon. Seega u, = ¢’ (y) ja Cauchy-
Riemanni teise tingimuse pohjal

¢ (y) = —1+2y,

millest

o (y) :/(*1+2y)dy:-
Jarelikult v = —22 + y? — y + C ning

w=f(z)=u+iv=—a?+y  —y+C+i(x—2xy) =
—i(z+iy) —(@+iy)’ +C=iz—22+C.

Kuna f(1) = 2+ ¢, siis
i—1+C=24+1 = C=3

ja f(z) =iz — 2% +3. &

Ulesanne 3. On teada analiiiitilise funktsiooni w = f(z) = u + v imagi-
naarosa v = z° — 3xy? ja f(i) = 1. Leidke f(z).

Arvread

Definitsioon 1. Avaldist

o0
ch:cl+02+03+...+ck+...,
k=1

kus ¢ = ay + tb, on kompleksarvud, nimetatakse kompleksarvuliseks arvreaks.
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Definitsioon 2. Rida ), , ¢; nimetatakse koonduvaks, kui

n
3 Jim, D e,
k=1
ja hajuvaks, kui
n
Bl ) e

Toestage iseseisvalt jargmine vaide.

Lause 1. Rida Y -, ¢k, kus ¢, = aj, + iby, on koonduv parajasti siis, kui
read > po; a ja Y pey br on koonduvad.

Definitsioon 3. Rida ) -, ¢, nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui
rida Y7~ |ex| on koonduv.

Definitsioon 4. Koonduvat rida, mis ei ole absoluutselt koonduv, nimeta-
takse tingimisi koonduvaks.

Toestage iseseisvalt jargmine véide.

Lause 2. Rida Z,;“;l ¢k, kus ¢, = ai+1ibg, on absoluutselt koonduv parajasti
siis, kui read Y, ; ax ja > po bi on absoluutselt koonduvad.
k VE + vk

k2

Naide 1. Uurime rea ) ;o , (—1) koonduvust.

Nii reaalosadest koostatud rida

ISR NI
k=1 k=1

kui ka imaginaarosadest koostatud rida

I N

k=1 k=1

on Leibnizi tunnuse pohjal koonduvad. Seega Lause 1 pohjal on koonduv uuritav

rida. Kuna -
'(_1)k kfs/z‘ _ Zkf?,/z
k=1

o0

k=

—

on koonduv (miks?) ja

io: ’(_1)1@ k—2/3‘ _ i 23,
= k=1

k=1

on hajuv (miks?), siis Lause 2 pohjal on uuritav rida tingimisi koonduv. O
Ulesanne 1. Uurige rea Y-, ¢’** koonduvust.
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Funktsionaalread

Definitsioon 1. Avaldist kujul
oo
Zuk(z) =ug(z) +ur(z) +...+ur(z)+...,
k=0

kus ug(z) on kompleksmuutuja funktsioonid, nimetatakse funktsionaalreaks.
Fikseeritud z korral saame sellest avaldisest arvrea. Kui eksisteerib osasum-
made

su(z) = ) un(z)
k=0

jada piirvaartus n — oo korral, siis 6eldakse, et rida koondub punktis z. Pi-
irvaartust s(z) = lim s,(z) nimetatakse rea summaks. Koigi punktide z hulka,
n—oo

kus funktsionaalrida koondub, nimetatakse rea koondumispiirkonnaks. Vahet

o0

rn(2) = s(2) — sp(z) = Z up(z)

k=n+1

nimetatakse rea jaakliikmeks. Tlmselt

lim r,(2) =0 < Je>03ng =no(z,6) € N: n>ng=|r,(z)| <e.

n—oo

Kui rea koondumispiirkonna teatud osa koigi punktide korral naturaalarvu ng
valik soltub vaid arvust €, st ng(z,€) = no(e), siis 6eldakse, et funktsionaalrida
koondub selles osas tihtlaselt.

Astmeread

Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

o0

Z crz®, (2.4)

k=0

kus ¢; on konstandid, nimetatakse astmereaks.

Astmerea (2.4) koonduvuspiirkond ei ole tiihi hulk, sest sisaldab vdhemalt
nullpunkti.

Toestage Abeli teoreem.

Lause 1 (Abeli teoreem). Kehtivad viited:

e Kui astmerida (2.4) koondub punktis zp, siis (2.4) koondub absoluutselt
igas punktis z, mis rahuldab vorratust |z| < |zl ;

e Kui astmerida (2.4) hajub punktis zo, siis (2.4) hajub igas punktis z, mis
rahuldab vorratust |z| > |zo|;
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e Kui astmerida (2.4) koondub punktis zg, siis (2.4) koondub {ihtlaselt hulgal
|2 < g <zl

Definitsioon 2. Suurust

R= sup |z

Y ckztec

nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks.
Lause 2. Kui eksisteerib piirvaartus (16plik voi 16pmatu)

1
lim oi lim
k—oo | Cr41 v n—oo 1/ |ck| ’

siis see piirvéértus on vordne rea (2.4) koonduvusraadiusega R.
Niide 1. Leiame rea Y-, k%2" /e* koonduvusraadiuse R.

Tegemist on astmereaga, kus ¢ = k3/e*. Kuna cjyq = (k + 1)® /e, siis
k3 /ek
(k+1)° Jekt

1
e lim —==c
k—oo (14 1/k)

k—oo

&

Ulesanne 1. Leidke rea Y5> 2*(z + 2 — i)* koonduvusraadius R ja koon-
duvuspiirkond.
Lause 3. Kui rea

> e (z—a), (2.5)
k=0
koonduvusraadius on R, siis
e rea (2.5) summa S(z) on ringis |z — a| < R pidev funktsioon,

e rida (2.5) on litkmeti integreeritav piki suvalist joont, mis kuulub piirkonda
|z —al < R,

e rea (2.5) summa S(z) on ringis |z — a| < R analiiiitiline funktsioon,

e rida (2.5) on liikmeti mis tahes arv kordi diferentseeruv ringis |z — a| < R
ja
o
SM(2) =3 k(k—1)- - (k—m+1)ex(z—a)*™™,
k=m
kusjuures saadud rea koonduvusraadius on samuti R.

Defineerime méningad kompleksmuutuja funktsioonid astmerea summana.
Eksponentfunktsiooniks e = exp (z) nimetatakse funktsiooni

00
» def. 2"
e = E -—.

k!
k=0

Veenduge, et selle rea korral R = oo ja 17?2 = ¢*1¢?2, Seega suvalise z = x4+ iy
korral

17



Tty = o7 . oY,

Defineerime kompleksmuutuja z korral

00 2k oo 2k+1
def. k% . def. kE_%
cosz = E (-1) o sinz = E (-1) I
k=0 k=0

kusjuures molema rea korral R = oco. ToOestage, et nii cosz kui ka sinz on

analiititilised komplekstasandi igas punktis.
Lause 4 (Euleri valem). Kehtib seos

%

e”* =cosz+isinz.

Téestus. Saame

iz __ = (Zz)k _ 2 .23 24 (zz)k .
e _kzzo R TRl T i R ERE ey R
0 2k o0 2%k+1
- E 2 . z o -
_kZ:O(—l) (2k)'+ZI;)( ) (2k+1)'—cosz+zsmz.

Seosest (2.6) jareldub

e~ % — cos (—z) +isin(—z) = cosz — isin z.

Seega
e +e ¥ =cosz+isinz + cosz —isinz = 2cos z,
e —e ¥ =cosz+isinz —cosz+isinz = 2isinz
ja
cosz = (e +e*%) /2
ning

sinz = (' —e™") / (2i)
Naide 2. Leiame funktsiooni w = e* analiiiiiitilisuse piirkonna.
Kuna

i iy (3) .
w=e* ="t =" . W = % (cosy + isiny) =

= e cosy +ie” siny = u + v,

siis u = e* cosy ja v = e* siny ning
— _ T T _

Uy =, Uy = —€"siny, v, =esiny, v, =

ja Cauchy-Riemanni tingimused on kujul
{ e® cosy = e” cosy,

—e*siny = —e®siny.

18
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Jarelikult on funktsioon w = e* analiiiitiline komplekstasandi igas punktis.
Ulesanne 2. Leidke funktsiooni w = cos z analiiiiiitilisuse piirkond.
Naiide 3. Leiame cos (47) .
Valemi (2.7) abil saame

cos (4i) = (e + e ") 2= (e* +e7?) /2~ 27.308. O

Ulesanne 3. Leidke sin (iv3) .
Definitsioon 3. Vorrandi
e =2 (2.9)
koigi lahendite hulka nimetatakse kompleksmuutuja naturaallogaritmiks
w = Lnz.
Kui w = u + iv ja z = |z| e!¥8 7 siis saame vorrandile (2.9) kuju
eu+iv

_ |Z| eiargz

ehk

u

e 'eiv _ ‘Z|6iargz’

millest kahe kompleksarvu vordsuse tingimuse pohjal
e =z,
v=argz+2m

u=lIn|z|,
v=Argz.

Seega saame lopmata mitmese funktsiooni

ehk

Lnz =In|z|+iArgz =In|z| +i(argz + 2km) (k€ Z). (2.10)
Taisarvu k fikseerimisel k£ = 0 saame iihese kompleksmuutuja funktsiooni
Inz=1ILnzlk—o =1Inl|z| +iarg z,
mida nimetatakse naturaallogaritmi peaharuks.
Naide 4. Leiame Ln (1 — Z\/g) jaln (1 — z\/g) .
Kuna |1 — zﬁ| =2 ja arg (1 — 2\/5) = —m7/3, siis
Lo (1-iv3) =l2+i@kr—7/3) (k€2),
I (1-iv3) =m2—ir/3. ¢
Definitsioon 4. Funktsiooni

w=z° L eelnz, (2.11)

kus ¢ on kompleksarv, nimetatakse kompleksmuutuja tildiseks astmefunktsiooniks.
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Niide 5. Leiame ‘.
Kuna |i| =1, argi =7/2 ja
Lni=Inl+i(r/2+2kn) =12k +1/2)m,
siis valemi (2.11) pohjal
i = iCRH1/2) _ =D (1 ¢ 7)) o
Definitsioon 5. Vorrandi
sinw = z (2.12)

koigi lahendite hulka nimetatakse kompleksmuutuja arkussiinuseks w = Arcsin z.
Seose (2.8) abil saame vorrandile (2.12) kuju

(eiw - eiiw) /(22) =z,

millest 4 4
€2 — 2jze™ —1 =0
ehk
(em—iz)zzl—f{:}em—iz: 1-22 &
o eV =gz 4 1—22®iw:Ln(iz+ 1—22)<:>
@wz—iLn(iz—&— 1—22),
st

Arcsin z = —iLn (zz +v1- 22> (2.13)

Analoogiliselt saadakse avaldised

Arccos z = —iLn (z +Vz22 - 1) , (2.14)

7 141z
Arct =——L 2.15
rctan z 5 nl—iz’ ( )
Arccot z = ~Ln> " (2.16)
2 z4+1

Kui valemeis (2.13-2.16) kompleksmuutuja naturaallogaritm asendada naturaal-
logaritmi peaharuga, saadakse vastavalt arcsin z, arccos z, arctan z ja arccot z.

Naiide 6. Leiame arctan (1 + 1) .

Kuna |1 +i| = v/2 ja arg (1 + i) = /4, siis

i 144 i i i i(241)
tan (141) = —= In-t = 1 — Im Y
arctan (L+0) = =5 ) = g ~ e
142 i1
= I ;_ Z:—% (—2ln5—|—i(7r—arctan2)>:

DN =

= — — arctan2+%ln5. &
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Ulesanne 3. Leidke arctan(1 — iv/3).
Defineerime hiiperboolsed funktsioonid

© 2k o0 2k+1
def. z . def. z
coshz = sinhz = S S——
2 iy 2 r T
k=0 k=0
sinh z cosh z
tanh » % , cothz def. -
cosh z sinh z
ja areafunktsioonid w = Arcoshz, w = Arsinhz, w = Artanhz ning

w = Ar coth z vastavalt vorrandite
coshw = z, sinhw = z, tanhw = 2z, cothw =z

lahendeina. Nii cosh z kui ka sinh z korral R = oo Toestage, et nii cosh z kui ka
sinh z on analiiiitilised komplekstasandi igas punktis.
Lause 5. Kehtivad seosed

Arcoshz:Ln(z+\/z2—1>, Arsinhz:Ln(z—I— z2+1>7

1 1 1
7141; Arcothz = §ant1

1
Artanhz = 3 Ln
ja

cosh (iz) = cosz, sinh(iz) =isinz,

cos (iz) = cosh z, sin(iz) = isinh z.

Kompleksmuutuja funktsiooni integraal
Olgu antud sile voi tiikati sile lopliku pikkusega Jordani joon T'
z=2() =x(t) +iy(t) (a<t<p)

ja sellel joonel pidev funktsioon f(z). Lahtise joone I' korral loeme positiivseks
parameetri ¢ kasvamisele vastavat suunda ja kinnise joone I' korral suunda,
milles litkudes jadb holmatav piirkond vasakule. Olgu z(«) joone alguspunkt
ja z(3) joone 16pppunkt. Jaotame joone punktidega z (k = 0;1;...;n) n osaks,
kusjuures zg = z(«) ja z, = z(). Olgu Az, = z—2r_1 ja s olgu k-nda osakaare
punkt.

Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvaértus

lim > Flk) Az,
k=1

n—o00, max |[Azg| —0 £—

mis ei soltu joone I' osakaarteks jaotamise viisist ja punktide ¢ valikust, siis
seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f(z) integraaliks iile joone T'.
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Seega

/ F(2)dz % Jim S Flo) Az (2.17)
k=1

n—o0, max |Azy| —0
r
Lause 1. Kui w = f (z) = u + iv, siis

f(z)dz = [ udz —vdy +i [ vdx + udy. (2.18)
Jroves framan]

r
Lause 2. Kui w = f(2) =u+iv ja joon on antud kujul
c=at) =a() Hin(t) (@<t<p),

siis

B
/ f(2)dz = / (u ((t), y(t)) + iv (x(t), () (&' (&) + i/ (B))dt (2.19)

r

ehk

B8
/ F(2)dz = / £ ()2 (8) dt. (2.20)

Naide 1. Leiame / (22 — z) dz, kus I on sirgloik punktist z, = 144 punkti
r
zg = 3 + 4.

Kuna joon on esitatav parameetrilise vorrandiga
z=14i+t(2+3i) (0<t<1),

siis valemi (2.20) pohjal

((1+i+t(2+3i))2—(1+i+t(2+3i))> (2+ 30) dt =

o O _

(24 3i) (i — 4t + Tit — 1 — 5t* + 12it?) dt = 3i — 209/6.

¢

Ulesanne 1. Leidke integraal fr (z2 + z?) dz,kusT': |z| =2 A0 <argz <
/2.

Toestage jargmised véited.

Lause 3 (Cauchy teoreem). Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline tihelisidusas
piirkonnas D, siis

/f(z)dz =0 (2.21)

r
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iga piirkonda D kuuluva kinnise joone I' korral.
Naiide 2. Leiame | coszdz, kusT': |z —2+ 3i| = 4.

Kuna cos z on analﬁigtiline kogu komplekstasandil, siis Lause 3 pohjal uuritav
integraal vérdub nulliga. &

Lause 4 (Cauchy teoreem mitmelisidusa piirkonna jaoks ). Kui
funktsioon f(z) on analiiiitiline mitmelisidusas piirkonnas D ja selle rajajoontel,

siis integraal iile valise rajajoone I' vordub integraalide summaga iile sisemiste
rajajoonte v, (k=1;...;n)

/Ff(z)dz - Xn:/%f(z)dz. (2.22)

k=1

Definitsioon 2. Funktsiooni F'(z) nimetatakse funktsiooni f(z) algfunkt-
siooniks piirkonnas D, kui selle piirkonna igas punktis F'(z) = f(2).

Lause 5 (Newton-Leibnizi valem). Kui F(z) on piirkonnas D analiiiiti-
lise funktsiooni f(z) algfunktsioon ja zp,z € D, siis

z

/Z f(z)dz = F(z) — F(z0) = F(2) (2.23)

20

Niide 3. Leiame flzi cos zdz.
Kuna cos z on analiiiitiline kogu komplekstasandil ja (sin z)' = cos z, siis
valemi (2.23) pohjal

2
/ coszdz =sinz
1

Lause 5 (Cauchy integraalvalem). Kui f(z) on analiiiitiline funktsioon
ithelisidusas piirkonnas D ja I' kinnine iseennast mitteloikav joon selles piirkon-
nas ning ¢ kuulub joone I' poolt holmatavasse piirkonda, siis

f(e) = ;m/rf(z)dz (2.24)

zZ—=9

2
= co0s(2¢) —cos1 = cosh2 — cos 1. &

1

Niide 4. Leiame [ _, Lzm dz.
Tt Z—am
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Kuna sin z on analiiiitiline ringis |z| < 4 ja ¢ = im/2 kuulub sellesse ringi,
siis valemi (2.24) pohjal

/ = ormisinl — —2rsinh~. O
2]=a 2 —1T/2 2 2

Lause 6 (Cauchy integraalvalem tuletiste korral). Kui funktsioon
f(z) on analiiiitiline {ihelisidusas piirkonnas D ja I" kinnine iseennast mitteldikav
joon selles piirkonnas ning ¢ kuulub joone I' poolt holmatavasse piirkonda, siis
funktsioon f(z) on punktis ¢ 16pmata arv kordi diferentseeruv, kusjuures

! dz
S)=z— | — = (e . 2.25
0 =g [ o e (225)
ez
Naide 5. Leiame [, ,_. —— dz.
f‘z‘_‘r’ (z +im)?
Kuna e* on analiiiitiline ringis |z| < 5 ja ¢ = —im kuulub sellesse ringi, siis

n = 3 korral saame valemi (2.25) abil

/ e? g = 2mi (e5)"
|zl=4 (2 +im) 3!
) i

= g(cos(—ﬂ')—i—isin(—ﬂ')):—?~ &

211
= —c
3!

—iT

c=—im

.. h
Ulesanne 1. Leidke [__ _COmE
FI=10 (i /2)3

Lause 7. Iga ringis |z — ¢| < R analiiiitiline funktsioon f(z) on selles ringis
ithesel viisil arendatav astmeritta

f@) = az—of, (2.26)
k=0

kus ¢, = f)(c)/k!

Naiide 6. Leiame funktsiooni f(z) = 2/(1+3z) arenduse astmeritta z—i—1
astmete jargi ringis [z — ¢ — 1| < 5/3.

Néidake, et z = —1/3 on selle funktsiooni ainus isedrane punkt. Kuna punkti
i + 1 kaugus punktist —1/3 on

i+ 1= (=1/3)| =i +4/3] =5/3,

siis see funktsioon on analiiiitiline réngas |z — ¢ — 1| < 5/3 ja Lause 7 pohjal on
see funktsioon iihesel viisil arendatav astmeritta z — i — 1 astmete jargi ringis
|z—i—1| <5/3. Et

11— q) S g,

k=0
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siis
2 2 B
1+32 4+43i+3(z—i—-1)

-3(z—1i—1)

2 1 ’ 130 <l&
- ‘ ‘ - I3 -
4+321,M S lz—i—1]<5/3
44 3
2 =/ -3(z—i-1) = 2-3F(z—i—1
Ly (B DY s Ly SLp
4+3zk:0 4+ 3i P (4 + 310)

Ulesanne 2. Leidke funktsiooni f(z) = 1/(4 — 922) arendus astmeritta z
astmete jargi ringis |z| < 2/3.

1.3 Laurent’i rida. Resiidid

Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

o] —1

Z e (z—c)f = Z ck(z—c)k—Fch(z—C)k

k=—o0 k=—o0 k=0

nimetatakse Laurenti reaks z — ¢ astmete jargi, kusjuures Z,::l_oo ek (z — c)k

nimetatakse Laurent’i rea peaosaks ja Y .- ¢k (2 — c)k Laurent’i rea korrapa-
raseks osaks.

Lause 1. Rongas r < |z —¢| < R analiiiitiline funktsioon f(z) on selles
rongas iihesel viisil arendatav Laurent’i ritta kujul

f(Z) r<|z;c|<R Z cr (Z _ C)k

k=—oc0

NB! Erinevate rongaste korral on iildjuhul Laurent’i rea kordajad erinevad.

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse isoleeri-
tud isedraseks punktiks, kui leidub selline punkti ¢ imbrus, milles ei ole selle
funktsiooni teisi isedrasid punkte.

Jargnevas kasitleme vaid isoleeritud isedraseid punkte. Kui ¢ on funktsiooni
f(2) isoleeritud isedrane punkt, siis leidub selline rongas 0 < |z — ¢| < R, milles
f(2) on analiiiitiline. Lause 1 pohjal on f(z) selles rongas arendatav Laurent’i
ritta

F(z) OSIF<R i e (z— o). (3.1)

k=—o0

Definitsioon 3. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse korvaldatavaks
isedraseks punktiks, kui arenduses (3.1) puuduvad z — ¢ negatiivsed astmed, st

f(Z) 0<\z;c\<R i cr (Z _ C)k
ke
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Definitsioon 4. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse pooluseks,
kui arenduses (3.1) on z — ¢ negatiivseid astmeid vaid 16plik arv.

Definitsioon 5. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse m-ndat
jarku pooluseks, kui arendus (3.1) on kujul

72 "N =0 (e £0).

k=—m

Definitsioon 6. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse oluliselt
isedraseks punktiks, kui arenduses (3.1) peaosa liikmete arv on lopmatu.

Naiide 1. Leiame funktsiooni f(z) = (sin z) /z isedrase punkti z = 0 liigi.

Nii sin z kui ka z on analiiiitilised kogu komplekstasandil. Seega (sin z) /z on
analiiiitiline kogu komplekstasandil, véilja arvatud z = 0. Arendame funktsiooni
Laurent’i ritta rongas 0 < |z| < +oo :

sinz |z|<oc S o (= 1)F 221 (2k 1)) 0<z]<+o0 i (—1)" 2%
z z prs 2k + 1)1

Kuna (sin z) /z arenduses muutuja z astmete jargi puuduvad negatiivsed astmed,
siis vastavalt Definitsioonile 3 on tegemist korvaldatava isedrase punktiga. O

Ulesanne 1. Leidke funktsiooni f(z) = (e* — 1) /2% iseéirase punkti z = 0
liik.

Niide 2. Leiame funktsiooni f(z) = (1 — cos z) /z* iseiirase punkti z = 0
liigi.

Punkt z = 0 on selle funktsiooni isedrane punkt. Arendame funktsiooni
Laurent’i ritta rongas 0 < |z| < +oo :

1—cosz fej<oo 1 — 350y (—1)" 225/ (2k)! o<z <too
2T C08Z kI - 15

24 z
()M 22 pcsctoe 1 e (<) 52

(2k)! 2122 ];2 (2k)!

k=1
Vastavalt Definitsioonile 5 on tegemist teist jarku poolusega. &
Ulesanne 2. Leidke funktsiooni f(z) = (1 —cos3z) /22 isedirase punkti

z = 0 liik.
Niide 3. Leiame funktsiooni f(z) = e!/(*~%) iseiirase punkti z = i liigi.
Punkt z = i on selle funktsiooni isedrane punkt. Arendame funktsiooni
Laurent’i ritta rongas 0 < |z — i < 400 :

Loy (U=l <00 o= (1/(2 = )" 0<lamif<+oo oo 1
¢ = - Zk!(zfi)k
k=0 k=0
Vastavalt Definitsioonile 6 on tegemist oluliselt isedirase punktiga. &
Ulesanne 3. Leidke funktsiooni f(z) = sin(1/(z + 4i)) isedrase punkti
z = —4i liik.
Lause 2. Funktsiooni f(z) iseéirase punkti ¢ korral kehtivad véited:
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e ¢ on korvaldatav isedrane punkt parajasti siis, kui eksisteerib 16plik pi-
irvddrtus lim,_,. f(2);

e ¢ on poolus parajasti siis, kui lim,_,. f(z) = oo;

e c on oluliselt isedrane punkt parajasti siis, kui ei eksisteeri loplikku ega
l6pmatut piirvadartust funktsioonist f(z) piirprotsessis z — c.

Lopmatuspunkti co loeme iga funktsiooni f(z) korral isedraseks punktiks.

Definitsioon 7. Kui leidub selline » > 0, et f(z) on analiilitiline rongas
r < |z| < +oo, siis 16pmatuspunkti nimetatakse funktsiooni f(z) isoleeritud
isedraseks punktiks.

Definitsioon 8. Kui arenduses

f(Z) T<‘Z*é‘<+00 Z Ckzk (32)

k=—o0

puuduvad muutuja z positiivsed astmed, siis co nimetatakse funktsiooni f(z)
korvaldatavaks isedraseks punktiks.
Definitsioon 9. Punkti co nimetatakse funktsiooni f(z) pooluseks, kui
arenduses (3.2) on muutuja z positiiseid astmeid vaid 16plik arv.
Definitsioon 10. Punkti co nimetatakse funktsiooni f(z) korral m-ndat
jarku pooluseks, kui arendus (3.2) on kujul

f(z) r<led<too Z ™ (em #0).

k=—o0

Definitsioon 11. Punkti oo nimetatakse funktsiooni f(z) korral oluliselt
isediraseks punktiks, kui arendus (3.2) on muutuja z positiiseid astmeid l6pmata
arv.

Naide 4. Leiame funktsiooni f(z) = cosz

Kuna

2 isedrase punkti z = oo liigi.

2 o) 2\ 2k o 4k
o |2%[<Hoo k (Z ) 0<|z| <400 k2
€082 kzzo( ) (2k)! kzzo( ) (2k)!

siis z = oo on Definitsiooni 11 péhjal funktsiooni cos 22 oluliselt iseiirase punkt.

o
Ulesanne 4. Leidke funktsiooni f(z) = 1 — ze* isefirase punkti z = oo liik.
Kui ¢ on funktsiooni f(z) (isoleeritud) isedrane punkt, siis

f(Z) O<\z;c|<R Z r (Z _ C)k

k=—o0

Definitsioon 1. Kordajat ¢_; Laurent’i arenduses (3.1) nimetatakse funk-
tsiooni f(z) resiidiks punktis c.
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Funktsiooni f(z) resiidiks punktis ¢ tahistatakse

res ,—. f(z) voires [f(z),].

Kuna funktsiooni f (z) Laurent’i arenduses (3.1) korvaldatava isedrase punkti
¢ imbruses puubub Laurent’i rea peaosa, siis kehtib jargmine vaide.

Jareldus 1. Funktsiooni f(z) resiid korvaldatavas isedrases punktis ¢
vordub nulliga.

Niide 5. Leiame funktsiooni 2?4 sin (1/2) resiidi isedirases punktis 0.

Kuna

0<|z| (1 2k+1 1 0<|z|<+o0
4 <zl 4 < z|<
z¥sin(1/2z) =z g (-1) <z) k1) =

S LS
_ .3 _ = _
Z (2k + 'z% 577 3' T ;3 (2k + 1)122F—3"

siis res .—o z* sin (1/z) = 1/5! = 1/120. <>
Ulesanne 5. Leidke funktsiooni 1 — 26 cos (1/z) resiid iseéirases punktis 0.
Lause 3. Kehtib seos

res .o f(2) = 2; 7{_ F(2)dz, (3.3)

kus 0 < r < R ja f (z) on analiiitiline rongas 0 < |z — ¢| < R.
Toestus. Saame

1 F@TE IR e
JR— d =
— foee f(2)dz
_ — — o dy =
= omi ji c|l=r k;oo o (2 C 271'2 Z sz c|l=r (=) dz
_ z=c+re (0<¢<2m), k+1 o i(k+1)e g . _
o [ dz = rie*?dyp ] 2mi _Z i ¢ dp =
27 02 edp = 27, kui k = —1,
— / ei(k+1)¢dcp — eilk+1)2m _ Li(k+1)0 =
o =0, kui k # —1

i(k+1)
:Cflzresz:Cf(Z)' 0

Lause 4. Kui f(z) on analiilitiline joone I' poolt piiratud piirkonnas ja
rajajoonel I') vélja arvatud 16plik arv asetsevaid punkte ¢ (k= 1;...;n), siis

j{f(z)dz = 2m'Zres e, [(2). (3.4)
r k=1
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Lause 5. Kui ¢ on funktsiooni f(z) m-jarku poolus, siis

_ o dV () (= )]
res a= f(z) = (m —1)! tim dzm—1 '

Kuna ¢ on funktsiooni f(z) n-jarku poolus, siis

F2) "N =0 (e £0).

k=—m
Seega
£ (= o OISR S gy (g
k=—m

ja

A" [f(2) (2 — ©)"] o<la=cl<r

dzm—1
0<\z;c|<R i (k n m) (k; tm— 1) o (k n 2) o (z B c)kﬂ 0<\z;c\<R
k=—m

0<|z—cl<R i (k+m)(k+m—1)--(k+2)cx (Zic)k-&-l

k=—1
ning
n—1 _a\m e
limd [f(z) (z—=¢)"] o< —cl<R
z—e dszl
=lim Y (k+m)(k+m—1)-(k+2)c;(z— )" =
k=-1

=(m—-1)(m=2)---1le_; = (m—1)lres .. f(2). O
Niide 6. Leiame funktsiooni e2*/ (2 — 1)3 resiidi isedrases punktis 1.
Niidake, et punkt 1 on selle funktsiooni kolmandat jarku poolus. Valemi

(3.5) pohjal

d2 [(e%/ (2 — 1)3) (2 — 1)3} )

res ,—. f(z) = o igni 72
1., d%* 1. 9 9
=gl T T limder =2 ¢

Jéareldus 1. Kui ¢ on funktsiooni f(z) lihtne poolus, siis

res ,—. f(z) = lim [f(2) (z — ¢)] (3.6)

zZ—cC

Ulesanne 6. Leiame funktsiooni (cos3z) / (z + m)° resiidi isefirases punktis
—.
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Naiide 7. Leiame funktsiooni (cos z) / (z — 2) resiidi isedrases punktis 2.
Néiidake, et punkt 2 on selle funktsiooni lihtne poolus. Valemi (3.6) abil
saame

P2 lim [((cosz)/(z—2))(z—2)] = ;1_% COS z = COS 2. o

C
res ,—o
z z — 2 z—2

Ulesanne 7. Leiame funktsiooni (cosh z) / (z — ) resiidi iseéirases punktis

Jéareldus 2. Kui ¢ on funktsiooni f(z) lihtne poolus ja

)= 543, (3.7
kusjuures ¢ (¢) # 0, ¢ (¢) = 0 ning 9 (¢) # 0 siis
res ,— f(z) = :Z’((Cc)) (3.8)

Téestus. Seoste (3.6) ja (3.7) abil saame

2 (Z) _ol = lim, . (z) P (C)
[wa@ 4‘ 0@ v

li z—cC
1m (Z _ c)

Naiide 8. Leiame valemi (3.8) abil funktsiooni (cos z) / (# — 2) resiidi isedrases
punktis 2.

Valime ¢ (z) = cosz ja v (z) = 2 —2. Et ¢ (2) =cos2 # 0 ja ¢ (2) = 0 ning
' (2) =1 # 0, siis valemi (3.8) abil saame

res ,—. f(z) = lim

zZ—cC

CcoS z cos 2
res ,—o =
z—2

]{ dz
|z—2i|=m 2249
Lause 4 abil.

Et funktsiooni 1/(2%+9) poolustest z; = 3i ja 2o = —3i vaid z; = 3i paikneb
joone |z — 2i| = 7 poolt piiratud ringis, siis Lause 4 pohjal

= cos 2. &

Naide 9. Leiame

dz 1 1
—  —2mites, 3 ——— = 2mi —— =7/3.
7{_2“4 g IS g T g =/ O
Ulesanne 8. Leidke
dz

|2—100|=100 2> + 8
Lause 4 abil.
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Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) resiidiks punktis oo defineeritakse, kui

1
— = — — d N
res oo f(2) ari fo f(z)dz
kus 0 < r < R ja f (z) on analiiiitiline rongas r < |z — ¢| < +o0.
Toestage jargmine vaide.
Lause 6. Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline kogu laiendatud kompleks-
tasandil, valja arvatud 16plik arv punkte ¢, (k= 1;...;n), siis

res —o0 f(2) + i res .—, f(z) =0.
k=1

eZ

Ulesanne 9. Arvutage resiidide abil f‘z‘,2 ﬁd&
=222 (z

Maatriksargumendiga funktsioonid
Definitsioon 1. Maatriksi A € C™"*™ spektriks nimetatakse selle
maatriksi koigi omavairtuste hulka.
Lause 1. Kui A € C™"*" ja f(z) on analiiiitiline lahtises piirkonnas © ning
I" on kinnine lihtne joon (ei 16ika iseennast) piirkonnas © ja maatriksi A spekter
A(A) sisaldub joone I' poolt holmatavas piirkonnas D, siis

F(A) = % }f F) (= — A) sz, (3.9)

kusjuures integraali rakendatakse maatriksile elementide kaupa.

Naiide 1. Olguf(z)—e?jaA—(_l1 1).Leiamee‘4.

Et
1-x 1 | ) B A =1+i
’ 1 1_)\‘_0:>A—2>\+2_0:>{)\2:1_i,

siis Lause 1 tingimusi rahuldavaks jooneks I" sobib ringjoon |z| = 2. Valemi (3.9)
rakendamiseks leiame esiteks

10 11 2-1 -1
ZIA_Z(O 1><—1 1)_< 1 z—1>

1 z—1 1
_ 71:7 —
(= 4) det(zf — A) ( -1 z-1 )
z—1 1

_ 2-2242 2—-2z42
_ z 1z z z—zl

ja

222242 22-2242

31



Valemi (3.9) abil saame

z—1 1
1 2 2
A _ z 22 =22+42 22—=22+4+2 | y=
¢ 27TZ |Z‘:26 _ 1 Z_l *
222242 22-22+2
(z—1)e? e”
1
S 22—-2242 2-2242 |4,
211 |z]=2 _ € (Z — 1) e
22 —224+2 22-22+2
g (z—1)etdz g _efdr
. 27mi J)z|=2 2’2—2Z+2 27 J|z|=2 22—2Z+2
- 1 e*dz 1 (z—1)e*dz

S dle=2 52 9, 19 7w fei=2 2 —2z+42

Kuna
% (z —1)e*dz (3.4
|z|:2 22 — 22’+2 -
o (z—-1)e* (z—1)e* \ 38
= 2m (ﬁiii 2oy e i2) T
_ o (z—1)¢€* (z—1)e* _
2z —2 a1 22-2 |,_1_,;
14 1—i i —i
=27 e te = 2m’ei = 2miecos1
2 2
ja
% e*dz (3.4)
|Z|:2 2’2 —22+2 -
. e’ e* (3.8)
= 2 B T ———— B ———— =
i (ﬂiii R P R L Py 2)
e? e*
=27 =
( 22-2|,_1y; 222 z—li)
144 _ ,1—i T
— o (H) —omieS— S —orjiesinl,
21 21
siis

A_ cosl sinl
e = (—sinl cosl)' %

Ulesanne 1. Leidke Lause 1 abil cos A ja sin A, kui
1 1
A= ( ! )
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Ulesanne 2. Leidke Lause 1 abil e, cos A, sin 4 ja In (I+A), kui

a=(h )

Ulesanne 3. Leidke Lause 1 abil e?, cos A ja sin A4, kui

A= -1 2 -1

1.4 Laplace’i teisendused

Kasitleme pidevat Laplace’i teisendust ja diskreetset Laplace’i teisendust.
Definitsioon 1. Funktsiooni f(¢) (¢ € R) nimetatakse originaaliks, kui:

o f(t) =0, kui t < 0;
e f(t) on tikati pidev;
e IM>0ANacR: |f(t) < Me*.

Definitsioon 2. Funktsiooni
+oo
F(s):/ F)e=dt (s = o + iw) (4.1)
0

nimetatakse funktsiooni f(t) Laplace’i teisendiks ja kujutust f(t) — F'(s) eeskirja
(4.1) pohjal Laplace’i teisenduseks.
Kasutame téhistust

Lf(t) = F(s) ja f(t)=L""'F(s),

kusjuures kujutust L1 : F(s) — f(t) nimetatakse Laplace’i poordteisenduseks.
Toestage Laused 1 ja 2.
Lause 1. Igal originaalil leidub Laplace’i teisend pooltasandis Rs = o > a.
Lause 2. Laplace’i teisendus on lineaarne, st

L fl(t) = Fl(S) A L f2(t) = FQ(S) =
=L (lel(t) + C2f2(t)) = ClFl(S) + CgFg(S).

Naiide 1. Leiame funktsiooni f(t) = 1(¢), kus

1, kui t > 0,
1(”_{ 0, kui ¢ < 0

on Heaviside’i funktsioon, Laplace’i teisendi.

33



Kontrollige, et 1(¢) on originaal, kusjuures M =1 A « = 0. Valemi (4.1)
abil saame

A

+oo +oo
L1(t) = / 1(t)e *tdt = / e 0Tt gE —  lim e~ (o)t gy —
0 0 A—+oo 0

ef(a'+iw)t A ) 767(0+iw)A 4 ef(cH»iw)O
= lim =
A——+o0 S

= lim - —
A—-+oo o+ w

0

. 1—eoAemwA kuna |e~™4| =1, 1
= lim —m——— = oa Amtoo ) == ¢

A—+o00 S siisoc>0=c¢ S

Niide 2. Leiame funktsiooni f(t) = e”*1(t), Laplace’i teisendi.
Kontrollige, et €*1(¢) on originaal. Valemi (4.1) abil saame

+oo +oo )
L (eﬂtl(t)) :/ P (t)e stdt :/ efte=(otivltyy —
0 0

A (B—o—iw)t |4
» e
= lim Ple=@tiltgr — lim —— | =
A—+oo o A—too B—0 —iw]|,
e(ﬁfafiw)A _ e(ﬁfo'fiw)o
= lim =
A—+oo 6 — S
A= 00 s—pf s—03

Ulesanne 1. Toestage Laplace’i teisenduse pohiomadused:
1. Lf(t)=F(s) = Lf(Bt)=(F(s/B)) /6 (sarnasusteoreem);
2. L(f()1(t) = F(s) = L (f(t = DL(t - B)) = e~ F(s)
(hilinemisteoreem);
= (fOT ft) _Stdt)/ ( TS) (perioodilise originaali kujutis);

4. Lf(t)=F(s) = L(e ™ f(Bt) =
Lf(t) = F(s) = (Lf(t) = sF(s) -

A (L £ (8) = smF(s) — 5" L(0) -

(originaali diferentseerlmme)

6. Lf(t)=F(s) = L (fg ) = F(s)/s (originaali integreerimine);

7. Lf(t)=F(s) = L (f(t)/t) = [ F(s)ds (kujutise integreerimine);

8. L f1(t) = Fi(s) A L fz() Fy(s) =

L(fit)* fo(1)) =L (fy fult—7) fo(7)dT) = Fi(s)Fa(s)

(konvolutsiooni kuJutls)

F(s+ ) (kustumisteoreem);
f(0) A
sn—zf/(o) - = f(n—l)(o))
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Ulesanne 2. Toestage Laplace’i teisenduse pohivalemid

Originaal Kujutis Originaal Kujutis

1() /s sinwt | w /((s -8 +u?)

o (t 1 t 2 2
5((k))(t) (keN) | s e eoswt | (s _ﬁ)/((s _f) il >
D nl /s Pt sinh wt w /((s -0)" — w2)

t* (> -1) L(a+1)/s°T7 | oht coshwt (s —5) /((s . — w2>
et 1/ (s —p) 3

{1 ePt ) /(s — B3) tsinwt 2ws /(52 + wz)

sin wt w/ (s* 4+ w?) f cos wh (52 —w?) /(52 +w?)?
cos wt s/ (s* + w?) - 5 2
sinh wt IGET) tsinh wt Qws/(s - w?)

cosh wt s/ (s* — w?) t cosh wit (52 + w?) /(32 — w2)2

Lause 3. Kui kujutis F(s) = Fi(s)/Fz(s) on ratsionaalfunktsioon, kusju-
ures poliinoomi aste on véiksem kui poltinoomi aste ja kujutise isearasteks
punktideks s;, (k = 1;...;7n) on lihtsad poolused, siis originaal f(t) = L=! F(s)

avaldub kujul
Z
F2 Sk

Lause 4. Kui kujutis F(s) = 1( )/F»(s) on ratsionaalfunktsioon, kusju-
ures poliinoomi aste on viiksem kui poliinoomi aste ja kujutise isearasteks
punktideks on poolused s (k = 1;...;n) jirkudega my (k =1;...;n), siis orig-
inaal f(t) = L~ F(s) avaldub kujul

0= 3= gty i (s [e— o 23]}

k=1

Lause 5. Kui kujutis F(s) on analiiiitiline funktsioon 16pmatuspunktis ja
lims_, o F(s) = 0 ning leidub selline R, et

R<\ |<+oo
Z

siis

- > thk

ft) = T

k=0
Naide 3. Leiame graafiliselt esitatud originaali
f(t)
1
t

1
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kujutise.
Veenduge, et

fO)=tQ@)-10-1)+2-)AFt-1)-1(-2)=
—t1(t)—2(t-1)1(t—1)+(t—2)1(t—2).

Kasutades hilinemisteoreemi saame

—S

L((t-1)1(t-1) ="
L1 o1=L - (-016-1)= 5
L((t—-2)1(t—-2))= =
Seega
1 e™s  e2s 1 s _as
Lf(t)zs—2—28—2 8—2:?(1—26 +e ) O

Naiide 4. Leiame perioodilise originaali
FO=3 (=K (A(t—k) ~1(t—k—1)
k=0

kujutise.
Skitseerige funktsiooni graafik. Osutub, et T = 1. Kasutame perioodilise
originaali kujutise valemit

T
O =l

1 1 1—se % —e %
== t 7Stdt =—
1—es /0 ‘ s2(1—e9)

Et

=) (t—k)L{t-k)-1(t-k-1)=

=i((t—k>1(t—k)—(t—k—1)1(t—k—1>—1<t_k_1)>

ja

L1(t):%,L(t1(t)):Si2

ning hilinemisteoreemi pohjal

1
L1(t—k—1)=—e * s L (¢t —k)1(t—k)) = ize*’“,
S S
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siis

Lf(t):Li((t—k)l(t—k)—(t—k—l)l(t—k—l)—l(t—k—l)):

k=0
/1 1 1
— Z <2eks o 7267(]64*1)5 - e(k+1)s> —
= \s s s
l—e®—s5 = 4, l—e®—s 1
- 52 ;e - 52 1—es’ ¢

Ulesanne 3. Leidke perioodilise originaali

oo
= (D" A -k) -1 -k-1)
k=0
kujutis.
Niide 5. Leiame kujutise integreerimise abil funktsiooni (sin 2t) /¢ kujutise.
Kuna

Lsin2t =2/ (s* +4)

siis kujutise integreerimise abil abil saame

in 2¢ *© 2 A
LSH; :/H mds: Jgoarctang . =
. ] A
= lim [ arctan — — arctan — | =
Hoo< 2 2>
s i, 14+4A/2
= lim 2 tan— + —Iln——"— | =
e (arc My T3 —iA/2>

s 1
=arctan — + - In(—1) =
arcan2+2n( )

= arctang + % (In|-1| +darg(—1)) = % + arctan; &
Ulesanne 4. Leidke kujutise integreerimise abil funktsiooni (sin 2t) /¢ kujutis.
Naide 6. Leiame Lause 3abil kujutise

1

F(P):m

originaali f(¢).
Kontrollige Lause 3 tingimuste tiidetust. Et Fy(s) = 1 ja Fy(s) = s% —
9, Fi(s) = 2s ning s; = 3 ja sy = —3, siis Lause 3 pohjal

2
Fi(sk) ae L ae 1 5 1
ft—_E St — Z g8t _ _ = — sinh 3t.
(t) 2,(Sk)e G¢ 6¢ sinh 3 &
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Ulesanne 5. Leidke Lause 3abil kujutise

1
F =
(p) s2+9
originaal f(t).
Naide 7. Leiame Lause 5abil kujutise
1
F(s) = ——
(5) s2-9

originaali f(¢).
Kontrollige Lause 5 eelduste taidetust. Et

1 1 1 |9/s2|<1<:>3<|s\<+oo
F = = —_n—————— =

(5) 2—-9 s21-9/s?

i ko 0 a2k

1 9 3
-+ (5) - X

k=0 k=0

siis ohit
o 3L 1 (3)

Hn=S"2°"___- = = sinh 3t.
1® kz:;)(%—kl)! 3;)(2“1)' 3> ¢

Ulesanne 6. Leidke Lause 5abil kujutise

1
Fls) = —
(5) 5249
originaal f(t).
Naide 8. Leiame diferentsiaalvorrandi

l'// —4r = f(t)v

kus
f@)y=1(t) —21(t - 1)+ 1(t — 2),

algtingimusi

rahuldava erilahendi.
Veenduge, et

Lf(t)=L (1(t)—21(t—1)+1(t—2)) =~ (1 —2e* +e **).

W | =

Kui uuritava vorrandi lahend z(t) on originaal ja L (t) = X(s), siis originaali
diferentseerimislause pohjal saame

La'(t) =sX(s) —0=sX(s), La"(t)=s>X(s)— 1.
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Seega uuritavale vorrandile vastab kujutiste vallas algebraline vorrand X(s)
suhtes

1
SX(s)—1—4X(s) == (1—2e° +e7 %),
5
millest
X(s) = 1+ (1-2e4e ) /s 1 N 1—2e e
5= s2—4 524 s(s2—4)
Et pohivalemi pohjal
1
Lt 5 = — sinh 2t,
2 —

siis originaali abil

e /t 1s' h27d 1cosh2 1 (cosh 2t — 1)
_ = — sin = = == —1).
s(s2—4) Ty Tl

2

0

Kui kasutada veel hilinemislauset ja Laplace’ teisenduse lineaarsust, siis saame
1 . 1
x(t) = 3 sinh 2t + 1 (cosh2t —1) ) 1(¢) —
1
fi(coshQ(tfl)fl)l(t71)+
1
+Z(cosh2(tf2)fl)1(t72). O

Ulesanne 7. Leidke graafiliselt antud originaali f(¢) kujutis, kui

Ulesanne 8. Leidke diferentsiaalvérrandi «” + = = f(t) algtingimusi
z(0) = 1, 2’(0) = 0 rahuldav erilahend, kui f(¢) on antud graafiliselt

1)

1

Definitsioon 3. Funktsiooni f(n) (n € Z) nimetatakse vorefunktsiooniks,
kui:
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o f(n)=0,kuin <0
e IM>0 A aceR: |f(n)] < Me*".

Definitsioon 4. Funktsionaalrea
Df(n) =Y e Hf(h) (4€C) (42)
k=0

summat nimetatakse vorefunktsiooni f(n) diskreetseks Laplace’i teisendiks ja
kujutust D: f(t) — F(s) eeskirja (4.2) pohjal diskreetseks Laplace’i teisenduseks.
Kasutame tahistust

D f(t) = F*(q) ja f(t) =D~"F*(q),

kusjuures kujutust D! : F(s) — f(t) nimetatakse diskreetse Laplace’i teisenduse
poordteisenduseks.
Niide 9. Leiame vorefunktsiooni

i 1, kui n € Ny,
1{n) _{ 0, kui n € Z\ N,

diskreetse Laplace’i teisenduse.
Definitsiooni 4 pohjal saame

0o —q q
B kg e |<17<:> Rq>0 1 e
Dl(n)kae 1 = Tt~ a1 O
=0

@:Tlesanne 9. Toestage, et diskreetne Laplace’i teisendus on lineaarne.
Ulesanne 10. Niidake, et:

D (nl(n)) = L;
1) = 4
D (n?1(n)) = m(eq—i—l);
D ("1(n)) =
D (eﬂnl(n)) = ﬁ;
e?sinh 0

D (sinh (8n) 1(n) = g

e?(e? —coshf3)
€24 — 2edcosh 3+ 1’
e?sin 3 )
€24 — 2edcos B+ 1’
e? (e? — cos f3)

€24 —2edcosB+1°

D (cosh (Bn) 1(n)) =

D (sin(fBn)1(n)) =

D (cos (Bn) 1(n)) =

40



Ulesanne 10. Toestage, et:

D (f(n)1(n)) = F*(q) = D (f(n—k)L(n—k)) = e "F*(q);

D f(n) = F*(q) =D (f(n+k)) = e (F*(Q) - emqf(?ﬂ)) ;

D f(n) = F*(q) = D (—n f(n)) = d%mq

)
Df(n) =F*(qg) =D (f(n+1) = f(n)) = (e = 1) F"(q) — e f(0);
)

) = F*(q
Df(n)=F(q) =D (> f(k)|="—7
m=0

Naide 10. Leiame diferentsvorrandi

Fn+1) = f(n) = n.

Kasutame diskreetset Laplace’i teisendust

D (f(n+1)— f(n)) =Dn.

Saame .
(€ =D F (@) = 0) =
ja
cy €1 (0) el
F (q) - ed — 1 + (eq _ 1)3

_elf(0)  lef(e?+1) 1 et

Tet—1 2 (e1—17°  2(et—1)°
ning

o1 (f(0) | Lef(e"+1) 1 et )
f(n) =D (eq_1+2(efI—1)3 2<eq—1>2>

2 n

_ ("2—2+f(0)>1(”)~ o

1.5 Ruumid

Vaatleme moningaid funktsionaalanaliiiisi moisteid. Funktsionaalanaliitis voi-
maldab meile tuttavaid korgema matemaatika tulemusi iildistada juhule, kus
arvhulkade asemel on suvalised hulgad.

Definitsioon 1. Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui selle hulga
igale elementide paarile x ja y on iihesel viisil vastavusse seatud reaalarv p (x,y) ,
kusjuures see vastavusse seadmine rahuldab tingimusi:
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1°p(z,y) =0 & =y (samasusaksioom);

2° p(z,y) =p(y,x) (siimmeetriaaksioom);

3° p(z,y) =p(z,2)+p(z,y) (kolmnurgaaksioom).
Lause 1. Kehtivad vorratused:

1° p(z,y) > 0;

2° |p((E,Z) - p(yazﬂ S p(xvy) .
Toestame neist esimese vorratuse

3° z=x 2°
p(z,2) <p(x,y)+p(y,2) = plz,z) <p(r,y) +py,z) &
0
& plr,2)<2(xy) & 0<p(ay). O

Definitsioon 2. Meetrilise ruumi X elementi 2 nimetatakse selle meetrilise
ruumi elementidest koostatud jada {z,}, piirvadrtuseks, kui suvalise ¢ > 0
korral leidub selline naturaalarv ng, et

n>ng = p(z,z,) <e.
Definitsioon 3. Hulki
S(zo,r) ={z|z € X A p(z,20) <1}

ja _
S (wo,r) = {z]2 € X A p(a,a0) <7}
nimetatakse vastavalt lahtiseks ja kinniseks keraks meetrilises ruumis X, kusju-
ures kera keskpunktiks on zq ja raadiuseks 7.
Naide 1. Olgu X =R ja p(z,y) ot |z — y| . Testage Definitsiooni 1 abil,
et tegemist on meetrilise ruumiga.
Naide 2. Olgu

X=R"Y (z]2=(&4,...

ja

kus y = (m1,...,1,) € R™. Toestage iseseisvalt, et on tdidetud Definitsiooni 1
aksioomid 1° ja 2°. Kontrollime aksioomi 3° tdidetust. Kuna

PP (,2) =D (6 —CG)* =D (& —m) + (e — G))* =
k=1 k=1
=D G =) 2> =) (e — )+ D (e — )
k=1 k=1 k=1
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siis Cauchy-Bunjakovski vorratuse

n 2 n n
(Z &k — k) (0K — Ck)) <Y (& —m)* Y O — &)
k=1 k=1 k=1
abil saame
<Y G ) 2 D G =)D ke — G (e — G)®
k=1 k=1 k=1 k=1
2
= D@ —m)? + (D =) | = (o) +p(y.2)?,
k=1 k=1
st on taidetud aksioom 3° O.

Naide 3. Olgu X = C'[a, b] 16igul [a, b] pidevate funktsioomide hulk ja

p(z,y) = max |z () —y ()],
z€[a,b]
kus z (t), y (t) € Cla, b] . Toestage Definitsiooni 1 abil, et tegemist on meetrilise
ruumiga.

Definitsioon 4. Meetrilise ruumi X elementidest koostatud jada {z,}
nimetatakse fundamentaaljadaks, kui suvalise € > 0 korral leidub selline nat-
uraalarv ng, et

n,m>mng = p(xn,Tn,) <e.

Definitsioon 5. Meetrilist ruumi X nimetatakse tdielikuks, kui iga tema
fundamentaaljada koondub selle ruumi punktiks.

Saab toestada, et ndidetes 1-3 esitatud ruumid on téaielikud.

Definitsioon 6. Kui X ja Y on meetrilised ruumid ja X; ruumi X mingi
alamruum, siis eeskirja, mis igale hulga X; elemendile x seab vastavusse hulga
Y teatud elemendi y, nimetatakse operaatoriks A, mis toimib hulgast X; hulka
Y.

Sel korral kirjutatakse kas y = A(z) voi A: X; — Y.

Definitsioon 7. Operaatorit A : X; — R nimetatakse funktsionaaliks.

Naiide 4. Kui funktsioon K (t,s) on pidev ruudul [a,b] X [a,b], siis vordus

b
t):/ K(t,s)x(s)ds

médrab operaatori A ruumist C' [a, b] iseendasse.

Definitsioon 8. Operaatorit A : X — X nimetatakse ahendavaks operaa-
toriks meetrilises ruumis X, kui selle ruumi suvaliste punktide z; ja xo korral
kehtib vorratus

p(A(z1), A(x2)) < gp (21, 72),
kus 0 < g < 1.
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Definitsioon 9. Operaatori A : X — X pusipunktiks nimetatakse igat

punkti z*, mille korral
A(z*) = 2",

Rakendustes on eriline tdhtsus jargmisel vaitel, mis kannab pisipunkti print-
stebt nime.

Lause 2. Taielikus meetrilises ruumis X on igal ahendaval operaatoril A
parajasti iiks puisipunkt x*.

Definitsioon 10. Hulka X nimetatakse lineaarseks ruumiks ehk vektorruu-
miks (iile arvukorpuse K), kui hulgal X on defineeritud elementide summa z+y
ja elemendi korrutis hulga R elemendiga Az, mis kuuluvad hulka X, selliselt, et
kehtivad jargmised aksioomid:

1°z4+y=y+x Vz,yeX;

22+ Wy+z)=(+y +z Va,y,z€X;

3° 3 nullelement 0 € X : x4+ 60 =z Vr e X

4° Yz € X korral 3 vastandelement —z € X : x4+ (—x) =6;

5°lr=a V€ X;

6° A(ux) = (Aw)x Ve e X, VA ueR;

T A= x+puxr VeeX, V\pueR;

8 ANzx+y) = +Ay Vr,ye X,VIXeER.

Markus 1. Kui A\, p € C, siis aksioomid 1° — 8° mé&aravad kompleksse
lineaarse ruumi.

Ulesanne 1. Defineerige Naidetes 1-3 elementide summa ja elemendi kor-
rutis hulga R elemendiga. Kontrollige vektorruumi aksioomide 1° —8° tiidetust.
Kas saate vektorruumid?

Definitsioon 11. Lineaarset ruumi X nimetatakse lineaarseks normeeritud
ruumiks, kui igale elemendile x € X on vastavusse seatud reaalarv ||z||, mida
nimetatakse elemendi x normiks ja mis rahuldab normi aksioome:

1° flz 20, [lz] =0 < = =0;

2° |l +yll < |zl + llyll  Va,y € X;

3° x| = |A |lz|| Vze X, VAeR.

Ulesanne 2. Kontrollige, et Naidete 1-3 abil saadud vektorruumidest saame
lineaarsed normeeritud ruumid, kui normid defineerida vastavalt valemitega
lall = [z], el = v/>7—, € ja [lal] = maxequs |z ()]

Definitsioon 12. Téielikku lineaarset normeeritud ruumi X nimetatakse
Banachi ruumiks.

Osutub, et Ulesandes 2 esitatud lineaarsed normeeritud ruumid on Banachi
ruumid.

Definitsioon 13. Kompleksset lineaarset ruumi X nimetatakse unitaarseks
ruumiks, kui ruumi X igale kahele elemendile = ja y on vastavusse seatud
kompleksarv (z,y) , mida nimetatakse nende elementide skalaarkorrutiseks, mis
rahuldab aksioome:

1° (z,y) = (y,z) VYa,y € Xj

2° <)‘1$1 + )\21'27y> = )\1 <£L’1,y> + )‘2 <x27y> Vx1u$27y € X7 V)‘la )‘2 S Ca
3° (z,z) >0 VrelX;
4° (z,2) =0 & x =4.
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Ulesanne 3. Niidake, et funktsioonide hulgal
X ={az(t) [ x(t) = 21(t) +iz2(t) A 21(t), 22(t) € Ca, 0]}

defineeritud skalaarkorrutis

b
() / oo

kus y(t) = y1(t) +iy2(t) (y1(t),y2(t) € Cla,b]), rahuldab skalaarkorrutise ak-
sioome 1° — 4°.
X = C[a, b] 16igul [a, b] pidevate funktsioomide hulk ja
p(z,y) = max |z (t) -y @),
z€la,b]
kus z (t), y () € Cla,b]
Ulesanne 3. Toestage, et

(z, \y) = Xz, y) .

Ulesanne 4. Tdestage, et kui unitaarse ruumi X korral defineerida

[zl = V/(x, z),

siis normi aksioomid on taidetud.
Ulesanne 5 (Cauchy-Bunjakovski vorratus). Toestage, et iga unitaarse
ruumi X elementide paari x ja y korral

Kz, y)| < V{z,2)V/ (Y, y) = [z [yl -

Definitsioon 14. Unitaarse ruumi X elementide z ja y vaheline nurk z,y
defineeritakse vordusega 1)
_ z,y
) = Tl Tyl
Definitsioon 15. Unitaarse ruumi X elemente x ja y nimetatakse ortogo-
naalseiks, kui (z,y) = 0.
Definitsioon 16. Téielikku unitaarset ruumi nimetatakse Hilberti ruumiks.

1.6 Lineaarsed operaatorid

Olgu X ja Y normeeritud vektorruumid iile korpuse K.

Definitsioon 1. Operaatorit A : X — Y nimetatakse lineaarseks, kui
1° A(x1 +22) = Axy + Az (21,22 € X)  (aditiivsus),
2° A(Ax) =Mz (z € X, A€ K) (homogeensus).

Ulesanne 1. Naidake, et kui A on lineaarne operaator, siis A0 = 0 ja

A (Z::l)‘kxk) = E:le\kAa?k ()\k S K, Ty € X) .
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Niide 1. Olgu A : R™ — R™ suvaline lineaarne operaator ja {e},...,e.}
ning {ef,..., el } baasid vastavalt ruumides R™ ja R™. Siis
T = Zzn:1§7€; =y=Ar= AZ?:1§Z'€;: = Z?:1§iAe; = [Ae; = Z;nzlakieg] =
= Y& anier = 2y (O 1&iaki) €k = YopLymkex = ke = 2o i

ja

n ail  a12 Q1n &1

2 | a2 ax aon &2

Nm am1  Am2 Amn fn
ehk . .

(m m o ) = (i) (& & o &)
voi lihidalt
y" = AT,

kus A = (aki) ., -

Ulesanne 2. Olgu funktsioon K (¢, s) pidev ruudus [a,b] x [a,b] . Naidake,
et seosega

b
(Ka) (1) = / K (ts)2(s)ds (¢ € [a,b])

médratud integraaloperaator K : C'la,b] — C'a,b] on lineaarne.
Ulesanne 3. Niaidake, et seosega

(D) (t) =2'(t)  (t € [a,b])

médratud operaator D : C! [a,b] — C [a,b] on lineaarne.

Operaatorit A normeeritud ruumist X normeeritud ruumi Y nimetatakse
pidevaks punktis x kui

(lzn =[] = 0) = ([[Azn — Az| — 0).
Kui operaator A on pidev ja lineaarne, siis
AL Mek) = (232 ArAxi)
iga koonduva rea E;O:kak korral ruumist X, sest
ATri Akae) = A (7}520 22:1)‘169516) = nh—>ngo A (o Men) =
= lim (Tp, Medar) = S50, MeAa.

Lause 1. Lineaarne operaator A : X — Y on pidev punktis x € X parajasti
siis, kui ta on pidev punktis 6.
Toestus. Kui A on pidev punktis 0, siis

Tp—c—0=>A(x, —2)—0
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ja Az, — Ax — 0 ning Ax,, — Ax, st A on pidev punktis x.
Kui A on pidev mingis punktis z € X, siis

Ty —0=>x,+x— 1= A(x, +2) > Ar = Az, + Az — Az = Az, — 0,

st A on pidev punktis 6. d
Definitsioon 2. Operaatorit A : X — Y nimetatakse tokestatuks, kui
leidub selline arv M > 0, et

[Az]| < M{lz] (Ve € X).

Niide 2. Olgu funktsioon K (¢, s) pidev ruudus [a,b] X [a,b]. Naidake, et
seosega

b
(Kz)(t) = / K (t,s)z(s)ds (t € [a,b])

médratud integraaloperaator K : C'[a,b] — C [a,b] on tokestatud.
Et

() ) = |[J; K (¢.) e(s)ds

= max ‘f;K(t,s) x(s)ds

a<t<b

<

b b
< < <
< max /K (t9)|lo(s)|ds < max [ [K (t,5)] max [a(s)] ds <

b b
< <
b6 s, 71K 10 ds < (ma, J215 (0,901 as ) o

T a<s<b

ja funktsiooni K (¢, s) pidevusest ruudus [a, b] X [a, b] jareldub

b
ma / K (t,5)|ds < M,
a<t<b J,
siis operaator K on tokestatud. &

Lause 2. Lineaarne operaator on pidev parajasti siis, kui ta on tokestatud.

Toestus. Olgu A tokestatud, st [|Az| < M ||z|| (Vz € X). Olgu z,, — 6.
Siis

([Azn[l < M [lzn| — 0) = ([[Azn| — 0) = Az, — 0,

st A on pidev punktis 0. Seega Lause 1 pohjal voime véita, et A on pivev koikjal
ruumis X.

Olgu A pidev. Oletame vastuvaiteliselt, et A on tokestamata. Siis leiduvad
sellised elemendid z,, € X \ {0}, et || Az, / ||zn| — oco0. Seega ||z || / [|Azn| —
0, millest saame, et z,,/ ||Az, || — 0. Kuna

1 [ Az |
A < xn> = =1,
(| Azy|| (| Ay |

siis A ei ole pidev punktis . Vastuolu. Jarelikult A on tokestatud. ]
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Lause 3. Loplikumo6otmelises normeeritud ruumis tegutsev lineaarne oper-
aator on pidev.
Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile korpuse K. Olgu

L(X,)Y) = et {A : A on pidev lineaarne operaator ruumist X ruumi Y} .

Kui A, B € L(X,Y), siis defineerime operaatorite A ja B summa ning operaa-
tori A korrutise arvuga \ € K jargnevalt:

(A+B)2 ¥ Az + Bz (zeX); M)z A(4z).

Ulesanne 1. Toestage, et kui pidevate lineaarsete operaatorite ruumis
L (X,Y) defineerida tehted sellisel viisil, siis saame tulemuseks vektorruumi.
Et tokestatud lineaarse operaatori korral

[Az|| < M |[z]| Aflz]| <1 = [|Az] < M,

siis 3 sup ||Az| ja moistlik jargmine definitsioon.
lzl<1
Definitsioon 1. Operaatori A € L(X,Y) normiks nimetatakse arvu

def.
Al "= Sup | Az]|. (6.1)

Kontrollime, kas nii defineeritud norm ikka rahuldab normi aksioome 1-3:

IAll =0 < sup. [Az]| =0 <

llzll<

]l <1 = HAIII =0

1> 1= (el ) = et () | =0

SAr=0 (NVreX)e A=0;
Al = sup AA) 2| = sup [[A(Az)[| = [A] sup [[(Az)[ = [A][lA]l;

el <1 el <1 el <1
[A+ Bl < sup [[(A+B)z| < sup [|Az + Bz| <
o<1 el <
< sup ([|Az| +[Bz[) < sup [|Az|| + sup ||Bz| < [[Al +[B]|.
Iz <1 lell< el <1

Ulesanne 2. Toestada, et

A
p 4] = sup [[As]| = sup |4s] = su Az}
251 llzl=1 lzll< jaizo T2l

Lause 1. Kui X on normeeritud ruum ja Y on Banachi ruum, siis £ (X,Y)
on Banachi ruum.
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I Uurime diferentseerimisoperaatorit
D: C'a,b] — Ca,b],
kus koigi 16igul [a, b] pidevate funktsiooonide ruum C [a, b] on varustatud normiga
el cgogy = mas, 2(0)]
ja koigi 16igul [a, b] diferentseeruvate funktsiooonide ruum C* [a, b] normiga

— /
2l e e = max |z(t)] + max [2'(t)].

Ulesaanne 1. Toestage, et D on lineaarne operaator.
Lause 1. Operaator D on tokestatud ja pidev ning || D|| = 1.
Toestus. Et

/ /
= = <
||D$||c[a7b] |z (t)”c[a,b] aI<n?§b |2 (t)] <

IN

max |o(t)] + max 2'(t)] < L[|zl
siis D on tokestatud. Iga lineaarne tokestatud operaator on pidev. Et
||Dx||0[a,b] <1l ||33||C1[a,b] J
siis || D|| < 1. Funktsioonide jada {e™} korral e"* € C! [a, ], kusjuures
max |e™|+ max |ne™| = (n+ 1) max ™,

t .
Hen ||01[a,b] T a<wzh a<z<b a<z<b

(ent)’ — nem, H(ent)'

= max |ne"t| =n max ™.

Cla,b] a<z<b a<z<b
Seega
HDech[a,b] _n
lelorpae  n+1
ja
Dent
LG

n [le™lcaga

ning ||D|| > 1. Jarelikult |D|| =1. O
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IT Uurime operaatorit A € £ (R™, R")
Lause 1. Kui A € £(R™,R") ja ruumides R™ ning R™ kasutada 2-normi,

siis
All, = / max pu
H H2 MEA( T ) )

st || A, on ruutjuur maatriksi A7 A suurimast omavéirtusest.

Téestus. Normi || A||, leidmiseks leiame esiteks || A||22 . Seega,

|All, = max ||Ax||, = [ A[,) = max [A4x|,” = max x" AT Ax.
[Ix]|, =1 [[x]l, =1 xTx=1

Olgu ATA = B € R"*". Maatriks B on siimmeetriline maatriks, sest

BT = (ATA)T = AT A.

Saame .
XTX :Z£J2
j=1
ja
b1;1 e bl;n 61
XTATAX = XTBX = ( 51 gn ) : - : =
bn;l T bn;n gn
bi;1§&1+ ...+ b1;nén
:(51 gn) =
bn;1§1 ++bn,n§n
= glzbl;jgj"i_“-'i'gnzbn;jgj
j=1 j=1
Seega xT AT Ax on n muutuja &, ... ,&, funktsioon ning
o (xT AT Ax

n n A n
75, ) Dobi &Y by =12 b€ =2(ATAx),,
' j=1 j=1 j=1
I(xTx)
0&;
kus (x), on vektori x i-s komponent. Ulesandeks on leida max x” AT Ax lisatin-

gimusel x”x =1. See on tingliku ekstreemumi leidmise iilesanne. Selle lahenda-
miseks moodustame abifunktsiooni

(&rs . bnip) =x AT Ax+p (1 - x"x)
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Funktsiooni @ statsionaarsete punktide leidmiseks koostame vorrandisiisteemi:

0d 0P
= ) — 1 M _— =
o, 0 (¢ n) p 0
st
2 (ATAx), —2p (x); =0 (i=1:n)
1-x"x=0
ehk
{ AT Ax =px ,
[y =1

Seega iga statsionaarne punkt tingliku ekstreemumi jaoks on maatriksi AT A
omaviirtusele vastav normeeritud vektor x . Avaldame seosest AT Ax = ux
omavéirtuse 4. Saame, et u = x? AT Ax, kusjuures ||x||, =1. Vorreldes saadud

tulemust lahtevalemiga HAH22 leidmiseks, ndeme,et ||A||22 = max . Seega,
HEXN(ATA)
A =
14l TR

st || A, on ruutjuur maatriksi A7 A suurimast omavéirtusest.
Ulesanne 1. Leidke maatriksi

A=11

norm || A, .
Ulesanne 2. Leidke maatriksi

A=(0 1 2)

norm || A, .
Ulesanne 3. Leidke maatriksi A norm ||Al|, , kui

00 1 300 _12_21f:;
a)A=0 10 |,))A=[0 2 0 |,c)A=

111 00 1 2 b2

0 2 0 1

1.7 Fourier’ rida ja Fourier’ integraal

Olgu Hilberti ruumis A antud loenduv ortonormeeritud siisteem {2y}, -
Definitsioon 1. Rida kujul Z,;“;lckxk, kus ¢; € K, nimetatakse ortogo-
naalreaks ortonormeeritud siisteemi {x}, . jérgi.
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Definitsioon 2. Elemendi € H Fourier’ kordajaks siisteemi {z} jargi

nimetatakse arve
ek = (z,zr) (k€ N) (7.1)

jarida Y 7 crxk, kus kordajad ¢ on leitud valemi (7.1) abil, elemendi z € H
Fourier’ reaks siisteemi {xy} jargi.
Lause 1. Kui S,, on Fourier’ rea (7.1) osasumma, siis z — S,, 1 S, ja

|z = Sall* + ey leal® = llz)1* (7.2)

Toestus. Kuna S, on elementide xj, lineaarne kombinatsioon, siis ortogo-
naalsuseks x — S,, 1 S,, piisab néidata, et

=8, Lz (k=1;...;n).
Et

( — Sp,xr) = (T, 28) — (Sny k) =k — (O 1 CmTm, Ti) =

= Ck = Dom=1Cm (Tm, Tx) = ¢ — ¢ = 0,
siis x — S, Lz (k=1;...;n) ja jarelikult  — S,, L S,,. Seega esitusest
x=(x—Sp)+ Sn,
kusjuures x — S,, L S, jareldub, et
2 2 n 2
)™ = [l = Sull” + 2=y llewzel”. O (7.3)
Lause 2. Kehtib Besseli vorratus
0o 2 2
D=t lekl” < 2™ (7.4)
Téestus. Seosest (7.3) jareldub, et
2 2
[z]|” > 35y llekzel|”  (Yn € N), (7.5)
st rida Y257 | [lexzk||* on koonduv. Et
leranll = lek| llzxll = lexl
siis vorratusest (7.5) saame
2 2
D lewl” <zl

Jérelikult rida >, lex|” on koonduv ja kehtib Besseli vorratus (7.4). O
Lause 3 (Rieszi teoreem). Kui H on Hilberti ruum, siis iga pideva lineaarse
funktsionaali f € H* korral leidub parajasti liks element y € H, et

f(x) = (z,y) (VzeH),
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kusjuures || f]| = |y -
Lause 4. Kui siisteem {2}, on ortonormeeritud, siis ;, — 6.
Toestus. Et
zp =0 & flzy) =0 (VfeH)

ja Lause 3 pohjal
f(xr) =0 (Vf e HY) & (z1,y) =0 (Vy € H),
siis
Tp =0 & (vg,y) — 0 (Vy € H).
Olgu (z,y) = c¢x. Lause 2 pohjal saame >~ ; |lex|? < +00. Seega
(xg,y) — 0 (Vy € X). O

Lause 4. Iga Hilberti ruumi H elemendi x Fourier’ rida koondub. Kui
tahistada

Y = 2 ko1 ChTh, (7.6)

siis y on elemendi x ortogonaalne projektsioon alamruumile £ ({zx}).
Toestus. Kuna Z;ilckxk on paarikaupa ortogonaalsete lilkmetega rida ja

2 2
S llewaell” = 32020 lewl” < +oo,

siisrida ) - ; ¢k koondub. Olgu y selle rea summa. Néitame, et y on elemendi

x ortogonaalne projektsioon alamruumile L = £ ({zx}). Kuna y € L ja x =
y + (x — y), siis piisab néidata, et (z —y) L L. Selleks naitame, et (x —y) L
xr (Vk € N) korral. Tdesti,

(@ — gy, x1) = (&, 1) — (X, iy ) = kasutame skalaar- |
Yohy = A m=1Cm=mo Bk korrutise pidevust |
=k — Y1 Cm Ty k) = —c, =0. O

Lause 5. Elemendi = Fourier’ rida koondub elemendiks x parajasti siis, kui
x korral kehtib Parsevali vordus

Sy lexl® = flall?, (7.7)

kus ¢ = (z,z) (k€ N).
Toestus. Et

SR =2 & Sy —a & |8, —z|> =0,
siis seoste (7.3) ja [|cxxk| = |ck| pohjal saame
190 —2]* = 0 & [|lz)* = 32, |e*. O

Lause 6. Iga elemendi x € H korral selle elemendi Fourier’ rida ortonor-
meeritud siisteemi {z;} jargi koondub elemendiks z parajasti siis, kui siisteem
{zx} on taielik.
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Téoestus. Lause 4 pohjal saame Y - | cxxx, = y, kus y on elemendi z ortogo-
naalne projektsioon alamruumile L = £ ({x)}). Seega Y, cxxy = = parajasti

siis, kui L = H, st siisteem {xj} on téielik. O
Naide 1. Ortonormeeritud trigonomeetriline stisteem
{ 1 cost sint cosnt sinnt }
\/%7 ﬁ b ﬁ bR ] ﬁ ) \/7? bR

on ruumis L(—,7) taielik, kusjuures funktsiooni x(t) € L(—m, ) Fourier’ rea
Y reCkTE = % + > peqak cos kt + by sin kt

kordajad ai (k € N U{0}) ja by (k € N) leitakse valemite

1] 1]
a = — /:c(t) cosktdt, b= — /x(t) sin kt dt
7r 77

pohjal.

Ulesanne 1. Leidke funktsiooni f(t) = |t| arendus Fourier’ ritta vahemikus
(—m,m) 2m-perioodilise trigonomeetrilise slisteemi jargi.

Naide 2. Haari ortonormaalsete lainekeste siisteem

Vi) = (VB) v (Da—k) (ke

kus
1, kui 0 < x < 0.5,

Y(@)y=< -1, kui 0.5 <z <1,
0, kui z ¢ [0;1),

on téielik ruumis L? (R).

Fourier’ rea summa on perioodiline funktsioon. Seega vahemikus (—oo, +00)
saame esitada Fourier’ rea summana vaid perioodilisi funktsioone. Jargnevas uu-
rime moningaid mitteperioodiliste funktsioonide esitamisvéimalusi vahemikus
(=00, +00) .

Definitsioon 1. Funktsiooni f(z) nimetatakse lokaalselt tikiti siledaks
vahemikus (—o0, +00), kui see on tiikiti sile igal 16igul [a, b], st igal 16igul [a, b]
on funktsiooni tuletis f’(x) pidev, vélja arvatud iilimalt 16plikus arvus punk-
tides, mis on tuletisele f’(z) esimest liiki katkevuspunktideks.

Olgu funktsioon f(z) lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0,400) ja abso-
luutselt integreeruv selles vahemikus. Neil eeldustel on funktsiooni f(x) jaoks
saame 16igul [—1,]]

)~ S cvexp (’f;m) -

k=—o0
= (1 ikt ikma
:k:Z_OO <2l/_lf(t)exp <_l) dt) exp( ] >
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Kui tahistada km/l = wy, siis
Awp =wp —wgp—1 =kn/l—(k—=1)w/l =7/l gEasayy
ja
flz) ~ % kz </_llf(t) exp (—iwgt) dt) exp (iwpz) Awy,.

Kisitleme seda rida kui integraalsummat. Minnes piirile [ — 400, saame teatud
tingimustel

o0 !
f(z) ~ lim = Z </_lf(t) exp (—iwt) dt) exp (iwpz) Awy, =

l 2w
— 400 e

1 400 400
=5 exp (iwz) dw 1 () exp (—iwt) dt.
TJ -0 —o0
Seega
1 +oo +oo
f(z) ~ %/ exp (iwx) dw f(t) exp (—iwt) dt. (7.8)

Seost (7.8) nimetatakse Fourier’ integraalvalemiks.

Lause 1. Kui funktsioon f(z) lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0, +00) ja
absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (7.8) ja igas punktis
x, milles f(z) on diferentseeruv, kehtib vordus

1 +00 +oo
f(z) = 2—/ exp (iwx) dw f(t) exp (—iwt) dt. (7.9)
TJ -0 —o0
Definitsioon 2. Kujutist
+oo
f(z) exp (—iwz) dz (7.10)

~

nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ teisendiks ja tahistatakse stimboliga f(w)

ning kujutist
1 [ree ,
g(w) exp (lwzx) dw (7.11)

2 ) o

nimetatakse funktsiooni g(w) Fourier’ pédrdteisendiks ja tahistatakse g(x), kus-

juures kujutust f —— f nimetatakse Fourier’ teisenduseks ja kujutust g — g
nimetatakse Fourier’ péordteisenduseks.

Seega

—~ +oo Foo
fw) = f(z)exp (—iwz)dz, g(z) = %/_ g(w) exp (iwz) dw.
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Lauses 1 on esitatud piisavad tingimused selleks, et f(:c) = f(z), st kehtib seos
(7.9).

Naide 3. Olgu
[ 1, kuix € [0;1],
f(f”){ 0, kui z & [0;1].

Leiame funktsiooni f(x) Fourier’ teisendi.
Valemi (7.10) abil leiame

R “+oo 1
fw) = f(z) exp (—iwz) dz = / 1-exp (—iwz)dx =
o) 0

exp (—iwz) | 1 —exp(—iw)

0 1w

O

—iw
Ulesanne 2. Olgu

[ =z, kui x € [0;7],
f(x)—{ 0, kui = ¢ [0;7].

Leiame funktsiooni f(x) Fourier’ teisendi.
Naide 4. Olgu

_ [ sinw, kui z € [-m; 7],
flw) = { 0, kui z ¢ [—m; 7.

Leiame funktsiooni f(w) Fourier’ péordteisendi.
Valemi (7.11) abil leiame

f(2) L[ (w) exp (iwzx) dw = i/7T sinw - exp (iwz) dw =

T o o 2 J_,

_ %/_ﬁ exp (iw) —2;Xp (—iw) exp (iw) dos =

= 4%” :r (exp(i(z+1)w)—exp(i(z—1)w))dw =
1 (exp(i(a:+ Dw) exp(i(z— 1)w)) T _
4 i(x+1) i(z—1) .
—1 (exp (izm) —exp (—izm)  exp(—izm) — exp (izm) _
4m< i@+ 1) + i@—1) )
—1 [sin(xm)  sin(x7) —isin (z7)

:2m’<x—|—l B x—l):w(ﬁ—l)' ¢

Markus 1. Kui arendame 2I-perioodilist funktsiooni f(z) kogu arvteljel
Fourier’ ritta kujul (2.14.10) vdi (2.16.7), siis kasutame sagedusi wy, = (k) /I,
vastavalt k € Ny voi k € Z. Sel korral koneldakse diskreetsest spektrist. Kui aga
kasutame mitteperioodilise funktsiooni kirjeldamiseks Fourier’ integraalvalemit
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(7.1), siis kasutame tildjuhul koiki sagedusi w vahemikust (—oo;00) voi selle
vahemiku osavahemikust. Sel korral koneldakse pidevast spektrist.

Teatud erijuhul on ka mitteperioodiline funktsioon kogu arvteljel kirjeldatav
diskreetse spektri abil.

Lause 2 (Shannoni teoreem). Kui funktsioon f(x) on lokaalselt tiikiti
sile vahemikus (—o0; 00) ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus ning selle

~

funktsiooni Fourier’ teisendus f(w) on nullist erinev vaid 16igul [—1, ], siis

Fla) = Zf <?> sin(l:z:—mr)'

lx —nm
nez

Fourier’ teisenduse rakendustes on kasulik jargmine vaide.

Lause 3. Kui f(z) on pidev lokaalselt tiikiti sile funktsioon ja funktsioonid
f(x) ning z f(x) on absoluutselt integreeruvad vahemikus (—oo, +00), siis

frw) =iwf(w).
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