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SISSEJUHATUS

Antud ”Lineaaralgebra rakenduste” kursuse aluseks on autori poolt Tallinna
Tehnikaiilikoolis loetud kursus magistrioppe iiliopilastele viimaste aastate jooksul.

Selle kursusega on piiiitud tutvustada iiliopilastele lineaaralgebra pakettide
LINPACK, EISPACK ja LAPACK, samuti pakettide MATLAB, MAPLE, MATH-
CAD ja MATHEMATICA lineaaralgebrat sisaldavate osade teoreetilisi aluseid. On
piititud selgitada neid lineaaralgebra meetodeid, mis on aluseks nimetatud paket-
tides kasutatud arvutusmeetoditele. Rohutame, et antud kursuse eesmargiks ei ole
niivord konkreetsete arvutusalgoritmide valjatootamine, kuivord nende algoritmide
aluseks olevate pohitodedega tutvumine. Selle kursuse koostamisel on eeldatud, et
huviline on tuttav algebra pohitodedega.

Autor on véga tanulik TPU dotsendile Ellen Redile, kelle osa esitatud mater-
jali korrigeerimisel nii vormiliselt kui ka sisuliselt oli vdga suur. Samuti tanan
TTU professorit Peeter Puusempa kasulike mérkuste eest. Paljud esitatud naited
ja tilesanded on valja tootatud TPU iiliopilaste Kristiina Kriispani, Kadri Miku,
Reena Printsi ja TU iiliopilaste Andrei Filonovi, Dmitri Tseluiko ning TTU iliopi-
laste Juhan-Peep Ernitsa, Heiki Hiisjarve poolt Tampere Tehnikaiilikoolis 1997. a
juunis Tempus-projekti raames. Nende naidete ja tlilesannete numbritele on lisatud
loppu ”*.”

Materjali koostamisel on voetud aluseks G.H. Golubi ja C.F. Van Loani (1996)
ning G. Strangi (1988) monograafiates esitatud késitlus, mis moningal mééral eri-
neb E. Tamme, L. Vohandu ja L. Luha (1986) 6piku omast.

Loodan, et antud kursus voimaldab lineaaralgebra rakenduste huvilistel tead-
likumalt ja efektiivsemalt kasutada lineaaralgebra pakette.

Autor



1. LINEAARALGEBRA ALUSED

1.1. Vektorid
1.1.1. Vektorruumid

Lineaaralgebra iitheks pohimaisteks on vektorruumi maiste. Uhtlasi on see iiks
sagedamini kasutatavaid algebralise struktuuri moisteid tanapaeva matemaatikas.
Naiteks, paljud matemaatilises analiiiisis vaadeldavad funktsioonide hulgad on oma
algebraliste omaduste poolest vektorruumid. Analiiiisis pruugitakse termini vekt-
orruum asemel terminit lineaarne ruum.

Definitsioon 1.1.1. Hulka X nimetatakse vektorruumiks tle arvukorpuse K,
kui hulga X elementide igale paarile (x,y) on vastavusse seatud summa,
x+y € X, ja igale paarile (o, x), kus @ € K ning x € X, on vastavusse
seatud element ax € X, kusjuures on rahuldatud tingimused 1-8 :

1. x +y =y + x (liitmise kommutatiivsus);

X+ (y +2) = (x +y) + z (liitmise assotsiatiivsus);

. 30€ X : 0+ x =x (nullelemendi olemasolu);
VxeX=3-xeX:x+ (—x) =0 (vastandelemendi olemasolu);
. 1-x = x (unitaarsus);

. a(fx) = (af)x (assotsiatiivsus arvude korrutamise suhtes);

a(x +y) = ax + ay (distributiivsus vektorite liitmise suhtes);

0 N D Ul W N

(o + B)x = ax + Ox (distributiivsus arvude liitmise suhtes).

Tingimused 1-8 kannavad vektorruumi aksioomide nime. Aksioomid 1-4 nai-
tavad, et vektorite liitmise suhtes on X kommutatiivne rithm ehk Abeli rithm.
Teist vastavust nimetatakse vektori arvuga korrutamise tehteks ja see rahuldab
aksioome 5-8. Vektorruumi elemente nimetame wvektoriteks. Kui K = R, siis
koneldakse reaalsest vektorruumist ja kui K = C, siis komplekssest vektorruumist.
Termini vektorruum asemel kasutame ka lithendit ruum.



Naide 1.1.1. Vaatleme koigi reaalsete elementidega n x 1—maatriksite hulka

&1
X ={x:x=|: NEER Y
&n

Kahe maatriksi summa defineerime tavalisel viisil, maatriksite vastavate elementide
liitmise teel. Maatriksi korrutamisel reaalarvuga A\ korrutame selle arvuga maat-
riksi koik elemendid. Lihtne otsene kontroll naitab, et tingimused 1-8 on taidetud.
Naiteks, kontrollime tingimusi 3 ja 4. Konstrueerime maatriksid

0 =&
0= , —X=
0 —&n
0 &1 0+& &1
O+x=|:|+| : |= : =1 : | =%
0 &n 0+ &n &n

siis element O rahuldab suvalise x € X korral tingimust 3 ja on seega ruumi X
nullelement. Elemendi —x korral

&1 —& & —& 0

S e : = : =|:|=0,

fn _gn fn - gn 0

st tingimus 4 on taidetud. Veenduge, et ka iilejadnud tingimused 1-2 ja 5-8 on
taidetud!

X+ (—x) =

Naites 1.1.1 esitatud vektorruumi nimetatakse n-mootmeliseks reaalseks arit-
meetiliseks ruumiks ehk lithidalt ruumiks R”. Ruumi R"™ vektori x kirjeldamisel
kasutame tihti transponeeritud maatriksit

x=[& ... &]".

Viimases esituses pruugitakse sageli vektori komponentide eraldamiseks kirjava-
hemérke (koma, semikoolon), néiteks

X:[glv coo 5&n }T'



Ulesanne 1.1.1.* Olgu antud hulk U, mis koosneb koikidest reaalarvupaar-
idest a = (aq,a3), b= (1, 02), ... Defineerime hulgal U liitmise ja skalaariga
korrutamise jargmiselt:

a+b=((af + 5" (af + 5)"),

aa =(aaq, aas).

Kas hulk U on vektorruum?

Lause 1.1.1. Olgu X vektorruum. Mistahes vektorite x,y € X jaarvu A € K
korral kehtivad jargmised vaited ja vordused:

e vektorruumi X nullvektor 0 on ainus;

iga x € X vastandvektor —x on ainus;

vastandvektori ithesus lubab defineerida lahutamistehte seosega
def
x—y = x+(-y)

ex=y & x—y=0;

e Ix=0 VxeX ;
e \0=0 VAeK;
o (—l)x=—x;

e \x=0 & (A=0V x=0).

Veenduge nende viaidete toesuses! [J

Naide 1.1.2. Vaatleme koigi kompleksarvuliste elementidega m x n—maatrik-
site hulka. Kahe maatriksi summa defineerime maatriksite vastavate elementide
liitmise teel. Maatriksi korrutamisel kompleksarvuga A korrutame selle arvuga
maatriksi koik elemendid. Lihtne kontroll, et tingimused 1-8 on taidetud, on jaetud
lugejale. Saadud vektorruumi tile kompleksarvude korpuse C tahistame C™*". Kui
piirduda reaalarvuliste maatriksitega, siis saame vektorruumi R™*" iile arvukor-
puse R. Ruum C™*! samastatakse ruumiga C™ ja ruum R"™*! ruumiga R™.



Naide 1.1.3. Koigi funktsioonide x: [a, ] — R hulk F[a, ] on vektor-
ruum (toestage!) tile arvukorpuse R, kui

(x+y)t) Y x(t) +y(t) Vi€ o,
ja
def

(Ax)(t) = Xx(t) Vte€ [a,[].

1.1.2. Vektorruumi alamruumid

Definitsioon 1.2.1. Vektorruumi X (iile korpuse K) vektorite hulka W, mis
on vektorruum ruumis X defineeritud vektorite liitmise ja vektori arvuga korrutam-
ise suhtes, nimetatakse vektorruumi X alamruumiks ning kirjutatakse W < X.

Lause 1. 2.1. Vektorruumi X vektorite hulk W on vektorruumi X alamruum
parajasti siis, kui iga kahe vektori x,y € W ja iga arvu A € K korral ka vektorid
x +y ja Ax kuuluvad hulka W.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne. Piisavuse toestamiseks tuleb néidata, et nende
tingimuste korral on taidetud vektorruumi tingimused 1-8. Kontrollime tingimuse
1 taidetust. Olgu x,y € W C X. Eelduse kohaselt x +y € W C X. Kuna X
on vektorruum, siis X jaoks on rahuldatud aksioom 1 ja seega x+y =y + x.
Jarelikult, W korral on aksioom 1 samuti rahuldatud. Pohjendame veel tingimuse
4 taidetuse. Olgu x € W C X. Eelduse pohjal (—1)x € W C X. Teisalt, ruumis X
kehtib lause 1.1.1 pohjal seos (—1)x = —x. Seega, koos vektoriga x kuulub hulka
W ka tema vastandvektor —x, st tingimus 4 on taidetud. Toestada iseseisvalt
tingimuste 2, 3 ja 5-8 taidetus. [J

Naide 1.2.1. Kaoigi 16igul [«, 5] pidevate funktsioonide vektorruum Cla, 3]
tile R on néites 1.1.3 toodud vektorruumi F [o, ] alamruum. Et kahe 16igul
pideva funktsiooni summa on sel 1oigul pidev funktsioon ja loigul pideva funkt-
siooni korrutis arvuga on sel 1oigul pidev funktsioon, siis lause 1.2.1 pohjal on
Cla, 8] vektorruumi F [«, §] alamruum.

Naide 1.2.2. Olgu P, koigi reaalsete kordajatega tilimalt n-astme poliinoomi-
de apt* + a1t* 1+ ... +a,_t+a, = x (k <n) hulk. Defineerime kahe poliinoomi
liitmise ja poliinoomi reaalarvuga korrutamise tavaparasel viisil. Tulemuseks saame
tilimalt n-astme poliinoomide vektorruumi P,,. Kui siimboliga P, [, §] téhistada



16igul [ov, 5] méératud tlimalt n-astme polilnoomide vektorruumi, siis P, [a, §] on
vektorruumi Cla, ] alamruum.

a b

Naide 1.2.3.* Naitame, et hulk H = {{ 0 ¢ } ca, b,ce R} on alamruum

maatriksite vektorruumis R2*2.
Hulk H on kinnine liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes, sest

a b d e| |a+d b+e
0 c|Tlo |7 0 ctf

a b| | aa ab
“NToe|l™] 0 ael

Seetottu hulk H on alamruum maatriksite vektorruumis R2*2.

ja

Ulesanne 1.2.1.* Toestage, et koigi simmeetriliste maatriksite hulk moodus-
tab alamruumi ruutmaatriksite vektorruumis R™*".

Lause 1.2.2. Kui Sy,...,S; on vektorruumi X alamruumid, siis nende alam-
ruumide thisosa S = S; N Ss N ... NS, on samuti vektorruumi X alamruum.
Toestage! [J
Lause 1.2.3. Kui Sy,---, S, on ruumi X alamruumid ja

S={x;+x+...+x;,: x,€8; (i=1:k)}

on nende alamruumide summa, siis S on alamruum ruumis X.

Definitsioon 1.2.2. Kui iga x €S on iihesel viisil esitatav kujul
X=X +Xo+ ... +xx (x; € S;), siis 6eldakse, et S on alamruumide S;
otsesumma ja tdhistatakse S=S; HSoH--- DSy, .

Definitsioon 1.2.3. Vektorruumi X (iile korpuse K) elementide x,...,x,
lineaarseks kombinatsiooniks nimetatakse ruumi X iga elementi, mida saab
esitada kujul ayx; + ... + a,x, , kus a; € K.

Definitsioon 1.2.4. Hulga ZC X lineaarseks katteks nimetatakse hulga Z
elementide koikvoimalike lineaarsete kombinatsioonide hulka. Hulga Z lineaarset
katet tahistatakse siimboliga span Z.

Niide 1.2.4. Olgu X = R*ja Z= {[1;1;0]", [1; —1;0]7 }. Siis
span Z= { [a; 3;0]7 : a,3 € R }. Toestage!

10



Lause 1.2.4. Hulga Z C X lineaarne kate span Z on vektorruumi X vahim
alamruum, mis sisaldab hulka Z.

Toestus. Toestame esiteks, et span Z on ruumi X alamruum. Selleks on
lause 1.2.1 pohjal piisav naidata, et span Z on kinnine vektorite liitmise ja vektori
arvuga korrutamise suhtes:

n m
X,y € span Z @x:Zaiui /\y:ZﬁjVj/\Oli,ﬁj ceKAuw,v,e”Z =
=1 7j=1

n m
X+y:zaiui+zﬁj"j Nag, B e KAw, vy € Z& x+y €span Z ;
i—1 =1

Ae K Ax espan Z <\ EK/\x:Zaiui/\ui € Zha;, e K=
i=1
AX :)\Z o;u; = Z()\ZOQ)U@ = Z@u, N 61 ceKA u; € Z S XX GspcmZ .
i=1 i=1 i=1
Seega on span Z ruumi X alamruum. Naitame, et span Z on vahim hulka Z
sisaldav ruumi X alamruum. Olgu Y ruumi X mingi alamruum, mille korral
Z C Y. Naitame, et spanZ C Y. Et Z C Y ja Y on alamruum, siis hulga Z
elementide suvaline lineaarkombinatsioon kuulub alamruumi Y. Jarelikult kuulub
ruumi Y ka span Z kui koigi selliste lineaarkombinatsioonide hulk. [

Jareldus. 1.2.1. Vektorruumi X alamhulk W on alamruum parajasti siis, kui
ta iihtib oma lineaarse kattega, s.o W < X < W =spanW.

Ulesanne 1.2.2.* Kas vektor d:[8 7 4 }T kuulub alamruumi
span{a, b, c}, kui

a=[1 -1 0]",b=[23 1] ,¢=[69 3]

11



1.1.3. Vektorite lineaarne soltuvus. Vektorruumi baas.

Definitsioon 1.3.1. Vektorruumi X (iile korpuse K) vektorite hulka
{x1,..., X%}
nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui

Jag,...,a €K :ag|+ ...+ |ag] ZOA agxy + ... + apxg = 0.

Definitsioon 1.3.2. Vektorruumi X (iile korpuse K) mingit vektorite hulka
nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui ta ei ole lineaarselt soltuv.

Néide 1.3.1.* Kontrollime, kas hulk U = {1+, x+ 2%, 1+ 2%} on lineaarselt
soltumatu koigi reaalsete kordajatega iilimalt n-astme poliinoomide vektorruumis
P, (n>2).

Vaatleme vordust

a(l +2) + Bz + 2%) +~(1 +2?) = 0.

Algebrast teame, et poliinoom vordub nulliga parajasti siis, kui koik selle poliinoo-
mi kordajad on nullid. Seega voime vialja kirjutada siisteemi

a+v=0
a+p3=0 .
f+v=0

Sellel stisteemil leidub vaid triviaalne lahend. Hulk U on lineaarselt soltumatu.

Ulesanne 1.3.1.% Toestage, et iga vektorite hulk, mis sisaldab nullvektorit,
on lineaarselt soltuv.

Ulesanne 1.3.2.* Toestage, et kui determinandi reavektorid on lineaarselt
soltuvad, siis determinant vordub nulliga.

Definitsioon 1.3.3. Vektorruumi X vektorite hulga U = {xy,...,x,} alam-
hulka V={x;,,...,x;, } nimetatakse maksimaalseks lineaarselt soltumatuks alam-
hulgaks, kui V' on lineaarselt soltumatu ja ta ei ole hulga U tihegi lineaarselt
soltumatu alamhulga parisalamhulgaks.

12



Lause 1.3.1. Kui V on hulga U maksimaalne lineaarselt soltumatu alamhulk,
siis spanU = span 'V .

Toestus. Et V CU, siis lineaarse katte definitsiooni kohaselt span V C span U.
Seega tuleb vaite toestamiseks naidata, et span VD span U. Olgu vaitevastaselt
alamruumis span U vektor x , mis ei kuulu alamruumi span V. Jarelikult vektor
x ei avaldu hulga V' vektorite lineaarkombinatsioonina, kiill aga avaldub hulga U
vektorite lineaarkombinatsioonina, milles on kasutatud vahemalt iiht vektorit
x; € U, kusjuures x; ¢ V ja x; ei avaldu hulga V vektorite lineaarkombinatsioo-
nina. Hulk VU{x,} C U on lineaarselt soltumatu ja sisaldab hulka V' périsalamhul-
gana. Jarelikult V' ei ole maksimaalne lineaarselt soltumatu alamhulk. See on
vastuolus eeldusega. Seega span VD span U, mida oligi vaja naidata. [J

Definitsioon 1.3.4. Vektorruumi X vektorite hulka B = {x;};c; nimetatak-
se vektorruumi X baasiks, kui B on lineaarselt soltumatu ja ruumi X iga vektor
x avaldub hulga B vektorite lineaarkombinatsioonina, x = .., a;X;, kusjuures
kordajaid a; (i=1:n) nimetatakse vektori x koordinaatideks baasil B.

Definitsioon 1.3.5. Kui vektorruumi X baasis B olevate vektorite arv, s.o
hulga I elementide arv, on loplik, siis seda arvu nimetatakse vektorruumi di-
mensiooniks ehk mootmeks ja tahistatakse dim X ning vektorruumi nimetatak-
se loplikudimensionaalseks ehk loplikumootmeliseks ruumiks. Kui vektorruumi X
baasis B olevate vektorite arv on lopmatu, siis vektorruumi X nimetatakse lopma-
tudimensionaalseks ehk lopmatumootmeliseks ruumaiks.

Lause 1.3.2. Vektorruumi X vektorite alamhulk B sobib selle ruumi baasiks
parajasti siis, kui ta on maksimaalne lineaarselt soltumatu alamhulk.

Naide 1.3.2. Vektorid
e, =[0;0;...;0;1;0;...;0]" (k=1:n)

k —1 nulli n—k nulli

moodustavad baasi ruumis R". Kontrollime definitsioonis 1.3.4 esitatud tingimuste
taidetust. Et

Zakekzoﬁ[al,...,&n]T: [O;...;O]T@Z]akl =0,
k=1 k=1

siis vektorite siisteem {ej }r=1., on lineaarselt soltumatu, ja et
n
T Z
[Oél, LI ,Q{n] - @kek7
k=1
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siis ruumi R™ kuuluv suvaline vektor avaldub vektorite e, lineaarkombinatsioonina.

Ulesanne 1.3.3. Kas vektorite siisteem

ool Lol [va) [07])

moodustab baasi ruumis R?*2?

Naide 1.3.3. Vektorite siisteem {1;¢;t%;...;¢"} moodustab baasi iilimalt
n-astme poliinoomide vektorruumis P, .
Toesti, vektorite hulk {1;¢;¢%...;¢"} on lineaarselt soltumatu, sest

x =apt" + a;t" '+ ... +a, ;t+a,=0=a,=0 (k=1:n)
ja ruumi P, iga vektor x (s.o mistahes iilimalt n-astme poliinoom) avaldub kujul

X =apt" + at" P 4 ..+ a, 1t + a,.

Definitsioon 1.3.6. Kaht vektorruumi X ja X’ nimetatakse isomorfseteks,
kui nende ruumide vahel on korraldatav selline iiksithene vastavus ¢ : X — X', et

1) vx,y € X p(x+y) =p(x) + ¢(y);
2)vx e X, Vae K p(ax) = ap(x).

Lause 1.3.3. Koik samamootmelised (iile sama arvukorpuse K) vektor-ruumid
on isomorfsed.

1.1.4. Skalaarkorrutis

Definitsioon 1.4.1. Vektorruumi X iile korpuse K nimetatakse skalaarkor-
rutamisega ruumiks, kui igale elemendipaarile x,y € X on vastavusse seatud
kindel, vektorite x ja y skalaarkorrutiseks nimetatav, arv (x,y) € K nii, et on
taidetud tingimused (skalaarkorrutise aksioomid):

1. (x,x) >0; (x,x)=0=x=0;
2. (x,y) =(y,x) , kus (y,x) on suuruse (x,y) kaaskompleks;
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3. (x+y,2z) = (x,2z) + (y,z) (aditiivsus esimese teguri suhtes);

4. (A\x,y) =A(x,y) (homogeensus esimese teguri suhtes).

Kui X on vektorruum iile R, siis definitsiooni pohjal (x,y) € R ja tingimus 1
omandab kuju (x,y) = (y,x), st sel juhul on skalaarkorrutis kommutatiivne.

Naide 1.4.1. Defineerime ruumis C" vektorite

T T
x=[& - &G Ay=[m - m]
skalaarkorrutise valemiga
<X7 Y> = Z gkm .
k=1

Kontrollime tingimuste 1-4 taidetust:

(x,%) =351 &k = 2o |§k|2

xx) =7 Gf=0 = &=0 (k=1:n) ©x=0;

(X, ¥) = Dy &I = Dy St = Doy e = (¥, X);

(X +y,2) =31 (G + )% = Doy §6Sk + 2opmr Sk = (X%, 2)+(y, 2);

(A%, y) =325 A&l = A D00, &l = A(X, y).

Naide 1.4.2. Vaatleme kaigi 16igul [, §] (Lebesgue’i mottes) integreeruva
ruuduga funktsioonide vektorruumi Ly [a, (]. Defineerime selliste funktsioonide ska~
laarkorrutise seosega

s E—
xy) = [ x(y
Veenduge, et on taidetud skalaarkorrutamise aksioomid 1-4.

Lause 1.4.1. Skalaarkorrutamisel (x,y) on jargmised omadused:
1. (x,y +2z) = (x,y) + (x,2) (aditiivsus teise teguri suhtes);

2. (x,\y) =A(x,y) (kaashomogeensus teise teguri suhtes);

3. (x,0) = (0,y) =0 ¥x,y € X;

4. (AxAy) = A (x,y).

Toestame esitatud vaited:

(x,y +2) =y +2,x) = (y,x) + (z,x)
(x,Ay) =(Ay,x) = My, x) = My, x) =
AxAy) = (x,y) =\ (x,y). O




Lause 1.4.2 (Cauchy-Schwartzi vorratus). Skalaarkorrutamisega vektorruumi
X mistahes vektorite x ja y korral kehtib vorratus

[(x, 7)) < VX, x)V{Y,y)

Toestus. Kui (x,y) =0, siis skalaarkorrutise definitsiooni tingimuse 1 pohjal
vorratus kehtib. Vaatleme jargnevalt juhtu (x,y) #0. Defineerime abifunktsiooni

P(A) = (X + Mx, y)y, X + AMx, y)y).

Et

P(A) = (3, X) A V) (%, ) +A X, y) (v, )+ [ 9) [ (v y) =

= N x,y) P (y, y) 22 [(x,7) P +(x,x) >0 VA€ R &

& 1oy = 16y (30 (. ) <0,
siis viimane vorratus on samavéirne vorratusega |(x,y)]> < (x,x)(y,y) ja see
omakorda Cauchy-Schwarzi vorratusega. [

Cauchy-Schwarzi vorratus voimaldab defineerida nurga kahe vektori vahel ska-
laarkorrutisega vektorruumis.

Definitsioon 1.4.2. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X mistahes vektorite
X ja y vaheline nurk maaratakse seosega

—

cos(x,y) = (x,¥)/ (VX x)V(y,¥))-

Ulesanne 1.4.1.* Niidake, et iga kahe kompleksse vektori x ja y korral kehtib
vordus

(xy) = Xy)

Ulesanne 1.4.2.* Kéigi 16igul [o, 5] médratud reaalsete kordajatega iilimalt
n-astme poliilnoomide vektorruumis P, [«, 5] on skalaarkorrutis defineeritud vale-
miga

B
(x,y) = / x(t)y(t)dt.

Leidke poliinoomide x =t — 1 ja y = t?> + 1 vaheline nurk.
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1.1.5. Vektori norm

Definitsioon 1.5.1. Vektorruumi X (iile arvukorpuse K) nimetatakse nor-
meeritud ruumsiks, kui igale vektorile x € X on vastavusse seatud kindel, vektor:
normiks nimetatav, mittenegatiivne reaalarv ||x|| nii, et on taidetud tingimused:

1. ||x|| =0« x=0 (samasuse aksioom);
2. |[Mx||=|Al |Ix]] (homogeensuse aksioom);
3. Ix+yll < |Ix||+|lyll (kolmnurga vorratus).

Definitsioon 1.5.2. Normeeritud ruumis X kahe vektori vaheline kaugus
p(x,y) defineeritakse valemiga p(x,y) =[x —y|| -

Lause 1.5.1 (Hélderi vorratus). Kui 1 <p<oo, 1/p+1/g=1,
T n T n
x=[& - & eC"Ay=[m - n ] eC",
siis

n n 1/P n l/q
> 1€ < (Z\sw) (Z\mq) .
k=1 k=1 k=1

Téestus. Vaadake E. Oja, P. Oja (1991, 1k 11-12). O
Lause 1.5.2 (Minkowski vorratus). Kui 1 <p < oo,

x=[& - &] eC'Ay=[m - n ] ecCn

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z €k + 77k|p> < (Z ’§k|p> + (Z |7Ik\p> :
k=1 k=1 k=1

Téestus. Vaadake E. Oja, P. Oja (1991, 1k 10-11). O

Naide 1.5.1. Vektorruumis C" tuuakse sisse vektori p-norm (1 < p < o00)
seostega

Siis

Ix[l, = (& + ... + &) (1<p<oo),

llloe = max [€]-

Veendume, et p-norm (1 < p < oo) rahuldab definitsioonis 1.5.1 esitatud tingimusi
1-3:
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I, = ([l + ..+ [&l") /P = 0&& =0 (1< k <n) & x=0;
Ixx]l, = (A&l + .-+ &) YP = [IAP (6l + .- + &) =
= MGl + -+ &) = Al ;

kasutades Minkowski vorratust, saame

n 1/p n 1/p n 1/p
Ix+yll, = (Z\fﬁm\”) < <Z !£k|p> + (Z !nk|p> = [Ix[l, + ll¥ll,-
k=1 k=1 k=1

Veenduge tingimuste 1-3 taidetuses normi ||-||_ korral!
Enamkasutatavad p-normid on:

Ix[ly = [&] + .-+ &l

x|l = (&) + ...+ &)

1lloe = max [€]-

Ulesanne 1.5.1.* Olgu antud vektorid u = [ 1 -1 3 ]Tjav = [ 0 3 2 ]T.
Leidke

lut vl flut vy, ot vl lully+ vy all, + vl lale+ vl

I=5ully +5 1vlly, [I=5ull, +5 vy, |=5ullo +5 (vl -

Lause 1.5.3. Ruumi C" koik p-normid on ekvivalentsed, st kui |||, ja |||l
on ruumi C" p-normid, siis leiduvad sellised positiivsed konstandid ¢; ja cs, et

a X[l < [l < e flxll,  vx e C".
Seejuures
Il < lIxlly < Ve llxll,
¢l < lIxlly < vl
X[l < Ixlly < nlixll -

Toestame kolm viimast vaidet:

n n 1/2
Ixlly = (16 + ... + &) 2 < (ZZ €l lfﬂ) B

i=1 j=1
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= ((Q_ 16D = Ixl, ;

Holderi vorratust kasutades, saame p = ¢ = 2 korral, et
X[l =16+ A+l =1 Gl +. 1G] = [1-&[+.. .+ 1 & <

<@ 4 A2 8D = Vi),

_ _ 2)1/2 2 2\1/2 _ )
Il = max Jgel = ((max 16D2)72 < (& + .+ a2 = Il

Ixlly = (16" + .. + 1€l < ((max &) + ... + (max [&][)*)? =

1<k<n 1<k<n

= (n(max |&))*)"* = v x| ;

1<k<n

= < < =
Il = max 1661 <16+ + 6] <0 max (6] =nlixl.. O

Lause 1.5.4. Skalaarkorrutisega ruum X on normeeritud ruum normiga
Ix[| = v/{x, ).
Toestus. Kontrollime normi tingimuste 1-3 taidetust:
]| =0 e V/(x,x) =0 < (x,x) =0 & x = 0;
x| = v/ Oocdx) = /AP (x,%) = (A V/{x,x) = A ] [x]];

Ix+yll=VEx+y.x+y) = V&x)+ &y)+{y.x)+ (y.y) =
— VI + e y) 456y + vl = /I + 200, ) + Iyl <

2 2 2 2
< VI + 2163+ + Iyl </ Ix0? + 2 1]y | + ly]? <

< VAl 1y D> = Tl + [yl

Siinjuures R(x,y) on kompleksarvu (x,y) reaalosa tahistus. [

Lause 1.5.5. Skalaarkorrutisega normeeritud ruumis kehtib réopkuliku reegel
2 2 2 2
x4+ yII" + [x = ylI" = 20" + lIylI")-
Toestus. Vahetu kontrolliga saame, et
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Ix+yl*+x -y’ =x+y.x+y)+{x—y,x—y) =
= (x,%x) +(x,y) + (¥, x) +{y,y) + (x,x) = (x,y) — (v, x) + {y,y) =
=2(|lx)* + [lyl*). O

Definitsioon 1.5.3. Oeldakse, et jada {x®} ruumi C" elementidest koondub
p-normi suhtes elemendiks x € C" ja kirjutatakse x* — x, kui

lim Hx(k) — XH =0.
k—o0 p

Mirkus 1.5.1. Et kéik ruumi C" p-normid on ekvivalentsed, siis jada {x*)}
koonduvusest a-normi suhtes jareldub jada koonduvus [-normi suhtes.

Ulesanne 1.5.2. Niidata, et kui x € C", siis lim,, o, %[, = %[l -
Ulesanne 1.5.3. Niidata, et kui x € C", siis
X[l < e(liRx]l, + [ISxI],),
kusjuures x = Rx +i¥x ja Rx, Ix € R". Leida selline konstant ¢, et
enl|Rxll, + [9x],) < flall, Vx € C"
Definitsioon 1.5.4. Vektori x € R" ldhendiks nimetatakse vektorit xe R",

mis teatavas mottes erineb vahe vektorist x.
Definitsioon 1.5.5. Fikseeritud vektori normi ||-|| korral nimetatakse vektori
x lahendi X absoluutseks veaks suurust
Eabs = || X — x|
ja vektori x # 0 ldhendi X relatiivseks veaks suurust

gra = |[X=x|[ /] .

Relatiivset viga voib oco—normi korral késitleda kui X oigete tiivenumbrite
niitajat. Nimelt, kui |x — x| / |x[|,, &~ 107, siis vektori X suurimal kompon-
endil on £ oiget tiivenumbrit.

Naide 1.5.2. Olgu x =[2.543; 0.06356]7 ja x=[2.541; 0.06937]7. Leida e, ja
€re; Ning lahendi X suurima komponendi digete tiivenumbrite arv ¢,.; abil. Leiame,
et X — x = [—0.002; 0.00581]7, g5 = ||X — x||, = 0.00581 ja ||x||, = 2.543 ning
€ret = 0.0023 ~ 1072 = k = 3. Seega on/g suurimal komponendil El kolm oiget
tiivenumbrit. Samal ajal on komponendil &, vaid iiks 6ige tiivenumber.
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1.1.6. Ortogonaalsed vektorid

Definitsioon 1.6.1. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X vektoreid x ja y
nimetatakse ortogonaalseteks, kui (x,y) =0, ja téhistatakse x 1L y. Vektorruumi
X vektorit x nimetatakse ortogonaalseks hulgaga Y C X, kuix Ly Vy €Y.

Ulesanne 1.6.1.* Leidke koik vektorid, mis on ortogonaalsed nii vektoriga
—[4 06 -2 0] kuikavektorigab=[2 1 -1 1 1]"

Definitsioon 1.6.2. Oeldakse, et vektorruumi X hulgad Y ja Z on ortogon-
aalsed, kuiy L z VyeY AVzeZ

Definitsioon 1.6.3. Jada {x®)} skalaarkorrutamisega vektorruumi X vektore-
ist x(*) nimetatakse Cauchy jadaks, kui vastavalt igale etteantud arvule € > 0 leidub
naturaalarv ng nii, et mistahes m € N ja n > ng korral

[x(m) — x| = \/ (x(n) — x(n+m) x(n) _ x(n+m)) < ¢

Definitsioon 1.6.4. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X nimetatakse tdie-
likuks, kui temas iga Cauchy jada on koonduv selle ruumi X punktiks.

Definitsioon 1.6.5. Hilbert: ruumiks H nimetatakse komplekset skalaarkorru-
tamisega vektorruumi, mis osutub normi ||x|| =4/(x,x) jirgi koondumise mottes
taielikuks.

Lause 1.6.1. Ruum C” skalaarkorrutamisega (x,y) =>_;_, &7, on Hilberti
ruum.

Lause 1.6.2. L()igul [, O] integreeruva ruuduga funktsioonide ruum Ly ey, (],
skalaarkorrutisega (x,y) f b dt on Hilberti ruum.

Lause 1.6.3. Skalaarkorrutamlsega vektorruumi X vektorite ortogonaalsusel
on jargmised omadused (1-4):

lxlx&ex=0;

2.xlyeylx

3.xL{y, ... yit=xL(y,+...+yr);

4. xly=x1l)ly VIeK;
ja Hilberti ruumi vektorite ortogonaalsusel on taiendavalt omadus:

5. xly, m=123...) Ny,—y =xL1ly.
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Toestame need vaited:

xlxe (xx)=0x=0;

xlyexy)=0e(y,x)=0s (y,x) =0 =y Lx;

X LA{y,. ...yt eoxly A AxLly, < (xy)=0A...ANXy,) =0=

= xy)+.. . +&Xy)=0e XXy, +...+yr=0&xL(y,+... +yi);

x lye xy =0 Mxy) =0 VeK&

S (xAy) =0 Vie K& x Ly

xly,VneN ANy,—y & (x,y,) =0A [y, —y[| = 0=

= X,y =0A[xy,) — x| =[xy, < X[y, -yl = 0=

= (x,y)=0<xly. O

Definitsioon 1.6.6. Hulga Y C X ortogonaalseks tdiendiks nimetatakse hulka
Y+ ruumi X koigist vektoritest, mis on ortogonaalsed hulgaga Y, st

Yi={x: (xeX)A(xLly VyeY)}

Ulesanne 1.6.2." Olgu U = span {[ 1 0 1]",[0 2 1]"} C R®. Leidke
hulga U ortogonaalne taiend.

Lause 1.6.4. Kui X on skalaarkorrutamisega vektorruum, x € X, Y C X ja
x L Y, siisx | span Y. Kui lisaks X on taielik, st on Hilberti ruum, siis x 1 spanY’,
kus span Y on hulga spanY sulund.

Toestus. Lause 1.6.3 vaidete 3 ja 4 pohjal x L spanY. Kui y €spanY, st
Jy,. € spanY, selline, et y,, — vy, siis arvestades ortogonaalsust x L y, ja lause
1.6.3 vaidet 5, saame x L y, st x L spanY. [

Lause 1.6.5. Hulga Y C X ortogonaalne tiiend Y+ on ruumi X alamruum.
Hulga Y C H ortogonaalne tiaiend Y+ on Hilberti ruumi H kinnine alamruum, st
Y+ on ruumi H alamruum, mis sisaldab koik oma rajapunktid.

Toestus. Lause 1.2.1 pohjal on piisav lause 1.6.5 esimese vaite toestamiseks
niidata, et Y+ on kinnine vektorite liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes. See
jareldub lause 1.6.3 vaidetest 3 ja 4. Sama lause viite 5 pohjal kehtib ka lause
1.6.5 teine vaide. [J

Lause 1.6.6. Kui Y on Hilberti ruumi H kinnine alamruum, siis iga x € H
esitub iihesel viisil summana x =y +z, y€Y, zcY,
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Jareldus 1.6.1. Kui Y on Hilberti ruumi H kinnine alamruum, siis ruum H
avaldub kinniste alamruumide L ja L+ otsesummana H = L @ L™ ning
(LYH)+ =L.

Definitsioon 1.6.7. Hilberti ruumi H vektori x kaugus alamruumist Y C H
defineeritakse valemiga

Y)=inf |x—y].
p(x.Y) = inf [lx —y|

Lause 1.6.7. Kui Y on Hilberti ruumi H kinnine alamruum ja x € H, siis
leidub selline iiheselt médratud y € Y, et ||x — y|| = p(x,Y).

Definitsioon 1.6.8. Lauses 1.6.7 esinevat vektorit y nimetatakse vektori x
ristprojektsiooniks alamruumaile Y.

Definitsioon 1.6.9. Vektorite siisteemi S = {xy, ..., X} nimetatakse ortogon-
aalseks, kui (x;,%;) = ||x,]|> 8, kus 6;; on Kroneckeri siimbol. Vektorite siisteemi
S ={x1,...,x;} nimetatakse ortonormeerituks, kui (x;,x;) = d;;.

Naide 1.6.1. Vektorite stisteem {e;} (k=1:n), kus
er =[0;0;...;0;1;0;...;0]7, on ruumis C" ortonormeeritud.

k —1nulli n—k nulli

Naide 1.6.2. Vektorite slisteem

{1/V/2m, (cost)//x, (sint)//7, (cos2t)/v/7, (sin2t)/v/7, ...}

on ortonormeeritud siisteem ruumis Lo[—7, 7] .

Naide 1.6.3. Vektorite siisteem {exp(i2wkt)}rez on ortonormeeritud siisteem
ruumis Lo[0; 1]. Toepoolest

1 1
(Xp, X;) = / exp(i2mkt)exp(i2njt)dt = / exp(i2n(k — 7)t)dt =
0 0

_ { (exp(i2n(k — 7)) = 1)/(i2n(k = j)) =0, kui k # j;

1 , kui k = j.

Lause 1.6.8. (Gram-Schmidti ortogonaliseerimisteoreem). Olgu {xy,...,x;}
lineaarselt soltumatu vektorite siisteem skalaarkorrutisega vektorruumis H, siis
leidub selline ortonormeeritud stisteem {e1, ..., e}, et
span{xi, ..., X} = span{ey,... e}

Toestame selle vaite matemaatilise induktsiooni meetodil. Juhul £ = 1
defineerime €, = x;/||x1]| ja seega span{xi} = span{e;}. Induktsioonibaas

23



on olemas. Naitame induktsioonisammu lubatavust. FEeldame, et lause vaide

peab paika k = 7 — 1 korral, st leidub selline selline ortonormeeritud stisteem

{e1,...,6,1}, et span{xy,...,x;_1} = span{ey,...,&;_1}. Vaatleme vektorit
Y¢=)\1€1 + . Nsigim1 X , )‘j e K.

Kordajad A\, (v =1:i-1) valime nii, et y; L ¢, (vr=1:i-1), st (y;,&,) = 0. Saame

1 — 1 tingimust:
A (ev,€0) + (x4,6,) =0, ehk A\, = — (x;,¢6,) (v=1:i-1). Seega,

Yi = X; — <Xi,€1> 81— ... — <Xi75i—1> Ei—1-

Valime ¢; = y;/ ||y:|l . Et

g, € span{xy,...,x;_1} (v =1:i-1),

siis vektorite y; ja &; konstruktsiooni pohjal €; € span {xy,...,x;}. Seega
span{ey, ... e} C span{xy,...,x;}.

Vektori y; esitusest jareldub, et x; on vektorite €, ..., &; lineaarne kombinatsioon.

Jarelikult,

span{xy,...,x;} C span{ey, ..., &}

Seega,
span{xy,...,x;} = span{ey,...,&;}. O

Naiide 1.6.4. On antud ruumi R* vektorite siisteem
{x1,X2,x3}, kus
x; = [1;0; 1,017, xo = [1;1; 1,07, x3 = [0;1;0;1]".
Leiame sellise ortonormeeritud siisteemi {1, €, €3}, et
span{Xi,Xa, X3} = span {e1,€2,€3}.

Lause 1.6.8 toestuses esitatud ortogonaliseerimisprotsessi rakendamiseks, esiteks,

kontrollime, kas siisteem {x;, X5, x3} on lineaarselt soltumatu (v6ib ka mitte kont-

rollida, see selgub ortogonaliseerimise kdigus):
1010 1010 1
11 10|"|lo1oo|"""o0
01 01 0101 0

o = O
OO =
_ o O
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{x1,X9,x3} on lineaarselt soltumatu. Leiame vektori
er=x1/ xll = [1/v2;0;1/v/2; 0]
Vektor ys avaldub kujul:
Yo =Xy — (X9,61) 1 = [1;1;1;0]" — \/5[1/\/5;0; 1/\/5; 0]" = [0;1;0;0]".
Kuna |ys|| = 1, siis o = y2/ ||y=2|| = [0; 1;0; 0]7. Vektor y3 avaldub kujul:
Y3 = X3 — (X3,€1) €1 — (X3,82) €2 =

= [0;1;0;1)" — 0 [1/v/2;0;1/v2;0]" — 1-[0; 1;0;0]" = [0;0;0; 1]""

Seega,
e3 = ys/ |lysll = [0;0; 0;1)".

Naiide 1.6.5. On antud ruumi Ls[—1;1] lineaarselt soltumatu vektorite siis-
teem {x;,X2,Xx3}, kus x; = 1, xo = t ja x3 = t?. Leida selline ortonormeeritud
stisteem {e1, 5,65}, et

span {x1, Xy, X3} = span {e1,e9,€3}.
Veenduda, et siisteem {x1, X5, x3} on lineaarselt soltumatu. Leiame vektori
a1 =x/ |x = 1/V2.
Vektor yy avaldub kujul:

LI T | 1

Y2:X2—<X2751>51:t—(/_1t'(ﬁ)dt)ﬁ:t—O-E:t.

1 B 9 3
&2 =2/ yall =t/ / t-ddt=1/\/5 = /5t
-1

Vektor y3 avaldub kujul:

Seega,

Y3 =X3 — <X37€1) €1 — <X3;€2> €2 =




1 2 1
=t .- —0=t"—=.
2 3 3
Jarelikult,

2 = s/ Iysll = ( §>/\/ [ ===

Funktsioonid &1, e5 ja 3 on normeeritud Legendre’i poliinoomid 16igul [—1; 1].

Ulesanne 1.6.3. Naidake, et paarikaupa ortogonaalsete vektorite siisteem
{z1,...,2,} on lineaarselt soltumatu.

1.2. Maatriksid
1.2.1. Maatriksi tahistus ja tehted maatriksitega

Koigi reaalsete elementidega m x n—maatriksite vektorruumi tahistatakse
Ran ja

ay; - Aip
AeR™" o A= (ay) = : : . a; € R.

Qmp1 - Qmn

Maatriksi A elementi, mis paikneb i—ndas reas ja k—ndas veerus, tahistatakse a;
voi A(i, k) voi [A];x. Pohilised operatsioonid maatriksitega on jargmised:

e maatriksi transponeerimine (R"*" — R™ ™)
B=A" & by = an,
e maatriksite liitmine (R™*™ x R™*™ — R™*")
C=A+B & ci=ap+ by,
e maatriksi korrutamine arvuga (R x R™*" — R™*™)

B=) & bzk = )\aik,
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e maatriksite korrutamine (R™*? x RP*" — R™*")

p

C=AB & Cik = Z az‘jbjk-
j=1
Ulesanne 2.1.1.% Olgu
a c e ko
A= { b d f } B=1 1t »
m r
Leidke maatriks AB.
Ulesanne 2.1.2.* Olgu
(1 0 0 0 |
1 1 0 0 0
O S -
0o 0 - 1 0
|0 0 0 I 1

Leidke maatriks A" 1.
Ulesanne 2.1.3.* Olgu

[

A" = 2" 1A (n e N).

Toestage, et

Naide 2.1.1." Naitame, et maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne.

Olgu
1 4 -2 5
S EETE |

w- (3030 8]
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Leiame korrutised:



-2 5 1 4 13 2
pa= | 55 2) =7 5]
Et antud naite korral AB # BA, siis tildjuhul ei ole maatriksite korrutamine kom-
mutatiivne.

Lause 2.1.1. Kui A € R™*? ja B € RP*", siis
(AB)T = BT AT,

Toestus. Kui C = (AB)T, siis
p
j=1

Teisalt, kui D = BT AT siis

dix = [BTAT]z’k = Z[BTL'J' [AT]jk = Z[B]ji[A]kj -

Jj=1 J=1

p
== E akjbjizcik- O
Jj=1

Definitsioon 2.1.1. Maatriksit A € R™ " nimetatakse summeetriliseks maat-
riksiks, kui AT = A ja kaldsiimmeetriliseks maatriksiks, kui AT = —A.

Ulesanne 2.1.4.* Kas maatriks A on siimmeetriline maatriks voi kaldsiim-
meetriline maatriks, kui

13 2 02 —4 2 -3 5
A)A=1| 31 3|, 0)A=|-21 -7|,00A=] 3 1 2|2
2 3 -1 47 2 5 1 4

Lause 2.1.2. Suvaline maatriks A € R"*™ on esitatav siimmeetrilise maatriksi
ja kaldstimmeetrilise maatriksi summana.

Toestus. Suvaline maatriks A € R™ "™ on esitatav kujul A = B + C, kus
B=(A+A")/2ja C = (A— AT)/2. Et

BT = (A+ ATY/2)T = (AT + A)/2=B
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ja
Cl=((A-A")/2)" = (A" - 4)/2=-C,
siis lause vaide peab paika. [

Ulesanne 2.1.5.* Esitage maatriks

2 -3 51
-3 =2 30
A= 3 =7 0 6
4 5 2 4

simmeetrilise maatriksi ja kaldsiimmeetrilise maatriksi summana.

Definitsioon 2.1.2. Kui A on kompleksarvuliste elementidega m x n—maat-
riks, st A € C™ " siis maatriksi A transponeeritud kaasmaatriks A defineeritakse

seosega

Definitsioon 2.1.3. Maatriksit A € C™*™ nimetatakse Hermite’i maatriksiks,
kui
AT = A,

Ulesanne 2.1.6.* Kas maatriks A on Hermite’i maatriks, kui

i —241i —5+3i 5 243 141
a) A= | 24i b —24i |,b)A=]2-3 -3 -2 |?
5430 240 —8i 1—i 2 0

Ulesanne 2.1.7.* Olgu A € C™*". Niidake, et maatriksid AA7 ja A¥A on
Hermite’i maatriksid.

Maatriksit A € C™™ on voimalik esitada nii maatriksi A veeruvektorite
¢ (k=1:n) abil kui ka maatriksi A transponeeritud reavektorite r! (i=1:m)
abil ("kleepides” maatriksi kokku vastavalt veeruvektoreist voi transponeeritud
reavektoreist)
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kusjuures ¢, € C™ jar; € C" ning

41 Q1
r, = , Cp =

Qin Ak

Naide 2.1.2. Illustreerime neid moisteid jirgmise maatriksi A € R3*? abil

2 3 2 3
A= 4 1 = C1 = 4 | ANcy = 1A
3 2 3 2
2 4 3
ry = 3 ATy = 1 ATy = 9 N
rlT:[Z 3}/\1‘2T:[4 1]/\1‘?:[3 2}/\

Kui A € R™*" siis A(4,:) tdhistab maatriksi A i—ndat rida, st
A(iaz):[ail ain}

ja A(:, k) k-ndat veergu, st

Kuil<p<g<n A 1<r<m,siis
A(r,p:q) = [ Qrp **+  Grg } c R (a—ptl)

jakuil<p<n A 1<r<s<m,siis



Kui A € R™" jai= (i1,...,i,) ning k = (ky, ..., k,), kusjuures
Q1,0 € {12 omy A Ky, kg €{1:2;.. .y n},

siis vastav osamaatriks on

Ay, k) - A(i, kzq)
Al k) = : :
A(i;m kl) U A(ipv kq)
Naide 2.1.3. Kui
1 4 -1 2 —4 8
2 =2 4 1 3 5
A= 5 6 —7 2 -1 9
4 5 6 —4 9 1

jai=(2;4) jak=(1;3;5), siis

Al k) = {4 6 9

1.2.2. Lintmaatriksid ja blokkmaatriksid

Definitsioon 2.2.1. Maatriksit, mille nullist erinevad elemendid on ainult

peadiagonaalil ja selle moningatel naaberdiagonaalidel, nimetatakse lintmaatrik-
siks .

Definitsioon 2.2.2. Oeldakse, et maatriks A € R™ " on lintmaatriks lindi
alumise ribalaiusega p, kui

ja tlemise ribalaiusega q, kui
(k:>i+q)=>aik:0

ning lindilaiusega p 4+ q + 1.
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Naide 2.2.1. Maatriks

oo o X X X
O O X X X X
O X X X X O
X X X X © O
X X X © oo
X X oo oo
X ©O o oo o

on lintmaatriks, sest selle nullist erinevad elemendid asetsevad peadiagonaalil ja
selle kahel alumisel naaberdiagonaalil ning tihel iillemisel naaberdiagonaalil. Maat-
riksi A alumine ribalaius on 2, sest a;, = 0, kui ¢ > k + 2, ja iilemine ribalaius
on 1, sest a;; = 0, kui £ > ¢4+ 1. Maatriksi lindilaius on 2 + 1 + 1 = 4. Maat-
riksi elemendid, mis ei pruugi olla nullid, on siin tahistatud ristikestega. Moned
olulisemad lintmaatriksite tiiiibid esitame tabeli 2.2.1 kujul.

Kui D € R™™ on diagonaalmaatriks, ¢ = min{m,n} ja d; = d;;, siis kas-
utatakse tahistust D = diag(dy, ..., d,).

Tabel 2.2.1.
Maatriksi tuip Alumine ribalaius | Ulemine ribalaius
diagonaalmaatriks 0 0
tilemine kolmnurkmaatriks 0 n-1
alumine kolmnurkmaatriks m-1 0
kolmediagonaalne maatriks 1 1
iilemine bidiagonaalne maatriks 0 1
alumine bidiagonaalne maatriks 1 0
iilemine Hessenbergi maatriks 1 n-1
alumine Hessenbergi maatriks m-1 1
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Ulesanne 2.2.1.% Leidke maatriksi A tiiip, alumine ribalaius, iilemine
ribalaius ja maatriksi lindilaius, kui

1 1 0 O 17
1300 0 2 2 1 0 0
42 110 1 2 3 1 0

A=102 3 4 1 |,A=]0 1 2 4 0

005 46 . )
0006 5

o o o0 " v n—-11

o0 0 0 --- 2 n

Definitsioon 2.2.3. Maatriksit A = (A,3) € R™*" nimetatakse ¢ x r—
blokkmaatriksiks, kui

A . Al; r my
A= : ,
Aq 1 : Aq; T Mq
s (s

kus my + ... +mg =m jan; + ...+ n, =n ning A,z on m, X ng—maatriks.
Naide 2.2.2. Maatriks

o 2 2 9
o 2 2 2
o 2 2 2

QoS o
Qo

on 2 x 2—blokkmaatriks, kusjuures m; = 3, mo = 1, ny = 3 ja ny = 2 ning

a a a b b
Al;lz a a a ,Al;QZ b b 7A2;1:|:CCC:|,A2;2:|:d d}
a a a b b
Olgu
BLl Bl;r mi
B = : : ,
By By Myq
T n,



ja C'= A+ B, siis

Ol;l Cl'r Al;l_l'Bl;l Al;T+Bl;r
Cq;l Cq;r Aq;1+Bq;1 Bq;r+Bq;T

Lause 2.2.1. Kui A € R"™*?, B € RP*" ('= AB on blokkmaatriksid,

Ay A ]
A= | Aar oo Aar | ma
| Agr oo Ay | T
b1 Dr
Bl;l Bl;ﬁ Bl;s D1
B = : : : ’
Br;l Br;,ﬁ’ . Br;s Dr
ny ng Ng
i 01;1 Cl;/g Ol;s ] my
C=|Cui .. Cup oo Cuy | ma .
| Cp1 oo Cyp oo Cps |
ny ng Ng

kusjuures 1 <a<gq, 1<B<s, mi+...+mg=m, p1+...+ps=Dp,
n+...+n, =n, siis

Ca;g:ZAa;,waﬁ (a=1:q N f=1:5).

v=1
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Toestus. Olgu

A=mi+...+Mme 1, pp=n1+...+n51, 1 <vy<r,

v=pi+...+py_1, mg=mn9=p=0.

Et [Ca; gli; 1 on maatriksi C' bloki C,,. 3 element, mis paikneb selle bloki i—ndas reas
ja k—ndas veerus, ja [Aq,. )i ; maatriksi A bloki A,., element, mis paikneb selle
bloki i—ndas reas ja j—ndas veerus, ning [B., | maatriksi B bloki B, element,
mis paikneb selle bloki j—ndas reas ja k—ndas veerus, siis

[Ca;ﬁ]i;k = Cxtijptk s [Aa v] = AX+ti;v+j [Bv;ﬁ]j;k = bl/+j;u+k :
Seega
p
[Ca; ,@]i;k = Ctiypu+k = § A )i jbj;li-i-k =
Jj=1
p1+p2 p
= § Ax\+i; j ] ptk + E A5 § j ut+k + .o+ E a)\Jri;jbj;,quk =
Jj=p1+1 Jj=p1+p2+..+pr—1+1
—E alz][Blﬁ]k+§ a22][B25]k+ +§ ocrz] Tﬂbk_
J=1 J=1

= [Aa;lBl;ﬁ]i;k + [Aa;2BQ;ﬁ]i;k tot [Aa;TBT;B]i;k = [Z Aq, ij;B]z‘;k
j=1
Jarelikult on maatriksite C,. 5 ja Zf,:1 Aq; 4B, 3 koik vastavad elemendid vordsed
ja seega peab lause kehtib. [J

Al ma
Jireldus 2.2.1. Kui A € R™¥?, B € RP*", A = :
A, mg
B=[B ... B ],
nq Ty

jami+...+myg=mning n; +...+n, =n, siis

35



01;1 ce Cl; r mq
AB=C=| : :
Cq;l cee Cq; r mq

s ny
kus Cop = AuBg (a=1l:qAf=1:1).
Jareldus 2.2.2. Kui A € R™*?, B € RP*",

A=[4 ... A,

P1 Ds

B, Ds
japi+...+ps=p,sis AB=C=>1_, ABy.
Naide 2.2.3. Kehtib vordus

Arr Aio 1| _ A1 + Ay oxo
Asy Az Ta Ag 1wy + Agoxg | 7

Naide 2.2.4. Kehtib vordus
b

a a a

a a a b ¢ f

coo eff_[AB]{EF}_
e f f cC D G H

c ¢ ¢ d noh

c ¢ ¢ d g

CE+ DG CF+DH

kus A = (a) on 3 x 3—maatriks, B = (b) on 3 x l—maatriks, C = (c¢) on
2 x 3—maatriks, D = (d) on 2 x 1—maatriks, £ = (e) on 3 x 1—maatriks, F' = (f)
on 3 X 2—maatriks, G = (g) on 1 x 1—maatriks ja H = (h) on 1 x 2—maatriks.

_[AE+BG AF+BH}
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Naide 2.2.5.* Leiame blokkmaatriksite A ja B korrutise AB, kui A ja B on
vastavalt 3 x 3— ja 3 x 4—maatriksid, kusjuures

1 2 -3 1 0 1
A 3 4 0  B= 2 3 -1 1
| 0 0 —1 ] | 0 0 0 1]
Tahistame c c
D H
=[] o-[R 7]
kusjuures
1 2 2
0:{34},192{0}@:[0 0], F=[-1]
ja

G:{;gé_i},H:{}},K:[oo 0], L=[1].

Nendime, et on taidetud moodete kooskola tingimused blokkmaatriksite korrutam-
iseks. Kui tahistada

R S
AB:[T U}
s1is
1 2][-31 0 2 17 -2
R:CG+DK:{3 4}[2 3 _1 +{O][00 0}:{_115_4],

L\

S:CH—l—DL:[

|
([Wmml?}

}+[—1H0 00]=[00 0]

s3]

1
3
3 1

2 3 -1

T:EG+FK=[00}{

ja

U:EH+FL:[0o]{1}+[;u[1]:[—1]
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Seega

1 7 =2 ) 1 7 =2 5
AB = -1 15 —4 7 = -1 15 -4 7
000 -1 0 0 0 -1

Ulesanne 2.2.2.* Leidke 4 x 5-maatriksi A ja 5 x 4 maatriksi B korrutis AB
blokk-kujul, kui

B 7 1 —4 0 0
1 2 0 )
2 3 : 0 0
0 -1 4 0 )
A = B— 5 -1 0 0
0 0 0 4 1
0 0 -1
0 0 0 5 )
- - . 0 0 : 4 -3 |

1.2.3. Determinandid

Vaatleme n X n—maatriksit, nn n—jarku ruutmaatriksit,

a1 A12 ... QAip
21 QA922 ... Q2
A= "
Ap1 A2 ... QGpp
Definitsioon 2.3.1. Indeksite 1,2,...,n suvalist jarjestust iq,o,...,%, nime-

tatakse nende permutatsiooniks.

Definitsioon 2.3.2. Kahe indeksi jarjekorda permutatsioonis 175 . . ., nime-
tatakse loomulikuks, kui viiksem indeks asetseb suurema ees; vastupidisel juhul
— kui suurem indeks asetseb vaiksema ees — Oeldakse, et need kaks indeksit
moodustavad inversioons.
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Definitsioon 2.3.3. Determinandiks nimetatakse eeskirja (kujutust, funkt-
siooni), mis seab ruutmaatriksile A vastavusse arvu, nn maatriksi A determinandi,

aj;pr a2 ... QAip
det(A) — (21 Q22 ... Q2p | _ Z(_l)aa17i1a2’i2a37i3 O
an1 Gp2 ... Gpp
kus summeeritud on iile koigi permutatsioonide 21293 . . . 7, indekseist 1,2,3,...,n

ja o on inversioonide arv veeruindeksite permutatsioonis 4973 ...17,. Raagitakse
ka n—jarku determinandist ja selle ridadest ning veergudest.

Naide 2.3.1. Vaatleme kolmandat jarku determinanti
11 Aiz2 a3
det(A) = | ao1 ax axp | =
31 Aaszz2 ass
= (=1)%a11a92a33 + (—1) aniagzaze + (—1) arpaz ass+
+(—=1)2a1pa93a3; + (—1)%a1z3a21a3 + (—1)*ar3a90a3: .

Selles esituses uurime néiteks viimast liidetavat (—1)3aj3agas3;. Selles veeruindek-
site permutatsioonis 3 2 1 moodustab indeks 3 inversiooni indeksiga 2 ja indeksiga
1 ning indeks 2 moodustab inversiooni indeksiga 1. Seega on inversioonide arv o
selles veeruindeksite permutatsioonis vordne kolmega.

Ulesanne 2.3.1.* Millise margiga kuulub determinandi avaldisse elementide

korrutis

A1nA2n—1a3n—2" " An—1,20n1 ?

Determinantide omadused

e Transponeeritud maatriksi ja antud maatriksi determinandid on vordsed,
det(AT) = det(A).

e Determinandi mingi rea (veeru) koigi elementide korrutamisel ithe ja sama
arvuga korrutub determinant selle arvuga.

e Kui determinandis kahe rea (veeru) asukohad vahetada, siis muutub determ-
inandi mark vastupidiseks.
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e Kui determinandis kaks rida (veergu) on vordsed, siis vordub determinant
nulliga.

e Kui determinandis mingi rea (veeru) iga element on kahe liidetava summa,
siis see determinant lahutub kahe determinandi summaks, kusjuures esime-
ses determinandis on vaadeldavas reas (veerus) esimesed liidetavad ja teises
determinandis selles reas (veerus) teised liidetavad ning iilejddnud read (vee-
rud) on samad mis ldhtedeterminandis:

a1 Ce QA1 aiy ... Qip ayy ... QAip
a1+ b1 oo Qe tben | = a1 .. Qpn || b1 .. bin
(075} Ce (07 Ap1 ... Qpp Ap1 ... QApn

e Determinant ei muutu, kui determinandi mingile reale (veerule) liita mistahes
arvuga korrutatud teine rida (veerg).

e Kehtivad on determinantide teooria pohivalemid (ehk arendusteoreemid):
ailAkl + aiQAkQ 4+ ...+ CLmA]m = det(A) . (Sik,
CLMAlk + CLQrL'AQk 4+ ...+ CLm'Ank = det(A) . 5ik7

s L kuii=k
* 710, kuii # k

on Kroneckeri siimbol ja A;. on maatriksist A i-nda rea ja k-nda veeru kus-
tutamisel saadud (n — 1) x (n — 1)— maatriksi determinandi ja arvu (—1)*+*
korrutis.

Naide 2.3.2. Arvutame n-jarku determinandi, kasutades arendusteoreemi es-
imese veeru jargi ja siis esimese rea jargi, saame

-2 1 0 ... 0 O
1 -2 1 0 0
D, — 0o 1 =2 0 0 _
0o 0 0 -2 1
0O 0 0 1 =2




1 0 0 0
1 =2 ... 0 0
= (=2)(-)"™M' D, 1 (=) | =
0 0 ... -2 1
0 0 ... 1 =2
=—-2D, 1 —Dp
ehk
D, +2D,_1+ D, _5=0. (1)

Vorrand (1) on lineaarne homogeenne konstantsete kordajatega teist jiarku dife-
rentsvorrand, millel on lahendid tiitipi A™. Uritame leida A :

N 22X N2 =0 & AT A2+ 20+ 1) = 0.

Meid huvitavad mittetriviaalsed lahendid. Seega oleme saanud diferentsvorrandi
(1) lahendite madramiseks ruutvorrandi

M E2X+1=0,

mille lahendeiks on A; o = —1 ning vorrandi (1) tiheks lahendiks on D,, = (—1)".
Kuna arv —1 on saadud ruutvorrandi kahekordne lahend, siis vorrandi (1) lahendiks
on ka D,, = (—1)"n. Seega oleme kétte saanud lineaarse homogeense kons-tantsete
kordajatega teist jarku diferentsvorrandi (1) kaks lineaarselt soltumatut erilahendit
ja selle vorrandi iildlahend avaldub kujul

Tingimustest Dy = —2 ja Dy = 3 saame maarata kordajad C ja Cy :

Ci(—=D+Cy(=1)t -1 =2 _fGa=1
Cl(—1)2+02(—1)22:3 0221 ’

st saame meie konkreetse tilesande vastuse

D, = (~1)"(n+1).

41



Ulesanne 2.3.2.* Arvutage n—jarku determinant

7 5
27
0 2
0 0
0 0

0

Naide 2.3.3. Leiame Vandermonde’i determinandi

Vn<$17x2, s ,.Tn> -

lahutades determinandi viimasest reast arvuga xzikorrutatud eelviimase rea, siis
eelviimasest reast arvuga x; korrutatud (n — 2)-se rea, siis (n — 2)-st reast arvuga
x1 korrutatud (n — 3)-nda rea jne., viimasena teisest reast arvuga x; korrutatud

esimese rea. Tulemuseks saame

1
0
0

0

ja kasutades arendust esimese veeru jargi ning tuues elementides iihised tegurid

0

1
T2 —I1
2
Ty — T1T2
xg_2 — xlxg_?’
n—1 n—2

sulgude ette, saame

352(@ - $1)

Lo — X1

n—3

Ty

Iy

1
T3 — T1
T3 — 1173
n—2
n—

1
Ty
x?
n—2

n—

1
X2
a3

Ty

1 n—1

Ty

n—2

T3 — I

$3(9€3 - 901)

oy 2wy —w1) @y (23 — @)
oy (wg — 1) (x5 — 1)
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n—2

n—3

1
€3
a3

T3

n—

T3

n—2

1

T (Tn — 1)

xn

X

T 2

T

n—
n
n—1
n

1
Tp — X1
2
Ty — T1Tn
n—2 n—3
X, — 1z,
n—1 n—2
Xy, — T,

Tp — T1

n (.Tn - ‘Tl)
Z_Q(xn — 1)




ning tuues esimesest veerust ette iihise teguri xo — z; ja teisest veerust x3 —xy , ...
, (n — 1)-st veerust z,, — z1, saame

1 1 1

) XT3 Ce T

=(vo—m) (w3 — 1) (wy — 1) | 23 22 ... 22
e 2

Kasutades samu operatsioonide tsiikleid, jouame tulemuseni

Va(xy, 2o, ... xy) = H () — x;).

n>k>i>1
Lause 2.3.1 (Laplace’i arendusteoreem). Kehtib nn Laplace’i valem
det(A): Z Mk An,k,

kusjuures paremal seisev summa tuleb votta iile koigi k-jarku determinantide (mii-
norite) My, mida saab moodustada fikseeritud ridadest iy, i, ... , i ja A,
on maatriksist A miinori My moodustamisel kasutatud ridade iy, s, ... , 7} ning

veergude ji, Jo, . .., jr kustutamisel saadud maatriksi determinandi korrutis arvuga
(_1)il+i2+~~-+’ik+j1+j2+m+jk‘

Toestus. Vaadake Kangro (1962, 1k 37-39). O

Naide 2.3.4. Kasutades Laplace’i arendust kahe esimese rea jargi teisendada
determinanti

o Qe
S o o
D S O
o OO

0

Et maatriksi kahe esimese rea elementidest saab moodustada vaid kolm nullist
erinevat miinorit, siis saame arenduse

S8

a b c 0

de f O0]_ 1424142| @ b b ¢

0 a b c == d e e f +
0 d e f
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V1424143 @ €| a ¢ _1)\142+2+3 b ¢ ) 0 ¢
1) MRS sl
Ulesanne 2.3.3.* Arvutage Laplace’i valemi abil determinant
0O 00 2 -1
0O 015 3
0O 00 2 3
-1 131 2
2 200 3
Laplace’i arendusteoreemi pohjal kehtib seos
ai; ... QAip 0 c. 0
A1 -or Qpy 0 ... 0 G- Qi b oo b
ci1 ... C bll Ce b1 - (2)
" " Ap1 ... QApp bnl e bnn
Cph1 .- Cpn bnl .. bnn
Ci1 ... Cip -1 ... 0
suvalise maatriksi C' = | ... ... ... | korral. Valides C =
Chl --- Cpn 0 oo =1
teisendame determinanti
aiyp ... QAip 0 c. 0
apl oo Gpp, 0 ... 0
-1 ... 0 b11 c.e bln
0 ... =1 by ... bpn
nii, et koik elemendid b;; saaksid nullideks. Et muuta by, b1, ..., b, nullideks,

tuleb (n + 1)-sele veerule liita elemendiga by; korrutatud esimene veerg ja ele-
mendiga by; korrutatud teine veerg jne ning lopuks elemendiga b,; korrutatud n—is
veerg. Jargmisena muudame nullideks bys, bao, . . ., byo. Selleks liidame (n + 2)—sele
veerule elemendiga by, korrutatud esimese veeru ja elemendiga byy korrutatud teise
veeru jne ning lopuks elemendiga b,s korrutatud n-nda veeru jne. Viimase sam-
muna muudame nullideks by, bay,, . . ., by, Selleks lildame 2n—dale veerule elemen-
diga by,, korrutatud esimese veeru ja elemendiga by, korrutatud teise veeru jne ning
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lopuks elemendiga b,,,, korrutatud n-nda veeru. Tulemuseks saame

kus

aip ... QAip 0 0

apl oo Gpp 0 ... 0

-1 ... 0 bll bln
0 ... =1 by ... bpn

= (_1)n+1+n+2+...2n+1+2+_._n

dll

= (—)TEE
dnl

11

anl

dij = Z aikbkj.

k=1

(3)

Arvestades seost (2) ja seda, et seose (3) pohjal D = A - B, jouame viiteni

n—jarku maatriksi A ja B korral

Lause 2.3.1 (teoreem maatriksite korrutise determinandist). Mistahes kahe

det(AB) = (det A)(det B).

Definitsioon 2.3.4. Ruutmaatriksit, mille determinant on nullist erinev, ni-

metatakse requlaarseks maatriksiks ehk requlaarmaatriksiks.

Definitsioon 2.3.5. Ruutmaatriksit, mille determinant on null, nimetatakse

singulaarseks maatriksiks ehk singulaarmaatriksiks voi kodunud maatriksiks.

45



1.2.4. Maatriksi neli alamruumi

Vaatleme reaalarvulist m x n—maatriksit

a1 a12 Ce Q1np
A _ 921 A9 ... QA9p
Am1 Am2 ... Omn

Maatriksit A on voimalik esitada nii maatriksi A veeruvektorite ¢, (k=1:n) kui
ka maatriksi A transponeeritud reavektorite r! (i =1:m) abil

r{
A:[cl cn]:[cl, ,cn}: N
r,
Qi1 alk
kusjuures r; € R" jacy € R™ ning r; = : , Cp = :
QAin Amk
Definitsioon 2.4.1. Maatriksi A veeruvektorite hulga {ci,...,c,} lincaar-
set katet span{cy, ..., c,} nimetatakse maatriksi A veeruvektorite alamruumiks ja
tahistatakse R(A) voi ran(A).
Definitsioon 2.4.2. Maatriksi A reavektorite hulga {r;,...,r,,} lineaarset

katet nimetatakse maatriksi A reavektorite alamruumiks ja tahistatakse R(AT)
voi ran(AT).

Definitsioon 2.4.3. Maatriksi astakuks nimetatakse suurimat naturaalarvu
k, mille korral maatriksil leidub nullist erinev k-jarku miinor. Maatriksi A astakut
tahistatakse rank(A).

Olgu rank(A) = r. Teoreemi maatriksi astakust pohjal kehtib jarmine véide.

Lause 2.4.1. Maatriksi astak on vordne tema reavektorite (veeruvektorite)
alamruumi mootmega, s.0

rank(A) = dim R(AT) = dimR(A) = 7.
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Definitsioon 2.4.4. Maatriksi A (parempoolseks) nullruumiks nimetatakse
vorrandisiisteemi

Ax =0 (4)
koigi lahendite
&1
&n

hulka. See on alamruum, mida tahistatakse stimboliga N(A) voi null(A).

X =

=[&a ... &]”

Lause 2.4.2. Mistahes maatriksi A € R™*", mille astak on r, korral
dimAN(A) =n—7r A N(A) L R(AT) A N(A) @ R(AT) = R™.

Toestus. Siisteemimaatriksi A astakuks on r ja muutujate arvuks vorrandisiis-
teemis (4) on n. Jarelikult on siisteemi vabadusastmete arvuks n— r. Vabadusast-
mete arv naitab nullruumi moéodet. Seega, dim N (A) = n — r. Stisteem (4) on
avaldatav kujul

Seega rix = 0 & r; L x (k=1:m), st maatriksi A reavektorid on risti maat-
riksi A nullruumi N(A) suvalise vektoriga ja seega N(A) L R(AT). Et lisaks
dimN(A) = n —r ja dimR(AT) = r, siis dim N'(A) + dim R(AT) = n ja ruumi
R" esitub otsesummana

R" = N(A) & R(AT). O
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Definitsioon 2.4.5. Maatriksi A vasakpoolseks nullruumiks nimetatakse vor-
randisiisteemi

Aly =0 (5)
koigi lahendite

Nm
hulka ja seda téhistatakse N (AT) voi null(AT).
Lause 2.4.3. Mistahes maatriksi A € R"™*", mille astak on r, korral

dimN(AT) =m —r A N(AT) L R(A) A N(AT) @ R(A) = R™.

Toestus. Siisteemimaatriksi A7 astakuks on r ja muutujate arvuks vorrandisiis-
teemis (5) on m. Jarelikult on siisteemi vabadusastmete arvuks m— r ja

dim NV (AT) =m —r.

Siisteem (5) on esitatav kujul

Seegacly =0 ¢, Ly (k=1:m) ja N(AT) L R(A). Et dimN(AT) =m —r ja
dim R(A) = r, siis dim N (AT) + dim R(A) = m ja ruumi R™ esitub otsesummana

R" = N(AT) @ R(A). O

Naide 2.4.1. Leiame maatriksi

1
A=10
1

N — DN
S = O

11
01
11

alamruumide R(A), N'(4), R(AT) ja N(AT) mootmed ja baasid. Illustreerime

lausete 2.4.2 ja 2.4.3 vaiteid antud naite korral.
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Alustame ruumi R(A) uurimisest, lahutades maatriksi A teisest veerust ka-
hekordse esimese veeru,

1
0
1

[NOR i NV
O = O

11 1
01| ~10
11 1

o = O
o = O

11
01|~
11

ja siis kolmandast veerust uue teise, neljandast veerust esimese ning viiendast
veerust esimese veeru ja uue teise

1
~ 10
1

S = O
o O O
o O O
o O O

Siin simbol ” ~ ” maatriksite vahel tdhistab, et on siilinud R(A). Viimasel maat-
riksil on nullist erinevaid veerge 2 = dim R(A) = 2. Baasiks ruumile R(A) saame

1 0
SR(A):{ 01,1 }
1 0

Ruumi N'(AT) kirjeldamiseks lahendame siisteemi (5) :

1
2
0
1
1

_ O = = O

1
2
0
1
1

o O O o O
2

o O O O =

o O O = O

o O O O =

o O O o O

st
m+0n+mn3 =
72 =0
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Kontrollime skalaarkorrutise abil, et Sg(a)y L Syary :

-1
[101]-] 0 |=1-(-1)+0-041-1=0;
1

-1
(001 0]-] 0 [=0.
1

Uhend Sr(a) U Syary sisaldab kolme lineaarselt soltumatut ruumi R? vektorit ja
on seega baasiks ruumile R? ning jarelikult R?* = AV(AT) & R(A). Ruumi R(AT)
kirjeldamiseks leiame tema dimensiooni ja baasi:

12011 12011
01 101|~]01101]|=
12011 00 0O0O0
1 0
2 1
dim R(AT> =2A SR(AT) = { 0 s 1 }
1 0
1 1
Ruumi N (A) kirjeldamiseks lahendame siisteemi (4):
1 2011:0 1 2011:0
01 101:0|~[01101:0]|=
1 2011:0 000O0O0:0
§1+25+06+8+8& =0 N E=p&=¢&=t
+8+04+8=0 S=-p—t,L=2p—q+1
% — g+t p 1 1
p—t 1 0 1
X = D =p| 1 | +q| O | +q| O | =
q 0 1 0
t 0 0 1
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0
:>S/\/‘(A)I{ 1 , 0 , }I>diHlSN(A):3.

1

0

0
0
1

Baasi Sy(4) vektorid on risti baasi Sz ar) vektoritega ja seega R(A”) LN (A) ning
tthend Sg(ary U Sxr4) moodustab baasi ruumile R?, jarelikult

N(AT) & R(A) = R.

Ulesanne 2.4.1. Olgu A € R™". Naidake, et N(ATA) = N(A).
Ulesanne 2.4.2. Niidake, et

N(AB) D N (B)

> N(AB)T) 2 N(AT) A
R(AB) C R(A)

A
A R((AB)T) € R(BT).

Ulesanne 2.4.3.* Leidke maatriksi A alamruumide R(A), N'(A), R(AT) ja
N (AT) moctmed ja baasid. Illustreerige lausete 2.4.2 ja 2.4.3 viiteid maatriksi A
korral, kui

[ 2 —2 —10 1 1 -1 -1 -1

a) A= 3 2 12 —-1|, A= o 1 3 51,
| -1 -1 -5 1 -2 2 2 2
[ 8 16 2 6 1 2 -1 2 =2
2 4 -1 3 -1 -2 2 -3 3
OA=1915 o 7| DA=| 1 o o 1 1
'3 6 0 3 -2 —4 0 -2 2

Ulesanne 2.4.4.* Leidke maatriksi AB alamruumide R(AB), N(AB),
R((AB)T) ja N((AB)T) mootmed ja baasid, kui

1 -1 -1 -1 3146 _212

A=| 0 1 3 5| AB=
o 9 9 o 9 18 2 7
3 6 0 3

Vorrelge saadud tulemusi tilesande 2.4.3 alatilesannetes b ja ¢ saadud tulemustega.

o1



1.2.5. Maatriksi omavaartused ja omavektorid

Definitsioon 2.5.1. Kui
Ax = \x, (6)

kus A € C"*" x € C" ja A on arv, siis arvu A nimetatakse maatriksi A omavddr-
tuseks ja vektorit x sellele omavéartusele A vastavaks maatriksi A (parempoolseks)
omavektoriks.

Definitsioon 2.5.2. Vektorit x nimetatakse maatriksi A vasakpoolseks oma-
vektoriks, kui x7 A = \x, kus x on transponeeritud kaasmaatriks.

Lause 2.5.1. Kui x on omavaartusele A\ vastav maatriksi A vasakpoolne
omavektor, siis see x on omavéadrtusele \ vastav maatriksi A parempoolne oma-
vektor.

Toestus. Saame vaidete ahela
xTA =X & (xF A = N o Afx = x. O

Nendime, et kui x on omavaartusele A vastav omavektor, siis on seda ka cx,
kus ¢ € C . Seos (6) on esitatav kujul

(A= X)x =0, (7)

kus I on n x n ithikmaatriks. Et omavéaartusprobleemil (6) on iga ruutmaat-
riksi A korral omavektoriks nullvektor, siis jargnevalt piirdume vaid mittetrivi-
aalsete omavektorite uurimisega. Seos (7) kujutab endast homogeenset lineaarset
vorrandisiisteemi, millel on mittetriviaalseid lahendeid vaid siis, kui selle stisteemi
maatriks A — Al on singulaarne, st

det(A — \I) = 0. (8)
Vorrandit (8) nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vorrandiks ja poliinoomi

p(A) = det(A — \I)
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nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks poliinoomiks. Vorrand (8) on n—jirku
algebraline vorrand suuruse A suhtes ning ta on avaldatav kujul:

ap;; — A a12 ce Q1n
21 g — A -+ Qom, — 0 (9)
an1 an2 T Ann — >\

Algebra pohiteoreemi kohaselt on maatriksil A € C™*" parajasti n omavaartust,
arvestades kordsust.

Definitsioon 2.5.3. Maatriksi A € C™" koigi omavaartuste hulka

{A1,..., \x} (siin voib olla vordseid!) nimetatakse maatriksi A spektriks ja tahista-
takse A(A).
Naide 2.5.1. Leida maatriksi
1 11
A=|1 11
1 11

omavaartused ja omavektorid.

Koostame antud maatriksile vastava karakteristliku vorrandi (9):

1—-A 1 1
1 1—A 1 = 0.
1 1 1—A

Arvutades determinandi, saame kuupvorrandi
(1—=X)? —31-=X) +2 =0,

mille lahendeiks on A\ = Ay = 0 ja A3 = 3. Lelame omavaartustele \y = Ay = 0
vastavad omavektorid. Selleks paigutame siisteemi (7) suuruse A\ véirtuse 0 ja
lahendame saadud siisteemi:

1-0 1 1 : 0 11 1:0
1 1-0 1 0| ~1000:0
1 1 1-0 : 0 000 :0



Soltumatuid vorrandeid jaab tiks

S +&+E6=0,

stisteemi vabadusastmete arv on 2 ning stisteemi iildlahendiks on

&1 —q—p -1 —-1
x=|& | = q =7p 0 + q 1|,
&3 D 1

kus p ja g on suvalised reaalarvud. Jarelikult moodustavad, omavaartustele \; =
Xy = 0 vastavad omavektorid x ruumi R? kahemootmelise alamruumi, mille baas-
ivektoreiks voime valida vektorid x; = [-1 0 1]7 ja x; = [-1 1 0.
Omaviartusele A3 = 3 vastavate omavektorite leidmiseks tuleb vorrandisiisteemis
(7) suurus A asendada selle vadrtusega 3. Tulemusena tuleb lahendada vorrandi-
stisteem:

1-3 1 1 : 0 11 =2
1 1-3 1 01|~ 1 =2 1 ~
1 1 1-3 0 -2 1 1
1 1 =2 :0 11 -2:0 10 —-1:0
~10 -3 3 :0|~l01 —-1:0|~]01-1:0
0 3 =3 :0 00 0 :0 00 0 :0

Selle stisteemi vabadusastmete arv on 1 ning maatriksi A omavaartusele A3 = 3
vastavad omavektorid avalduvad kujul

T 1
xX=\|r|=r 1
T 1

ja moodustavad ruumis R? iithemootmelise alamruumi baasivektoriga
x3=[1 1 1]T.

Ulesanne 2.5.1.* Leidke maatriksi A omaviirtused ja omavektorid, kui

a)Az[_f 2} b)A:[? _i], c)A:[; _41].
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Ulesanne 2.5.2.* Leidke maatriksi A omaviartused ja omavektorid, kui

3 =2 2 1 11
a) A= 0 1 0|,0HpA=]011
-1 10 0 00
Lause 2.5.2. Kui A\, Ao, -+, A, on maatriksi A omavaartused, siis

det(A) = )\1)\2 cee )\n

Toestus. Karakteristliku vorrandi (8) vasak pool, nullkohtadega Ay, - -+, A,, on

esitatav kujul
det(A—= X)) =(=1)"(A= X))+ (A= \p). (10)

Vottes selles seoses A = 0, saame lause viite. [J

Jareldus. 2.5.1. Regulaarse maatriksi A iikski omavaéartus ei ole 0.

Lause 2.5.3. Kui x on regulaarse maatriksi A omavaartusele A vastav omavek-
tor, siis sama vektor x on poordmaatriksi A~ omaviartusele 1/) vastav omavektor.

Téoestuseks korrutame seose (6) molemat poolt vasakult maatriksiga A~!. Leiame,
et A7 Ax = A7 Ax ehk A7z = (1/\)x. O

Lause 2.5.4. Kui x on maatriksi A omavéaartusele \ vastav omavektor, siis
sama vektor x on maatriksi A? omaviirtusele A\? vastavaks omavektoriks.

Toestus. See vaide jareldub vorduste ahelast:

A’x = A(Ax) = A(Mx) = A(Ax) = A\(\x) = \’x. O

Ulesanne 2.5.3.% Olgu suurused Aq, . .., A\, maatriksi A € C™*" omavéaartused.
Toestage, et suurused A¥, ..., \¥ on maatriksi A% (k € N) omaviirtused.

Ulesanne 2.5.4. Toestage, et kui suurused Ay, ..., A, on maatriksi A € C™*"
omavéartused, siis suurused Ay + ..., A\, £ on maatriksi A + ul omavaartused.

Lause 2.5.5. Maatriksi A jilg, st tema peadiagonaalil paiknevate elementide
summa, vordub maatriksi A koigi omavaartuste summaga.

Téestuseks kasutame seost (10). Selle seose vasaku poole arenduses suuruse A
astmete jargi on astme \"~! kordajaks (—1)""1(ay; + ag + -+ + an,) ja paremas
pooles (—=1)" " (A1 4+ Ao+ -+ A,). O
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Naide 2.5.2.* Olgu teada maatriksi

NN
A O NN
|
w =
- W O

0

kolm omavaartust: Ay =4, Ay = 1, A3 = 6. Leiame maatriksi A neljanda omavaar-
tuse ja determinandi.
Et maatriksi A jalg vordub maatriksi A koigi omavaartuste summaga, siis

44+24+3+7=4+1+6+X = M\ =05.
Leiame maatriksi A determinandi

Ulesanne 2.5.5.* On teada, et maatriksi

67 266 —30 64
—24 -91 12 =20

A=1 6 —a2 10 -1
42 126 —21 21
kolm omavaartust: A\ =7, Ay = —7, A3 = 21. Leidke maatriksi A neljas omavaar-

tus ja determinant.
Lause 2.5.6. Nii iilemise kui ka alumise kolmnurkse maatriksi omavaartusteks
on koik peadiagonaali elemendid ja ainult need.

Toestus. Vaatleme selle viite toestust iilemise kolmnurkse maatriksi A korral.
Koostame vastava karakteristliku vorrandi

ap; — A a12 Q1n
omTA e oy
0 0 e Qg — A

Determinandi arendamine annab karakteristlikule vorrandile kuju
(CLH — )\)(CLQQ — )\) s (ann — /\) = 0 D
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Ulesanne 2.5.6.* Leidke maatriksi A omaviartused ja omavektorid, kui

R

a)A=|02 1|, b)A=
00 2 003 8
000 —2

Lause 2.5.7. Maatriksi A erinevatele omavaartustele vastavad omavektorid on
lineaarselt soltumatud.

Toestus. Olgu xi,xXg,---,X%;, maatriksi A erinevatele omavéaartustele
A, Ao, -+, A (k=2:n) vastavad omavektorid. Niitame, et nende omavektor-
ite siisteem on lineaarselt soltumatu. Lihtsuse mottes viime selle toestuse labi vaid
k = 2 korral. Oletame viitevastaselt, et vektorite siisteem {x1,x,} on lineaarselt
soltuv, st

(e, ) t X1 + @exa =0 A |ag| + |az| # 0. (11)

Korrutame seoses (11) esineva vorduse molemat poolt vasakult maatriksiga A.

Saame
Oélel + OéQAXQ =0 (12)

ehk
al)\lxl + 062)\2X2 = 0. (13)

Korrutades seoses (11) esinevat vordust suurusega A; ja lahutades saadud tulemuse
seosest (13), saame
Oég()\Q - >\1)X2 =0.

Selle seose vasakus pooles saab nulliga vorduda vaid esimene tegur, as = 0. Ana-
loogiliselt, korrutades seoses (11) esinevat vordust suurusega Ay, jouame vorduseni
a; = 0. Seega || + |az| = 0, mis on vastuolus eeldusega (11). Jarelikult, omavek-
torite slisteem {x1,X,} on lineaarselt soltumatu. [

Oletame, et maatriksi A omavektorite siisteem {xi,...,X,} on lineaarselt
soltumatu. Moodustame n x n-ruutmaatriksi S, valides esimeseks veeruvektoriks
vektori x;, teiseks veeruvektoriks vektori x5, ..., n-ndaks veeruvektoriks vektori
Xp, St

S=[x - x]. (14)
Tahistame
AN - 0
A= + .. . (15)
0 An
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Eelpool toodud naite 2.5.1 korral

-1 -1
S = 0

1
1 1 AN A=
1 0 1

o O O
o O O
w o O

Lause 2.5.8. Kui maatriksil A on n lineaarselt soltumatut omavektorit x;,--- ,x
mis vastavad omavaartustele A, -+, \,, siis maatriks A on esitatav kujul

nI

A= SAS™, (16)

kus maatriksid S ja A on méadratud vastavalt seostega (14) ja (15) .

Toestuseks piisab naidata, et
AS = SA. (17)
Lahtume seose (17) vasakust poolest:

AS=A[x - x,]=

:[Axl Axn]:[)\lxl )\nxnj|

Léhtume seose (17) paremast poolest:

AN oo 0
SA:[xl Xn] oo =
0 - A,
:[)\1X1 )\nxn}.

Jarelikult kehtib seos (17) ja seega ka seos (16), aga samuti seos

A = STMAS. O (18)

Naide 2.5.3." Leiame 3 x 3-maatriksi A, mille omavaartusi ja neile vastavaid
omavektoreid me teame:

M=3=x=[-32 1],
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=2 =x=[-210]",

=1 =x3=[-6 3 1]
Et otsitav maatriks A on esitatav kujul A = SAS™!, kus

3.0 0
S:[X1X2X3]/\A: 0—20,
0 0 1
Siis
3 -2 -6 3 00 3 2 61"
A=| 2 1 3 0 -2 0 2 1 3 —
1 0 1 0 01 1 0 1
9 4 —6 1 2 0 1 6 —18
- 6 -2 3 1 3 3|=|10 9
3 0 1 1 -2 1 2 4 1

Ulesanne 2.5.7.* Leida 2 x 2-maatriksi A, mille omavadrtusi ja neile vastavaid
omavektoreid me teame:

)\1:1:>X1:|:Z:| /\/\2:2:>X2:|:?:|

Ulesanne 2.5.8.* Leida 3 x 3-maatriksi A, mille omavéiartusi ja neile vastavaid
omavektoreid me teame:

M=3=x=[-1 -1 1]",
T
/\2:—3 :>X2:[2 1 O} s
ANs=5=x3=[0 0 1]
Niide 2.5.4.* Leiame maatriksid A% ja A5 kui
41 —30
A= { 56 —4l ] '

Et
4a-X =30 | 2 .
‘ 56 _41_)\‘—0:/\—1_0
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ja

/\1:]_ :>X1:|:i:| /\/\2:—1 :>X2:|:?:|

ning
- 1 |10 |35 4| 7T =5
amsastaa= [ 0 s[5 as o[ 7, 2]
siis
A = (SASTH(SAS™Y) -+ (SAS™H) = SAMS =
C[3 5[ 10 0 __7—5___10_1
147 0 (—1)100__—4 3] [0 1]
ja ) o o o
155 | 3 5 1155 0 7T =5 | |4 =30 |
AT=la 7)o oy |4 o3 | Ts6 a4

Ulesanne 2.5.9.* Leidke maatriksid A% ja A5 kui

C‘)A_{—_251 3} b)A_[_—290 4113]‘

Lause 2.5.9. Kui maatriksi A ja B koik omavaartused on iihekordsed ning
maatriksid A ja B on kommuteeruvad, siis neil on iithised omavektorid.
Toestame selle viite. Olgu x maatriksi A omavaartusele A vastav omavektor,

st kehtib seos (6) . Korrutame seose (6) molemat poolt vasakult maatriksiga B ja
arvestame maatriksite A ja B kommuteeruvust. Tulemuseks saame seoste ahela:

Ax = \r = B(Ax) = B(Ax) & (BA)x = A\(Bx) & A(Bx) = \(Bx).

Seega, kui x on maatriksi A omavaartusele A\ vastav omavektor, siis ka Bx on
maatriksi A samale omavairtusele \ vastav omavektor. Et maatriksi A
ithekordsele omavaartusele vastav omavektorite hulk on ruumi R”™ ithemootmeline
alamruum, siis vektorid x ja Bx on kollineaarsed, st

du : Bx = px.

Jarelikult on maatriksi A omavéartusele A\ vastav omavektor x ka maatriksi B
omavektoriks, mis vastab maatriksi B omavaartusele p. Analoogiliselt saab naida-
ta, et maatriksi B iga omavektor on ka maatriksi A omavektor. [J
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Lause 2.5.10. Kui maatriksitel A, B € C"*"on n thist lineaarselt soltumatut
omavektorit, siis need maatriksid on kommuteeruvad.

Toestus. Lause 2.5.8 pohjal on need maatriksid esitatavad kujul
A=SAS™', B=STS, (19)

kus S on neist n omavektorist kui veeruvektorist moodustatud maatriks ja
A on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on maatriksi A omavaartused ning
T on diagonaalmaatriks, mille diagonaalil on maatriksi B omavaartused. Leiame
korrutised AB ja BA, kasutades seoseid (19) :

AB = SAS7!STS™! = SAYS!
ja
BA = SYTS 'SAS™! = STAS™.

Et diagonaalmaatriksid A ja T on kommuteeruvad, siis AB = BA, mida oligi vaja
toestada. [

1.2.6. Schuri lahutus

Maatriksi A € C™" omavektor x madrab ruumis C” iithemootmelise alam-
ruumi, mis on invariantne maatriksiga A vasakult korrutamise suhtes.

Definitsioon 2.6.1. Alamruumi S C C" nimetatakse invariantseks maat-
riksiga A (vasakult) korrutamise suhtes, kui x € S = Ax € S.

Lause 2.6.1. Kui A € C¥", B € C** X € C™* jaAX = XB, siis
maatriksi X veeruvektorite ruum R(X) on invariantne maatriksiga A vasakult
korrutamise suhtes ja reavektorite ruum R(X7) on invariantne maatriksiga B
paremalt korrutamise suhtes. Lisaks kehtivad seosed

dimR(X) =k = A(B) C A(A)
" dmR(X) =k =n = AB) = A(A).

Toestus. Kui X = [cy ... cgl, siis

AX =Alcy ... cx) =[Acy ... Acy]
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ja

bl;l e bl;k
XB=1c ...cy : : =
bk;l . bk;k
:[b1;1C1+...+bk;1Ck bl;kcl—i—...—l—bk;kck}

ning
Ac; = bl;icl + ... +bk;ick (1:11{) = AR(X) - R(X)

Seega on maatriksi X veeruvektorite ruum R(X) invariantne maatriksiga A vasa-
kult korrutamise suhtes. Analoogiliselt toestatakse, et reavektorite ruum R(X7T)
on invariantne maatriksiga B paremalt korrutamise suhtes. Kui By = )y, siis

A(Xy) = (XB)y = Xy =\Xy),

st A on maatriksi A omavaartus, kui A on maatriksi B omavairtus. Nendime, et

y # OdimgX)ZkXy # 0.

Jarelikult, kui maatriksi X veeruvektorid on lineaarselt soltumatud, siis
A(B) C AM(A). Kui Az =Xz ja X on regulaarne ruutmaatriks (dim R(X) = k = n),
siis seosest AX = X B jareldub, et A = XBX lning

XBX 'z =)z &B(X 'z) = A\(X '2),

st maatriksi A iga omavaartus on maatriksi B omavaartus, A(A) C A\(B) ja seega
A(B) =\4). O

Definitsioon 2.6.2. Maatrikseid A, B € C™*" nimetatakse sarnasteks, kui
leidub selline regulaarne maatriks X € C™" et A= XBX 1.

Lause 2.6.1 viimase vaite pohjal on sarnaste maatriksite spektrid vordsed. See
vaide jareldub ka vahetult, sest

det(A — AT) = det(XBX ' — XAIX ') =
= det(X(B — AI)X 1) = det(X) det(B — AI) det(X ).

Ulesanne 2.6.1.* Kas maatriksid A ja B on sarnased, kui

1 i 0 1+i 7 2
a)A=|i2 -1| AB=| 0 1 9 |,
0 i 1 0 0 2—3
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25+ 251 25 100 100 354200 -5+ 15
b) A= 25 100 25425 | AB=| 95+ 15 76+160 —43+12i |7
254251 25 100 40 — 200 —43+12t 49+ %

Lause 2.6.2. Kui T € C™™" ja

siis A (T) =\ (Tl;l) UA (TQ;Q).

X1

Toestus. Kui Tx =Ax,st A € A(T), x = [ } , X1 € CP ja xy € CY, siis

X2

{Tm Th.o } |:X1 } 1 { X1 } N { Thxp + T 0Xe = Axg

0 T2;2 X9 T2;2X2 = )\XQ '
Kui x5 # 0, siis
TQ;QXQ =AXy = A E N (Tg;g).

Kui x, = 0, siis
T1;1X1 = /\X1 = A AEN (T1;1>.

Jarelikult,
A (T) C A (Tl;l) UA (TQ;Q).

Et hulkade A (T7.1) U (T%.2) ja A (1) voimsused on samad, siis kehtib lause véide.
U

Naide 2.6.1. Leiame lause 2.6.2 abil maatriksi
5 6

11
-1 1 7
A= 00 2
00 —4

W = W

spektri. Selleks leiame maatriksite { _1 1 } ja { _i ;) } omavaartused:
1—-X 1 0= M =141
-1 1-=X| A=1—1"
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2—-X 1 A3 = (54 1iv/15)/2
=0= : :
—4 3-) My = (5 —1iv15)/2
Seega on maatriksi spektriks A(A) = {1 +i; 1 —i; (5 +iv/15)/2; (5 — iv/15)/2}.
Ulesanne 2.6.2.* Leidke lause 2.6.2 abil maatriksi A spekter, kui

AN TR

a) A= L DA=]0 —2 -1
0 0 4 4 0 5 9
0 0 3 8

Definitsioon 2.6.3. Maatriksit ) € C™" nimetatakse unitaarmaatriksiks,
kui Q7Q = QQ7 = 1.
Ulesanne 2.6.3.* Kas maatriks () on unitaarmaatriks, kui

am:l %\/ﬁ},b)Q:{cosx isinx})

1
2
3 % 18Inx COSX

v0-| 2

5

iv/5
Vb |
Lause 2.6.3 (teoreem maatriksi Q R—lahutusest). Kui A € C™*" siis maat-

riks A on esitatav kujul A = QR, kus maatriks () € C™*™ on unitaarmaatriks ja
R € C™ " on iilemine kolmnurkne maatriks.

Lause 2.6.4. Kui A € C"*", Be CP*P X € C"*P,
AX =XB (20)

G DNt =

ja rank(X) = p, siis leidub selline unitaarmaatriks @) € C"*", et

1.1 Tj.
HAO =T — 1;1 1;2 p
Q Q 0 TQ;Q n—p

p n—p

)

kus /\<T1;1> = )\(A) N /\(B)

Ry
0
Q € C™" ja R, € CP*P. Paigutades selle maatriksi X esituse seosesse (20), saame

o[ ]-e[ ¥ ]smcrsa[ ] - 1]
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Maatriksi Q7 AQ spekter iihtib maatriksi A spektriga, st A(Q¥ AQ) = \(A). Esit-
ades maatriksi A kujul

leiame, et

Tl;l T1;2 Rl o RlB N Tl;lRl - RlB lau%(i.l )\(Tlgl) = )\(B)
Tg;l TQ;Q 0 N 0 TQ;lRl =0 det R1#£0 T2;1 =0.

Seega lause vaide kehtib. [

Markus 2.6.1. Lause 2.6.4 voimaldab, teades maatriksi mingit invariantset
alamruumi, teisendada maatriksi unitaarse sarnasusteisenduse abil kolmnurksele

blokk-kujule.

Lause 2.6.5 (Schuri lahutus). Kui A € C™", siis leidub selline unitaarne
maatriks ) € C™*", et
QTAQ=T=D+N, (21)

kusjuures D = diag(Ay, ..., \,) ja N € C™" on rangelt iilemine kolmnurkmaat-
riks, st iilemine kolmnurkmaatriks, mille peadiagonaalil on nullid. Maatriksit ¢)
voib valida selliselt, et maatriksi A omavaartused on D peadiagonaalil etteantud
jarjekorras.

Toestuseks kasutame matemaatilist induktsiooni. Et véide peab paika n = 1
korral, siis induktsiooni baas on olemas. Naitame induktsiooni sammu lubatavust.
Eeldame, et vaide kehtib maatriksite korral, mille jark on vaiksem-vordne kui k—1.
Niitame, et see vaide kehtib ka jargu k korral. Kui Ax = Ax ja x # 0, siis lemma
2.6.4 pohjal, valides X = x, B=M\, leidub selline unitaarmaatriks U, et

l]AU_T_[o c| k-1
1 k-1

Et C € Ck=1x(E=1) giis selle maatriksi korral peab paika lause viide, st leidub sel-

line unitaarmaatriks U , et UHCU on iilemine kolmnurkmaatriks. Kui
Q = Udiag(1;U), siis

QHAQ—‘{éZﬁ{]UHAU{l g}::



|10 A wf 1 o]
o Uf 0 C 0o U |
A W 1 07 [Xx w0
o Ufc||o U] |0 UHcU
ja seega on maatriks Q AQ iilemine kolmnurkmaatriks. [

Niide 2.6.2. Olgu

=[5 5] w e[ 205 )

Niitame, et () on unitaarmaatriks. Leiame korrutise Q7 AQ.

Kontrollime maatriksi () on unitaarsust:

A | =25 =151 2i/v5 1/v/5 ] [1 0]
QQ—_ 1/vV6  2i/V5 || -1/V5 =2i/v/5 ] |0 1]’

[ 2/vV5 15 [ -2i/vV5 —-1/V/5] [1 0]
CORT | ipvs 2B | Ve 2ivE ] T Lo 1]

Leiame korrutise

oaa=[ 0 SR |12 3] 120 s

| 3+4 -6
n 0 3—4i |’
Jarelikult, oleme saanud maatriksi A Schuri lahutuse.

Seos (21) on esitatav kujul AQ = QT. Asendades Q = [q; - - - q,], kus vektoreid
q; nimetatakse Schuri vektoreiks, viimasesse vordusesse, saame

Alay -+ qu) =[a1 -+ qu]T

ehk

= [ i Ao + 11 0 Al N dn + Mol .+ N1 On—1 }
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VOl
i—1
Aq = Niq; +nyiqr + . F Qe = A+ Z”ki% (i=1:n).
k=1

Sellest seosest jareldub, et alamruumid Sy = span{qi, ... ,qx} (k=1:n) on in-
variantsed maatriksiga A vasakult korrutamise suhtes ja Schuri vektor q; on maat-
riksi A omavektoriks parajasti siis, kui maatriksi N i-ndas veerus on vaid nullid.

Definitsioon 2.6.4. Kui A € C™" ja A¥A = AAY | siis maatriksit A nime-
tatakse normaalmaatriksiks.

Ulesanne 2.6.4.* Kas maatriks 4 on normaalmaatriks, kui

1 -1 -1 i =1 iii
AA=| 1 i 1|, 0)A=|1 i 1|, )A=|—i i —i]|?
1 -1 1 i =1 i iii

Lause 2.6.6. Maatriks A € C™*" on normaalmaatriks parajasti siis, kui leidub
selline unitaarmaatriks Q € C™", et Q7 AQ = D = diag(\1, ..., \,).
Toestus. Kui maatriks A on unitaarselt sarnane diagonaalmaatriksiga D, siis
Q7AQ =D o A=QDQ" = A"A =QD"Q"QDQ" = QD" DQ"A
AAT = QDQ"QDY Q™ = QDD"Q"
ja et diagonaalmaatriksid on kommuteeruvad, siis A7 A = AA® ja maatriks A on

normaalmaatriks. Vastupidi, kui maatriksi A on normaalmaatriks ja selle maatriksi
Schuri lahutuseks on Q7 AQ = T, siis ka T' on normaalmaatriks, sest

THT = Q7 AP QQT AQ = QT A" AQ
ja

TTH = QTAQQRPATQ = Q7 AAY Q.
Et kolmnurkmaatriks on normaalmaatriks vaid siis, kui see maatriks on diagonaal-
maatriks, siis on toestatud, et unitaarmaatriks on sarnane diagonaalmaatriksiga.

U
Lause 2.6.7 (blokk-diagonaal-lahutus). Olgu

Tl; 1 T1;2 e Tl;q
Qiag=r=| O T2 T
0 0 - Tyq
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maatriksi A € C™" Schuri lahutus, kusjuures blokid 7;,; on ruutmaatriksid.
Kui NT:;) N X(Tj.5) =0 (i # j), siis eksisteerib selline regulaarne maaatriks
Y € C™" et

(QY)TAQY) = diag(Th , - .., Tyq)-

Jareldus 2.6.1. Kui A € C"*", siis leidub selline regulaarmaatriks X, et
X TAX =diag(\MI + Nyy...y NI + N) N; € Crixmi,

kusjuures Ay, ..., A; jan; +...+n, = n ning iga V; on rangelt iilemine kolmnurk-
maatriks.

Lause 2.6.8 (Jordani lahutus). Kui A € C™*", siis leidub selline regulaarne

X e C™" et X'AX = J =diag(Jy, ..., J;), kusjuures m; + ... +m; =n ja
[N 1 0 -+ 0]
0 XN 1 :
Jl: . . .
: .. .. .1
0 e 0N

on m; X m; Jordani blokk ning maatriks J kannab maatriksi A Jordani normaalkuju
nime.

Toestus. Vaadake Lankaster (1982, lk 143).

Naide 2.6.3. Leiame, kasutades paketti "Maple”, kahe maatriksi Jordani
lahutuse A = XJX !

00100 10100][01000 1000 —1
00010 00010[[00100]|][0010 0
00001{={01000|{000O0O0|]0000O0 1
00000 00001 00001 0100 0
00000 00100][0000O0][0O0O0T1 0
ja

1 -1 0 -1 -z -1 3 -1 -100 0 1010
o 2 0 1| | 5 1 —=5 0 0110|0203
-2 1 -1 1| | 2 1 - 1 0010 1111
2 -1 2 0 -2 -1 5 0 0001 0011
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1.2.7. Maatriksi normid ja konditsiooniarvud

Definitsioon 2.7.1. Kujutust f : R™*" — R nimetatakse maatriksi normee-
rimiseks ja saadud vaartusi maatriksi normiks, kui on taidetud jargmised kolm
tingimust:

f(A) >0 Ae R™", (f(A)=0&A=0)
f(A+B)< f(A)+f(B) A BeR™™",
f(aA) =|al f(A) a € R, Ae R™™.

Maatriksi normi tahistatakse f (A) = || A|| .

Lineaaralgebras on enamkasutatavateks maatriksi normideks Frobeniuse norm,

FAlE = [ D) lail? (22)
i=1 j=1
ja p—normid (p > 1),
], = sup 2
"oz X[,
Valemist (23) jéareldub, et
x#0
1All, = A, / [,
ehk
x#0
1A, < [[All, lIxI], - (24)

Kontrollime p—normi korral maatriksi normi tingimuste taidetust:

I4xll, 20 A el > 0= 1 4xl], / xl, 2 0= 4], = sup [ 4], / 1], = 0;
41l = sup 14, / llel, =0 & [l4x], =0 ¥x € R” & 4 = 0;
4+ Bll, = sup (4 + B, / o], = sup 14 + Bxl, / ], <
< sup (4l + 1Bxl,) / el < sup 1 4xl, / el + sup 1B, / lil, =
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= [lAll, + 1Bl

aAll, = sup ||(aA)x x|, = sup |af [|[Ax x|, =
[l All, X#OII( x|, / [l]], X#O\ 1A, / [l
= |af sup [|Ax||, / l|lz|l, = lal[|Al, -
x#0

Ulesanne 2.7.1. Kontrollige Frobeniuse normi korral maatriksi normi tingi-
muste taidetust.

Ulesanne 2.7.2.* Arvutage maatriksi A Frobeniuse norm || A| ., kui

11111
12 3 ggéi 2 3456
AA=|054,hA=|] ], 9A=]010 10
2 1 3 L3 9 9 34343
5555 5

Definitsioon 2.7.2. Fikseeritud normi korral regulaarsele ruutmaatriksile A €
R™" vastavaks konditsiooniarvuks nimetatakse suurust

k(A) = [A] A7 -

Frobeniuse normile vastavat konditsiooniarvu téhistatakse kp(A) ja p—normile
vastavat konditsiooniarvu k,(A). Singulaarse ruutmaatriksi A € R™*" korral defi-
neeritakse k(A) = +oo.

Ulesanne 2.7.3. Niidake, et kui A € R™", siis

La(A4) < kn(A) < nks(A),

n

%kw(A) < ka(A) < nkiso(A),

L Ra(A) < k() < 72k ().

2
Lause 2.7.1. Normi [[A], leidmise eeskiri (23) on teisendatav kujule
IAll, = sup Az, (25)

llzll,=
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Toestus. Kasutades normi kolmandat omadust ja homogeensust vektori kor-
rutamisel maatriksiga, saame

Ax 1
aat, || 1 ], e |l
11, 11, 11,
kusjuures HL =1. 0
=1, ],

Lause 2.7.2. Kui A € R™", B € R jap > 1,siis || AB|[, < [|A]l, ||B]], -
Toestus. Seoste (24) ja (25) abil leiame, et
| AB||, = sup [[(AB)z|, = sup [A(Bz)|l, < sup [A]l,[|Bz[],=

llll,=1 [l]l,,=1 llzll,=1

= [1All, S |Bz|l, = [All, [1B]l,- O
Miérkus 2.7.1. Et k,(A) = || A]l, ||A*1||p > ||AA*1||p = [ I, = 1, siis alati
k,(A) > 1.
Markus 2.7.2. Iga A € R™" ja x € R" korral ningsuvalise vektori normi
|||, korral ruumis R™ ja ||-|| 5 korral ruumis R™ kehtib seos

‘XHa’

I Ax[5 < [|All, 5

kusjuures maatriksi norm [[A[, 5 on defineeritud valemiga

A = sup ||Ax x| .
1Al x7m|| g / [l

Et hulk {x € R" : ||x||, = 1} on kompaktne ja [|-||; on pidev, siis

Al = max, 1 Axi]; = (14l

kusjuures x* € R™ ja ||x*||, = 1.

Definitsioon 2.7.3. Kui k(A) on suhteliselt véike, siis maatriksit A nimeta-
takse hea konditsiooniga maatriksiks, kui aga k(A) on suur, siis halva kondit-
stooniga maatriksiks.

Definitsioon 2.7.4.Ruutmaatriksi A normi || A|| nimetatakse kooskolas olevaks
vektori normiga ||x||, kui

[Ax] < L AJ ]
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ja ta on submultiplikatiivne, s.o

IAB] < Al [|1B]-

Definitsioon 2.7.5. Vektori normiga ||x|| kooskdlas olevat ruutmaatriksi normi
|| A|| nimetatakse vektori normile ||x|| alluvaks, kui iga maatriksi A korral leidub
selline vektor x = x(A) # 0, et || Ax|| = || A|| || x]| -

Lause 2.7.3. Suvalise vektori normi ||x|| korral leidub véhemalt iiks selle
vektori normile alluv (seepérast ka vihemalt iiks vektori normiga kooskolas olev)
maatriksi norm || A|| ja nimelt

| Al = max || Ax|| = max——
E x7#0 |||

Markus 2.7.3. Mitte koik maatriksi normid ei rahulda submultiplikatiivsuse

omadust ||AB| < ||A|l||B|. Naiteks normi ||A||, = max|a;;| ja maatriksite
Z7]
A=B= { - ] korral [|A|[, = ||B]lx = 1 ning

1 2
JABIl, = | [ } la=2> Al 1B,

Lause 2.7.4. Kui A € R™*" siis kehtivad maatriksi normide vahelised
jargmised seosed:

Al = max Z\@m\ (26)

I Alloo = | max Zlawl (27)

1Al < Al < ﬁ 1Al ,
[Ala < Al < vimn [|All

1
N A6l < 141l < vim || All o,

1
7 FAll, < 1146l < Vo [[A]l -
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Kui AeC™" 1< <ipa<mijal<j < gy <n,siis
| A (i1 2 dg , g0 g2)ll, < AL -

Toestame valemi (27). Leiame, et
> i
j=1

n n
< max D laisl el = el D laxgl
i=1 j=1

kusjuures maksimum olgu saadud indeksi ¢ vaartuse k korral. Saame hinnangu

n
[Az]|, = max < max > laijl 1] <
j=1

4]l < max 3" |
j=1
Olgu

ja
o 1, kui ag; > 0;
ST =1, kui ag; < 0.

Et [|z]|, =1, siis

|Allo = sup [|Az| > ||Az|, = max

llzll =1 ‘

n
> i
i=1

n n
> E ay ;S = E |a |
J=1 Jj=1
ning seega

n
4], =max > Jag;|. O
j=1

Naide 2.7.1. Leiame maatriksi A normid ||A||, ja ||A|| , kui

a11 a2 i3
A= Q21 Q22 (23

31 dAagzz2 G33
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Seostest (26) ja (27) leiame, et

11 a2 13
Q21 dAg22 (23 =
a3 Gzz2 433 ||

= max (|ai1| + |ag1| + |asi], |a12| + |ag| + [asz], [a13| + |ass| + |ass])
ja
@11 a2 13
a21 A2z A23 =
a31 dz2 G33

o0

= max (|ay1| + |ai2] + |a1s| , |as1| + |asz2| + |ass| . |a21| + |aga| + |a2s]) -

Néide 2.7.2. Leiame maatriksi A poordmaatriksi A~! ja nende normid || 4]|,,
NA7H L, Al 1AM, Al s JATY|,, ning maatriksi A konditsiooniarvud
k‘l(A), k‘g(A), kOO(A), kui

-2 1 0
A= 1 -2 1
0 1 -2
Saame
3 1 1
Al = _i _i _i
IS T B
4 2 4
1Al = 14l = 4, 1A, =2+ V2, A7, = A7, =2
ja

2

A7, =1+ 5V, ki(A) = ka(A) =2, ho(4) = 3 (24 V)

Kui valemid (26) ja (27) voimaldavad lihtsalt arvutada vastavalt 1—normi ja
oo—normi, siis 2—normi arvutamine on keerukam. Maatriksi 2—normi nimetatakse
ka maatriksi spektraalnormiks.

Lause 2.7.5. Kui A € R™*", siis

Al =
|4l = / mmax p.

st || All, on ruutjuur maatriksi A7 A suurimast omavaartusest.
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Toestus. Normi || A||, leidmiseks leiame esiteks || All,”. Seega,

IA]l, = max [[Ax]l, = [ All,' = max [|Ax], = maxx" A" Ax.
lIx[ly =1 [Ix|l, =1 xTx=1

Olgu ATA = B € R™". Maatriks B on siimmeetriline maatriks, sest
T:(ATA)T:ATA
ja
bi;n 0 bia &
x'A"Ax=x"Bx=[& -+ & | e =
bn;l T bn;n fn

bl 1§1‘|‘ +b,n€n
:[51 gn} . =
n1€1+ nné.n

&) b +--~+fnzbn;jfj )
j=1 j=1
XTX = Xn: £j27
j=1

siis xT AT Ax on n muutujate &, ... ,§, funktsioon ning

T AT
9 A Ax) AAX Zb”@Jer] & = “22@@— [ATAx].,

O(x'x)
—2¢, = 2[x]. .
Ulesande, leida max x” AT Ax , korral on tegemist tingliku ekstreemumi leidmise

xTx=1

iilesandega. Selle lahendamiseks moodustame abifunktsiooni
D615 - bnip) =x AT A (1 - x"x)
Funktsiooni ® statsionaarsete punktide leidmiseks koostame vorrandisiisteemi:

0P _ 0P
3&_0 (i=1:n) A 8_p_0
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st

{2 [ATAXL—Q,u x],=0 (i=1:n)
1-xTx=0

ehk
{ AT Ax =pux |

[l =1
Seega on iga statsionaarne punkt tingliku ekstreemumi jaoks maatriksi AT A
omavaartusele vastav normeeritud vektor x. Avaldame seosest AT Ax =pux

omavéartuse p . Saame pu = x’ AT Ax, kusjuures ||x||, =1. Vorreldes saadud tulemust

lihtevalemiga || A, leidmiscks, ndeme, et ||A], = max u. Seega,
HEN(AT A)

Al —
4N, = /3o

st || All, on ruutjuur maatriksi A7 A suurimast omavéirtusest. O

Jareldus 2.7.1. Kui maatriks A € R™*" on siimmeetriline, siis

|All, = max .
AEA(A)

Néiide 2.7.3. Leiame maatriksi A poordmaatriksi A~! ja nende normid ||A],,
1A=, AN, 1A, TAll. s IA7Y,, ning maatriksi A konditsiooniarvud
]{31(14)7 k?g(A), k?oo(A)7 kui

1 1
A= { 1 1.00000001 ] '
Saame

e { 1.0 x 10®  —1.0 x 108

L T | 1A =1l ~ Al ~ 2

A7 = A7 AT, ~ 2 10°, ka(A) = koo(A4) & 4 < 10

Naide 2.7.4. Vaatleme, kuidas on seotud maatriksi peaaegu singulaarsus (nul-
lile lahedane determinandi véértus) ja maatriksi halb konditsioon. Maatriksi

1 -1 -1 - -1
0 1 -1 --- -1

A,=] 0 0 1 -+ —1|eR™™
0 0 0 1

76



korral det(A,,) = 1, kuid koo (A,) = n2""!. Teisalt, diagonaalmaatriksi
D,, = diag(e, ... ,e) € R™"

korral k,(D,,) = 1, kuid det(D,,) = €™ kui tahes viikese ¢ korral.

Ulesanne 2.7.4.* Leidke maatriksi A poordmaatriks A~ ja nende normid
A AT TAlL, [A7H, s [JAll. » (A7 ning maatriksi A konditsiooni-
arvud ki (A), ko(A), koo(A), kui

00 1 300 _12_21f:;
a)A=1010|,0)A=|020],cA=

111 001 2 bzl

0 2 0 1

1.2.8. Cayley-Hamiltoni teoreem

Lause 2.8.1 (Cayley-Hamiltoni teoreem). Kui A € C"*" ja
p(A\) = det (A — AI),

siis p(A) = 0, st maatriks A rahuldab oma karakteristlikku vorrandit.
Toestus. Lause 2.6.7 pohjal leidub selline regulaarne X € C™*", et

XYAX = J =diag(Jy, ..., Jp),
kusjuures
N 1 0 - 0]
A ' :
J; = ’
: .. .. S |
0 e 0N

on iilemine bidiagonaalne m; x m;—maatriks (Jordani blokk), mille peadiagonaa-
lil on maatriksi A omavéadrtus ); (vdhemalt m;—kordne maatriksi A omavéaéartus,
sest sellele omavéartusele voib vastata veel teisi Jordani blokke), kusjuures
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mi—+...+mg=n. Et Jz — /\II = ((Sk7 jfl), siis (§k, jfl)mi =0 ja (Jl — )\II )m' =
Kui p(A) on maatriksi A karakteristlik poliinoom ja Aq, ..., A selle poliinoomi
nullkohad, siis
P(A) = (=1)"(A = A)™ - (A= A)™
ja
p(J) = (=1)"(J =\ D)™ - (J = N\ I)™.
Néitame, et p(.J) = 0. Olgu maatriks J blokk-kujul

[, 0 0 -+ 0 my
0 J, 0 -~ 0 mo
J = 0 0 J3 cee 0 ms .
i 0 0 o --- Jt | my
Saame, et
p(J) = (=D)"(J = \D)™ ... (J = )™ =
T J — M 0 0 o 1™
0 Jo — M1 0 0
= (=1)" 0 0 Js — M1 0
L0 0 0 Jo— Ml |
CJ — A\ 0 0 o 1™
0 W, 0 0
0 0 J3 - )‘t-[ 0 =
0 0 0 Jo— M\
[ (Jy — A\ )™ 0 0 0 T
0 (Jy — X\ )™ 0
i 0 0 0 v (Jy=MD)™ ]
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[ (Jy — A )™ 0 0 0 T
0 (Jo — Ad)™ 0 0
0 0 (J5 — Ad)™ 0 =
i 0 0 0 (Jy — Ad)™
C 0 0 0 0 T
0 (Jo—M\I)m™ 0 0
(=D o 0 (J5 — A I)™ 0
0 0 0 (Jy = M D)™
[ (Jy — A J)™ 0 0 0 -
0 (Jo — Ad)™ 0 0
0 0 (J5 — Ad)™ 0 | =
i 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
=(=D"| o 0 0 0 | =0
0 0 0 .- 0

Seosest X 1AX = J jareldub, et A = XJX 1. Toestuse viime lopule ahelaga
p(A) =p(XJX™) =

=(-D"(XJX P = XMNIX H(XIX = XWX Y (XX = XA IX Y =

(=1)"X(J = MDX'X(J = 2DX " X(J = NDX " = Xp(J)X 't =0. O

Naide 2.8.1. Veendume Cayley-Hamiltoni teoreemi vaites maatriksi

a b
=[]
korral. Koostame karakteristliku poltinoomi
p(A) = det(A — \I) = “;A de‘:A?—m+dM+nd—w
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ja leiame

W‘):{Z Zr_(“d)[z Z]Had—bc)[é ‘”:

- a? +bc —a®? — ad + ad — be ab + bd — ab — bd 0
- ac+ cd — ac — cd be+d?>—ad—d*>+ad—bc |

Ulesanne 2.8.1.* Olgu

A:

= W N
N — W

1
2
3
Arvutage A? ja kasutades Cayley-Hamiltoni teoreemi, leidke maatriks

AT —3A% + A* +3A4% — 242 + 31.

Definitsioon 2.8.1. Poliinoomi ¢(\) nimetatakse maatriksit A € C™*" an-
nulleerivaks poliimoomiks, kui q(A) = 0.

Maatriksi A € C™*" karakteristlik poliinoom on (Cayley-Hamiltoni teoreemi
pohjal) seda maatriksit annulleeriv poliinoom.

Definitsioon 2.8.2. Maatriksi A € C™*" madalaimat jarku annulleerivat
poliinoomi nimetatakse maatriksi A minimaalpoliinoomiks.

Ulesanne 2.8.2. Veenduge, et maatriksi A € C™*" karakteristlik poliinoom
jagub jadgita maatriksi A minimaalpoliinoomiga.

Lause 2.8.2. Olgu p(\) ja 1 () vastavalt maatriksi A karakteristlik poliitnoom
ja minimaalpoliinoom. Poliilnoomidest koosneva maatriksi (I A\ —A)Y, mis on maat-
riksi (I A —A) elementide algebraliste tdiendite maatriks, elementide suurim tihiste-
gur olgu d(\). Siis

p(A) = dA)p(A).

Toestus. Vaadake Lankaster (1982, 1k 123-124). O

Naiide 2.8.2. Leida maatriksi D = diag(a,a,b,b) karakteristlik poliilnoom ja
minimaalne poliinoom. Esmalt leiame, et

(IXN— D)"Y =diag(A —a, A\ —a, A\ —b,\— b)Y =
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(A —a)(\ — b)? 0 0 0

B 0 (A —a)(\ — b)? 0 0

- 0 0 (A — a)?(\ — b) 0
0 0 0 (A — a)2(\ — b)

ja maatriksi (I A —D)" elementide suurim iihistegur d(\) = (A — a)(\ — b). Lause
2.8.2 viitel Y(A\) = (A — a)(A — b). Teostame kontrolli,

(D)= (D —al)(D—-0bI)=

00 0 0 a—=b 0 00
oo 0o 0 0 a=b 00| _ .
00 b—a 0 0 0 00 '
00 0 b—a 0 0 00

Toesti, 1(\) on maatriksit annulleeriv poliinoom. On lihtne veenduda, et iikski
esimest jarku poliinoom ei saa annulleerida maatriksit A. Seega on () maatriksi
A minimaalne poltinoom.

Naide 2.8.3. Leida maatriksite

6 2 -2 6 2 2
A=\ -2 2 2| jaB=|-2 20

2 2 2 00 2
karakteristlikud ja minimaalpoliinoomid. Leiame esmalt karakteristlikud poliinoo-
mid:

66—\ 2 -2
paN) =] =2 2—X 2 [ =X 10\ +32\ 32
2 2 2=

ja

6-—\ 2 2
pe(A) =] -2 2—-X 0 =\ — 10)\%2 + 32\ — 32.
0 0 2—-2)

Seejarel leiame minimaalpoliinoomid:

(IA—A)Y =
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A—6 -2 2 1Y A2 4\ —2)\+38 2\ — 8
— 2 A—-2 -9 — | 22-8 A2—-8\4+16 2\ — 8 —
9 -2 A—2 oA+ 8 2\ —8 A2 8\ + 16

AA—4) =20 —4) 20\ —4)
= 20—4) (A =42 200—4) | > duN) =rA—d=
—oA—4) 20\ —4) (A—4)?

AP —10A% +320 —32

— 2_
= a(A) = - A? =6+ 8
ja
(IN—B)" =
A-6 -2 -2 1 A—2)2  —2(A—2) 0
=] 2 A=2 0 =1 20-2) A\=2)(\—6) 0 =
0 0 A-2 2(\ —2) —4 (A — 4)?
AP =100 +320 —32

= dg(\) = 1= ¥p(\) = AP —10A% 4 32\ — 32.

1

Ulesanne 2.8.3.* Leidke maatriksi A minimaalpoliinoom, kui

SRR
a)A=|2 13|, A=

5 1 3 —6 —2 —3 —2

-3 -1 -1 -2

1.2.9. Maatriksargumendiga funktsioonid

Olgu antud maatriks A € C™*" ja kompleksmuutuja funktsioon
f(z), f:CoC.

On palju voimalusi maatriksargumendiga funktsiooni f(A) defineerimiseks, lahtu-
des kompleksmuutuja funktsioonist f(z). Lihtsaim neist voimalustest tundub olema
muutuja ”z” vahetu asendamine muutujaga ” A”. Naiteks,

f(2)=224+32—7— f(A)=A*+34-17I
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ja

4+ 52 _
f(z) = 58, f(A) = (4 +5A)(3I —8A)!
ning
e = Z Z A
k=0
i . 2k © . A2k
cos z = Z(—l) o] — cos A = Z(—l) ok
k=0 k=0
o 2k+1 % 2k+1
B e 2 B e A
sin z kZ( 1) k1] sin A k( 1) R

In(l + z) = i(—l)k“%k —In(I+A) = io:(—l)k“%k.

k=1 k=1

Osutub, et paljude probleemide lahendamisel ei ole selline ldhenemine otstarbekas.

Definitsioon 2.9.1. Kui A € C"*" ja f(z) on analiiiitiline lahtises piirkonnas
® ning ' on kinnine lihtne joon (ei 16ika iseennast) piirkonnas ® ja maatriksi A
spekter A\(A) sisaldub joone I' poolt holmatavas piirkonnas D, siis

Fay L

2m

j{f )zl — A)~tdz, (28)

kusjuures integraali maatriksile rakendatakse elementide kaupa.

Mirkus 2.9.1. Valem (28) on kompleksmuutuja funktsioonide korral toesta-
tud Cauchy’ integraalvalemi analoog.

Naide 2.9.1. Olgu f(z) = z ja A = [ 8 I;} . Uurime, kuidas toimub ar-
vutamine eeskirja (28) pohjal. Kuna maatriksi A omavéértusteks on A; = a ja
Ay = ¢, siis valime joone I' : | z| = r, kus r > max(|al, |c|). Funktsioon f(z) =z on

analtititiline piirkonnas ®r. Leiame esiteks,

(2] — A)! = {Zaa z_—bcr:

1/(z=a) (b/(a—=c))(1/(z—a) =1/(z = ¢)) }
0 1/(z—¢) ’
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ja siis,

f<{60l l;b:%m : T{Z/(Zo—a) (b/(a_c>>(2!;fziag)_Z/(Z_C))]dz:

0 . z/(z —c)dz

2mi S| z|=r

:{gg}.

Lause 2.9.1. Kui f(A) = (f, ;), siis

_ [ = ﬁzl:rz/(z —a)dz ﬁfb':r(b/(a —o))(z/(z—a)—z/(z—c))dz ]

Tr: g 2mj§f 2)ej (21 — A) le;dz,

kusjuures e; on ruumi C" vektor, mille k—s komponent on iiks ja tilejaanud on

nullid.
Toestus. Olgu B = (by, ;) = (21 — A)™1, siis

el(zI—A)'ej=e Be; = [ b1 -+ byn | €5 = by
Et maatriksit integreeritakse elementide kaupa, siis saame, et

1
27”%]” 2)ef (2 — A)~ e]dz—— f( Vorjdz = fi, ;. O

Lause 2.9.2. Kui A € C"*" ja 3 f(A), st on rahuldatud definitsioonis 2.9.1
esitatud tingimused, ning

A=XBX™' = Xdiag(Bi, ... ,B)X"', B, € G, (29)
siis
f(A) =X f(B) X~ = X diag(f(By), ..., f(B,)X ", (30)
Toestus. Seoste (28), (29) ja XX ! = I pohjal leiame, et
1
(z1 — A) = — Xz2IX ' = XBX Hldz =
27”7{]‘ (z dz " f( WXz BX™7")dz
1yv—1 L -1 -1 _
=5 %Xf )(2I — B)" X dz X2m_ 75 f(2)(zl — B)dzX
=X f(B)X
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Et
(Iz— B) ' =diag((Iz— By)™', ... ,(Iz— B,)™)

ja
HB) = 5 § ST = B) s =
_ diag(%ﬁf{z)(z[ B lds ;dz’ag(%j{f(z)(z[ _B,)ldz) =
= diag(f(B1); - ; [(By)),

f(A) =X f(B) X~ = Xdiag(f(B1), ..., f(By)X™",
mida oligi vaja toestada. [

Lause 2.9.3. Kui A € C"" ja X 'AX = diag(Jy, ... ,J,) on maatriksi A
Jordani normaalkuju, kusjuures

[\ 0 0 ]
0 XN 1
J; = ’
: .. . o1
0 - 0N

on m; x m; Jordani blokk ning my + ...+ m, =n, ja f(z) on analiiiitiline lahtisel
hulgal, mis sisaldab maatriksi A spektrit A(A), siis

f(A) = X diag( f(J1), ..., f(J) X', (31)
kusjuures
- FO) frON) e e f(mi_l)()‘i)/(mi—l)! -
0 fow) :
f(Ji) = : : : (32)
T £/00)
| 0 )

Toestus. Lause 2.9.2 pohjal piisab uurida vaid vaartust F(G), kus G = A\[+ FE
on ¢ x q Jordani blokk ja E = (6;,;,—1). Olgu maatriks 2/ — G regulaarne. Et

EF = (8i4) = (k>q= E*=0),
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Siis

5
L

Ek

(2l —G) = m

e
Il

0
ja

1(G) = %mjéf(z)(zf—e) 1y = 27”]{ qi Sy =

kz; 2mf§%dz -

ning arvestades tingimust E* = (8;.;_x), lause viide kehtib. [
Naide 2.9.2. Leida cos A, kui

q9—

FMW
n

1
k=0

00111
00011
A=10 0 0 0 1
00 00O
00 00O
Et A\ = ... = A5 = 0 ja funktsioon cos z on analiiiitiline punkti 0 timbruses, siis

on vaartuse cos A leidmiseks rakendatav lauses 2.9.3 esitatud algoritm. Kasutame
maatriksi A Jordani lahutuse leidmiseks paketti ” Maple”:

11110 01 00O 1 -1 0 0 -1
01 010 00100 0 0 1 0 O
A=XJX'=]1010 00 00 0O0O0 0 0 0 0 1
0 00O01 00001 0 1 -1 0 O
00100 00 0O0O0 0O 0 0 1 O
Jarelikult, J = diag(.Jy, J2), kusjuures
010
Ji=10 01 N Jy = [8 (1)} .
0 00
Leiame, esiteks, valemi (3) abil maatriksid cos J; ja cos J; :
cos0 (—sin0)/1! (—cos0)/2! 10 -1
cosJ; = 0 cos 0 (—sin0)/1! { =0 1 0
0 0 cos( 00 1
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ja

cos Jy =

cosO (—sin0)/1' | [ 1 0
0 cos 0 S0 1

Seejérel leiame valemi (2) abil meid huvitava maatriksi:

11110 10 -5 00 1 -1 0 0 -1
01010[|01 0 000 0 1 00
csA=[01000[[00 1 00[|0 0 0 0 1 |=
00001 00 0 10|]0 1 —-10 0
00100][00 0 01 00 0 1 0
1000 —3
0100 0
=[0010 0
0001 0
0000 1

Jareldus 2.9.1. Kui A € C"" ja A = X diag(\y, ..., \,)X ! ning 3 f(A),
S1is

F(A) = X diag( FO), .-, FO)X .

Toestus. Tegemist on lause 2.9.3 erijuhuga, kusjuures koik Jordani blokid on
1 x 1-maatriksid

Naide 2.9.3. Kui maatriksi A € C™*" omavaartused on Ay, ..., A\, jaxXy, ..., X,
on neile vastavad lineaarselt soltumatud omavektorid, st x4, ... ,x, moodustavad
baasi ruumis C”, siis X = [ X| o Xy ] ja funktsioonide exp z, cosz, sin z

analiiiitilisusest kogu komplekstasandi loplikus osas jareldub, et

exp A = X diag( exp Ay, ... ,expA) X=X (expA) X,
cos A = X diag(cos Ay, ... ,cos \,) X 1= X(cos A) X1,
sin A = X diag(sin Ay, ... ,sin\,) X! = X(sinA )X,

kusjuures A, exp A, cos A, sin A, exp A, cos A, sin A € C™*" ja

)\1 “ o O eprl “ o 0
A=1: . 1|, expA= . ;
0 - A\, 0 o exp A,

)
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COSA; -~ 0 sinA; - 0
cos A = : : , sinA = : :
0 cee COS Ay, 0 <--gin A,
Vaatleme jargnevalt probleemi, mis tekib funktsiooni f(A) lahendamisel funkt-

siooniga g(A). Sellist laadi probleem tekib néiteks f(A) asendamisel tema g-astme
Taylori poliinoomiga.

Lause 2.9.4. Kui A € C™" ja X 'AX = diag(Jy, ... ,J,), kusjuures

N 1 0 - 0
0o N 1 :
Jl: . . .
: . . o1
0 o o 0N

on m; X m; Jordani blokk ning m; + ...+ m, = n, ja funktsioonid f(z) ning ¢(z)
on analiiiitilised lahtisel hulgal, mis sisaldab maatriksi A spektrit A(A), siis

(M) (X)) — 4(r) ().
1) = gl < Fa(X)  max Q) =PI

1<i<p A 0<r<m;—1 r!

(33)

Toestus. Kui valida h(z) = f(z) — g(z), siis
1 £(A) = g(A)ll2 = || X diag(h(]r), ..., h(J)) X |2 <
< N1X Iz lldiag(h(1), - s h(Ip)) [z 1X I < Ra(X) max ||

Lause 2.9.3 ja vorratuse ||B||s < n-max |b; ;| abil leiame, et
Z7 j

R\,
|| A(J;) ||z < m; max [A7 )]
0<r<m;—1 r!
ning seega kehtib lause vaide. [
Naide 2.9.4. Olgu
1/10 1/10 0
A=1| 0 1/10 1/10
0 0 1/10
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Hindame vahet sin A — A.

Et A1 = Ay = A3 = .1 ja funktsioonid f(z) = sin z ning ¢(z) = z on analiititilised
punkti .1 imbruses, siis voime kasutada lauses 2.9.4 saadud hinnangut (33). Es-
iteks, kasutame paketti ”Maple” maatriksi A Jordani lahutuse leidmiseks:

s 01 5 1.0 100 0 —100
A=XJX"'=] 0 O 0 5 1 0 10 0
0 0 1 0 0 0 0 1

10

Jarelikult, maatriksi A Jordani lahutuses on vaid iiks Jordani blokk, st
J = Jy = diag(Jp).
Teiseks, leiame paketi ”Maple” abil maatriksi X konditsiooniarvu:
ko (X)) = 200.01.
Et

f(2) —g(z) =sinz — 2z = |f(.1) — g(.1)| /0! = |sin.1 — .1| =~ 1.6658 x 10~

f'(z) =g (z) =cosz—1=|f(1)— ¢ (1)]/1! = |cos.l — 1| ~ 4.9958 x 1073

ja

f"(z) —¢"(2) = —sinz = [f"(.1) — ¢"(.1)|/2! = | —sin.1|/2 ~ 4.9917 x 1072,
siis hinnangu (30) abil leiame, et
| sin A — Al]s < 200.01 - 3 - 4.9917 x 1072 A 29.952.

On teada, et maatriksi A Jordani lahutuses esinev maatriks X pole iiheselt maara-
tud. Uritame valida maatriksi X nii, et konditsiooniarv ky(X) oleks minimaalne.
Kasutades maatriksi A Jordani lahutuse leidmiseks Filipovi algoritmi (vaadake
lauset 2.5.2.1), saame, et

1 0 0 &= 1 0 1 0 0
A=XJX'=10 10 0 0 &+ 1 0 & 0 |,
0 0 100 00 %5110 0 15
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kusjuures

k2(X) = 100.
Osutub, et maatriksi A Jordani lahutuseks on ka
% 0 0 1—10 1 0 10 0 0
A=XJX'=]0 1 0 0 + 1 01 0|,
0 0 10 0 0 5 0 0 15
kusjuures
ko(X) = 10.

Seega on parim hinnang, mida saame lause 2.9.4 abil,

||sin A — Al < 10-3-4.9917 x 102 ~ 1.4975.

Teisalt, selle naite korral on rakendatav lauses 2.9.3 esitatud algoritm vaartuse
sin A leidmiseks. Kasutades valemit (32), saame, et

sin.1 (cos.l1)/1! (—sin.1)/2!
sinJ = 0 sin .1 (cos.1)/11 | =
0 0 sin .1

099833 995  —.049917
= 0 099833 995
0 0 .099833

Valemi (31) abil arvutame meid huvitava funktsiooni vaartuse:

1

70 0 1 099833 995  —.049917 100 0 —100
sin A = 0 % 0 0 .099833 995 0 10 O

0 0 1 0 0 .099833 0 0 1

—_

099833 .0995  —.00049917
= 0 .099833 .0995

0 0 .099833
Jarelikult,

099833 —.1  .0995 —-.1  —.00049917
sinA— A= 0 099833 —.1  .0995 — .1 =

0 0 099833 — .1
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—1.67 x 10~* —.0005 —4.9917 x 104
= 0 —1.67 x 10~* —.0005
0 0 —1.67 x 1074

ja
|sin A — AJ|, ~ 8.8098 x 10~*.

Antud néite tulemusena voib véita, et lauses 2.9.5 toestatud hinnang (33) on antud
naite korral suhteliselt jame.

Lause 2.9.5. Kui funktsiooni f(z) Maclaurini arendus

f(z) = Z o 2"
k=0

koondub ringis, mis sisaldab maatriksi A € C™*" spektrit A\(A), siis

o0

FlA) = e AR

k=0

Toestame selle vaite taiendaval lisatingimusel, et maatriksil A leidub omavek-
toreist koosnev baas. Siis jarelduse 2.9.1 pohjal

F(A) = X diag( f(\), -, fOW)X ! =

= Xdiag(z S N ,ch ANXT =
k=0

k=0
=X (Z ckD’“) X'=) a(XDX =) A" O
k=0 k=0 k=0

Lause 2.9.6. Kui funktsiooni f(z) Maclaurini arendus

f(z) = Z cp 2"
k=0

koondub ringis, mis sisaldab maatriksi A € C™*" spektrit A\(A), siis
q

n
174 =2 el < e 1477 2 (A e
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Téestus. Defineerime maatriksi E(s) seosega

q

f(As) =) cx(As)" + E(s) (0<s<1). (34)

k=0
Kui f;.j(s) = [f(As)];, ;, siis fi;(s) on analiiiitiline ja seega,
(g+1)

fis( Z fui©) o 1 Z(q’ j;}j ) g, (35)

kusjuures 0 < ¢;;; < s < 1. Varreldes muutuja s astmeid seostes (34) ja (35),
leiame, et [E(s)];; ; omab kuju

(¢+1)
€, j(8) = —fi?j (gi;j) ot
H (¢ +1)!
Kui f(qH) [ATtL f (D) (As)];. 5, siis
| £ ()

< < g+1 ¢ (g+1)
i 5(9) < max, 0y S mmax AT (As) ] O

Ulesanne 2.9.1. Niidake, et suvalise maatriksi A € C"™*" korral

I + cos(2A) = 2cos* A

ja
sin(2A) = 2sin A - cos A.
Ulesanne 2.9.2. Rakendage lauset 2.9.6 vea hindamisel ligikaudsete seoste
A2k+1
)k
sin A =~ Z 2k + )
ja
A2k
cos A ~ Z
korral.
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Lause 2.9.7 (Sylvesteri teoreem). Kui maatriksi A € C™*" koik omavéértused
A, on erinevad, siis

(A—NI)
(A\r) ’7”“ 36
Z f(Ak) O =) (36)
VOl
1 ¢ k—1
=X Z ARAFT (37)
kus Ag (k=1;2;...;n) on determinant, mis on saadud Vandermonde’i determin-
andist
1 1 1
A = /\1 )\2 /\n
DD D Vi

asendades k-nda reavektori
AT

vektoriga

(f(A1) f(A2) o f(An)).

Naide 2.9.5. Leida exp A, kui A = { _11 1 ] .

Leiame koigepealt maatriksi A omavéartused

Mo=1+i

1—A 1
Ao=1—1

_ )2 _
1 1_)\‘—0:>(1 A +1 0:>{

ja siis kasutame valemit (36)

1 1] A—(1-dI A (1) B
exp{_l 1}—mexp(l+z)+mexp(l Z)—
[@‘ 1] [—z 1]

-1 1 , -1 —i ,
:Texp(l—l—z)#—_—iexp(l—z)—

‘ { (expi +exp(—i))/2 (expi— exp(—i))/2i } .. [ cosl sinl }
—(expi —exp(—i))/2i (expi+ exp(—1))/2 —sinl cosl
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ning, kasutades valemit (37),

] R R T e
i { —11 1 }det [ eXp(Lr'i) eXp(i—i) _]
:_i%{“) (1)][(1—¢)exp@'—<1+¢)exp(—¢)]+ [ ! }:[exp(—i)—exm]}:

_ e | —iexpi—iexp(—i)  exp(—i)—expi _ .| cos 1 sinl
- —2i | —exp(—i)+expi —iexpi—iexp(—i) | —sinl cosl |’

Lahendame sama probleemi samuti valemi exp A = SexpAS~! abil, kus S on
maatriksi A omavektoreist koostatud maatriks. Leiame A omavektorid

- 1
-1 —i 0

[1
= T = i

ja

Nl | &L 0]:@:[ L

ning maatriksi

Seega,

B L1 1 [er o 1/2 —ij2]
exp A = Sexp AS _{i —@H 0 =i || 12 i/2 |~

ettt 12 —i/2 ] _

{ielﬂ —jel™t ] { /2 i/2 }

. [ (exp i.—l— exp(—i?)/Q » (expz'.— exp(—z’))/% }
—(expi —exp(—i))/2i (expi+ exp(—1))/2

B cosl sinl
¢ _sinl cosl |-
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2. LINEAARALGEBRA ARVUTUSMEETODID

2.1. LU-lahutus

2.1.1. Kolmnurksete vorrandististeemide lahendamine

Vaatleme alumise 2 x 2— kolmnurkmaatriksiga vorrandisiisteemi

lhn O SHERE2
{ by I } {52 ] = { by } (lulz #0)
lahendamist asendusega edasisuunas. Esimesest vorrandist saame § = by /17 ja
siis teisest vorrandist & = (by — 121&1) /laa.

Lause 1.1.1 (asendused edasisuunas). Kui L = (I;;) € R™" on alumine kolm-
nurkmaatriks ja [[)_, l;; # 0 ning Lx = b, siis lahend on

i1
&= (b — Zlik&c)/hi (i=1:n).
k=1

Lahendame tlemise 2 x 2—kolmnurkmaatriksiga vorrandisiisteemi

Uy U b
(8] (k] e
asendusega tagasisuunas. Teisest vorrandist saame & = by/uge ja siis esimesest

vorrandist & = (by — u12&s) /u1y.

Lause 1.1.2 (asendused tagasisuunas). Kui U = (u;;) € R™™ on iilemine
kolmnurkmaatriks ja [[;_; u;; # 0 ning Ux = b, siis lahend on

& = (b — Z wik€e)/uy (i=1:n).

k=i+1

Nii edasi kui tagasi suunatud asenduse korral tuleb regulaarse n x n—kolmnurk-
maatriksiga siisteemi lahendamisel sooritada 1+ 3 + ...+ (2n — 1) = n? tehet.
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Lause 1.1.3 (veeru elimineerimine asendustel edasisuunas). Kui L € R™"™ on
alumine kolmnurkmaatriks, [\, l; # 0 ja Lx = b ning & on leitud, siis asendades
suuruse &; vorrandeisse teisest kuni n-ndani, saame uue alumise (n—1) x (n—1)—
kolmnurkmaatriksiga stisteemi

L(2:n;2:n)x(2:n)=Db(2:n) —x(1)L(2:n;1).

Lause 1.1.4 (veeru elimineerimine asendustel tagasisuunas). Kui U € R™*" on
tilemine kolmnurkmaatriks, [\, u; # 0 ja Ux = b ning &, on leitud, siis asendades
¢, vorrandeisse esimesest kuni (n — 1)-ni, saame uue iilemise
(n—1) x (n — 1)— kolmnurkmaatriksiga siisteemi

Ul:(n—=1);1:(n—=1)x(1:(n—1)) =
=b(l:(n—1)) —x(n)U(1l:(n—1);n).

Vaatleme veel mitme siisteemi samaaegset lahendamist juhul, kui neil siistee-
midel on iihine stisteemimaatriks. Vaatleme stisteemi LX = B, kus L € R™" on
regulaarne alumine kolmnurkmaatriks ja B € R"*? ning otsitavaks on X € R"*4,
Esitame selle siisteemi blokk-kujul

Ly 0o - 0 X, B;
Loy Lay --- 0 Xo By

: : .. : : - : ’ (1>
Lyi Ly -+ Lyn XN By

kusjuures diagonaalil on ruutblokid. Vorrandist L1; X; = B; saame leida maatriksi
X;. Kasutades lauses 1.1.3 antud veeru elimineerimise votet siisteemi (1) korral,
saame

L22 0 tet 0 X2 BZ - L21X1
L32 L33 U 0 X3 . B3 - L31X1
LN2 LNS LNN XN BN_LNIXI

Nii, samm-sammult, lahendame siisteemi (1).

Lause 1.1.5. Kolmnurkmaatriksitel on jargmised omadused:

e iilemise (alumise) kolmnurkmaatriksi pé6rdmaatriks on iilemine (alumine)
kolmnurkmaatriks;
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e kahe iilemise (alumise) kolmnurkmaatriksi korrutis on {ilemine (alumine)
kolmnurkmaatriks;

e iilemise (alumise) kolmnurkmaatriksi, mille determinant on tiks, poordmaat-
riks on ilemine (alumine) kolmnurkmaatriks determinandiga iiks;

e kahe iilemise (alumise) kolmnurkmaatriksi, mille determinant on iiks, korrutis
on iilemine (alumine) kolmnurkmaatriks determinandiga iiks.

Ulesanne 1.1.1.% Toestage lause 1.1.5.

2.1.2. Gaussi teisendus ja LU-lahutus

Teatud tingimustel on vorrandisiisteemi Ax = b stisteemimaatriks A esitatav
alumise thikdiagonaaliga (st peadiagonaali elementideks on ithed) kolmnurkmaat-
riksi L ja tilemise kolmnurkmaatriksi U korrutisena ja lahendada tuleb kaks kolm-
nurkse maatriksiga vorrandisiisteemi.

Lause 1.2.1 (LU—meetod). Kui A € R™", A = LU, kus L on alumine iihik-
diagonaaliga kolmnurkmaatriks ja U on iilemine regulaarne kolmnurkmaat-riks,
ning Ax = b, siis LUx = b ning stisteemi lahendamiseks tuleb alguses lahendada
sisteem Ly = b ja seejarel lahendada siisteem Ux =y.

Naide 1.2.1. Lahendame stisteemi
1 2 = 1
3 4 15
121 |10 1 2
34| |31 0 —2 |’

siis lause 1.2.1 pohjal tuleb, esiteks, lahendada siisteem

-]

Selle stisteemi lahendiks on n; = 1 jany, = 5—3-1 = 2. Teiseks, lahendades stisteemi

L Ae]-E)
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leiame, et & = —1ja & =1—2-(—1) = 3. Seega, x = [ 3 -1 }T.
Lineaaralgebra pohikursuses vorrandisiisteemide lahendamiseks esitatud Gaus-

si vote on rakendatav ka LU-lahutuse korral. Olgu x € R™, kusjuures &, # 0.
Kui

=&/& (i=(k+1):m) tO=1[0 - 0 7y -+ T |
k nulli
ja
My =1—tWe] (2)
siis
T 1 ... 0 0 -~ 01T & 7 &
0 1 0 0 & &k
M — =
kX 0 —Tky1 1 0 Skt 0
0 - =7 0 oo 1| & ] 0 ]

Definitsioon 1.2.1. Maatriksit M} kujul (2) nimetatakse Gaussi maatriksiks,
komponente t((k + 1) : n) nimetatakse Gaussi kordajateks ja vektorit t*) Gaussi
vektoriks ning Gaussi maatriksiga M) maaratud teisendust nimetatakse Gaussi
teisenduseks.

Definitsioon 1.2.2. Maatriksi A € R"™*" k—ndaks juhtelemendiks nimeta-
takse suurust

dn — ai, kui k£ = 1,
POl det(A( ik, 1:k))/det(A(1:k—1,1:k—1)), kui k=2:p,
kusjuures p = min(m, n) ja det(A(1:4,1:4)) #0 (i=1:p—1).
Kui A € R"™", siis maatriksi A nullist erinevate juhtelementide korral on

leitavad Gaussi maatriksid My, ..., M,_q nii, et M, 1M, _o--- MyM;A = U on
tlemine kolmnurkmaatriks.

Naide 1.2.2. Vaatleme Gaussi maatriksite M; ja M ning tilemise kolmnurk-
maatriksi U leidmist maatriksi

A:

[NORE V)
L U V]
(\]



korral. Seose (2) abil leiame

100 0
Mi=I—-tWel=]010|—-| 42 |[100]=
00 1 (—2)/2
1 00 [ 0 00 1 00
=l0o10|-| 200|=|-210
00 1 | -1 .0 0 101
Seega, )
100 2 2 —1 2 2 —1
MiA=1| -2 1 0 45 2|=|01 4
1o1][-21 2 03 1
ja
100 0
My=T—-tPel=|010|-|0[[010]=
00 1 3
100 000 1 00
=l0o10|—-|00O0O]|=|0 10
001 030 0 -3 1
ning
1 00 2 2 —1 2 2 -1
U=MMA=|0 10 01 4|=]01 4
0 -3 1 03 1 00 —11

Mérgime, et maatriks A*~1) = M,_; - - - M; A on iilemine kolmnurkne veergudes
tihest kuni (k-1)-ni ja Gaussi maatriksi M}, elementide arvutamiseks kasutatakse
maatriksi vektorit A®~V(k : m, k), kusjuures maatriksi M}, leidmine on véimalik,
kui a,(jg_l) # 0. Lisaks, M, ' = I +t®™el. Kui valida

L=M7"M*

n—1»
Siis
A= LU.

Rohutame, et meie kasitluses alumine kolmnurkmaatriks L on iihikdiagonaaliga
maatriks.
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Lause 1.2.2. Kui peamiinorid, so det(A(1: k,1: k)) # 0 (k =1:n-1), siis maat-
riksil A € R™"™ on olemas LU —lahutus. Kui regulaarsel maatriksil A eksisteerib
LU —lahutus, siis see on ithene ja det(A) = uy -+ Upy -

Toestus. Oletame, et k — 1 sammu on sooritatud ja leitud on maatriks
A=Y — A, 4 --- My A. Element a,(qlz_l) on maatriksi A k-s juhtelement ja
det(A(1:k, 1:k)) = agﬁ_l)--- a,g]Z_l). Seega, kui A(1l:k,1:k) on regulaarne, siis

a,(j;l) # 0 ja eksisteerib maatriksi A jaoks LU —lahutus. Oletades, et regulaarsel

maatriksil A on kaks LU-—lahutust A = L U; ja A = LyU,, saame, et
LU, = LyU; ehk L2_1L1 = UQUI_I. Et L2_1L1 on alumine kolmnurkmaatriks, mille
peadiagonaalil on iihed ja UsU; ‘on iilemine kolmnurkmaatriks, siis Ly 'L, = I ja
UQU{1 =1Ining Lo =Ly jalU,=U;. U

Naide 1.2.3.* Leiame maatriksi

2 1
=[5 7]
LU-lahutuse.

Leiame Gaussi maatriksi M; maatriksi A korral:

S (S KT

-l d]-[io)=[41)

Seega, ] )
1 oo0][21] [21 4 10
MlA_[—zL 1}_8 7__[0 3}’ M, _{4 1}
ja _ .
1 0 2 1 10 2 1
v=[3t =l s ] amw=0 Y0 5]

Naide 1.2.4.* Leiame maatriksi

A:

S O N
© ot W
o~ W
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LU-lahutuse.
Leiame Gaussi maatriksi M; maatriksi A korral:

100 0
Mi=T—-tWel' =101 0|-] 0
001 6/2

100 000
—l0o10|-|000]|=]0

001 300

Seega

1 00 2 3 3 2 3 3
M A=| 0 10 05 7|=|05 7
-3 0 1 6 9 8 00 —1

S N
S ot Ww

100
L=|010]|, U=
301

=}

—_
(@)
=}
[\
w

I
I
t~
d
I
w O
O =
=)
o O
S Ot

kasutades LU-lahutust.
Niéites 1.2.4 on leitud maatriksi A jaoks LU-lahutus:
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Stisteemi Ly = b so

100 ™ 2
3 01 73 5
lahendamisel saame, et
m 2
y=|n | = 2 .
73 -1
Stisteemi Ux =y so
2 3 3 & 2
05 7 & | = 2
0 0 —1 &3 -1
lahendamisel leiame, et
& 1
x=[& |=| -1
3 1
Ulesanne 1.2.1.* Leidke maatriksi A jaoks LU-lahutus, kui
1 -1 0
a)A:[z H b)A:[é (” DA=| -1 2 -1
0o -1 1
Ulesanne 1.2.2.* Lahendage stisteem Ax = b, kus
2 -1 0 2
A= -1 2 -1 AN b= =31,
0 -1 2 4

kasutades LU-lahutust.

Ka ristkilikmaatriksi A € R™*", mille peamiinorid on nullist erinevad, so
det(A(1:k,1:k)#0(k=1:min(m,n)),

jaoks eksisteerib LU —lahutus.
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Naide 1.2.6. Kehtivad seosed
2 1

1 0
8 6|=|4 1 {(Q)H
45 2 3/2

2 84] [ 1 0 2 8 4
{1 6 5}__1/2 1}{0 2 3}'
Algebra pohikursusest on teada, et Gaussi elimineerimismeetodi vahetu rakenda-
mine, seega ka LU —lahutuse vahetu teostamine, nurjub, kui vahemalt iiks maat-
riksi peamiinoreist on singulaarne. Osutub, et regulaarse maatriksi korral on
peale maatriksi ridade jarjekorra sobivat muutmist voimalik teisendatud maatriksi

LU —lahutus. Ridade (ka veergude) jarjekorra muutmiseks kasutatakse permutat-
sioonimaatrikseid.

Definitsioon 1.2.3. Permutatsioonimaatriksiks P € R™™ nimetatakse maat-
riksit, mis on saadud iihikmaatriksist I ridade jarjekorra muutmise teel.

Naide 1.2.7. Vaatleme, kuidas mojub 4 x 4 maatriksile A selle korrutamine
ithe konkreetse permutatsioonimaatriksiga P.

0010 apj; a2 @13 Gy az; asz asz Az
PA— 0001 Q21 Q22 dA23 A24 _ Ay1 Q42 A43 Q44
0100 azr asp a3z A3 a1 Qg2 Q23 (24
1000 a41 Q42 A43 Q44 aj; Q12 Az Aaig

Permutatsioonimaatriksiga P vasakult korrutamisel saame uue maatriksi, mis on
lahtemaatriksist saadud ridade samal viisil imberpaigutamisel, kui on saadud
maatriks P maatriksist /. Korrutades paremalt,

ail G2 a1z ai4 0010 a4 @13 A11 Aa12
AP — Q21 Q22 (23 A4 0001 _ | G214 Q23 Q21 Q22

az1 asz a3z A3 0100 asy asz az az |’

Q41 Q42 A43 A44 1 000 Agq Q43 A41  A42

saame uue maatriksi, mis on lahtemaatriksist saadud veergude samal viisil imber-
paigutamisel, kui on saadud maatriks P maatriksist I veergude timberpaigutamise
teel. Kehtib jargmine vaide.

Lause 1.2.3. Kui A € R™" ja det(A) # 0, siis leidub selline permutatsiooni-
maatriks P € R™*", et maatriksi PA koik peamiinorid on nullist erinevad ja seega
eksisteerib LU —lahutus

PA=1LU.
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Naide 1.2.8.* Olgu

0 -2 2
A=11 2 -1
3 5 -8

Leiame sobiva permutatsioonimaatriksi P € R3*3 korral maatriksi PA jaoks LU-

lahutuse.

Vahetame ara maatriksi A esimese ja teise rea, st votame

010
P=|100
001
ning leiame maatriksi
010 0 —2 2 1
PA=|1 0 0 1 2 -1 | =10
0 01 3 5 —8& 3

korral Gaussi maatriksi

100 0
Mi=T—-tYel'=0 10|~ 0
001, 3/1
Seega,
1 ool[1 2 =1
MPA=1] 0 1 0 0 -2 2 | =
-301][3 5 -8
100
Mt=1010
301
ja
100 0
My=T—-t@el'= |0 1 0] - 0
001 (=1)/(=2)
1 0 0
=10 1 0
0 —35 1
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ning

1 0 0 1 2 -1 1 2 -1
MyMiPA=|0 1 0 0 -2 2 |=]0 -2 2 |,
0 —3 1 0 -1 -5 0 0 —6
100
My'=10 10
0 5 1
Jarelikult,
100 100 100
L=M"'M;'=1]10 10 010=]|010],
301 05 1 3 51
1 2 -1
U=|0 -2 2
0 0 —6
ja
100 1 2 -1
PA=LU=|010|]|0 -2 2
3 41 0 0 -6

Ulesanne 1.2.3.* Leida sobiva permutatsioonimaatriksi P korral maatriksi PA
jaoks LU-lahutus, kui

@A:{gg],mA:[g;],@A: %

O W Ot
o0 W

2.2. QR-lahutus

2.2.1. Householderi teisendus

Definitsioon 2.1.1. Kui v € R" ja v # 0, siis maatriksit
T
vV
H=1-2—— 1
Ty (1)
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nimetatakse Householderi maatriksiks ehk Householderi teisenduse maatriksiks
ning vektorit v Householderi vektoriks.

Lause 2.1.1. Householderi maatriks H on stimmeetriline ja ortogonaalne
maatriks. Householderi teisendus peegeldab iga x € R" hiipertasandi spfm{v}L
suhtes.

Toestus. Toesti,

HT:IT—2ﬂ:]—2VTLT:H
V'V V'V
ja
T T T T
HHT = HTH = (122 p =12 YV g
V'V V'V (V V)(V V)

Lause viite kolmanda osa toestamiseks valime hiipertasandil span{v}" ristbaasi
{a,...,a, 1}. Jarelikult, v L a; (i=1:n—1)javia;=0 (i=1:n—1). Kui

X :ﬁv—i_ﬁlal + ...+ /anlanfla
siis
Hx :H(6V) + H(ﬁlal) + ...+ H(ﬁn,lan,l) =
T T T

vv \'A% Vv
= ﬁ([ — 2m)v -+ /61(1 - 2m)a1—|— ce _'_ﬁnfl([ — 2m)an,1 =
v(viv) v(viay) v(via, 1)
:ﬂ(v—Z vIv )‘i‘ﬁl(al —2T)+...+ﬁn,1(an,1 —2T) =

= _BV+/613—1 + ...+ anlanfh

st vektoritel x ja Hx on hiipertasandil S]ocm{v}L sama ristprojektsioon

Blal +...+ ﬁnflanfla

kuid projektsioonid vektorile v on vastassuunalised. Seega Hx on vektori x pee-
geldus hiipertasandi spcm{v}L suhtes. Oluline on markida, et Householderi maat-
riks H soltub vaid Householderi vektori v sihist ega soltu vektori v suunast ega
pikkusest. [

Lause 2.1.2. Kui x € R" ja v = x= ||x]|, €4, siis vektor Hx, kus H on seosega
(1) méaratud Householderi maatriks, on vektori e; sihiline vektor, st et Househol-
deri teisendus H rakendatuna vektorile x nullistab vektori x koordinaadid alates
teisest koordinaadist.
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Téestus. Uritame fikseeritud nullist erineva vektori x korral miirata House-

holderi vektorit v nii, et Hx €span{e;}. Kuna
T T

Vv
Hx = (I—QW)x:x—Q -

X) _ X_2VT><

v viv

v(v
T

ja Hx €span{e,}, siis v €span{x, e, }. Valides v = x+ae;, saame

vix = x"x4aelx = xTx+af;,

viv = (x"+ael) (x+ae;) = xTx+2a; + o’
ja
vix x'x+af;
Hx =x—2—Vv =x— Xtaep) =
vlv xT'x+2a; + aQ( ae)
T T
= (1 — X xt+ad; X—QC\JEel
xTx+2a&) + a? vTv

Valime « selliselt, et viimases Hx esituses vektori x kordaja on null, st

x'x+aé;
xTx+2a&; + o?

=0<

o x'x+2aé + o —2xTx — 20, =0 &
ex'x=a & x|, = +a
Sellise valikuaw = % ||x||, korral v =x=+ ||x||, e; ja

vIx xT'x4af;
Hx = 20> e = -2
x « ©1 axTxi2a£1 + xTx !

Ty = —ae; = F|x[,e;. O

Néide 2.1.1. Olgu x =[2 6 — 3]”. Leiame sellise Householderi vektori v ja sel-
lele vastava Householderi teisenduse, mis nullistab vektori x kaks viimast koordin-
aati. Lause 2.1.1 pohjal arvutame v = x=+ [|x|,e; = [2 6 — 3|7 £ Te;. Valime
vektori e; plusskordse ja saame v =[9 6 — 3]7. Leiame Housholderi maatriksi H,
arvestades, et H soltub vaid vektori v sihist,

5 3
H=I-—vw'=1-=—1| 2|[[3 2 -1]=
viv 14 _1



] 9 6 —3] [ -2 63
=7-=| 6 4 —2|==|-6 32
l=s =2 1] 7| 3 2
Kontrollime,
L[ -2 6 3] 2 -7
Hx==-| -6 3 2 6|=10
"l 3 26]]|-3 0

Ulesanne 2.1.1*. Leidke selline Householderi maatriks H, et Hx € span{ei},
T
kusx=[-3 1 =5 1] .
Olgu @; € R™™ (i=1:7) Householderi maatriksid. Vaatleme nende maatriks-
ite korrutist

Q=Q1 - Q,
kusjuures
Q;=1- ﬁjv(j)v(j)T

ja iga v(9) on kujul

: , T
v = o . 01 M v |
J — Inulli
Maatriksit @) voib esitada kujul
Q=1+wWY", (2)

kus W ja Y on n x r—maatriksid. Vastuse kiisimusele, kuidas leida esitust (2),
annab jargmine lause.

Lause 2.1.3. Olgu maatriks Q = I + W YT € R"™" ortogonaalne, kusjuures
W)Y e R, Kui H=1-3vvl kusveR"jaz=—BQv, siis
Q:=QH=1+W,Y,",
kus W, = [W z]jaY, =[Y v|ning seega, W, , Y, € RU+D,
Toestus. Kuna
QH=(T+WYDI - pvwh) =T+WYT - B3I +WYl)vw! =
=T +WYT —pQvvl =T+ WYT +2zv?
ja
T

I+ [W 2| { };T } =1+ WYT+zvl ] =1+ WYT 4+ 2v",
siis QH = I+ W, Y, T jalause vaide on toene. [
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2.2.2. Givensi poorete meetod

Householderi meetodi rakendamine on efektiivne vektori koordinaatide nullista-
misel, kui neid koordinaate on ”palju.” Uhe, vahel ka paari, elemendi nullistamiseks
kasutatakse tavaliselt Givensi meetodit. Givensi poore sooritatakse
n X n— maatriksi

1 0 0 0
0 c S 0
G(i,k,0)= | : SRR S A
0 —S c 0
: k
|0 0 0 1
) k

kus ¢ = cosf ja s = sinf, abil. Maatriks G(i, k, #) on ortogonaalmaatriks. Kui
x € R"jay = G(i, k,0)Tx, siis

Cgi_sglm .]:Z7

n =14 s&+c&, Jj=Fk,
éja j 7£ ia k.
Kui valida
&i —&

— A s=

siis saame, et n, = 0.

Niide 2.2.1. Vaatleme niites 2.1.1 esitatud vektori x =[2 6 — 3]7 viimase
koordinaadi nullistamist Givensi poorde abil. Leiame suuruste ¢ ja s vaartused:

2v/5
5 )

66
VE+g Vi
. —&3 _ 3
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Kontrollime,

1 0 0 2 2 2

028 || |- ||| ays

Oﬁ% -3 0 0
5 5

2.2.3. Householderi QR-lahutus

Kasutame Householderi teisendust maatriksi A € R™*" (m > n) korral
) R—lahutuse saamiseks.

Naide 2.3.1. Olgu A € R*** ning olgu Householderi maatriksid H, ja H,
juba leitud nii, et

X X X X
0 x x X
HQHlA = 0 0 X x
0 0 X x
0 0 X x
x ~
Vaatleme margitud vektorit | X | ja koostame sellise Householderi maatriksi Hj,
X
et
| X X
Hy | X [=1]0
X 0
ning valides Hz = diag(1s, Hg),
X X X X
0 x X X
H3H2H1A = 0 0 x x
0 0 0 K
0 0 0 KX
Jargmisena vaatleme margitud vektorit { g } ja koostame sellise [:VI4, et
~ | K X
ila]- (7]
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ning valides Hy = diag(Is, Hy), saame

X X X X
0 x X X
HHHHA=| 0 0 x x |=R
0 0 0 x
0O 0 0 O

Kui valida Q = H1H2H3H4, siis QR = H1H2H3H4H4H3H2H1A = A.

Lause 2.3.1. Kui A € R™" (m > n), siis leiduvad sellised Householderi
maatriksid H;, et
Q= H ---H,, kuim>n,
| Hi---H,.1, kuim=n
ja
R H, ---HA, kuim>n,
N anl"'HlAa kuim=n
ning

A=QR,

kusjuures ) € R™*™ on ortogonaalmaatriks ja R € R™*" on iilemine kolmnurk-
maatriks.

Naide 2.3.2. Leida maatriksi

2 0 1
A= 6 2 0
-3 -1 -1

Householderi (Q R—lahutus. Naites 2.1.1 on leitud maatriksi A esimese veeruvektori
[26 — 3]T teisendamiseks sobiv Householderi maatriks

1 -2 —6 3
le? —6 3 2
3 2 6
Leiame
1 -2 —6 3 2 0 1 1 —49 —-15 -5
HlA:? —6 3 2 6 2 0 :? 0 4 =8
3 2 6 -3 -1 -1 0 -2 -3



Maatriksi [:TQ leidmiseks leiame vastava Householderi vektori

4 1 4—2v5
L]l - ]
Seega
vvl VB[ 2 —1
Ha=1=20mg = —?[_1 _2]
ja
1 0 0
Hy = diag(I;, Hy) = | 0 28 5
0 —¥5 _2/5
5 5
ning
I 0 0 —49 —15
R=HHA=_|0 25 ¥ 0 4
0 —¥5 _2/5 0 —2
5 5
i
— | 0 26 _13
7 235’)
o0 =
Leiame samuti ortogonaalmaatriksi
] 0 0 -2 —6 3
Q=HH=2|0 25 -6 3 2
0 —¥6 _25 3 26
5 5
—2V5 —15 0
5)
2\3/—5_ —6v5 4 -7
3v6 -2 —14
ning teostame kontrolli
-2 150 -7 -2 —%f
QR =4 —6v5 4 T 0 5 1346
36 -2 —14 0o 0 5
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Naide 2.3.3*. Leiame maatriksi

A:

NN
— W

Householderi (Q R—lahutuse.

Teisendatav vektor on x =[1 2 2 }T, kusjuures ||x||, = V12 +22 422 = 3.

Moodustame vektori
1

v=x=x|x],e;=| 2 | £3e;.
2
Valime vektori e; miinuskordse ning arvestame, et maatriks H soltub vaid vektori
v sihist: . .
v=[-22 2] ~[-111].

Leiame Householderi maatriksi

2 2 -1
H=I——wl=1— 1|[-111]=
viv (-D(-1)+1-1+1-1 1
1 -1 —1 1 2 2
2 1
:I—g -1 1 1]|==12 1 =2

11 1] 3|2 -2 1

Veendume, et maatriks H; nullistab maatriksi A esimese veeru elemendid alates
teisest reast. Toesti,

1 1 2 2 I 1 1 9 9 3 3
2 =2 1 2 1 0 -3 0 —1

Edasi teisendame vektorit x = [ 1 —1 }T, kusjuures |x||, = v/2. Leiame sellele
vektorile x vastava Householderi vektori

1
v =x=|[x],e1 = [ 1 } + v/2e;.

Valime vektori e; miinuskordse:



Saame sellele vektorile vastava Householderi maatriksi

~ 2 2 1_\/§:|
Hy=1-—w'=T—-——— 1-v2 —1]=
2 vy (1_\/5)2+1{ -1 [ V2 ]
2 {3—2\/5 \/§—1]_ 1 {—1+\/§ —\/§+1}_
22-+2) | vV2-1 1 2 V2| —V2+1 —V2+1
V211 —1] V21 4
To_2 | -1 -1] 2| -1 —1
ja leiame
N 1 0 0
Hy = diag(l,Hs) = | 0 V2/2 —/2/2
0 —v2/2 —/2/2
Seega,
1 0 0 3 3 3 3
R=HHA=|0 3vV2 —3v2|]|0 1 [=]0 V2
0 —iv2 -2 0 —1 0 0
ja
o2 271 o0 0 10 =32
Q=H1H2=§ 2 1 =2 0 %\/ﬁ —%\/ﬁ = % %\/ﬁ %\/5
2 -2 1] lo —va bval L] e dve
Teostame kontrolli:
0 =3/27[3 3 11
QR=| 2 V2 /2 0 vV2|=]23|=A4
: v L2 0 0 2 1

Ulesanne 2.3.1.* Leidke maatriksi A Householderi QR-lahutus, kui
330

0
5 9
a) A= [1) ; b)A:[12 7], c) A=

N W O

35 0 |;
0 0 6

d) A=

— Ot W
o~ K, O
o~ oo
—_ o o =
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2.2.4. Givensi QR-lahutus

Vaatleme jargnevas Givensi poorete kasutamist maatriksi () R—lahutuse saami-
seks.

Niide 2.4.1. Vaatleme A € R**3 korral Givensi QR—lahutuse skeemi:

X X X X X X X X X
X X x | 6TE4a) | x x x | GFe3) | x x x | cla2
A: E— R —_—
X X X X X X 0 x X
X X X 0 x X 0 x X
X X X X X X X X X
0 X x | GIBe | 0 x x [ GfFe3) | 0 x X | GEGB4
— — —
0 x X 0 x X 0 0 x
0 x X 0 0 x 0 0 x
X X X
0 x x| R
0 0 x
0O 0 O

Ortogonaalmaatriks avaldub kujul:
Q = G1(3,4)G2(2,3)G3(1,2)G4(3,4)G5(2,3)Ge(3, 4).

Naide 2.4.2.* Leiame maatriksi

A:

W O N
L V)
o

—1

Givensi () R-lahutuse.
Muudame nulliks maatriksi A elemendi A(3, 1). Selleks moodustame Givensi maat-
riksi G1(2, 3). Leiame suuruste ¢ ja s vadrtused:

B 6 6 25
/(=32 V45 5]
B 3 3 V5
T+ (32 VA5 5
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Seega saame, et

1 0 0
Gi(23)=|0 3/ L5
0 —3V5 V5
ja
1 0 0 2 0 1
AD =GT(2,3)A=| 0 25 —15 6 2 0=
0 iv5 2V -3 1 -~
2 0 1
=|3v6 V6 VB
0 V5 —2V5

nN

Muutmaks nulliks maatriksi A®) elementi AM)(2,
riksi G3(1,2). Leiame suuruste ¢ ja s vadrtused:

1), moodustame Givensi maat-

I R
Ve 3f N e
Seega
P 4vE 0
Gy(1,2)=| 25 2 0
0 0 1
ja
L 3o 0_ 1
A GT(1,2)AW -3v5 2 0 Vh 3B LB | =
0 0 1 V5 -2V
[ ?
=10 &v5 -5
0 V6 %45

Muutmaks nulliks maatriksi A elementi A®(3,2), moodustame Givensi maat-
riksi G3(2,3). Leiame suuruste ¢ ja s vadrtused:

5./5 S5 3
c= 35 =5 _ = V205
Vv + vyt TV
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ja

Seega,

ja

T
3

R=G

ning

Q= G1(27 3)G2(17 2)G3<27 3) =

3_0

O LD

oD

A (AN
(@)

101
3_0M_O
il

— O O

o O

0
M_72_7O
_

2_7f_70

oS

—hoaho

1_5
o

— O O

o35

[ |
= = =
(TN
N Q0
[0 0 0
_22_23_2

|

Kontrollime:

Ulesanne 2.4.1. Leidke niites 2.3.2 antud maatriksi A Givensi Q R—lahutus.
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Ulesanne 2.4.2.* Leidke maatriksi A Givensi QR-lahutus, kui

—12 1 6 9 12 -3 1
a) A= 4 0 ,b)A:{ g 4],0)/1: -3 1 2
33 4 —3 -1

2.2.5. QR-lahutuse pohiteoreem

Lause 2.5.1. Kui maatriksi A = [a; ---a,] € R™*" (m > n) veeruvektorid a;
(1 =1:n) on lineaarselt soltumatud, A = QR, kusjuures Q = [q; - - - q,n] € R™™
ja R € R™" siis

span{ay,...,ar} = span{qq,...,qr} (k=1:n). (3)
Kui tahistada

Q1 =Q(1:m,1:n), Qe=Q(1:m,n+1:m), Ry =R(1:n,1:n),

R(A) = R(Q) (4)
ja
R(A)" = R(Q2) ()
ning
A= 1R;. (6)

Toestus. Kui A = QR, siis

m 0 k
Tik= .
Ak = E qii7 ik '?k E 4i;7 ik (l =1:m, k=1: n)
J -
J=1

j=1
ehk
k
a, = erkqj (k =1:n).
j=1
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Seega a, € span{qi,...,qr} ja span{ai,...a;} C span{qi,...,qr}. Kuna
rank(A) = n, siis rank(span{ay,...ar}) = k ja secos (3) kehtib. Seosest (3) jarel-
dub k = n korral seos (4) ja sellest omakorda seos (5). Seosest

m n
Qip, = E qi;7 ik = E di;7 5k
j=1 j=1

jareldub vaide (6). O

2.3. Singulaarlahutus

2.3.1. Singulaarlahutuse olemasolu

Lause 3.1.1. Kui maatriksil V; € R™" (r < n) on ortonormeeritud veerud,
siis leidub selline V5 € R™ (™) et V = [V} V5] on ortogonaalmaatriks, kusjuu-
res maatriksi V; veeruvektorite lineaarse katte R(V}) ortogonaalne tiiend R(V;)*
vordub maatriksi V5 veeruvektorite lineaarse kattega R(V3), st R(V1)™ = R(Va).

Toestus pohineb Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessil. [
Lause 3.1.2. Kui x € R" ja Q € R"™*" on ortonormeeritud veergudega
maatriks, siis [|@x||, = ||x]|,
Toestus. Ortonormeeritud veergudega maatriksi Q € R™ ™ korral QTQ = I,
ja
lOxl; = (@%)"Qx = x"Q"Qx = x"x = [Ix||;. O

Lause 3.1.3. Olgu A € R™*". Kui Q € R™"™ ja Z € R™" on ortogonaal-
maatriksid, siis
1QAZ|p = [[Allp
ja

lQAZ]l, = [IAll5 - (1)
Toestame seose (1):

1QAZ]l, = max [[QAZx]l, = max [QA(Zx)], =

x|[;=1 [Ixl[;=1

= max [[QAz[, = max [[Q(Az)|[, = max [|Az[|, = [[A]l, .

|E H2_1 ||z |2* |z ||2*
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Lause 3.1.4 (teoreem singulaarlahutuse olemasolust). Kui A € R™*™, siis
leiduvad sellised ortogonaalsed maatriksid

U=[u - u,] e R™™

ja
V — [Vl .o 'Vn] c RnX’n7
et
UTAV =3 = diag(oy,...,0,) € R™™ (p=min{m,n}), (2)
kusjuures
op>032>...20,2>0.

Toestus. Maatriksi 2-normi definitsiooni pohjal leiduvad sellised vektorid
x € R"jayeR"™, et Ax = oy ja [|x[, = |lyll, = 1 ning 0 = ||4]|,. Lause
3.1.1 pohjal leiduvad sellised maatriksid Vo, € R™ ™D ja U, € R™ =D et
V =[x V,] ja U = [y Us] on ortogonaalmaatriksid. Sellise tahistuse korral saame

y’ y!
UTAV = | 2o [Alx Vo] =77 [[Ax AWy | =
2 U2
T T T
|y | oy'y y AV |
‘[UJ}["Y AVQ]‘[aU?y UQTAVJ_
T
_|:(O]-“é:| A17

kus w =Vl ATy ja B = U] AV,. Et

sle =l =)

I [7]]

> (o +wliw)?
2
Al 2<||AH2 7

1 W 2_ 1ll2 W

1AL5 > 0% +wiw = [|A]l; + w'w.

Siis

Teisalt,
2

= A3 (0% + w'w)
2

ja seega
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Lause 3.1.3 pohjal leiame, et || A, |2 = ||A||3. Jarelikult, w"w =0 ja w = 0. Saame,

et -
T . CTO
=[5 0]
ehk .
o UO T
A_U{O B}v
ja

o 07 o 07 o? 0
ATAZV[O BT]UTU{O B}VT:V{O BTB}VT.

o2 oF

. . T .
Seega maatriksid A" A ja [ 0o BB

Jarelikult,

} on sarnased ja neil on samad omavaartused.

MATA) = {s*} UNB'B),

kusjuures o2 kui ||Al|5 on maatriksi ATA suurim omaviértus. Nendime, et téinu
maatriksi AT A siimmeetrilisusele on koik maatriksi A7 A omavasrtused mittenega-
tiivsed. Arutelu, mida kasutasime maatriksi A korral, kasutame jargneval eta-
pil maatriksi B korral, jne. Seega piki maatriksi ¥ peadiagonaali paigutuvad
ruutjuured maatriksi AT A omaviairtustest, tdpsemalt esimesed p = min{m,n}
kahanevas jarjestuses. [J

Definitsioon 3.1.1. Seost kujul (2) nimetatakse maatriksi A € R™*"™ singu-
laarlahutuseks. Seoses (2) esineva maatriksi ¥ peadiagonaali elemente
o; (i =1:min{m,n}) nimetatakse maatriksi A singulaarvidartusteks.

2.3.2. Singulaarlahutuse omadused

Seosest (2) jarelduvad seosed
AV =UX (3)

ja

ATU = vyt (4)
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Lause 3.2.1. Kui A€ R™" A=UXVT U=[u - - u,] € R™™ ja
v,] € R™™ siis iga ¢ =1 : min{m, n} korral kehtivad seosed

V g [Vl ..
AVi = o;Uu;, (5)
ATUZ‘ = 0;V;, (6)
[Allp =0t +...+ 0, (p=min{m,n})
ja
14, = o1
ning
A
min” X1l =0, (m>n).
x#0 x|l

Téestus. Olgu n > m. Vaatleme seost (3), mis on esitatav kujul

op 0 -+ 0 O
0 oo --- 0 O
A[Vl"'vn]:[ul"‘um] : : . ) .
0O 0 -+ o, 0
ehk
[Avy -+ Av,| = [ oja; -+ opW, 0 ],

mis maatriksi esimeses m veerus paiknevate elementide jaoks ongi seos (5). Vaat-

leme seost (4), mis on esitatav kujul

[ o1 0 0 |
0 oy 0
ATy - up] = [vy -+ v, :
0 0 Om,
00 0 |
ehk
[ATuy - ATu,] = [ o1Vl *** OmVm } ,

mis elemenditi kujutab seost (6). Rohutame, et lause toestuses on siimboliga ”0”

tahistatud ka teatud nullidest koosnevad blokid. [
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Lause 3.2.2. Kui maatriksi A € R™*" singulaarlahutuses (2) esinevad singu-
laarvaartused rahuldavad vorratusi

01 2...20’7>0r+1:...:0'p:(),
SIIS
1. e span{uy,..., u,} = R(A);
e span{vi,..., v,.} = R(AT);
hd Spcm{urﬂ, ) um} = N(AT)a
o span{V,y1,..., vo} = N(A);
e rank(A) =r;

e maatriksi A singulaarvaartused on vordsed hiiperellipsoidi
E ={Ax : ||x|| = 1} pooltelgede pikkustega;

o A= Z::l O'iuZ'V;r.
Téestame esimese neist omadustest. Vaatleme seost A = UXVT. Et

Tlin T O—jvkja kuijzl:r,
=V ]ﬂ“_z%vsr{ 0, kui j=r+1:m,

s=1
siis
m '
T 2 : T E
Qip — [UZV ]zk = u”[ZV ]jk = UijUjUkj
j=1 j=1
ehk
T
aE = E OV 4;.
j=1
Seega,

a, € span{uy,..., u,} (k=1:n)= span{uy,..., u,} =R(A). O

Lause 3.2.3. Kui A € R™" ja A = USV7 on maatriksi A singulaarlahutus,
siis U € R™™ veeruvektorid on AAT normeeritud omavektorid ja V € R"™*"
veeruvektorid on AT A normeeritud omavektorid. Maatriksi A singulaarviirtused
avalduvad ruutjuurtena nii AT A kui ka AAT omaviirtustest.
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Toestus. Liahtudes maatriksi A singulaarlahutusest leiame maatriksite AAT ja
AT A esitused:

AAT = uxvIvetuT = uxehut (7)
ja

ATA=vyTUTusv? = vty (8)
Et maatriksid ¥X7 ja XY on diagonaalmaatriksid, siis ortogonaalmaatriksid U ja

V peavad esitustes (7) ja (8) koosnema vastavalt maatriksi AAT ja AT A omavektore-
ist. O

2.3.3. Singulaarlahutuse algoritm

Algoritm 3.3.1. Maatriksi A € R™*" singulaarlahutuse (2) leidmiseks tuleb:
I Leida maatriksi A7 A omaviartused ja paigutada need kahanemise jérjekorras.
IT Leida maatriksi AT A nullist erinevate omavéirtuste arv r.
III Leida saadud omaviirtustele vastavad maatriksi A7 A ortonormeeritud omavek-
torid ja paigutada need samas jarjekorras maatriksi V' € R™*™ veeruvektoreiks.
IV Moodustada diagonaalmaatriks ¥ € R™*" mille peadiagonaalile paigutada
ruutjuured o; = \/A; punktis I saadud maatriksi ATA p = min{m,n} esimesest
omavaartusest kahanevas jarjestuses.
V Leida maatriksi U € R™*™ esimesed veeruvektorid:

ui:O';lAVi (Zzl 27’). (9)
VI Lisada maatriksisse U iilejaanud m — r veeruvektorit Gram-Schmidti ortogon-

aliseerimisprotsessi abil.

Naide 3.3.1. Leiame maatriksi

singulaarlahutuse.

I Leiame ATA = [ ? 5 } omavaartused: \; = 3, Xy = 1.
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II Leiame maatriksi AT A nullist erinevate omavéirtuste arvu: r = 2 .
II1 Leiame maatriksi AT A omaviairtustele \; ja Ay vastavad ortonormeeritud omavek-

vl T V22T L L
torid v; = [ \/5/2 ja vy = _\/5/2 ning moodustame maatriksi

— — \/5/2 \/5/2 2x2
V—[Vl V2]_|:\/§/2 _\/5/2 eER .
IV Leiame singulaarmaatriksi ¥ € R3*?2 :
V3 0 V3 0
Y= 0 Vi|=| 0 1]/,
0 O 0 0

mille peadiagonaalil on ruutjuured maatriksi A7 A omavéartustest (kahanevas jirjes-
tuses) ja iilejadnud maatriksi ¥ elemendid on nullid.
V Leiame valemite (9) abil maatriksi U € R3*® kaks esimest veeruvektorit,

o E[E Y e [ YR
2[4 )

O~

ja
11 0
Uy = Uz_lAVQ = 01 |: _g?; :| = —\/5/2
10 V2/2
VI Vektori ug arvutamiseks leiame Gram-Schmitd’i protsessiga algul vektori ug,
mis on risti vektoritega u; ja us:
U3 =e; — (ule))u; — (uley)u, = [ 1/3 —-1/3 —1/3 }T.
Normeerides vektori 13, saame
V3/3
us = —\/3/3
_\/§ /3

Seega,

v6/3 0 V3/3
U:[ul Uy 113}: \/6/6 \/5/2 —\/5/3
V6/6 —v2/2 —V/3/3
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ja maatriksi A singulaarlahutuseks on:

V6/3 0 V3/3 V3 0 N R
A= V6/6 —v2/2 —/3/3 0 1 / /2|
V6/6 V22 —v33 || 0 o {\/5/2 _\/5/21

Naide 3.3.2. Leiame maatriksi A = [ 2 1 =2 ] singulaarlahutuse.
I Leiame maatriksi A7 A omavéairtused:

4—)\ 2 —4 A =9,
det(ATA-A)=0<] 2 1-X =2 |=0={ X\=0,
—4 =2 4-) Az = 0.

IT Leiame maatriksi AT A nullist erinevate omaviartuste arvu: r = 1.
[T Leiame maatriksi AT A omavektorid:

M=9 = vi=[-2/3 -1/3 2/3]",

e =[5 2vE5 0]
B vs = [ 4V5/15 2/5/15 5v5/15 ]".

Kuna omavaértus 0 on kordne, siis vektori vs leidmiseks on kasutatud Gram-
Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi. ”Kleebime” kokku ortogonaalmaatriksi V' :

—2/3 —/5/5 44/5/15
V=|-1/3 2V/5/5 2V5/15
2/3 0  5V5/15

IV Koostame singulaarmaatriksi:

¥=[300].
V Arvutame valemite (9) abil maatriksi U ainsa veeruvektori:
1 1
w=gAvi=o[2 1 -2][-2/3 -1/3 2/3]"=[-1].

Seega on maatriksi A singulaarlahutus

-2/3  —1/3  2/3
A=UsvT=[-1][3 0 0] | —=V5/5 2V5/5 0
44/5/15 2v/5/15 5v/5/15
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Naide 3.3.3.* Leiame maatriksi

2 2 2 2
A= | T L 11 _1
10 10 10 10
309 3 _9
5 5 5 5

singulaarlahutuse.

Antud 3 x 4-maatriksil A on tilimalt kolm nullist erinevat singulaarvaartust. Jare-
likult on otstarbekas leida maatriksi A nullist erinevad singulaarvééartused 3 x 3-
maatriksi AAT abil (mitte 4 x 4-maatriksi AT A abil). Et

9 7 3
2 2 2 2 5 10 8 16 0 0
AAT — | 1 1 1w 1 o5, oo 2 2|
PR T2 3 T bk
5 5 5 5 2 1L _2 5 5
10 5
siis maatriksi AAT karakteristlik vorrand on
16 — A 0 0
29 12
K S N
0 = T A

ehk
(16 — ) (36 — 13X+ A%) =0
ja selle vorrandi lahendeiks on A\; = 16, Ay = 9 ning \3 = 4. Et \; = 07 ja maatriks

> on 3 x 4-maatriks, siis maatriksi > peadiagonaalil on maatriksi A singulaarvéar-
tused kahanevas jarjekorras ning iilejaanud maatriksi ¥ elemendid on nullid:

4000
YX=103 00
0020

Maatriksi U veeruvektoreiks on maatriksi AAT ortonormeeritud omavektorid:
M=16 = w=[10 0];
T
=9 =u=[0 2 2];

A3 =4 = U3:[O —g g}T
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Vektorite uy, us ja ug "kleepimisel” saame maatriksi

1 0

U:

kot O
(SIS

0

3
5

Vastavalt seosele (6) leiame maatriksi V' kolm esimest veeruvektorit (maatriksi 3
peadiagonaalil on kolm nullist erinevat elementi) valemi

1

Vv, = —ATui
op
abil. Seega
1 1 _1
2 2 2
1 1 1
V] = i , Vo = _i , V3 = i
2 2 2
1 _1 _1
2 2 2

Vektori v, arvutamiseks leiame Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessiga algul
vektori V4, mis on risti vektoritega v, vy ja vs:

Vi=e] — (Vipel)vl — (vgel)VQ — (vgel)V;g =

1 1 1

e i - Cve—[1 1 1 17T
=€ 2V1 2V2+2V3*[4 1 1 4}'
o~ 1 .o
Et [|[V4]], = 3, Slis
9%, —[1 _1 1 _17T
V4_2V4_[2 2 2 2}
ja
1 1 _1 1
2 2 2 2
1 1 1 _1
_ 2 2 2 2
V=11 2 1 1
2 2 2 2
i _1 _1 _1
2 2 2 2
Teostame kontrolli
1 1 1 1
10 0 4000 7 7 2, 2
usvi=10 ¢ -4 0300 2, 2 2 3=
4 3 T2 2 2 T2
0 5 3 0020 [ T SR
2 2 2 2
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2 2 2 2
— | T 1 _1T _ 1 | _ 4
Py
5 5 5 b
ja
11 1 1
T 189 127?21721 O O
UAV=10 ¢ || % 0 1 “w0||1 1 1 1*|=
0o —% 2 s 9 5 _9 2 2 2 2
5 5 5 5 5 5 L1 1 _1
2 T2 T2 T2
4 0 00
=103 00|=X
0020

Ulesanne 3.3.1.* Kasutades niites 3.3.3 saadud maatriksi 4 singulaarlahutust
leida maatriksi A veeruvektorite alamruumi R(A), parempoolse nullruumi N (A),
reavektorite alamruumi R(A”) ja vasakpoolse nullruumi N (AT) baasid.

Ulesanne 3.3.2.* Leida maatriksi A = [ i } singulaarlahutus ja @) R-lahutus.

Ulesanne 3.3.3.* Leida maatriksi A = [ —g +3v3 g\/§+ 3 } singulaar-
lahutus.

2.4. Pseudopoordmaatriks

2.4.1. Vahimruutude meetod

Vaatleme lineaarse vorrandististeemi
Ax=Db (1)

lahendamist vahimruutude meetodil, juhul, kui ei ole taidetud Kronecker-Capelli
teoreemi tingimus, st stisteem ei ole lahenduv tavalises mottes. Vahimruutude mee-
tod on rakendatav ka juhul, kui on taidetud Kronecker-Capelli teoreemi tingimus,
kuid vorrandisiisteem omab lopmata palju lahendeid.
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Naide 4.1.1. Olgu stisteemiks

@11 A12 [ 3 ] B

Q21 A22 £ = Ba )
a31 a3z Bs

kusb=[ 3 B2 fs ]T ¢R(A) ja rank(A) = 2. Olgu p vektori b ristprojektsioon
ruumile R(A). Kuna rank(A) = 2, siis siisteem AX= p on iitheselt lahenduv. Ar-
vestades, et R3 = R(A) ® N(AT), saame, et b — p eN'(AT) & AT(b —p) =0 ja
AT (b—AX) = 0 ehk

ATAx = A™b. (2)
Siisteemi (2) maatriks A7 A on regulaarne, sest rank(A) = 2. Jarelikult on siisteem
(2) esitatud tingimustel {iheselt lahenduv ja

X = (ATA) 1A D. (3)
Halbe Ax — b normi ruudu
|Ax — b2 = (Ax — b)"(Ax — b) =(xT AT — b")"(Ax — b)

minimiseerimisel ( grad | Ax — b3 = 0) jouame sama siisteemini (2) ja jarelikult ka
valemiga (3) méératava lahendini X, vorrandi (1) lahendini vdhimruutude mattes.

Naites 4.1.1 esitatud mottekaik on realiseeritav ka iildisemal juhul.

Definitsioon 4.1.1. Kui A € R™*", siis siisteemi (2) nimetatakse siisteemi
(1) normaalvérrandite sisteemiks.

Lause 4.1.1. Kui A € R™" b ¢R(A) ja rank(A) = n, siis siisteemi (1)
normaalvorrandite siisteem (2) on iiheselt lahenduv ja siisteemi (1) lahend vahim-
ruutude mottes X avaldub kujul (3).

Naide 4.1.2.* Lahendame vahimruutude mottes vorrandisiisteemi

11 1
2 3 {51}: 1
2 1 &2 1

Moodustame normaalvorrandite siisteemi A7 Ax = ATb :

1

L2 2], gt 22] | o9 9.5
1 3 1 21"_131 | 9 11 |7 |5 |"
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Seega B B B
G495 =5 | (&=}
9 +11& =5 §=0

Kui A € R™" ja b ¢R(A) ja rank(A) < n , siis normaalvorrandite siisteemil
(2) on lopmata palju lahendeid, mis koik avalduvad kujul

X =X +Xp,

kusjuures X, € R(AT) ja X, € N(A). Nende lahendite X hulgast otsime vihima
normiga, nn optimaalset lahendit x*. Vektorite X, ja X,, ortogonaalsusest jareldub,
et

I[l5 = 1% 115 + %l -

Kuna tingimusest X,, € N(A) jareldub, et AX,, = 0, siis
AX=p & AX+X,) =p & AX+AX, =p = AX, =p

ja X, € R(AT) on vorrandi AX = p optimaalseks lahendiks xT. Seega, x™ = X.

2.4.2. Pseudopoordmaatriks ja optimaalne lahend

Uurime jargnevalt siisteemi Ax = b optimaalse lahendi leidmise algoritmi.

Niide 4.2.1. Olgub=[ 4 £ ] ja

op 0 00
S=10 o 0 0],
0O 0 0O
kus o1 # 0 ja g9 # 0. Leiame siisteemi
Yx=Db
optimaalse lahendi. Vektori b ristprojektsioon ruumile R(X3) on

p=[06 B 0 ]Tja b—p=[0 0 ]T . Lahendi X saamiseks tuleb lahendada
susteem
XX =Dp,
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st

op 0 00 = B
0 ()] 0 0 §2 = ﬁg
0 0 0O §3 0
&
ehk _
7+ 0, + 06, +0E = [ B0
06 + 026y + 05 + 08, = B = EQ— AR
08, + 08, + 08, + 08, = 0 £ s
=

kus v,6 € R on suvalised. Valides v = ¢ = 0, saame minimaalse 2-normiga lahendi

x" =] Bifor Pafor O U]T-

Nendime, et saadud x* avaldub ka kujul

51/01 1/0’1 0 0 ﬁ

X+: 52/0'2 _ 0 1/0’2 0 ﬂl
0 0 0 0 2

0 0 0 0 s

Antud naiteiilesande optimaalne lahend x* on saadav vabaliikmete vektorist b,
selle korrutamisel vasakult maatriksiga

1/0’1 0 0
0 1/0'2 0

+
= 0 0 0
0 0 0

Maatriks ¥ on saadav maatriksist X selle transponeerimisel ja seejarel nullist
erinevate elementide asendamisel nende poordelementidega. Seega, x™ = X*b.

Uldistame niites 4.2.1 saadud tulemuse
Lause 4.2.1. Kui

Y =diag(oy,...,0,) € R™" (p =min{m,n}) (1)

ja



siis vorrandisiisteemi

Yx=Db
optimaalne lahend x* avaldub kujul
x =X"b,
kus
Yt =diag(1/oy,...,1/0,,0,...,0) € R™™. (3)
Definitsioon 4.2.1. Olgu
A=UxV"
maatriksi A € R™*" singulaarlahutus. Maatriksi A pseudopodrdmaatriksiks nime-
tatakse maatriksit
AT =VvytUT,
kus ¥ ja ©7 on médratud seostega (1-3).
Ulesanne 4.2.1. Olgu A € R™" ja det(A) # 0. Naidake, et AT = A~
Naide 4.2.2. Leiame néites 3.3.2 esitatud maatriksi A = [ 2 1 =2 }
pseudopoordmaatriksi. Selles naites leidsime maatriksi A singulaarlahutuse
—2/3 -1/3 2/3
A=UsvVT=[-1][3 0 0]| Vv5/5 2V5/5 0
45/15 2v/5/15 5v/5/15
Definitsiooni 4.2.1 pohjal
AT =VyTUT,
S.0
—2/3 /5/5 44/5/15 1/3 2/9
At = —-1/3 2v5/5 2v/5/15 0 |[-1]=]-1/9
2/3 0  5V5/15 0 —2/9

Lause 4.2.2. Kui A € R™*", siis siisteemi Ax = p optimaalne lahend
(vdhimruutude mottes) x* on leitav valemiga

xt = A"b.

Toestus.  Vektori korrutamisel ortogonaalmaatriksiga U7T siilib vektori
2-norm. Jarelikult,

|Ax — bl|, = [|[USV x = b||, = [|[SV'x-U"b|,.
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Teostame asenduse, y =V 7x. Seega

min ||Ax —b||, = ;2%{% HEy—UTbH2.

xeR”
Lause 4.2.1 pohjal on avaldist HEy—U TbH2 minimiseerivaks vektoriks
yt=2TU"b

ja vektor
xT=Vy" =VSTUTb =A4"b
minimiseerib avaldise ||Ax — b||,. O

Naide 4.2.3. Leiame stlisteemi

26+ & — 285 =9
optimaalse lahendi. Naites 4.2.2 leidsime siisteemimaatriksi

A=[2 1 —2]

pseudopoordmaatriksi
2/9
At = | —-1/9
—2/9
Lause 4.2.2 pohjal saame optimaalse lahendi
2/9 2
xt=A"b=1| -1/9 | [9]=| -1
—-2/9 -2
Naide 4.2.4. Leiame siisteemi
11 1
01 ((x=]2
10 3

optimaalse lahendi. Naites 3.3.1 leidsime stisteemimaatriksi A singulaarlahutuse

V6/3 0 V3/3 V3 0
A= V6/6 V2/2 —3/3 0 1
V6/6 —v2/2 —/3/3 0 0
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Kasutades definitsiooni 4.2.1, leiame pseudopoordmaatriksi

A IR vors vl e
V2/2 —/2/2 0 10 /3
/3 —V3/3 —/3/3
B { 1/3 2/3 —1/3}
Tl 13 —1/3 2/3 |
Ststeemi optimaalne lahend avaldub kujul

= [18 2 0]2| - [4]

Ulesanne 4.2.2.* Leidke maatriksi A = [0] pseudopoérdmaatriks ja selgitage
saadud tulemust. Vastus: AT = [0].

Ulesanne 4.2.3.* Leidke maatriksi A pseudopoordmaatriks, kui

3 11
a>A:{4]’b)A: 2 3
21

Ulesanne 4.2.4.* Milline on ortonormeeritud veergudega maatriksi A pseudo-
poordmaatriks? Vastus: AT = AT,

Ulesanne 4.2.5.% Leidke siisteemi

11 1
2 3 [61}: 1
2 1 & 1

optimaalne lahend.
Lause 4.2.3 (Moore-Penrose’i tingimused). Kui A € R™*" siis tingimusi

AXA=A, XAX =X, (AX)" = AX, (XA)T =XA
rahuldab vaid iiks maatriks X € R" ™ ja selleks on A*.
Ulesanne 4.2.6.* Maatriksit A nimetatakse projektsioonimaatriksiks, kui
A2=A N AT = A

Kontrollige projektsioonimaatriksi A korral Moore-Penrose’i tingimuste taidetust.
Kas AT = A?
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2.5. Maatriksi Jordani kuju

2.5.1. Maatriksi diagonalisatsioon

Lauses 1.2.6.8 Jordani lahutusest vaidetakse, et kui A € C"*", siis leidub selline
regulaarne X € C™" et

XTTAX = J =diag(Jy, ..., Jp), (1)

kusjuures m; + ... +m; = n ja

[N 1 o --- 0
0o N 1 :
: .. .. o1
L0 o e 0N

on Jordani blokk ehk Jordani kast ning maatriks J kannab maatriksi A Jordani
kanoonilise kuju ehk Jordani normaalkuju nime. Jordani blokkide arv lahutuses
(1) vordub maatriksi A lineaarselt soltumatute omavektorite arvuga. Nimelt ig-
ale lineaarselt soltumatule omavektorile vastab iiks blokk. Seega, kui maatriksil
A on omavektoreist koosnev baas, siis koik Jordani blokid on 1 x 1— blokid
ja Jordani normaalkuju langeb kokku lauses 1.2.5.8 esitatud maatriksi diagon-
aalkujuga ST1AS = A, kus A = diag(\,...,\,) ja maatriksi S veergudeks on
neile omavaartustele vastavad maatriksi A lineaarselt soltumatud omavektorid.

Naide 5.1.1.* Leiame maatriksi

3 -1 2
A= 1 -1 1
-1 1 0
Jordani kuju.
Leiame maatriksi A omavadrtused:
A =1,
det(A—X)=0 & (MX-1)(A=2) = { \=—1,
)\3 -
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Leiame neile omavéaartustele vastavad omavektorid:

3—-1 -1 2 0
AM=1— 1 —1-1 1 o™
—1 1 0—-1 0
1 -2 1 1 -2 1 0 1
I1—2.1
~ 2 —1 2 H”I\’H 0 30 :0 = X1= 01;
-1 1 -1 10 |0 -1 0 :0 -
—1 ] 5
)\2 =-1 — Xo= —2 X )\3 =2 — X3= 1
1] —2
Koostame maatriksi A omavektoreist maatriksi
1 -1 5
S = [ X; Xy X3 } = 0 -2 1
-1 1 =2
ja leiame selle poordmaatriksi
r_1 _1 _ 37
Sfl 12 % 12
P
L 3 3
Tulemuseks saame
1 3 ]
-3 —3 -3 3 - 1 -1 5
STAS=| + -1 & 1 -1 1 0 -2 1 |=
1 1
3 0 3 -1 1 0 -1 1 =2
1 0 O
=10 -1 0| =A.
0 0 2

Lause 5.1.1. Iga Hermitei (simmeetrilist) maatriksit A € C*™*" (A € R™*™)
saab viia diagonaalkujule unitaarmaatriksiga U € C"*™ (ortogonaalmaatriksiga

Q € R™™), st leidub selline U € C™" (@) € R"*"), et
UPAU = A (QTAQ = N\). (2)
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Téoestus.  Schuri lahutuse (lause 1.2.6.5) pohjal on Hermite’i maatriks
A e C™" esitatav kujul
UMAU =T, (3)

kus U € C™" on unitaarmaatriks ja 7' € C™*" on iilemine kolmnurkmaatriks.
Leides seose (3) molemast poolest transponeeritud kaasmaatriksi, saame

UTA U =11,
Arvestades Hermite’i maatriksi definitsiooni A# = A | leiame, et
UPAU =TH. (4)

Seostest (3) ja (4) jareldub, et T'= D. Maatriksiga A sarnase diagonaalmaatriksi
D diagonaali elementideks on maatriksi A omavéartused. Véide stimmeetrilise
maatriksi A € R™" korral on erijuht esitatud komplekssest versioonist. [

Ulesanne 5.1.1.% Olgu

o 1 2 0
1 -1 1 -1
A= 2 1 1 =2
0 -1 -2 0

Leidke selline ortogonaalmaatriks Q € R**, et QT AQ = A, kus A on diagonaal-
maatriks.

Ulesanne 5.1.2.% Olgu

1 1 142
A= -3 -1 1
1—7 1 0

Leidke selline unitaarmaatriks U € C™*", et UY AU = A, kus A on diagonaalmaat-
riks.

Mitte iga ruutmaatriks ei ole viidav kujule (2). Lause 1.2.6.6 pohjal on vaid
normaalmaatriks A (A7 A = AAM) viidav kujule (2). Uldjuhul tuleb maatriksi
diagonaliseerimisel piirduda Jordani normaalkujuga (1).
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2.5.2. Maatriksi Jordani kuju analiiiis

Maatriksi Jordani maatriksi saamisel ei piisa maatriksi omavaartuste leidmisest.

Naide 5.2.1. Leiame maatriksite

S RS R P

Jordani maatriksid J.

On lihtne veenduda, et maatriksite T, A, B ja I spektrid on vordsed,
MT) = MA) = MB) = M) = {1;1}. Leiame neile vastavad omavektorid oma-

vaartuse A = 1 korral:
02 :0 { 1 }
) — X1 = O 3
00 :0

1 -1 :0 { 1 }

_ —X=0 g
1 -1 :O]
00 :0 { 0 }

. —X= g
1 0 :0

I — 000 —>X1:|:(]j:|AX2:|:;):|.
00 :0

Néeme, et maatriksitel T, A ja B on vaid ks soltumatu omavektor ja ainult iiks

omavéaartusele A = 1 vastav Jordani kast ning maatriksitele T, A ja B vastab iihine
Jordani maatriks
g 11
S0 1

Maatriksil I on kaks lineaarselt soltumatut omavektorit ja, jarelikult, kaks Jordani
kasti ja talle vastav Jordani maatriks iihtib maatriksiga 1.

T —

A—

B —

Ulesanne 5.2.1. Veenduge, et maatriksile

. . . . eRan
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vastab titheblokiline Jordani maatriks

11 0 - 0]
o1 1 .0
0 0 1 eRan‘
(00 0 - 1]

Naide 5.2.2. Uurime Jordani maatriksit

=)}

Iy
— A . (5)
Js

S OO W

o O OO

S O = OO

o O oo
|

Leiame omavéaartusele A = 3, mille kordsus on 2, vastavad omavektorid:

01 0 0 0 0
00 0 0 0 0 8
00 -3 1 0 0| =x=|0
00 0 =3 0 0 8
00 0 0 =3 : 0]

Jarelikult vastab omavaartusele A = 3 iiks lineaarselt soltumatu omavektor e; ja

iiks Jordani kast
3 1
0 3 |°

Leiame omavaartusele A = 0, mille kordsus on 3, vastavad omavektorid:

310000 0
03000 °:0 0
00010:0|=x=]g¢
00000°:0 2
(00000 : 0]
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Seega omavaartusele A = 0 vastab kaks lineaarselt soltumatut omavektorit
e; ja e; ja kaks Jordani kasti,
01
0ol

[0].
Kerkib kiisimus, milliseid tingimusi peab suvaline 5 x 5 maatriks A rahuldama, et

talle vastav Jordani maatriks oleks seosega (5) antud maatriks J 7 Kuidas leida
sellist regulaarmaatriksit X, et

ja

XTAX = J? (6)

Esimeseks noudeks on tingimus A(A) = A(J), kuid sellest ei piisa. Vaja on uurida
ka maatriksi A omavektoreid. Esitame seose (6) kujul AX = XJ ehk

31
3
A[Xl X5}:|:X1 X5:| 0 1
0
0
Korrutades maatriksid, saame valemid
AXl = 3X1, AX2 = 3X2 + X3 (7)
ja
Axsy = 0x3, Axy = 0x4 + x3, Axs = 0x5. (8)

Valemitest (7) ja (8) jéreldub, et sarnaselt maatriksiga J peab maatriksil A olema
kolm omavektorit, x;, x5 ja x5. Lisaks peab maatriksil A olema kaks duldistatud
omavektorit ehk kaks I jarku lipuvektorit xo ja X4. Oeldakse, et vektor x, kuulub
ahelasse, mis algab vektoriga x; ja on médratud valemitega (7). See ahel méérab
Jordani kasti .J;. Valemitest (8) kaks esimest médravad vektoritest x5 ja x4 koosneva
teise ahela ning see ahel omakorda Jordani kasti J5. Viimane valemitest (8) méarab
vektorist x5 koosneva kolmanda ahela ning see ahel omakorda Jordani kasti J;3.

Lause 5.2.1. Maatriksi A € C™*" Jordani kuju J méaramine taandub ahelate
otsimisele. Iga ahel algab maatriksi A omavektoriga ning igal indeksi i = 1 : n
vaartusel

Ax; = \ix; V AX; = X + X1, (9)

Vektorid x; on maatriksi X veeruvektorid ja iga ahel maarab iithe Jordani kasti.
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2.5.3. Filipovi algoritm

Kui n = 1, siis Jordani kast langeb iihte antud maatriksiga ja valem (9) on
toene. Oletame, et maatriksi A Jordani kasti konstruktsioon on valemite (9) abil
leitud, kui maatriksi A jark on vaiksem kui n. Kasutame matemaatilise indukt-
siooni meetodit.

I samm. Kui eeldada, et A on singulaarne, siis dim R(A) = r < n. Vaadeldes
vastavat r x r maatriksit, on selle korral konstruktsioon valemite (9) abil teostatav.
Nimelt, ruumis R(A) leidub r soltumatut vektorit w;, mille korral peavad paika
seosed

IT samm. Oletame, et dim R(A) NN (A) = p. Iga nullruumi N (A) vektor on
maatriksi A omavektor, mis vastab maatriksi A omavéaartusele A = 0. Seeparast
peab sammul I olema p ahelat, mis algavad omavaartusele 0 vastava omavektoriga.
Meid huvitab iga sellise ahela viimane vektor. Et need alamruumi R(A) NN (A)
kuuluvad vektorid w; peavad kuuluma ka ruumi R(A), siis peavad nad olema
maatriksi A veeruvektorite lineaarkombinatsioonid

W; = AYz‘

mingi y; korral. Jarelikult jargneb vektor y; vektorile w; omavaartusele A = 0
vastavas ahelas.

III samm. Kuna dimN(A) = n — r, siis peab leiduma veel n —r — p
lineaarselt soltumatut ruumi N(A) vektorit z; alamruumi R(A) N N (A)
ortogonaalses taiendis.

Lause 5.3.1. Filipovi algoritm maarab r vektorit w;, p vektorit y; jan—r—p
vektorit z;, mis maaravad Jordani ahelad. Need vektorid on lineaarselt soltumatud
ja sobivad maatriksi X veeruvektoreiks ning J = X 1AX.

Toestus. Vaadake Strang (1988, 1k 457). [

Naide 5.3.1. Leiame maatriksi

A:

o O O
S O =
S O N

Jordani normaalkuju, kasutades Filipovi algoritmi.
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I samm. Maatriksi kujust on néha, et A\(A) = {0;0;0} ja R(A) = span{e;}.
Seega r = 1 ja leidub tingimust (10) rahuldav vektor w; = e; sellest alamruumist
R(A).

IT samm. Leiame maatriksi A nullruumi A(A) baasi:

01 2 :0 1 0
000 ‘0|=>nm=1]0]Any= 2
000 :0 0 -1

Vektor n; kuulub alamruumi R(A) NN (A) ja p = dimR(A) NN (A) = 1. Lahen-

dame stisteemi

01 2 :1 0
000 :0|=n=]1
00010 0

ITII samm. Valime vektoriks z; vektori ns,.
”Kleebime” kokku maatriksi X :

1 0 0
X:[Wl Y1 Zl]: 01 2
00 —1
Leiame poordmaatriksi
10 0:100 100 :10 0
01 2:010|~(010:01 2]|=
00 -1 :001 001 :00 —1
10 0
X'= 12
0 0 —1
ja Jordani maatriksi
10 0 01 2 10 0 010
X'AX =101 000 01 2]=(000
0 0 —1 0 00 00 —1 0 00
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Pakett "Maple” pakub Jordani lahutuseks:

01 2 2 1 -1 010 20 —3
000f=]00 1 000|035 1
000 01 —2]]L000][01 0

Et maatriksi A Jordani lahutuses esinev maatriks X pole iiheselt méaaratud,
siis paljude iilesannete korral pakub huvi valida maatriks X nii, et konditsiooniarv
k(X) oleks minimaalne. Selline probleem tekkis ka néite 1.2.9.4 lahendamisel.

Ulesanne 5.3.1. Leidke maatriksi

|

W

|

—_
_— N OO
O = O O

Jordani lahutus.

Ulesanne 5.3.2.% Leidke maatriksi

2 1 2 0
—2 2 1 2
A= -2 -1 -1 1
3 1 2 —1
Jordani lahutus.
Ulesanne 5.3.3.% Leidke maatriksi

2 0 0

A= 1 1 —1

-1 1 3

Jordani lahutus.

Ulesanne 5.3.4. Olgu maatriksi A € R™" Jordani lahutus kujul
A= MJM™'. Niidake, et A2 =A= J?=].
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2.6. Lineaarsete algebraliste vorrandisiisteemide lahendamise otsesed mee-
todid

2.6.1. Maatriksi LDM”-lahutus ja LDL"-lahutus

Vaatleme jargnevalt ruutmaatriksi LU —lahutuse erijuhte.

Lause 6.1.1. Kui maatriksi A € R™" koik peamiinorid on nullist erinevad,
siis eksisteerivad sellised iihikpeadiagonaaliga alumised kolmnurkmaatriksid L ja
M ning diagonaalmaatriks D = diag(dy,...,d,), et

A=LDM", (1)

kusjuures lahutus (1) on tihene.

Toestus. Et maatriksi A € R™*" koik peamiinorid on nullist erinevad, siis lause
1.2.2 pohjal leidub maatriksil A iithene LU-lahutus

A=LU. (2)

Olgu D = diag(dy,...,d,), kus d; = u; (i=1:n). Maatriksi A regulaarsusest
jareldub, et maatriks D on regulaarne. Seega, 3 D~! ja MT = D~'U on iilemine
ithikdiagonaaliga kolmnurkmaatriks. Jarelikult,

A=LU = LD(D'U)=LDM".

Lahutuse (1) tihesus jéreldub lahutuse (2) ithesusest. [

Definitsioon 6.1.1.  Lahutust (1) nimetatakse regulaarse maatriksi
A e R™™ LDM"-lahutuseks.

Naide 6.1.1.* Leiame maatriksi

1 2 0 1
-1 -1 -3 0
A= -1 -3 2 2
2 4 0 1

LDM7"-lahutuse.
Nendime, et kui maatriksi A peamiinorid on nullist erinevad, siis maatriksi A
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viimisel Gaussi teisenduse abil kolmnurkkujule, leiame samaaegselt nii maatriksi
L kui ka maatriksi U. Nimelt, alumise kolmnurkmaatriksi L element l;; (i > j)
vordub teguriga, millega tuleb j—ndat rida korrutada mahalahutamisel i—ndast
reast 1—ndas reas oleva elemendi nullistamisel. Leiame, et

l21:—1
1 2 0 1] l==-17T71 2 0 17 lp=-1
-1 -1 =30 lyg =2 0 1 -3 1 l4p =10
1 -3 2 2 — 0 -1 2 3 —
2 4 0 1 00 0 —1|
12 0 1 12 0 1
01 =3 1 | w=01401-3 1/ ,
00 —1 4 00 —1 4 |
00 0 -1 00 0 -1 ]|
12 0 1 10 0 0 12 0 1
o1 =3 1| o1 0 o 01 -3 1 | _ T
U=100-1 4| ]00 -1 0 00 1 —4|-PM
00 0 -1 00 0 -1 00 0 1
ja
1 0 00 10 0 0 1 0 0 0
-1 1 00 01 0 0 2 1 0 0
L=1 1 q2100"P=]00 21 0o |"M=|0g 23 1 ¢
2 0 01 00 0 -1 1 1 -4 1
Teostame kontrolli:
1 0 00 10 0 0 12 0 1
r | -1 1 00 01 0 0 01 -3 1 |
LDM™ =1 1 1 1 00 —1 0 001—4_A‘
2 0 01 00 0 -1 00 1

Lause 6.1.2. Kui regulaarne maatriks A € R™" on stimmeetriline ja selle
maatriksi LDM*-lahutus on kujul (1), siis L = M, st

A=LDL". (3)
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Toestus. Lahutusest (1) jareldub, et
AM™T =LD.
Korrutades viimase seose molemat poolt vasakult maatriksiga M !, saame seose
M*AM™" = M7'LD. (4)
Maatriks M ~*AM~T on siimmeetriline, sest
(M7PAM YT = M'"ATM™T = M~ tAMT.

Maatriks M'AM~T on alumine kolmnurkmaatriks, sest nii M~' kui ka
AM~T = LD on alumised kolmnurkmaatriksid. Seose (4) pohjal on siimmeet-
riline ja alumine ka kolmnurkmaatriks M ~'LD. Seega on maatriks M ~'LD diag-
onaalne. Kuna maatriks D on regulaarne, siis on diagonaalne ka maatriks M ~1L.

Lisaks on maatriks M 'L iihikdiagonaaliga alumine kolmnurkmaatriks. Jarelikult,
ML=ITehk L=M. 010

Ulesanne 6.1.1.* Leidke maatriksi

1 -1 2 0

-1 2 -3 1

A= 2 -3 1 3
0o 1 3 -4

LU-lahutus, LDM7*-lahutus ja LDL"-lahutus.

2.6.2. Positiivselt maaratud susteemid

Definitsioon 6.2.1. Maatriksit A € R™*" nimetatakse positiivselt madratuks,
kui
xTAx >0

iga nullist erineva vektori x € R" korral.

Naide 6.2.1. Maatriks
. 2 1
11
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on positiivselt madratud, sest Vx = & & ]T € R? korral, kus x # 0,

T Ax— [ & m[f }Hg}z[& m[iﬁljgﬂ:

=28 +266+86 =8+ (G +&)7>0.

Ulesanne 6.2.1.* Niidake, et maatriks

A:

_ N W
— N DD
—_ =

on positiivselt maaratud.

Lause 6.2.1. Kui A € R™" on positiivselt maaratud maatriks ja maatriksi
X € R™* veeruvektorid on lineaarselt soltumatud, siis maatriks

B=XTAX € RF*¥

on samuti positiivselt maaratud.
Téestus. Kui vektori z € R korral kehtib seos

0> zTBz,

siis

0>2z'Bz=2"XTAXz = (Xz)" A(X2z)
ja maatriksi A positiivsest madratusest jareldub, et Xz = 0. Et maatriksi X veer-
uvektorid on lineaarselt soltumatud, siis tingimusest Xz = 0 jareldub, et z = 0.

Seega, tingimustest z € R¥ ja z # 0 jareldub z” Bz >0, st maatriks B on positiiv-
selt maaratud. [

Jareldus 6.2.1. Kui maatriks A € R™*" on positiivselt madratud, siis koik
maatriksi A alammaatriksid, mis on saadud maatriksi A samanumbriliste ridade ja
veergude kustutamisel, on positiivselt maaratud ja koik maatriksi A peadiagonaali
elemendid on positiivsed.

Toestus. Kui v € RF (k < n) on selliste naturaalarvuliste koordinaatidega
V1, ..., vektor, et
1<y <... <y <n,
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siis
X =1I,(,v)eR""

on maatriks, mis on saadud iithikmaatriksi I, veergudest, indeksitega vy, ..., .
Seega on maatriksi X veeruvektorid lineaarselt soltumatud ja lause 6.2.1 pohjal
on maatriks X7 AX positiivselt madratud. Maatriks X7 AX on maatriksi A alam-
maatriks, mis on saadud maatriksi A ridadest ja veergudest numbritega v, ..., 1.
Seega, koik maatriksi A alammaatriksid, mis on saadud maatriksi A samanumb-
riliste ridade ja veergude kustutamisel, on positiivselt maaratud. Valides & = 1,
saame jarelduse vaite teise poole. [

Jareldus 6.2.2. Kui A € R™" on positiivselt maaratud, siis maatriksil A
leidub lahutus A = LDM? ja diagonaalmaatriksi D peadiagonaali koik elemendid
on positiivsed.

Toestus. Jarelduse 6.2.1 pohjal on koik maatriksi A alammaatriksid
Al 2 k1 k) (E=1:n)

positiivselt maaratud ja seega regulaarsed maatriksid ning lause 6.1.1 pohjal eks-
isteerib LDM7T —lahutus.  Vottes lauses 6.2.1 X = L~7, leiame, et
maatriks

B=DM"L"T=L"1AL"

on positiivselt madratud. Kuna maatriks M7 LT on iilemine iihikdiagonaaliga
kolmnurkmaatriks, siis maatriksitel B ja D on sama peadiagonaal ja seal peavad
maatriksi B positiivse maaratuse tottu olema positiivsed elemendid. [

Lause 6.2.2 (Cholesky lahutus). Kui maatriks A € R™*" on siimmeetriline
ja positiivselt maaratud, siis leidub tapselt iiks alumine positiivse peadiagonaaliga

kolmnurkmaatriks G, et
A=GGT. (5)

Toestus. Lause 6.1.2 pohjal leiduvad ja on iiheselt maaratud iihikdigonaaliga
alumine kolmnurkmaatriks L ja diagonaalmaatriks D = diag(dy, . . ., d,), nii, et ke-

htib lahutus (3), s.0 A = LDLT. Jirelduse 6.2.2 kohaselt on maatriksi D elemendid
dy positiivsed. Seetottu maatriks

G =LVD = L-diag(\/dy,...,\/d,) € R™"

on positiivse peadiagonaaliga alumine kolmnurkmaatriks ja kehtib seos (5). Lahu-
tuse (5) tihesus jareldub lahutuse (3) ithesusest. O
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Lahutus (5) on tuntud Cholesky lahutuse nime all. Maatriksit G nimetatakse
maatriksi A Cholesky kolmnurkmaatriksiks. Simmeetrilise ja positiivselt maaratud
maatriksiga A vorrandisiisteemi

Ax=Db

lahendamiseks tuleb, esiteks, leida maatriksi A Cholesky kolmnurkmaatriksiks G.
Teiseks, tuleb lahendada kolmnurkmaatriksiga siisteem

Gy =b.
Kolmandaks, tuleb lahendada siisteem

GTx=y.

Cholesky lahutust on voimalik leida samm-sammult.

Lause 6.2.3. Kui maatriks A € R™*™ on siimmeetriline ja positiivselt maara-

tud, siis tahistuse
T
a v
=[5 ]

korral on maatriks A esitatav kujul
A | vil [ g of 1 o’ B vl/3 (6)
|\v B | | v/B I, 0 B—vwvl/a 0 I,.1 |’

kusjuures 3 = y/a. Maatriks B — vvT /a on positiivselt méaratud. Kui

B— v /a=G\GT,

G_[vfﬁ g:]

Téestus. Kontrollime lahutuse (6) 6igsust:

o 5[0 5] [0 7]

s o 5 vTp] 7 VT B
N |:V/ﬁ B—VVT/al {0 I ] a [ v VVT/ﬁ2—|—B—VVT/a] n

siis A = GGT, kusjuures
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a vI
_|:V Bl_A'

1 —vl/a
Lo )

T B 1 o7 a vl 1 —~vija|
XTAX = [ —v/a I, } [ v B 0 I, N
|« vl 1 —~Vvijal]l [« o’
10 B-wTl/a 0 I, | |0 B=wvwl/a|"

Et maatriks A on positiivselt madratud ja maatriksi X veeruvektorite siisteem on
lineaarselt soltumatu, siis lause 6.2.1 pohjal on positiivselt maaratud ka maatriks

Ssiis

o} o’
0 B-vvl/a

ja jarelduse 6.2.1 viitel on maatriks B — vv’ /o samuti positiivselt méiaratud ning
voime analoogiliselt maatriksi A lahutusega blokkideks jaotada ka maatriksi B —
vvl/a jne. O

Naide 6.2.2. Leiame maatriksi

0
4
3

A:

O N =
= 00 N
[

LU—lahutuse, LDMT —lahutuse, LD L"-lahutuse ja Cholesky lahutuse.

Maatriksi A peamiinorid on nullist erinevad. Leiame, et

ja
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ning

Teades maatriksi A jaoks LU —lahutust, leiame maatriksi A jaoks LDMT —lahu-
tuse, LD LT-lahutuse ja Cholesky lahutuse:

100 1 00 120
A=LDM" =12 1 0 0 40 0 1 1| =LDL"
01 1 009 00 1
ja
1 00 120
A=GGT=12 2 0 02 2

0 2 3 0 0 3

Leiame maatriksi A Cholesky lahutuse ka samm-sammult, kasutades lauses 6.2.3
esitatud algoritmi. Kuna esimesel sammul

2 8 4
alzlaﬁlz\/alzlavlz{o}uBlz|:4 13:|7
siis
8 4 2 4 4
Bl—Vlvf/a1:{4 13]—[0}[2 0]/1:[4 13]

Jargneval sammul

042:4, 62:\/41:2, V2:[4},BQZ[13]

ja
By—vovijag=[13]-[4][4] /4=[9]=[3][3]".
Seega, G2:[3]
ja
Gl:{vfﬁﬂg (22}:{3 g}
ning

1
_| B 0
G_[V1/51 G1:|_ g

NN O
w o O
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Ulesanne 6.2.2.* Leidke positiivselt maaratud maatriksi

1 2 -1 2
28 6 0
A= 1 6 21 -2
0 —2 25

Cholesky lahutus.

Ulesanne 6.2.3.* Lahendage vorrandististeem Ax = b, kus

1 -1 1 2
A= -1 10 —-10 AN b= =2
1 —-10 14 6

ja on teada maatriksi A Cholesky lahutus

A=GG" N G=| -

— =
w w O
N OO

2.6.3. Positiivselt poolmaaratud maatriksid

Definitsioon 6.3.1. Maatriksit A € R"*" nimetatakse positiivselt poolmadra-

tud maatriksiks, kui
vx € R" = x’ Ax >0.

11
=[]
on positiivselt poolméaratud, sest Vx = [ & & ]T € R? korral

Ax = [ & 52]“ 1“2}:

Naide 6.3.1. Maatriks

=& 52}[212}=(§1+§2)220

153



ja juhul & = —& A& # 0 ndeme, et xT Ax =0, kusjuures x # 0, st maatriks A on
positiivselt poolmaaratud maatriks, kuid ei ole positiivselt maaratud maatriks.

Ulesanne 6.3.1.* Naidake, et maatriks

1
A= |2
3

(SR N}
O O W

on positiivselt poolmaaratud.

Lause 6.3.1. Kui A € R™ " on siimmeetriline positiivselt poolmaaratud maat-
riks, siis

lai;| < \/aiaj;, (7)

a; =0= A(i,:) = A(:,i) =0, (8)
|ai] < (@i + aj;)/2 9)
ja
max|a;;| = maxa;;. (10)
i,j i

Toestus. Olgu o € R ja x = e; + ae; € R". Et maatriks A on positiivselt
poolméaaratud ja siimmeetriline, siis

0
aiy 0 Qpp 1
0<x"Ax=[0" 1 0" a 07 ] 0| =
A - Ay o
0
a1; + aay;
= [ o 1 o o oF } : = a; + aa;; + aaj; + o’ay;,
Qp; + Qp;
ja
a;; + 2aa;; + a2a]~j > 0. (11)

Tingimus (11) on rahuldatud parajasti siis, kui

2
aij — aiiajj S O,
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millest omakorda jareldub véide (7) ja sellest véide (8). Fikseerides vorratuses (11)
suuruse a = +1 ja arvestades maatriksi A siimmeetrilisust, saame
@i + aj; > —2a,
ai; + aj; 2> 2a;;
ja vaited (9) ning (10). O

Ulesanne 6.3.2. Niidake, et Cholesky lahutuse A = GGT algoritm on
rakendatav (viikese muudatusega) ka siimmeetrilise positiivselt poolméératud maat-
riksi A korral.

2.6.4. Maatriksi polaarlahutus ja ruutjuurte meetod

Lause 6.4.1 (maatriksi kompaktsest singulaarlahutusest). Kui maatriksi
A € R™™ (m > n) singulaarlahutuseks on A = ULVT kus U € R™*™ ja
V € R™" on ortogonaalmaatriksid ning ¥ = diag(oy,...,0,) € R™*" siis selle
maatriksi A kompaktseks singulaarlahutuseks on

A=UVT,

kus Uy =U(:,1:n)ja X =X(1:n,:).
Toestus. Kui kasutada maatriksite U ja V' esitust veeruvektorite abil

U=[w - up]
ja
V:[Vl Vn],
siis
01 0 V?
A=USVT =[w - wu, ]| = | =
0 - o, oT
0 0 "
O'1V{
:[ul um] .T :alulvlT—i—...—i—alunvg—i-O
OnV,,
0
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ning

A=USVi=[uw - u, |
0o - o, v
= alulvlT + ...+ alunvg.

Naide 6.4.1. Leida maatriksi

1
A=10 € R3*2
1

o~ K~

kompaktne singulaarlahutus.

Maatriksi A singulaarlahutus A = UXV7T on leitud néites 3.3.1. Selleks on

VvV6/3 0 V3/3 V3 0
A= V6/6 —v2/2 —/3/3 0 1
V6/6  V2/2  —/3/3 0 0

Lause 6.4.1 pohjal on maatriksi A kompaktne singulaarlahutus kujul

%%

A=U2, VT,

kus Uy =U(:,1:n)ja ¥ = X(1:n,:), st

V6/3 0
B B V3 01 [V2/2 V2/2
S IV e v

Lause 6.4.2. Kui maatriksi A € R™*" kompaktseks singulaarlahutuseks on
A=Uz V7,
siis maatriks A on esitatav kujul
A=ZP, (12)

kus Z = U; VT € R™" on ortonormeeritud veergudega maatriks ja P = VX, V7T
on positiivselt poolmaaratud maatriks.
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Toestus. Kuna A = U2, V7T siis
A=U,(VIV)S, VT = (0, vh (v, VT = ZP.

Kontrollime lause vaidete oigsust. Esiteks, Z on ortonormeeritud veergudega maat-
riks, sest

7'z = (V" (UVT) = VULV =vvT =1

Teiseks, P = VX, VT on positiivselt poolméadratud maatriks, sest

x'Px =x"V8Vix = (VIx)'s, (VTx) = Z om; >0 (Vx € R"),
i=1
kus n; = ZZ:I vkiék- O

Definitsioon 6.4.1. Maatriksi A € R™*™ lahutust kujul (12) nimetatakse
polaarlahutuseks.

Naide 6.4.2. Leida maatriksi
1 1
A=10 1| e R*>?
1 0

polaarlahutus.

Niites 6.4.1 on leitud maatriksi A kompaktne singulaarlahutus A = U; 3, V7.
Leiame maatriksi A polaarlahutuses (12) esinevad tegurid Z ja P:

_ T _ _ /2 \/5/2 _
TR ﬁ?g ¢é§//22 {\/5/2 —\/5/2]

1./3 1/3
3 3

= | LW3-1 L/3+1 |,
%ﬁ—k% %\/g—%

=%

P:vzlvT:{ﬁ/2 \/5/2] {

V2/2 —V2/2

|

3 0} {\/5/2 \/5/2]
1] v2/2 —v2/2
vl

N[0 —
P
N[O =
P
+

NN [~

2
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Jarelikult, maatriksi A polaarlahutuseks on

l\/§ 1\/5

A—zp— | 151 15,1 | [3V3+5 5v3—3
6 5 Vo T3 i/3.1 13,1
%\/g_'_% % 3—% 2 2 2 2

Ulesanne 6.4.1.* Leidke maatriksi

1 -1
A= -1 1
V2 V2
polaarlahutus.
Definitsioon 6.4.2. Olgu A € R™". Kui maatriks X € R™" rahuldab
vorrandit X2 = A, siis maatriksit X nimetatakse ruutjuureks maatriksist A.
Lause 6.4.3. Kui
A=GG"

on siimmeetrilise positiivselt poolméaaratud maatriksi A € R"*" Cholesky lahutus
ja

G=UxVv"

on maatriksi G singulaarlahutus ning
X =UxU",

Siis
X?=A

)

st maatriks X on ruutjuur maatriksist A, kusjuures X on siimmeetriline positiivselt
poolmaaratud maatriks. Leidub ainult tiks X.

Toestus. Leiame, et
A=GG" = (UxvhuzvhHT =usviveuT = Us?ut =

=UX(UtU)sUT = (XU (UzUT) = X2

Naidake, et maatriks X on iiheselt méaaratud siimmeetriline positiivselt poolméaa-
ratud maatriks! [
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Naide 6.4.3. Leiame ruutjuure maatriksist
11
-]

Maatriks A on siimmeetriline ja positiivselt poolméédratud (vaadake néaidet

6.3.1) ning
o= [18][34)
Kuna
- -[ B2 222803 4]

_ [ v2/2 ﬂ/zxzx/?l(f:ﬂ/z V2/2
s s 190 |
(12,

V2 12

Ulesanne 6.4.2.* Leidke ruutjuur maatriksist

V2/2 —v/2/2

A=

S = N

1
2
0

=~ O O

2.6.5. Lintmaatriksitega siisteemid

Paljudes rakendustes on vorrandististeemi Ax = b maatriks A lintmaatriks, s.o
tundmatu &; esineb nullist erineva kordajaga vaid i-ndas vorrandis ja mones i-nda
vorrandi "naabervorrandis.”

Lause 6.5.1. Olgu A = LU lintmaatriksi A € R™*" LU —lahutus. Kui maat-
riksil A on iilemine ribalaius ¢ ja alumine ribalaius p, siis maatriksil U on iilemine
ribalaius ¢ ja maatriksil L alumine ribalaius p.
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Toestame induktsioonimeetodil. Juhul n = 1 vaide kehtib. Naitame indukt-
sioonisammu lubatavust. Kehtigu vdide (n — 1) x (n — 1)-maatriksi A korral. Olgu
maatriks A esitatud kujul

s { a wl }

v B

A—{l OT]{l o7 }[a WT:|

| v/a I, 0 B—vwl/a 0 I, |’

Et vektoritel v ja w on nullist erinevad vaid tlimalt p ja q esimest koordinaati, siis
maatriks B — vw?! on iilemise ribalaiusega p ja alumise ribalaiusega g. Maatriks
B —vwl/a on (n—1) x (n — 1)- maatriks ja seega, B — vw’ /a = LUy, kus U;
on iilemise ribalaiusega ¢ ja L; alumise ribalaiusega p. Maatriksid

[ ]

a w’h
v=[5 % |

on vastavalt ribalaiustega p ja ¢ ning A = LU. [J

Siis

ja

Ulesanne 6.5.1. Leidke niites 6.2.2 esitatud maatriksi LU—lahutuse korral
maatriksite A, L ja U alumised ja iilemised ribalaiused.

2.6.6. Blokk-siisteemid

Vaatleme siisteemi Ax = b kujul

D, F 0 e 1T by ]
E, Dy . : X9 by
' ' =] (13)
: Dy Fpy | | Xnt by
0 Bo: D, | L X 1 [ Pn ]

160



kus D;, E;, F; € R?9 ja x;, b; € R?. Kui esitame maatriksi A kujul

I ) U, F 0
Ly 1 : Uy, :
A: . . ,
I Unfl anl
0 Lna I]] 0 U, |
siis

Uy ja) 0

LU, LiF, +Us I
LyU, LoFs +Us  Fjy

L3Us

: .. .. Fn—l
0 e Ln—lUn—l Ln—an—l + Un _

Leiame samm-sammult blokid L; ja U; :
U, = D; — lahendada LU, = F; —
— Uy = Dy — L1 I} — lahendada LyUy = Fy — - -+ —
—U,-1=D,_1— L,,_3F,_5 — lahendada L,_1U,_1 = E,_1 —
—U,=D, — L, 1F, ;.

Siisteemi (13) lahendamiseks tuleb koigepealt lahendada siisteem

! 0w ] e
L1 I . Yo bg

: .. ] Yn-1 bn—l
0 - Loy 1] L Y| | bn ]

Leiame, et

yi=b = Liyi+ys2=by—ys=by—-Liy; — - —

161



— Liayia+yi=bi—yi=bi— Li1yi — -+

- Lnfl)"nfl + ¥y, = bn —Yn = bn - Lnflynfl-

Teiseks, tuleb lahendada siisteem

Uy

0

By
Us

Unfl

anl
Un

Xn—1
Xnp

Y1
Yo

Yn—1
Yn

Naide 6.6.1." Lahendame vorrandisiisteemi Ax = b, kus

kus D;, E;, F; € R*? ja

Dlz{l —1] /\F1:{2 1

1 0

ne=|

Esitame maatriksi A kujul

A=LU =

-1 1
2 1

— = = O
|
N = N = OO

I
Ly

0 O
I, 0

0 Ly I
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b1
B2
B3
A b= =
fa
Bs
| Fs
0
F2 )
D,
2
: _1}/\D2
1
o
Uy, F;1 0
0 Uy, Fy, | =
0 0 Us

—

_ O W ks =



Ur Fy 0
= | LiUi LiFi+ U, Fy
LyUs LoFy 4+ Us

Leiame
1 -1
U1:D1:|:1 0:|a
-2 2
L1U1—E1:>L1—[ 1 0]7
LiF +Upg=Dy = Upy=| & 51,
-3 0
- - 1/3 1/9
L2U2—E2=>L2—{1/3 7/9},
- - 10/9 5/9
L2F2+U3—D3 = Ug—[ 7/9 _19/9:|
ja ) o
1 0 O 0O 00 1 -1 2 1 0 0 ]
0O 1 O 0O 00 1 0 1 0 0 0
A -2 2 1 0O 00 0 0 4 3 -1 1
o 1 0 O 1 00 0O 0 -3 0 2 1
0 0 1/3 1/9 1 0 0 0 0 0 10/9 5/9
| 0 0 1/3 7/9 0 L]10 0 0 0 7/9 —19/9_

Stisteemi Ax = b lahendi leidmiseks lahendame kaks siisteemi Ly = b ja Ux = y.
Stisteem Ly = b on esitatav kujul

I, 0 0 Y1 b,
Ly I, O Yo = by )
0 Ly Io Y3 b3 |
kus i
o } { 1 } s —4
b, = = A by = = A
' [52 1 2 ba 3
2=
A by = = ,
’ {66 1
ja



Ays = bz — Lays.

Stisteemi Ux = y, mis on esitatav kujul

U, i 0 X1 Y1
0 Uy Fy Xo | =1 ¥ |
0 0 U3 X3 Y3

lahendamisel saame

_ 1 _ 0
x3:U31y3=[0} /\XzzUzl(Y2—F2X3):[_1] A

, 1
/\X1:U11(y1—F1X2):|:_1:|.

Seega
X1
x=|x|=[1-10-110].
X3

2.6.7. Vorrandisiisteemide lahendamine () R—meetodil

Vaatleme stisteemi
Ax = b, (14)

kus A = QR on regulaarmaatriksi A € R™*" ) R-lahutus, kusjuures () € R"*" on
ortogonaalmaatriks ja R € R™*™ on tilemine kolmnurkmaatriks. Asendades seoses
(14) maatriksi A tema @ R-lahutusega, saame

QRx =b. (15)
Korrutades seose (15) molemaid pooli vasakult maatriksiga QT leiame, et
Rx =Q"b. (16)

Siisteem (16) on iilemise kolmnurkmaatriksiga R. Maatriksi A regulaarsusest jérel-
dub maatriksi R regulaarsus. Seega on siisteem (16) iiheselt lahenduv. Selleks
kasutatakse lauses 1.1.2 esitatud asendust tagasisuunas.
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Naide 6.7.1. Lahendame () R-meetodil stisteemi

2 0 1 1
6 2 0|x=]|0]. (17)
-3 -1 -1 1

Niites 2.3.2 on leitud stisteemimaatriksi () R-lahutus:

2 0 1 5 —2v5 —15 0 -7 -2 -3
6 2 0]=22) 65 4 -7 || 0 2 58
-3 -1 -1 3WVh -2 —14 0 0 25
Esitame stisteemi (17) kujul (16),
-7 =& 3 JB [ —2v/6 —6vh 3V5 1 1
0 2V6 -85 x=—=| -5 4 =2 01,
0 0 25 0 7 -4 |1
S.0
T g ;
0 25 15 |x=| 15
0 0 2V5 —2V5
Saadud iilemise kolmnurkmaatriksiga siisteemi lahendame asendusega tagasi-
suunas. Tulemuseks saame, et x :[ 1 -3 -1 }T.

Vaatleme siisteemi (14), kus A = QR on regulaarmaatriksi A € R™*"
(m > n) QR-lahutus, kusjuures @ € R™ ™ on ortogonaalmaatriks ja R € R™*"
on iilemine kolmnurkmaatriks, lahendamist vahimruutude meetodil. Olgu

R
QTA—R—[ 01:|
ja
C

kus Ry € R™" c € R" ningd € R™™". Leiame

2

1Ax = b2 = ||QT Ax—Q"b||; = H [ %1 } X — [ q }
2
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Rlx —C 2 2 2
| ] = 1R el ale.
2
Kuna suurus ||d|]§ on konstantne, siis minimiseerida saame vaid suurust

|Rix — clf;

ja selle minimaalseks vadrtuseks on 0. Tdesti, tingimusest dim R (A) = n jareldub,
et maatriks R; on regulaarne. Seega, siisteem

R1XLS = C,

kus siimboliga x5 on téhistatud siisteemi (14) lahendit vadhimruutude méttes, on
itheselt lahenduv.

Naide 6.7.2. Leiame siisteemi

1 0 O 1
0O 1 0 0
0 0 —-1]|x=|1
1 0 O 0
0 -1 0 1

lahendi vahimruutude mottes () R-meetodil. Kasutades paketti "Maple”, saame
siisteemimaatriksi @) R-lahutuse:

1 0 0 ~1/vV/2 0 0 —1/v2 0 V2 0 0
0 1 0 0 —1/v/2 0 0 1/v/2 0 —v2 0
0 0 —-11|= 0 0 -1 0 0 0 0 1
1 0 0 ~1/vV2 0 0 1/v/2 0 0 0 0
0 -1 0 0 1/vV2 0 0 1/V2 0 0 0

Sellest lahutusest selgub, et

V2 0 0]
R, = 0 —vV2 0
0 0 1]
Vektori ¢ saamiseks leiame
-v2 0 0 —3v2 0 7T1 12
0o -2 0 o L2]|o0 V2
Qb = 0 0 —1 0 0 1| = —1

-1v2 0 0 v2 o 0 -2
0 W2 o0 0 V2] l[1 V2
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Seega,
c=[-1v2 17 -1]"

Stisteemi R;x;s = ¢ konkreetseks kujuks saame

-2 0 0 —3V2
0 _\/§ 0 XLs = % 2 )
0 0 1 -1
millest jareldub, et
T
xs=[4 -4 1]
Naide 6.7.3.* Leiame vorrandisusteemi
11 1
2 3 [? } =11
2 1 2 1

lahendi vahimruutude mottes.
Naites 2.3.3 on leitud siisteemimaatriksi () R-lahutus

0 22 3 3
W2 -2 0 V2 | =QR.

1 1
“v2 L2l o oo

NN =

1
3 pum—
1

WINWINW -

Jattes ara maatriksi R viimase nullidest koosneva rea, saame

Leiame
1 2 2 1 5
3 3 3 3
2 1 1 1
Vottes saadud vektori kaks esimest komponenti (maatriksi R; ridade arv on 2),

saame
S

— | 3

c M

Léhtestisteemi lahendi vahimruutude mottes x;¢ leiame stisteemist R1x;5 = c, st

MY HEE
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Ulesanne 6.7.1.* Lahendage vorrandisiisteem

12 -3 1 -2
-3 1 2 |x= 2 0,
4
4 —3 -1 1
teades stisteemimaatriksi ) R-lahutust:
12 5 133
12 -3 1 e 0 13 —<5
-3 1 2|=|-2 - 2 0 —=
4 £ 8% '
4 —3 -1 5 & o 0 0

Ulesanne 6.7.2.* Leidke siisteemi

0 2 -3
1 3 lfl]: 4
0 2 & 2

lahend vahimruutude mottes.

168



2.7. Vorrandisusteemide lahendamine iteratsioonimeetodil

2.7.1. Maatriksi astmed ja poordmaatriks

Lause 7.1.1. Kui F' € R ja ||F|[, < 1, siis I — I on regulaarmaatriks ja

oS
k=0

kusjuures
1

H([—F)_ Hp < TlF”p.

Toestus. Kui eeldame vaitevastaselt, et maatriks I — F' on singulaarne, siis
leidub selline nullist erinev vektor x € R", et (I—F)x = 0, st x =Fx ja ||x||, = || F’x|
ning || F||, > 1. Jarelikult, maatriks 7 — F" on regulaarmaatriks. Maatriksi (I —F)~!
leidmiseks vaatleme samasust

(ZF’“) (I —F)=1—F",

p

Kuna
IEH, < IFl, A IFN, <1 = lim F* =0,

siis
(lim ZF’“) (I-F)=1,
millest jareldub, et
(I —F)~' = lim ZF’“ ZF’“
ja
. 1
-1 k
I =57, < 2 1F1, < =7
k=0 p
mida oligi vaja toestada. [
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Lause 7.1.2. Olgu Q¥ AQ = T = D + N maatriksi A € C™" Schuri lahu-
tus, kusjuures D on diagonaalmaatriks ja N on rangelt iilemine kolmnurkmaatriks
(peadiagonaalil nullid). Olgu A ja p maatriksi A mooduli poolest vastavalt suurim
ja vahim omavaartus. Kui arv 6 > 0, siis iga k > 0 korral

<ror (W ”N—”)

k
I

[P

Kui A on regulaarmaatriks ja arv 6 on selline, et
(1 +0)|pl >IN,
siis iga k > 0 korral

1 )’“
lul = [INl[p/(1+0))

Toestus. Vaadake Golub, Loan (1996, lk 336-337). O

Lihtsalt kontrollitav valem

< oy

Bl=A'-BYB-AA"

naitab, kuidas muutub poordmaatriks, kui asendada maatriks A maatriksiga B.
Selle valemi modifikatsiooniks on jargmise lausega esitatav Sherman-Morrison-
Woodbury valem.

Lause 7.1.3. Kui A € R™" ja U, V € R™*, kusjuures maatriksid A ja
I +VTA-U on regulaarsed, siis

(A+uvhHt=A"1 - AU +VvTAU) VAT

Téestus. Vaadake Golub, Loan (1996, lk 50). O
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2.7.2. Jacobi meetod ja Gauss-Seideli meetod

Olgu A € C"" ja a; # 0 (i=1:n). Vaatleme vorrandisiisteemi
Ax =Db (1)
lahendamist iteratsioonimeetodil.

Definitsioon 7.2.1. Siisteemi (1) lahendi x ldhendiks ehk lihisvddrtuseks ni-
metatakse vektorit, mis teatavas mottes erineb viahe vektorist x. Esitame stisteemi

(1) kujul
Zawﬁj Jai (i = 1:n).

J#
Jacobi iteratsiooniprotsess on defineeritud algoritmi

k+1 Zamf /azz = 1: TL) (2)
J#l

abil. Gauss-Seideli iteratsiooniprotsess on defineeritud algoritmi

i—1 n
&5 = (0= D 0" = D g faw (i =1:n) (3)
j=1 J=it+1

abil. Nii Jacobi kui ka Gauss-Seideli iteratsiooniprotsessi korral saab iileminekut
siisteemi (1) lahendi x lahendilt x® = {¢"1 jirgmisele lihendile
x(k+D) = {§Z( kH)} kirjeldada, kasutades maatrikseid

o o0 --- 0 0 ap -+ a,
e T P I
Ay Gpy - 0 0O 0 --- 0

ja D = diag(ayy,. .., any,), kusjuures A = L 4+ D + U. Naiteks, Jacobi algoritm (2)
on esitatav kujul
MyxD = Nx® 4 p, (4)
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kus M; =D ja N; = —(L + U). Gauss-Seideli algoritm (3) on esitatav kujul
MexF) = Nex® 4 p, (5)

kus MG:D+LjaNG:—U.
Naide 7.2.1." Lahendame stisteemi Ax = b, kus

11 -1 0
A=| -1 3 0| ANb= 2
1 0 =2 -3
Jacobi meetodil.
Esitame maatriksi A kujul
000 1 0 O 01 -1
A=L+D+U=| -1 00|+|103 O0Of+]00 O
1 00 00 =2 00 O
Moodustame maatriksid M; ja N; :
1 0 O 0 -1 1
Mj=D={03 0]|,N=—(L+0U)= 1 0 0
00 =2 -1 0 0
Jacobi iteratsiooniprotsessi algoritm on esitatav kujul
x (kD) — M{lex(k) + Mjflb.
Et
1 0 0 0 -1 1 0 -1 1
M;'N; =10 1/3 0 1 0 0f= % 0 0
0 0 —1/2 -1 0 0 3 0 0
Ja i i
1 0 0 0| 0
-1
M;7"b=1]0 1/3 0 2| = § ,
0 0 —1/2 ]| =3 | | 3
siis _ L
0 -1 1 0
xHD =1 0 o |x®4 |2
Fool o L
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Kui valida alglihendiks x¥ = [0 0 0 }T, siis saame

0 —1 1 0 0 0
x = % 0 0 0|+ § = | .66667 |,
>0 0 0 : 1.5
0 -1 17 o ] [0 ] [ .83333
xP=11 0 0]|].66667 |+ |2 |=/|.66667 |,
5 0 0] 15 | &N | 15|
[0 —1 17 [ .83333 ] [0 ] [ .83333
x®) = % 0 0 66667 | + § = | .94444 |,
20 0] 15 | |35 | 1.9167 |
[0 —1 177[.833337 [0] 97226 ]
xW =11 0 0] .94444 | + | 2 | = | 94444 |,
| 5 0 0] [ 1.9167 | EN | 1.9167 |
0 -1 1 97226 0 97226
xP =11 0 0|].94444 | + | 2| = | .99075
5 00 1.9167 s 1.9861

ja nii edasi (selle vorrandi tdpne lahend on x = [ 11 2 ]T)

Ulesanne 7.2.1.* Lahendage néites 7.2.1 esitatud siisteem Gauss-Seideli mee-
todiga.

2.7.3. Siisteemimaatriksi lagu ja iteratsiooniprotsessi koonduvus

Nii Jacobi kui ka Gauss-Seideli algoritmid on jargmist tiitipi
Mx*) = Nx®) 4 p, (6)

kus A = M — N. Siinjuures radgitakse, et on antud maatriksi A lagu. Iteratsiooni-
algoritmi rakendamisel on oluline, et lineaarset siisteemi (6) stisteemimaatriksiga
M oleks lihtne lahendada. Jacobi meetodi korral on M diagonaalmaatriks ja Gauss-
Seideli meetodi korral alumine kolmnurkmaatriks. Osutub, et seosega (6) maaratud
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iteratsiooniprotsessi koonduvus soltub sellest, milline on maatriksi M~'N spek-
traalraadius.

Definitsioon 7.3.1. Suurust
p(G) = max{|\| : A € \(G)}

nimetatakse maatrikst G € C™*" spektraalraadiuseks.

Lause 7.3.1. Olgu A = M — N regulaarmaatriksi A € R™*" lagu ja b € R".
Kui maatriks M on regulaarne ja

p(M™'N) < 1, (7)

siis algoritmiga (6) médratud lihendite jada {x*)} koondub siisteemi (1) lahendiks
x =A~'b suvalise alglihendi x(? korral.

Toestus. Tahistame,
e®) =x _x (8)

Et siisteemi tapne lahend rahuldab seost
Mx =Nx +b, 9)
siis seostest (6) ja (9) saame
M(xFHD — x) =N (xM — x).
Arvestades téhistust (8), lelame suvalise mittenegatiivse téisarvu k korral seose
Mekt) = Ne®)

ehk
e(k+1) — Mlee(k) _ (Mle)k+1e(0).

Lause 7.1.2 pohjal jareldub hinnangust (7), et

lim (M'N)* = 0.

k—oo
Seega,

klim x*) =x. 0O
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Naide 7.3.1." Olgu siisteemi Ax = b maatriks

Tdestame, et Jacobi algoritmiga miiratud lihendite jada {x*)} koondub selle
siisteemi lahendiks suvalise alglihendi x(*) korral. Et

000 2.0 0 001
A=L+D+U=[000|+|01 O0[+]00 0],
100 00 —1 000
2 0 0 00 —1
Mj=D=1]01 0|, Nj=—(L+U)=| 00 0
00 —1 | -1 0 0|
ja )
1/2 0 0 00 —1 00 —3
M;'N; = 01 0 00 0|=|00 0]/,
00 —1 -10 0 10 0
siis ) .
A(M;'N;) = {0, SiV2, —§¢\/§}
ning

1
p(M;'N;) = max{|A| : X € A(M;'N;)} = 5\/5 <1

Nendime, et maatriks A on regulaarne. Jarelikult lause 7.3.1 pohjal Jacobi al-
goritmiga médratud ldhendite jada {x*®} koondub siisteemi lahendiks x =A~'b
suvalise algliahendi x(?) korral.

Ulesanne 7.3.1.* Lahendage stisteem

-2 1 -1 3
-1 4 -2 |x= 2
-1 -2 =2 —4

nii Jacobi kui ka Gauss-Seideli meetodil. Toestage, et nende algoritmidega méaara-
tud lahendite jadad koonduvad selle siisteemi lahendiks suvalise alglahendi
x(0 korral.
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Ulesanne 7.3.2.* Lahendada siisteem

2 1 -1 5
—1 3 -1 |x=1]3
-1 -1 4 0

nii Jacobi kui ka Gauss-Seideli meetodil. Toestage, et nende algoritmidega maéa-
ratud lahendite jadad koonduvad selle siisteemi lahendiks suvalise alglahendi
x(© korral.

Definitsioon 7.3.2. Maatriksit A € C"*" nimetatakse rangelt domineeriva
diagonaaliga maatriksiks, kui

n

lai] > lag| (i =1:n).
j=1
J#i

Markus 7.3.1. Kui maatriks A € R™*" on rangelt domineeriva diagonaaliga,

siis maatriksi M ;' N, spektraalraadius p(M ;' N;) rahuldab tingimust

p(MleJ> < 17

st valemiga (4) méaratud iteratsioon koondub.
Téestus. Vaadake Golub, Loan (1996, 1k 120, 512). O

Lause 7.3.2. Kui A € R™" on simmeetriline positiivselt maaratud maatriks,
siis Gauss-Seideli iteratsiooniprotsess koondub suvalise x(© korral.

Toestus. Tahistame A = L + D + LT, kus L on rangelt alumine kolmnurkne
maatriks (peadiagonaalil nullid) ja D on diagonaalmaatriks. Kuna maatriks A on
positiivselt maaratud, siis jarelduse 6.2.1 pohjal on positiivselt maaratud ka maat-
riks D. Jarelikult, eksisteerib v/D. Maatriksid A ja L + D on regulaarsed. Seega,
lause 7.3.1 pohjal piisab Gauss-Seideli iteratsiooniprotsessi koonduvuse toestamiseks
naidata, et maatriksi G = —(L+ D)~'U spektraalraadius p(G) rahuldab tingimust
p(G) < 1. Olgu G, = DY2GD~'/2, Et sarnastel maatriksitel G' ja G} on sama spek-
ter, siis piisab kontrollida tingimuse p(G1) < 1 tiidetust. Olgu L; = D~Y/2LD~/2,
Leiame

G, = DY2GD V2 = —DV2([ + D)1 LTD? =

— _DI/Q(DI/QLIDI/Q 4 Dl/QIDl/Q)—lDl/QL'{Dl/QD—l/2 —
— —D1/2[D1/2(L1 4 ])DI/Q]—IDI/QL'{'DI/QD—I/Q —
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= —D'?D V(L + I)"'D'PDVPLIDVPD TV = —(Ly + 1) 'L
Seega piisab toestada, et p(G;) < 1. Kui Gi1x =Ax, kusjuures xx = 1, siis
—(I + L) 'Lix =)x,
—Lix =M1+ Ly)x
ja
—x" LTx = x" x4+ \x" L1x

ning
—x"TLTx = +2x" L x

Kui tahistada x7 Lix = a + i3, siis x?LIx =a —if ja

—a+if=A14a+ip)

ning
_ —a+if
14 a+ip
Seega,
2 2
ap= ot (10)

a2 +2a+ 1452

Kuna maatriks A on positiivselt méaaratud, siis lause 6.2.1 pohjal on positiivselt
maaratud ka maatriks D~/2AD~1/2 ja

D71/2AD71/2 — D71/2<D+L+ LT)Dfl/Z —

— D71/2<D1/2ID1/2 +D1/2L1D1/2 +D1/2L’{D1/2)D71/2 —
=I1+L,+L].
Jarelikult,

0<x¥I+L+LHx=1+x"Lix +x"LTx =1+ 2a

=l+a+if+a—if=2a+1
ja tingimuse (10) pohjal |A| < 1, st p(Gy) < 1. O
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2.7.4. Iteratsiooniprotsessi koonduvuse kiirendamine

Kui suurus p(Mg'Ng) on iihest viiksem, kuid iihele lihedane suurus, siis
Gauss-Seideli meetod koondub, kuid vaga aeglaselt. Tekib probleem, kuidas lahendite
jada {x®} koonduvust kiirendada? Uheks koonduvuse kiirendamise vétteks on nn
relaksatsioonimeetod. Relaksatsioonimeetodi aluseks on algoritm

i—1 n

e = w(B = Yy = " ayel®) fan + (1 -w)eP (i = 11 n),

j=1 j=it1
mille maatrikskujuks on
M x*D = N x®) 4 wb,

kus M, = D+ wlL ja Nw = (1 —w)D — wU. Probleemiks on méérata relaksat-
siooniparameeter w nii, et p(M_'N,) oleks vahim. Teatud lisatingimustel on see
probleem lahendatud.

Teiseks koonduvuse kiirendamise votteks on nn koonduvuse kitrendamise
Chebyshevi vote. Oletame, et oleme leidnud algoritmi (6) abil stisteemi (1) lahendi
x lahendid x, ..., x® . Olgu

MO S ) (1)

J=0

Probleemiks on méirata valemis (11) kordajad v;(k) selliselt, et lihendi y*) veavek-
tor y¥) — x oleks véiksem kui veavektor x*) — x. Juhul

xD=x (j=1:k)
on loomulik néuda, et y*) = x. See on parajasti siis nii, kui

> vik) = 1. (12)

Jj=0

Kuidas valida kordajad v;(k) nii, et need rahuldaks seost (12) ja veavektor oleks
lithima pikkusega? Et
xF) _x = (M_IN)ke(O),

178



Siis

kus G = M~N ja

Tingimusest (12) jareldub, et py(1) = 1. Lisaks,

ly® — x|, <llpe(A)], ||, - (13)

Piirdume jargnevas vaid stimmeetrilise maatriksi G' juhuga. Rahuldagu siimmeetri-
lise maatriksi G omavairtused \; vorratuste ahelat

l<a<\<...<\N<B<l

Kui A\ on maatriksi G omavaartus, mis vastab omavektorile x, siis

k k

X = Z vi(k)Gix = Z vi(k)Nx,

=0 j=0

st vektor x on ka maatriksi py(G) omavektor, mis vastab omavéértusele

k
> vV = pe(N).
=0
Stimmeetrilise maatriksi G' korral on siimmeetriline ka maatriks pg(G). Jarelikult,
(@), = | Z (BN < ma IOV

Selleks, et vahendada suurust ||px(G)]|,, on vaja leida selline politnoom py(z), mille
vaartused 16igul [«, 5] on véikesed ja mis rahuldab tingimust p(1) = 1. Sellise
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omadusega on Chebyshevi poliinoomid. Chebyshevi poliinoomid 16igul [—1;1]
defineeritakse rekurrentse seosega

¢j(2) = 2z¢;1(2) = ¢a(2) (1=21),
kusjuures c¢o(z) = 1 ja ¢1(z) = z. Need poliilnoomid rahuldavad vorratust
G <1 ze 1]

ja ¢;(1) = 1 ning suurused |c;(z)| kasvavad kiiresti véljaspool 16iku [—1;1]. Polii-

e (142 —a)/(3 =)
o= Z—« -«
kus ) ]
“:_1+2ﬁ:221+25:i > 1,

rahuldab tingimusi pi(1) =1 ja

pe(2)] <1 z € [a; 0]

Arvestades seoseid (13) ja(14), leiame, et

<

ek (1)

) —
Iy - x, < 0l

Jéarelikult, mida suurem on p, seda suurem on |ci(u)| ja seda suurem on Chebyshevi

kiirendus.

2.8. Numbriline stabiilsus

Jargnevas vaatleme, kuidas regulaarse maatriksi A € R™*™ ja vektori b € R"
elementide halbed pohjustavad lineaarse siisteemi

Ax=Db (1)
lahendi x héalbeid.
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2.8.1. Singulaarlahutus ja numbriline stabiilsus

Definitsioon 8.1.1. Maatriksi A e—astak defineeritakse valemiga

rank(A,e) = min rank(B).
[A-B|<e

Naide 8.1.1.* Leiame maatriksi

0.1 0.01
A= { ~0.1 0.01 ]

g-astaku, kui € = 0.14.
Ilmselt
0 < rank(A,e) <2.

Kui kehtiks seos
rank(A,e) =0,

siis
dB: rank(B) =0 A [|[A—B|, <e.
Kuna

0 0
Tank(B)_OﬁB_{O 0},

0.1 0.01 00
A= B, = H{ ~0.1 0.01 } - { 00 }
_ 0.1 0.01
- —0.1 0.01
kus A; ja Ay on maatriksi
0.1 -0.1 0.1 0.01 | | 0.02 0
0.01 0.01 —-0.1 0.01 | 0 0.0002

omavaartused. Jarelikult \; = 0.02 ja Ay = 0.0002 ning

Siis

2

= {0 V).

|A— B, =002~ 014142 > 0.14 = ¢
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See on vastuolu ja see tdhendab, et rank(A,e) > 0. Niitame, et rank(A,e) = 1.
Toepoolest, maatriksi
B { 0.1 0.01 ]

0 0
korral rank(B) =1 ja

2

0.1 0.01 0.1 0.01
A= Bll, = H{ —0.1 0.01 } N { 0 0 }

- H{ —8.1 o.(()n } , :max{\/rl’ \/72}

kus A\; ja Ao on maatriksi
0 —0.1 0 0 _ .01 -.001
0 0.01 —-0.1 0.01 | | —.001 .0001

omavaartused. Seega A\; = 0.01 ja Ay = 0.0001 ning

|A =B, = V0.0l ~0.1<0.14=e¢.

See aga tahendab, et rank(A4,¢) = 1.

Lause 8.1.1. Olgu A = UXVT maatriksi A € R™*" singulaarlahutus. Kui
kE <r=rank(A) ja

k
§ : T
Ak = o;u; Vv, ,
=1

siis
min A~ B, = |4~ A, = o0,

rank(B)=k
Toestus. Et i
UV =U"Y o]V =
i=1
. k
i=1
T
=[uf o wl [ Z oV S o]y, | =
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uf
= : [y -+ opu O -0 0] =
T
um
oufu;, -+ opufu, 0 -4 0
oiutuw; -+ ogulu, 0 -0 0
m m

= diag(oy,...,04,0,...,0) € R™"
ja
UT(A — AV = diag(0,...,0,0%11,--.,0,),

kusjuures p = min{m, n}. Kuna maatriksi A — A; eukleidiline norm vordub maat-
riksi UT(A — A)V suurima elemendiga, siis

|A = Aplly, = Ohia

Olgu B € R™*™ maatriks, mille korral rank(B) = k. Voime leida sellised orto-
normaalsed vektorid x, ..., x,_;, et maatriksi B nullruum on vektorite x, ..., x,_;
lineaarne kate, s.o

N(B) = span{xy,...,X, .}

Et ruumis R™ on n + 1 vektorit lineaarselt soltuvad, siis

spcm{xl, - ,xn_k}ﬂ Spcm{Vp ce ;Vk+1} 7 {O}

Kui z on iihikvektor (eukleidilise normi jargi) sellest tihisosast, siis Bz = 0 ja

kt1 k+1
Az = Zajujv Z viz)v, = Zaju] Z z)(viv;) =

i=1

k+1 k+1

= Zaju] Z z)0;; = Zm(v?z)ui.
i=1
Jarelikult,

k1

|A = Bl; > [I(A ~ Bal; = | Azll; = Y _of(v2)’
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k+1 k+1

> ZUI%H(VZ‘TZ)Q = Uz+1 Z(VZTZV = ‘71%+1- [

=1 =1

Jareldus 8.1.1. Kui maatriks A € R™*" on regulaarne, siis maatriksi A vahim
singulaararv o,, naitab maatriksi A kaugust ldhimast singulaarmaatriksist.

Jareldus 8.1.2. Kui r. = rank(A, ¢), siis

01> ...>0,>>0,41>...20, (p=min{m,n}).

Ulesanne 8.1.1.* Kasutage niites 8.1.1 esitatud iilesande lahendamiseks jé-
reldust 8.1.2.

Lause 8.1.2. Kui
A= Zalul = UsV’

on regulaarse maatriksi A € R™" singulaarlahutus, siis siisteemi (1) lahend x
avaldub kujul

-1 T\—1 - u/b
x=A"b=(USV")'b=>" i (2)
i=1 "

Toestus. Kontrollime lause vaite oigsust:

x =A"'b =(UZV) b =VXtU'b =

-3 vabja = 3 wiub) o= 3 Py,
=1 7i

=1

Jareldus 8.1.3. Lahendi esitusest kujul (2) selgub, et maatriksi A elementide
vaikesed halbed voivad pohjustada lahendi x suuri halbeid, kui o, on vaike.

Naide 8.1.1.* Kumba stisteemi, kas

54/125 —169/250 1 [ & ] [ 2
{53/125 —54/125 } & } - { 1 }

vOl

41/16250 —99/13000 | [ & ] [ 2
46/15101 —17/3250 | | & |~ |1
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siisteemimaatriksi elementide vaikesed hélbed voivad pohjustada lahendi x suure-
maid halbeid?

Leiame paketi ”Maple” abil molema siisteemimaatriksi singulaarlahutuse:

el B Dl | o Rl

ja

41/16250 —99/13000 | | —.8 —.6 01 0 —.38462 .92308
46/15101 —17/3250 | | —.6 .8 0 .001 92308 38462 |

Naeme, et esimese siisteemi siisteemimaatriksi vahim singulaarvaartus o, on sada
korda suurem kui teise siisteemi siisteemimaatriksi vahim singulaarvaartus. Seega
voime jarelduse 8.1.3 pohjal viita, et esimene siisteem on stabiilsem kui teine,
s.0 teise siisteemi stisteemimaatriksi elementide vaikesed halbed voivad pohjustada
lahendi x suuremaid héalbeid kui esimese siisteemi siisteemimaatriksi elementide
sama jarku halbed.

Ulesanne 8.1.2.* Kumb stisteemidest, kas

5400/169 —3940/169 | [ & | [ 11
14650/169 —5400/169 | N

vOl

141/845 —841/850 | [ & ] [ 11
201/676 —141/845 B

on stabiilsem?

2.8.2. Taylori arendus

Tépse hinnangu lineaarse siisteemi (1) tundlikkusele saame, kasutades para-
meetrist soltuvat stisteemi

(A+6F)x(5) = b + 6f, (3)
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kus F' € R"" ja f € R" ning x(0) = x. Kui A on regulaarmaatriks, siis x(d) on
diferentseeruv parameetri § funktsioon mingis arvu 0 timbruses. Diferentseerides
seose (3) molemaid pooli parameetri § jérgi, saame

dx

Fx(0)+ (A+ 6F)%(5) =f
ja ;
d—;‘(&) = (A+6F)"N(f — Fx(6)) (4)
Seosest (4) jareldub, et
dx

%(0) = Ail(f — FX)

Kirjutame funktsiooni x(0) jaoks esimest jarku Taylori valemi

x(0) = x + 6(;—?(0) +0(6%) = x + 0A7Hf — Fx) + O(8?).

Tulemuseks saame suvalise vektori normi ja sellele vastava maatriksi normi korral,

et
Ix(0) — x| ||6%(0) + O(*)||  [[6A}(f — Fx) + O(8?)]

]l x| x|
A (IFN + [|F - ||x B f

Arvestades, et seosest (1) jareldub, et ||b|| < ||A]l ||x||, saame hinnangu

[x(0) — x| 1 £ [[F]] 2
i < oA Al G + ) + O067)
< PHATAN Grep
e Ix(6) — x|
x(0) —x
||XH < k<A)(‘€Tel(A) + gTel(b)) + O<52)7
kus €,.¢(A) = |5|ﬁ ja gr(b) = |5|ﬁ on vastavalt maatriksi A ja vektori b

relatiivsed vead.

Lause 8.2.1. Kui A € R™" on regulaarmaatriks, siis lineaarse siisteemi (1)
lahendi x relatiivne viga &,¢/(x), mis vastab maatriksi A relatiivsele veale €,¢(A)
ja vektori b relatiivsele veale €,.(b), avaldub kujul

eret(X) =k(A)(erer(A) + €ra(b)).
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Jareldus 8.2.1. Eukleidilise normi korral kehtib hinnang

erat(x) A2 (2,0(A) + £ra(D)).

n

Toestus. Kehtib seos ||Al, = o01. Regulaarse maatriksi A korral jéreldub
maatriksi A singulaarlahutusest A = UXV7T et A~! = VXHUT, kus
¥t =diag(1/o1,...,1/0,). Kuna max 1/o; = 1/oy,, siis [|[A7Y], = 1/0, ja

ka(A) = [|Ally [A7H]y = o1/on. O

Naide 8.2.1.* Hindame eukleidilise normi korral siisteemi Ax = b lahendi x
relatiivset viga e, (x), kui

80 18 24
A= |60 —24 —32
0 4/5 —3/5

ja ere(A) = 0.09 ning &, (b) = 0.01.
Leiame maatriksi A singulaarlahutuse

80 18 24
A=|60 —24 -32 | =
0 4/5 —3/5
-8 6 0 1000 0 0 ~10 0 0
=| -6 -8 0 0 500 0 0 6 8
0 0 10 0 0 10 0 8 —.6

Jarelduse 8.2.1 pohjal voime vaita, et

100
8rel<X) %;(87@[(14) + grel(b» = T(Oog + OOl) = 10.

3

Ulesanne 8.2.1.* Hinnake eukleidilise normi korral siisteemi Ax = b lahendi
x relatiivset viga e,¢(x), kui

65 —144/13 60/13
A= 156 60/13 —25/13
0 5/13  12/13

ja era(A) = 0.008 ning £,¢(b) = 0.002.
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Mairkus 8.2.1. Kahan (1966) toestas, et
1 [AAL,

k‘p(A) - A+AAI§iligulaarne ”AHp

ja Rice (1966) toestas, et
[(A+AA)~— A7 1

k(A) =lim sup : :
e=0jaa||<e|A| £ | AL|

2.8.3. Ranged hinnangud

Lause 8.2.1 vaide on lokaalset laadi. Nimelt, see vaide on toestatud suhteliselt
vaikeste halvete korral. Jargnevalt esitame lahendi halbe hinnangu tildjuhul. Esi-

teks, toestame iithe vajaliku abitulemuse.
Lause 8.3.1. Kui maatriks A € R™*" on regulaarmaatriks ja

r=[ATE| <1,
siis A + E on regulaarne ja

B _ IE], 1A7Y)
1 1 P p
|(A+E) A MS —

Toestus. Regulaarne maatriks A on esitatav kujul
A+ E=A(I-F),
kus ' = —A™'E. Kuna ||F||, = r < 1, siis lause 7.1.1 pohjal on maatriks I — F

regulaarne ja .
WI—Frwp<1_f

Seega,
(A+E)y'=1I—-F)1'A™?

1A~

ja
-1
[(A+E)7| < -
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Seosest
l=A"1-BY(B-A)A!

jareldub, et
(A+E)'—At'=-A"'EA+E)!

ja
—1112
A~ 512,

A+ By~ = A7|, < [JA7 [ 121 1A+ B) 7|, < —2
Lause 8.3.2. Olgu

Ax = b, AcR™, 0#bcR"
(A+ AA)y =b+Ab, AAe€R™ Abe R",

kusjuures |[AA| < [|A| ja [|[Ab|| < d|b]|. Kui ¢ - k(A) =r <1, siis A+ AA on
regulaarmaatriks ja

Iyl o 1+
Il = T=7
ning
ly =x[ _ 26
< k(A).
[l L—r

Toestus. Et [[ATTAA| < §||A7Y| ||A|l = r < 1, siis lause 8.3.1 pohjal on A+AA
regulaarmaatriks. Kasutades lauset 7.1.1 ja seost

(I+A'AA)y =x+ A1 Ab,

leiame, et

||y|| < ||+ A7 AL (]l + 8 [[A7[ IbID <

< (<l + 8 A7 bl = - (” I ||||A|||\)

Lisaks, leiame, et ||b|| = || Ax]|| < ||A|||x]| Jérelikult,

1
Iyl < 3= lix]l + 7 [xI).
st lause vaite esimene pool on toene. Et kehtib seos

y —x = A'Ab—A"'Ay,
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Siis

ly = x|l < a [[A7 [ Ibll+a [[ATH | LAl Iy

ja seega ,
% < 5k(A)% + 6k(A)H <
< 5 k(A) <1+ i:) _ 12_5TI<:(A). 0
Niide 8.3.1.* Olgu
A= {232 ggg} A AA, <8 A b= { 38} A A, < 4.

Hindame siisteemi Ax = b lahendi relatiivset viga. Kasutame eukleidilist normi.

AT A — 02.8 29.6 52.8 60.4 | | 3664 4752
| 604 52.8 29.6 52.8 | | 4752 6436

ja maatriksi AT A omaviirtused on A\; = 10000 ja Ay = 100, siis

1A, = max{\//\l, \/AQ} — 100.
Leiame vektori b eukleidilise normi
|b|l, = V402 4 30% = 50.

Kui valida 6 = 0.08, siis on rahuldatud tingimused |AA| < J[|4] ja
|Ab|| < d/b||. Maatriksi A singulaarlahutusest

528 604 | | —8 —.6 100.0 0 -6 —.8
296 528 | | —6 .8 0 10.0 -8 6

100
= 10.

leiame, et
01

k2(A) - 09 - ﬁ

Seega
r=20-ky(A)=008-10=08<1
ja lause 8.3.2 pohjal saame

|Ax|, 26 2.0.8
< = .

Il = 1=




Ulesanne 8.3.1.* Olgu

120

A= { 05 _12} A JAA|, £ 169/15 A b= { o

—156 —5 } A ||Ab], < 13/15.

Leidke stisteemi Ax = b lahendi relatiivne viga. Kasutage eukleidilist normi.

2.9. Diferentsvorrandite ja diferentsiaalvorrandisiisteemide
lahendamine

Vaatleme jargnevalt, kuidas rakendada maatriksi omavaartusprobleemi uurimisel
esimese peatiiki alajaotuses 1.2.5 saadud tulemusi lineaarsete diferentsvorrandite
ja diferentsiaalvorrandite lahendamisel.

2.9.1. Lineaarsed konstantsete kordajatega diferentsvorrandid

Uurime diferentsvorrandi

Frotn =7 Fiin—1 + v lhpn—2+ -+ Vo1 Fey1 + W Fk (1)

lahendamist.

Defintsioon 9.1.1. Vérrandit kujul (1), kus naturaalarv n ja konstantsed
kordajad 7, (v = 1 : n) on antud ning jada {F}} iildelement Fj on otsitav,
nimetatakse lineaarseks konstantsete kordajatega n-jarku diferentsvorrandiks.

Naide 9.1.1. Ants paigutas 1000 EEK panka kaheks aastaks. Kui suur
on summa tema pangaarvel kahe aasta parast, kui panga liitintressimaar on:
1) 30% aastas (st aasta moodumisel lisatatakse summale 30% summa suuru-
sest); 2) 2,5% kuus; 3) 30/365 % péevas.

Esimesel juhul on oluline summa suurus kolmel hetkel: esiteks, panka paneku
hetkel, tahistame summat stimboliga Fy; teiseks, ithe aasta moodumisel, olgu siis
summaks Fi; kolmandaks, kahe aasta moodumisel ja olgu see summa siis F5. Need
summad alluvad seaduspérasusele:

Fyp1=(1+0,3)F, (k=0;1).

Selle seadusparasuse kirjeldamisel on kasutatud esimest jarku diferentsvorrandit
Fip1 = 1,3F;, . Tlmselt, F, = 1,3%F, = 1690.

Teisel juhul on olulised 25 summat: Fy, F, Fs,-- -, Foy. Nende kirjeldamiseks
votame kasutusele diferentsvorrandi Fiy; = 1,025F). Kahe aasta moodudes on
Antsul pangas Fhy = 1,025 F ~ 1809, 7 EEK.
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Kolmandal juhul tuleb vaadelda 731 summat: Fy, F,- -, Fr3o. Sel juhul suu-
rused Fj rahuldavad diferentsvorrandit Fr.q3 = (1 + 0,3/365)F; ja kahe aasta
moodudes on Antsul pangas Frzo = (1 +0,3/365)™F, ~ 1821,7 EEK.

Huvi pakub veel piirjuht, kui liitintressimédar on  30/N% ajaintervalli 1/N
aastat kohta ja N — oo . Selleks leiame piirvaartuse:

0,3\ 0,317 "
lim (1 + W) Fy= lim <1 + W) Fy = Fe® ~ 1822,1.

N—o0 N—o0

Kui def T
uké(Fk+n71 Fk+n72 Fk) (k:O71727"')7 (2>
siis seos (1) on kirja pandav kujul
U1 = Auy, (3)
kus
N 2 V3 Tn—-1  Tn
10 0 0 0
0O 1 0 0 0
A= 0 0 1 0 0 (4)
o o o0 -- 1 0
Olgu Mg, Ao, -+, A\, maatriksi A omavéaartused ja xi,X»,---,X, neile vastavad
omavektorid. Eeldame taiendavalt, et vektorid x;,xs,- -+ , X, moodustavad baasi

ruumis R"™. Moodustame maatriksi S, mille veeruvektoriteks on need omavektorid:
S =(x1 Xg...Xp) . (5)
Seose (3) korduval rakendamisel leiame, et
u, = Augp_q = A%up_g = - - = AFu,. (6)
Omavektoreist koosneva baasi korral on maatriks A esitatav kujul
A= SAST, (7)
kus A = diag(A1, Aa, -+ -, An). Seostest (6) ja (7) jareldub, et

w, = (SAS™) ug = SASTISAS - SASTug = SAFS My, (8)
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kus A* = diag(A\¥, N5 -+ \F). Teisalt, vektor uy, ruumi R"™ vektorina on

itheselt avalduv baasivektorite xq,Xs, -+ ,X, lineaarkombinatsioonina:
Uy = C1X] + CaXg + -+ - + Xy, (9)
Tahistuse ¢ = (¢1, ¢, ..., ¢,)" korral on seos (9) kirja pandav ka kujul
uy = Sc, (10)

millest saame vektori ug koordinaatide veeru eelnevalt valitud omavektorite baasil:
c =S "u,. (11)
Korrutades seose (9) molemat poolt vasakult maatriksiga A*, saame:
_ k k ky . \k k k
ug = ClA X1 + CQA Xg+ -+ CnA Xy = cl)\lxl + CQ)\QXQ + -+ Cn/\an. (12)

Et kehtib seos (11), siis seos (8) kujutab endast esituse (12) kompaktset kuju.

Lause 9.1.1. Kui maatriksi A omavektorid x1,X», -+ , X, moodustavad baasi
ruumis R” ja maatriksi S veeruvektoriteks on need omavektorid, siis diferentsvor-
randi (3) algtingimust ug rahuldav erilahend on esitatav kujul

u;, = SAFSu, (13)

vol
u, = 01/\]fX1 + 02)\]§X2 +---+ Cn)\fLXm (14)

kus kordajad ¢; (i = 1:n) on madratud seosega (10) voi seosega (11).
Naide 9.1.2. Leiame diferentsvorrandi

Frys = 2Fy10 + Fiy1 — 28,

erilahendi F}, mis rahuldab algtingimusi Fy =1, F; =2, F, = 3.
Tegemist on kolmandat jarku diferentsvorrandiga. Kui tahistada

W = (Fryo Fron Fu)',

Ssiis

2 1 —2
w=0B20)"A"A=10 0
01 0
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Koostame karakteristliku vorrandi ja leiame omavaartused:

2—-A 1 -2
1 0—Xx 0 =0 &
0 1 0—A

SR2-MDN -2+ 2A=0<= XN -2X2-)\+2=0=
$A1:1A>\2:2AA3:—1

Leiame omavéaartusele Ay = 1 vastava omavektori

1 1 -2 0 . 1
_ 11 -2 10

1 =1 00|~ , =x3=1 1
01 —1 0

0 1 =2
0o 1 -2 L
ning omavaartusele A3 = —1 vastava omavektori
31 -2 :0 . 1
. 110 : 0
11 0 :0 ]|~ . =x3=| —1
) 01 1:0 1
0 1

Et maatriksi erinevatele omavaartustele vastavad omavektorid on lineaarselt soltu-
matud, siis vektorid x;,Xs ja x3 moodustavad baasi ruumis R?. Paigutame need
vektorid maatriksi S veeruvektoreiks:

1
-1
1

— N

1
S=11
1

Jargmise sammuna tuleb leida S~! . Osutub, et

-1/2 12 1
st=1{( 13 0o -1/3
1/6 —1/2 1/3
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Maatriks A* omab kuju

0 0

Af=1 0 2¢ 0

0 0 (=1)*

Lauses 9.1.1 esitatud algoritmi (13) pohjal leiame, et

uk:SAS_luoz

1 4 —1/2  1/2 1 3
=1 2 1/3 0o -1/3 2 | =

11 1/6 —1/2 1/3 1
1 2k+2 1)k 1/2 1/2 + 23 /3 + (—1)*1/6
= | 1 2! ( 1)kt 2/3 | = 1/2+282/3+(-1)*/6
1 28 (1) —-1/6 1/2 + 281 /3 + (—=1)**1/6

Arvestades vektori uy, esitust (2), saame vastuse
F,=1/2+2"1/3 + (=1)" /6.

Vaatleme pogusalt algoritmi (13) abil leitud vektori uy leidmist ka lauses 9.1.1
esitatud algoritmi (14) abil. Selleks tuleb, esiteks, leida kordajad ¢; seose (11) abil

~1/2 1/2 1 3 1/2
c=S1y=| 1/3 0 -1/3 2 | = 2/3
16 —1/2 1/3 1 ~1/6
ja siis rakendada algoritmi (13):
1 4 1
1 2 1

uk:§1k 1 +§2k 2 _6(_1)k -1 | =

1 1 1

1/2 + 2k+3/3 + (_1)k+1/6
= 1/2 4 22/3 + (—1)k/6
1/2 4 281/3 + (—1)*1/6

Definitsioon 9.1.2. Diferentsvorrandit ug,; = Au, nimetatakse diskreetset
Markovi protsessi kirjeldavaks, kui

n
(lszO AN Zaijzl
i=1
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Naide 9.1.3. Vaatleme pulma kirjeldavat diskreetset Markovi protsessi. Eel-
dame, et koik 100 pulmalist istuvad algul laua aéres ja uuritava protsessi kaigus pul-
mamajast ei lahku. Pulmalisel on kolm voimalikku tegevust: pidutseda laua aares,
tantsida voi puhata. Eeldame, et iileminekud tihelt tegevuselt teisele toimuvad
teatud diskreetsetel ajahetkedel tg,%,ts,--- teatud skeemi alusel: lauasistujaist
2/5 jédb laua ddrde, 2/5 laheb tantsule ja 1/5 otsustab puhata; tantsijaist 2/5
naaseb laua juurde, 1/5 jatkab tantsu ja 2/5 otsustab puhata; puhkajaist 1/5 naa-
seb laua juurde, 2/5 laheb tantsule ja 2/5 jatkab puhkust. Uurida situatsiooni pul-
mamajas vahetult enne ajahetke ¢; saabumist ja situatsiooni piirprotsessis k — oo.

Olgu vahetult enne ajahetke t; saabumist lauas pg, tantsul oy ja puhkamas 73
inimest. Voime valja kirjutada seosed:

Pk+1 = 2/5pk +2/50k + 1/57_14:
Ohp1 = 2/5pk + 1/50% + 2/57, . (15)
Tk+1 = 1/5pk —|—2/50’k+2/57'k

Tahistades u, = (p, ox )7 ja
2/5 2/5 1/5

A= 2/5 1/5 2/5 |,
1/5 2/5 2/5

saame siisteemi (15) esitada kujul
upy = Auy.

Meid huvitab selle diferentsvorrandi erilahend wug, mis rahuldab algtingimust
uy = (100 0 0 )T. Lauses 9.1.1 esitatud algoritmi (14) rakendamiseks tuleb,
esiteks, leida maatriksi A omavaartused

2/5-x  2/5  1/5
/5 2/5 2/5-A

teiseks, maatriksi A omavektorid

-3/5 2/5 1/5 10
M=1=1| 2/5 —4/5 2/5 1 0 |~ (

1/5 2/5 —=3/5 i 0

12 -3 0
=
08 —8 10 )
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1/5 2/5 1/5 0
A=1/5=12/5 0 2/5 10
1/5 2/5 1/5 0

0

—x=(10 -1)",
3/5 2/5 1/5 © 0
/52/5 1/ 1 2 3 10
As=-1/5=12/5 2/5 2/5 + 0 | ~ =
0 -2 —4 10
1/5 2/5 3/5 0

Sxy=(1 -2 1)
Omavektorid x1, X5 ja x3 moodustavad ruumi R? baasi. Paigutame need vektorid
maatriksi S veeruvektoreiks:

1 1 1

S=|1 0 -2

1 -1 1

Jargmisena lahendame siisteemi (10):
1 1 1 100 1 0 =2 0
1 0 =2 Of~10 1 3 100 | ~

1 -1 1 0 0 -1 3 0
1o -2: 0 ¢1 = 100/3;

~1 01 3 100 | =4 c=50;
00 6 : 100 c3 = 50/3.

Leiame seose (14) pohjal diferentsvorrandi algtingimusele ug vastava lahendi

1 k 1 1

100 1 50, 1
u, = ?ﬁ 1]+ 50(5) 0 |+ 3(—3)’“ -2
1 ~1 1

ja piirile minnes us, = ( 100/3 100/3 100/3 )T.
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2.9.2. Diferentsiaalvorrandite siisteemid

Vaatleme Cauchy tulesannet: leida maatrikskujul

du
— = A 1

antud diferentsiaalvorrandite siisteemi algtingimust
u |i—o= o (2)

rahuldav erilahend, kusjuures A on antud konstantsete elementidega n x n-maat-
riks, up on antud n x l-maatriks ja u on otsitav n x l-maatriks, mille elementi-
deks on muutuja ¢ funktsioonid. Tegemist on konstantsete kordajatega lineaarse
homogeense diferentsiaalvorrandite siisteemi erilahendi leidmisega. Elemenditi on
tilesanne (1) A (2) esitatav kujul: leida diferentsiaalvorrandite siisteemi

U,Il = a1 U1+  appus+ ... —|—a1nun

uhy = aguit  agUst ... Fagyuy,

u, = Quuit Apolst ... FapUy

algtingimusi uy |i—o= U190, Uz |t=0= U0, - - - , Un |t=0= Uno, Kus
Uy = (Ulo Uzo - - - un0>T7

rahuldav erilahend. Néitame, et seostega (1) ja (2) médratud Cauchy iilesande
lahend on esitatav kujul

u = euy,. (3)
Et
At (A2 (At)3 (At)*
At _
e uo_(IJFFJFTJFTJF”‘JFTJF“')uO (4)
ja
d k k—1
siis
d, A LA(At)?  2A(AH)! kA(At)k1
2 3 k
AUt At (42)* | (At) P (At) b Jug = Aeftug,

10 2! 3! k!
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kus O on n x n-maatriks, mille koik elemendid on nullid. Leiame lisaks, et

A0 (A0)? N (A0)3 N (A0)*

At _ e

+ .. .)LI() = Up.
Jarelikult, seosega (3) médratud vektor u rahuldab nii maatriksvorrandit (1) kui
ka algtingimust (2), st on vaadeldava Cauchy tilesande lahendiks. Pakume Cauchy
tilesande lahendi kujule (3) modifikatsioone veel juhul, kui ruumis R™ leidub maat-
riksi A omavektoreist koosnev baas. Olgu A1, A9, ..., A, maatriksi A omavaartused
ja X1,Xs9,...,X, neile vastavad omavektorid, mis moodustavad baasi ruumis R".
Moodustame kaks n x n-maatriksit: S = ( x; X2 ...X,) (veeruvektoreiks on
omavektorid x;) ja diagonaalmaatriksi

A0 0

1o ox o0

A=lo o o0 | (5)
0 0 An

Antud tingimustel kehtib seos A = SAS™!, millest jareldub, et A* = SAkS—L,

Valemist A A2 A3 A
t t t t
(A0, (P (AP (Ao

1! 2! 3! o k!
ja seostest (3) ning (4) saame

M =T+

(6)

SAS—t SAS—1t)? SAS~1t)k
u=(SIS™' + T +( ol ) +...+%+

(A1) (A (A1) (At
oo Ty Tt

=S+

Seega on iilesande (1) A (2) lahend pandav kirja ka kujul
u = SeS . (7)

Kui tahistada
S~ tug =c, (8)

st vektor ¢ on regulaarse maatriksiga S vorrandisiisteemi

Sc=uy 9)
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lahend, siis seostest (8) ja (9) leiame, et
u = Sele. (10)

Et valemiga (5) madratud maatriks A on diagonaalmaatriks, siis ka maatriks A* on
diagonaalmaatriks, mille peadiagonaali elementideks on ¥ ja seosest (6) saame, et

) )\]f
k=0 F 0 A cet 0 eAlt O “ .. 0
o0 )\2 Aot
eAt — 0 k=0 }l - 0 _ 0 € . 0
oo Ay 0 0 ... e\t
0 0 LoYEM
ning seose (10) pohjal
M0 ... 0 1
0 e ... 0 Co
u=(x;Xg...Xp) = (11)
0 0 ... eMt Cn
CleAlt
Aot
())&
= (X1 X3 ... Xp) = c1eMxy 4 ™%y + ..+ cpeix, .
cpetnt

Naide 9.2.1. Leiame diferentsiaalvorrandite siisteemi

2 2 0
‘;—“:12211
z 01 2

algtingimust u |;—o= (1 0 0)" rahuldava erilahendi.
Koostame karakteristliku vorrandi:

2—X 2 0
I 2-X 2 |=0 & (2=-)N’—4(2-))=0.
0 1 2—A
Selle lahendamisel saame maatriksi omavaartusteks A = 2, Ao = 4 ja A3 = 0.
Leiame koigepealt omavaartusele \; = 2 vastava omavektori:

020 :0 102 0 9
102:0]|l~lo1o:o0]|=xx=( 0
0100 0000 -1
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Analoogiliselt leiame omavaartustele Ay =4 ja A3 = 0 vastavad omavektorid:

2 -2
X9 = 2 , X3 = 2
1 -1
Koostame maatriksi
2 2 =2
S = 0 2 2
-1 1 -1

ja kasutades stisteemi (9), leiame vektori c :

2 2 =2 :1 -1 1 =1 :0 1/4
0 2 2 ‘o~ 0o 2 2 to0|=c=| 1/8
-1 1 -1 %0 0 0 —8 ' 1 —1/8

Kasutame valemit (11) erilahendi véljakirjutamiseks:

2 2 —2
u= iezt 0 —l—%e‘“ 2 —% 2
-1 1 -1

Definitsioon 9.2.1. Siisteemi (1) lahendit nimetatakse stabiilseks, kui
RA; <0 (i =1:n). Ststeemi (1) lahendit nimetatakse neutraalselt stabiilseks,
kui R\, <0 (i =1:n). Siisteemi (1) lahendit nimetatakse mittestabiilseks, kui
di: Re); > 0.

Naites 10.1 antud siisteemi lahend on mittestabiilne, sest nii ReA; = 2 > 0
kui ka Re g =4 > 0.

Vaatleme Cauchy iilesannet: leida maatrikskujul

d*u
(lithidalt, u” = Au) antud diferentsiaalvérrandite siisteemi algtingimusi
du ,
u |—o=uo , at |t=0= 1y (13)

rahuldav erilahend, kusjuures n x n-maatriks A ja n x l-maatriksid ug ja u/0 on
antud konstantsete elementidega maatriksid ning u on otsitav n x 1-maatriks, mille
elementideks on muutuja t funktsioonid.
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Vorrandi (13) lahendeid hakkame otsima kujul
u = et'x,

kus x on konstantne vektor ( m x l-maatriks). Sel korral u = pet'x ja
u’ = piefx. Seosest (12) saame, et

prettx = Aet'x

ehk
M (A — P D)x =0
ja
(A—p*Hx =0
ehk
(A= XDx =0, (14)

kus A = p?%. Seost (14) voime kisitleda kui maatriksi A omaviirtusiilesannet. Olgu
maatriksi A omavédrtusteks A; (i = 1 : n) ja neile vastavaiks omavektoreiks x;.
Uurime jargnevas kaht juhtu 1° ja 2°.

1°. Eeldame, et
1) maatriksi A koik omavaartused on positiivsed, s.o A\; > 0 (i =1 : n);
2) maatriks S = (x; X2 ... X,,) on regulaarne.
Moodustame vektori

u = (1" +die "M)xy + ...+ (cpett + dpe h)x,, (15)
mis on esitatav kujul
u = S(eMc+ e Md), (16)
kus
c=(c ¢ - Cn)T7 d=(d, dy - dn)T
ja
w0 S0 et () : 0
M=1 0 pw = 0 M= 0 et 1 0
0 0 0 0 i ekt
Toesti,



ettt 0 1 e Hit 0 dy

0 e“”t Cn 0 eunt dn

Clelult _|_ dlef;u‘lt

Cneﬂnt + dne_#nt

= (cre"" +die "%, + ...+ (cpe™t + dpe ) x,.

Néitame, et sobivalt valitud vektorite c ja d korral on seosega (15) méaratud vektor
u iilesande (12) A (13) lahend. Vektor u rahuldab vorrandit (12), sest

d*u
ar (crpie™ + d(—pm)?e x4 A (Capne™ + dp(—pn)?e )%, =

= pi(cre"t + die MNxy 4.+l (cpett + dpe T hx,
ja

Au = (cre + die ") Ax) + ..+ (cpet™ + dpe M) Ax, =
— M%(cle‘“t +die "M% ..+ ,ui(cne“"t + de "%,
Valime vektorid ¢ ja d selliselt, et seosega (16), s.o ka seosega (15), méédratud
vektor u rahuldab tingimusi (13). Seosest (16) jareldub, et
u = SM(eMc — e Md),

Seega on algtingimused (13) rahuldatud, kui

{ S(c+d) = u,

SM(c—d) =) - (17)

Punktis 1° toodud eeldustel on maatriksid S ja M regulaarsed, st eksisteerivad
poordmaatriksid S~ ja M 1. Siisteemist (17) jareldub, et

(c+d) =S uy,
c—d)=M"'S5"1u
c
d

~—~

(S7tag + M~1S 1y,
(S’luo — M71371U6).

I
N | =N [ =
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Seega punktis 1° esitatud eeldustel avaldub siisteemi (12) A (13) lahend kujul
1
u= 55 [eM (S ag + MT'S7 y) + e M (ST Tay — MTHS M) = (18)
= S cosh(Mt) S~'ug + Ssinh(Mt) M~'S™ 'y,

kus cosh(Mt) = (M + M) /2 ja sinh(Mt) = (eM! — M) /2.
Naide 9.2.2. Leida stlisteemi

u 311
W = 1 3 1 u
1 1 3
algtingimusi
1 du 0
ul—=|( 1 [, I li—o= | 1
0 1
rahuldav erilahend.
Leiame maatriksi omavaartused:
3—A 1 1
1 3—A 1 =0
1 1 3—A

SB-N)=-3B-N)+2=0=N\2=2, N\3=5.

Nendime, et A; > 0 (i = 1,2,3). Leiame neile omavaartustele vastavad omavekt-
orid:

3—-2 1 1 0
. I71—-1
Mz =2= r3-2 1 0,7,
1 1 3-2 0
111 °:0 £ =—p—gq
~1loo00:0|=>G+La+E=0=4 SL=p =
000 : 0 =4
—P—q —p —q -1 -1
q 0 q 0 1
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X1 = 1

e}
—_

I1+1/2
~Y
I11+1/2

0 3/2 -3/2 0

N—21150[:}H
0 1 -1 : 0

2 1 1 0 2 1 1 10
. IIT+11 .
~1 0 -3/2 32 10| '~ ( 0 —3/2 3/2 © 0

0O 1 -1 0
_ _ Si=p
? ’ §&=p
D 1
=x=1|p =p| 1 = X3 = 1
P 1 1
Et
-1 -1 1
det(S) = 1 0 1 [=3#0,
0 1 1

-+ 3 4 V200
-1 1 2
5 3 3 0 0 V5
ja
W2 0 0
M>7t={ 0 2v2 0 |,
0 0 Vb
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siis lelame valemi (18) abil soovitud erilahendi. Leiame, et

12 _1 1 1
3 3 3
51110(% —3 3 L= -3
o1 0 2
3 3 3 3
W00\ /b 3 oY (o
M7sTap=( 0 120 —3 3 3 L=
0 0 W5/ \ 3 § 3 1
L3
= %\/5 )
5
25
cosh /2t 0 0
cosh(Mt) = 0 cosh /2t 0
0 0 cosh /5t
ja
sinh v/2¢ 0 0
sinh(Mt) = 0 sinh /2t 0 ,
0 0 sinh v/5¢

Ssiis

u = S cosh(Mt) S~ 'ug + Ssinh(Mt) M~1S  uf) =

-1 -1 1 cosh v/2t 0 0 1
= 1 0 1 0 cosh /2t 0 —% +
0 1 1 0 0 cosh /5t %
-1 -1 1 sinhv2t 0 0 §V2
+1 1 0 1 0  sinhv2t 0 V2 | =
0 1 1 0 0  sinhv/5t 2V5
%cosh 2 + %cosht\/g — % (sinh t\/§) V2 + % (sinh t\/g) V5
= %Cosht\/ﬁ + %COSh V5 + % (sinht\/i) V2 + % (sinht\/g) V5
—% cosh tv/2 + %cosht\/g + % (sinh t\/ﬁ) V2 + 1% (sinht\/g) V5
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20 Kui M\? jaoks saadud vadrtused on koik negatiivsed ja erinevad, siis
A2 = —w? ja \ viirtusteks saame +iw; (i = 1 : n), kusjuures nii viirtusele
+w; kui ka —w; vastab sama omavektor x; ja

u = (cie™" +die ™) ry + ...+ (cpe™m + dpex,, = (19)
= (a1 coswit + by sinwit)xy + ... + (a, coswpt + by, sin w,t)x,,.
Et esitatud eeldustel on vektorid x; lineaarselt s6ltumatud, siis S = ( x; X2 ... X;)

ja
u = S(cosQta+sinQb) (20)

ning algtingimuste (14) pohjal saame vektorid a ja b médrata, lahendades siistee-
mid

Sa =ug (21)
ja
SOb = uy, (22)
kusjuures
w1 0 0
0 — 0 W2 0
0 0 Wn,
ning
coswit 0 e 0
cos Of — 0 coswat - -- 0
0 0 <o coswpt
ja
sin wqt 0 e 0
Gin Of — 0 sinwsyt - -- 0
0 0 -+ sinw,t
Naide 9.2.3. Leiame siisteemi
Pu (-2 1
az —\ 1 -2 )"
algtingimusi

(1 du (0
u |t:0_ O ) E |t:0_ 1



rahuldava erilahendi.
Koostame karakteristliku vorrandi (16)

—2—\? 1
1 -2 —\?

ja lahendades, saame \? = —1 ja \3 = —3. Seega

ning

Q:
0

cost . sint 0
coth—( 0 COS\/gt stt-( 0 sin\/gt)'

Leiame omavektorid:

(4 )
)

ja

Seega,

Lahendame stisteemi (21)

() e (3R)

ja stisteemi (22) koostamiseks leiame koigepealt

sa-(1 ) (0 5s)-(0 %)

1 V310 _ 1/2
<1 B 1> = 0= (yog )
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Siisteemi erilahendi saame avaldada valemi (19) abil

u:(%eost#—%smt)(}) (COS\H_TSIH\H)< 1)

_ %cost—l—%sint—i—%cosﬁt—ﬁgsin\/gt
%cost—l—%sint—%cosﬁt—{—ﬁgsin\/gt '

Sama vastuseni jouame ka kasutades kompaktset eeskirja (20) erilahendi leidmiseks.

Et
cos 2t = cos £ 0 _ ( cost 0
- 0 \/gt N 0 Ccos (\/gt)

sin ()¢ = sin b0 _ (st 0
B 0 V3t ) \ 0 sin(V3t) )’
u = S(cosQta+sinQtb)

(3 D i (1)
+(Sigt sin ( \/_t ) ~1 (/22\/§)>

ja

siis

B %cost—i——smt+ cos\/gt) %(sm\/gt)\/g
o %CostJr—smt——cos\/gt)+%(sm\/gt)\/g
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ruum, 6 reavektor, 45
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LINPACK, 5 spektraalnorm, 73
lintmaatriks, 31 spektraalraadius, 175
lintmaatriksiga stisteemid, 160 transponeerimine, 26
lipuvektor, 142 vasakpoolne nullruum, 47
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-lahutus, 97 veeruvektor, 45
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alamhulk, 12
MAPLE, 5
Markovi protsess, 196
MATHCAD, 5
MATHEMATICA, 5
MATLAB, 5
miinor, 42
minimaalpoliinoom, 79
Minkovski vorratus, 17
mittestabiilne lahend, 202
Moore-Penrose’i tingimused, 136
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normaalmaatriks, 66
normaalvorrandite siisteem, 130
normeeritud ruum, 17
normide ekvivalentsus, 18
nullruum, 47
numbriline stabiilsus, 181
omavektor, 51
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vektorid, 21
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osamaatriks, 31
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parempoolne omavektor, 51
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permutatsioonimaatriks, 103

p-norm, 17
polaarlahutus, 156
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projektsioonimaatriks, 136
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Schuri lahutus, 64 iilemine bidiagonaalne maatriks, 32
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singulaararv, 185
singulaarlahutus, 121
singulaarmaatriks, 46
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skalaarkorrutis, 14
spekter, 52
spektraalraadius, 175
stabiilne stisteem, 202
summeetriline maatriks, 28
Sylvesteri teoreem, 92
tagasisuunas asendus, 95
Taylori arendus, 186
transponeeritud kaasmaatriks, 29
maatriks, 26
taielik ruum, 21
unitaarmaatriks, 63
vabadusastmete arv, 46
Vandermonde’i determinant, 41
vasakpoolne nullruum, 47
veeru elimineerimine, 96
vektor, 6
vektori koordinaadid, 13
lahend, 20
norm, 17
ristprojektsioon, 23
vektorruum, 6
vektorruumi alamruum, 9
baas, 13
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moode, 13
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