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1 Banachi piisipunkti printsiip ja selle
rakendused

1.1 Meetriline ruum

Definitsioon 1. Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui igale
tema elementide paarile (x,y) on vastavusse seatud reaalarv p (x,y) nii, et
on taidetud tingimused:
1°p(r,y) =0 =y (samasus);
2° p(z,y) = p(y,x) (stimmeetria);
3°px,y) <p(zr,z)+p(z,y) (kolmnurga vorratus).

Arvu p (z,y) nimetatakse punktide x ja y vaheliseks kauguseks.
Lause 1. Kaugus p(x,y) on mittenegatiivne.
Toestus. Saame

3° 90
0=p(z,2)<p(z,y)+py,x)=2p(2,y)=p(x,y) >0 O

Ulesanne 1. Olgu X = R ja 2,y € X ning p(z,7) & |z — y| . Kontrol-
lige, et on taidetud tingimused 1°-3°.

Niide 1. Olgu X = R" = {z:2=(&,&,..., &) NG R} jay =
(M1,m2,-..,n,) ning p (z,y) =4 \/ZZ:1 (& — mi)°. Teostame tingimuse 3°

kontrolli.
Kui z = (1,62, -+ -, $n) , siis

P’ (z,y) = ZZ=1 (& — 77k)2 = Z’Zzl ((&k — k) + (s — 77k)>2 =

= Dot (G — ) + 2200 (6 — k) (o — me) + 2oy (o —m)” <
kasutame Cauchy-Bunjakovski vorratust }

SO )’ < (D 6d) (D, )

< S (6 — o)+ 20/ (D (6 — %) (S (56— %)+

P G- ) < (VD - )+ T (e W)Q _

=(p(z,2) +p(zy)*. O
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Ulesanne 2. Toestage, et kehtib nelinurga vorratus

p (2, y) = p(w,0)] < p(2,u) +p(y,v).

Ulesanne 3. Toestage, et meetrilise ruumi iga alamhulk on meetriline

ruum.
Naiide 2. Kontrollime, kas

m={r={&}: & e KNG =0(1)},

s.0. koigi tokestatud arvjadade ruum, kus K = R voi K = C ja
def.
p(z,y) = sup (S

on meetriline ruum.
Kuna

&= O(1) A i = O(1) = & — me = O(1),
siis mittenegatiivsete reaalarvude hulk {|&; — nx|} on tilalt tokestatud. Seega
Isupy, |& — x| - Et

p(wy) = 0 sup & =l =0 (& —m| =0 (k€N)) &
& (&=m (keN)) & z =y,
siis tingimus 1° on tédidetud. Lisaks jareldub vordusest
Sk = el = [k — &l
tingimuse 2° tdidetus. Kuna
p(o,y) = sup |§ — | = sup [(€ — ) + (o —m)| <
< Sl;p(|€k — Gkl + sk — ) < sup &k — <kl + sup Sk — k| =
= plx.2)+p(zy)),

siis on téidetud ka 3°. &
Ulesanne 4. Toestage, et hulk

lp = {{fk} & e KA Z €l” < OO}
k=1
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koos kaugusega

s 1/p
p(z,y) = (Z €, — nkv’)
k=1

moodustab meetrilise ruumi. Toestamisel kasutage Minkowski vorratust, vt

5],
n 1/p n 1/p n 1/p
(Damm) s(DakV’) +(Z|bk|p>

k=1 k=1 k=1
ja piirile minekut n — oc.

Ulesanne 5. Tdestage, et koigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide hulk
C'[a, b] koos kaugusega

p(z,y) E max |z(t) — y(t)]

a<t<b

annab meetrilise ruumi.
Ulesanne 6. Toestage, et koigi 16igul [a,b] m korda pidevalt difer-
entseeruvate funktsioonide hulk

C™la,b] = {z = a(t) : ™ (t) € C'la, b}
koos kaugusega
plr.y) S Y max [20(t) —y® (1)
annab meetrilise ruumi.
Definitsioon 2. Hulka
B(a,r) aeXLr>0 {z:zeXNp(z,a) <r}

nimetatakse lahtiseks keraks meetrilises ruumis X.
Definitsioon 3. Hulka

B(a,r) wEXL >0 {r:zeXANp(z,a) <r}

nimetatakse kinniseks keraks meetrilises ruumis X.
Definitsioon 4. Oeldakse, et jada {z,} (z, € X) koondub meetrilise
ruumi X elemendiks z, kui

lim p(z,,z) =0.

n—oo

4



Ulesanne 7. Taestage, et meetrise ruumi koonduva jada iga osajada
koondub.

Lause 2. Koonduva jada piirelement on ainus.

Toestus. Koondugu jada {z,} (x, € X) meetrilise ruumi X elemendiks
x. Olgu jadal {z,} veel teine piirelement y € X. Siis

p(zn, ) —0
p(zn,y) —0
= p,y) <0 = pr,y) =0 =y O

pz.y) < p(wawn)+p(wn,y)—>[ }—>0:>

Definitsioon 5. Jada {z,} nimetatakse fundamentaaljadaks, kui su-
valise € > 0 korral leidub selline ng = ng (¢), et

n>ng Am>nyg = |r,—x,| <e.

Definitsioon 6. Meetrilist ruumi nimetatakse tdaielikuks, kui iga tema
fundamentaaljada koondub selle ruumi elemendiks.

Ulesanne 8. Niidake, et X = Q, kus Q on kdigi ratsionaalarvude hulk,
meetrikaga p (x,y) = |x — y| ei ole téielik.

Naiide 3. Olgu X = R" meetrikaga p (z,y) = \/ZZ=1 (& — ni)”. Kon-
trollime, selle meetrilise ruumi téaielikkust.

Olgu jada {z,,}, kus z,, = <£1m), emo T(;n)) € R", fundamentaalne.

Seega suvalise € > 0 korral leidub selline ng = ng (¢) , et

n 2
I > ngAm>ng =p(x,2,) <ece Z(ﬁéﬂ—&,ﬁ@) <e=
k=1

= <‘§,(€l)— ,(cm)‘ <e (I>ng AN m>ng k:1;2;...;n)> &
& [kasutame Cauchy kriteeriumit] < lim flim) =& (B=1;...5n).

Seega punkt (&1,&s,...,&,) € R" on jada {x,,} piirpunkt ja selle meetrikaga
varustatud ruum R"™ on taielik. &

Saab toestada, et ka eespool vaadeldud ruumid m, I? ja C [a, b] on téielikud.



1.2 Operaatorid

Operaatori moiste on matemaatilisest analiiiisist tuttava funktsiooni moiste
iildistus.
Definitsioon 1. Kui on antud kindel eeskiri f, mille pohjal igale hulga
X elemendile x on vastavusse seatud hulga Y element y, siis 6eldakse, et on
defineeritud operaator f, ja kirjutatakse f: X — Y voiy = f(z) (z € X),
voiy=fx (zreX),voi f:x—y (x€X).
Operaatori asemel kasutatakse nimetusena ka kujutust voi teisendust.
Elementi y = f(z) nimetatakse elemendi = kujutiseks, kusjuures elementi

x nimetatakse originaaliks. Hulka X nimetatakse operaatori méaramispi-
irkonnaks. Kui X; C X, siis hulka

(X)) ={y:yeYry=fz) Nz e X}

nimetatakse hulga X7 kujutiseks.
Ulesanne 1. Tdestage jargmised viited:
I f@)=02f(X)CY; FXiCXoCX=f(Xy)Cf(Xa);
4° X, CX = [f(UsXs) =Uaf (Xa);
5 XeCX = f(Ng X )Cﬂaf (Xa); 6° f71(0) = 0;
7°chX: ch Hf(XD); evicY = f(f! (Y))CYl;
I =Y & ) =X WRCheY 5 ) C /T 1)
1Y ¥ = 1 ) = U (Yo
122V, CY = f~ 1(m Vo) = Naf 1 (Yo);
137 f(X)=Y AVICY = fHY\Y) =X\ f1 (V).
Definitsioon 2. Operaatorit f : X — Y nimetatakse injektiivseks (iik-
siitheseks), kui

f(x1) = f(z2) & 21 = 29,

st iihelgi elemendil hulgast Y ei ole iile iihe originaali.

Definitsioon 3. Operaatorit f : X — Y nimetatakse sirjektiivseks, kui
(pealekujutuseks), kui f(X) =Y, st igal elemendil hulgast Y leidub originaal.

Definitsioon 4. Operaatorit f : X — Y nimetatakse bijektiivseks, kui
ta on injektiivne ja siirjektiivne, st igal elemendil hulgast Y leidub parajasti
iiks originaal.

Definitsioon 5. Operaatorit f meetrilisest ruumist X meetrilisse ruumi
Y nimetatakse pidevaks punktis a € X, kui

Ve>030=0(e): plx,a)<d = p(f(z),[f(a)) <e.



Ulesanne 2. Téestage, et operaator f on pidev punktis a € X parajasti
siis, kui iga koonduva jada z,, — a korral f (z,) — f(a).

1.3 Banachi piisipunkti printsiip

Olgu X meetriline ruum.
Definitsioon 1. Punkti z* € X nimetatakse operaatori f : X — X
pusipunktiks, kui f(z*) = x*.
Niide 1. Olgu X = [a,b] ja f (x) € C'[a, b], kusjuures

x € [a,b] = f(x) € [a,b].

Néitame, et funktsioonil f on (vdhemalt iiks) piisipunkt.

Moodustame abifunktsiooni g(z) = z — f(x). Saame g(a) < 0 ja g(b) > 0.
Et g(x) € C'[a, b], siis peab 16igul [a, b] leiduma selline punkt z*, mille korral
g(x*) = 0. Seega z* — f(z*) =0 ja f(z*) = x*. &

Definitsioon 2. Operaatorit f : X — X nimetatakse ahendavaks, kui
leidub selline g < 1, et

(Vz,y € X) = p(f(2),f(y) <q- p(z,y).

Ulesanne 1. Niidake, et ahendav operaator on pidev.

Ulesanne 2. Niidake, et kui | f /(z)] < K <1 (z € [a,b]), siis operaator
f on ahendav.

Lause 1 (Banachi piisipunkti printsiip). Kui X on téielik meetriline
ruum, siis ahendaval operaatoril f : X — X on parajasti iiks piisipunkt.

Toestus. Olgu zp € X suvaline. Moodustame jada {x,}, kus

z, = f(zn_1) (n €N).

Néitame, et {x,} on Cauchy jada. Et

P (TnTn1) = p(f (@n1), f(@0)) < qp(Tn-1,20) <
< @p(f (Tn2), [ (@aa1)) < ... < q"p (w0, 21)

st
P (xna $n+1) S qnp (3:07 xl) 3



siis kolmnurga vorratuse ja viimase hinnangu abil saame

P(Tn,Tntp) < P (Tn, Tnt1) + P (Tnt1, Tnt2) + oo P (Tpgp—1, Tpp) <
< ¢"p(xo,21) + ¢ o (xo, m1) + .. 4¢P p (0, 11) <
< p(xo,21) C]”qu = 1q_ qﬂ(iUo,fBl) =T

k=0

Seega Ve > 0 korral Ing, et n > ng ja Vp € N korral p (2, Tnip) < €, st
{x,} on Cauchy jada. Ruumi téielikkuse tottu =, "— z* € X. Seega

£ =7 (Jm, 20) = 17 on pidev] = Jin () = hiy s =,

st * on operaatori f piisipunkt. Toestame piisipunkti iihesuse. Olgu lisaks
f(z™*) = x**. Jarelikult

p(x*2™) = p(f(z%),f (@) <gp(a*,2™) = { p(x*;]x:)lz " } =

= pa,z™) <0 = pa*,2™) =0 2" =" O

Ulesanne 3. Tdestage, et kui X on téielik meetriline ruum ja operaator
f on selline, et mingi n € N korral on f" ahendav operaator, siis operaatoril
f on parajasti iiks piisipunkt.

1.4 Banachi piisipunkti printsiibi rakendused

1.4.1 Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamine

Uurime ruumi
X:Rn:{xil':(fl,fg,...,fn)/\ngR} (1411)

kujutust A : X — X, mis on antud seoste

me= Y awé  (k=12,...n) (1.4.1.2)
i=1

abil.



Olgu y = (M, 72, ..., 7,) ning

def.
pla,y) = max |6 — . (1.4.1.3)
Kuna

/ 1 . / ' /_ ‘ {, .

pyy) = max |n = = max 2%& Zlakz&
// "

= - <

2R, (2w (6 - ) < ms Zlamug &

"o ‘ a/
< max. Z!am\lgnag 16— & = <1glg§nzllam!> pla,a"),
1=
siis meetrika (1.4.1.3) korral on tingimus

max » ak| <1 (1.4.1.4)

1<k<n 4
1=

piisav selleks, et seostega (1.4.1.2) méédratud kujutus A on ahendav. Et
meetrika (1.4.1.3) korral ruum R™ on téielik (veenduge), siis tingimus (1.4.1.4)
garanteerib vorradisiisteemi © = Ax {ihese lahenduvuse. Seejuures iterat-
sioonimeetod x,,1 = Az, koondub suvalise zy € X korral selle siisteemi
ainsaks lahendiks.

Ulesanne 1. Olgu X = R” ja p(z,7) et > rei 1&x — mi| . Naidake, et

tingimused
n

<1 (i=1,....n)

k=1

on piisavad selleks, et seostega (1.4.1.2) méératud kujutus A oleks ahendav.

Ulesanne 2. Olgu X = R" ja p(z,7) \/Zk (& — me)?. Naidake,

et tingimus
n n
S <

k=1 i=1

on piisav selleks, et seostega (1.4.1.2) méaaratud kujutus A oleks ahendav.



1.4.2 Diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu ja iihesus

Lause 1 (Cauchy teoreem). Kui D C R? on lahtine sidus hulk ja
f:D—R,

kusjuures f on pidev piirkonnas D ja rahuldab muutuja y jargi Lipschitzi
tingimust piirkonnas D, st leidub selline arv L > 0, et

[ ey) = f @y S Ly —wel ((01), (2,92) € D), (1421

siis algtingimusega

y(@o) = Yo. (1.4.2.2)
diferentsiaalvorrandil p
Yy
2J 1.4.2.3
dr (z,y) ( )

leidub iga (zo,y0) € D korral parajasti tiks lahend.
Ulesanne (1.4.2.2) A (1.4.2.3) on ekvivalentne integraalvorrandiga

y(@) = yo + / " F ()t (1.4.2.4)

Miks? Valime sellise arvu d, et Ld < 1 ja ristkiilik
A={(z,y): (mo—d<z<z0+d) N (Yo — Md <y <yo+ Md)}
kuulub hulka D, kusjuures M > 0 on valitud selliselt, et
| [z, y)l <M ((z,y) €A).
Miks on selline valik voimalik? Olgu

o QOEC[JJ()—d,SL’O—i‘d]:
| 7€ ro—d,wo+dl = |p(x) —yol < Md [

st hulk koosneb 16igul [z — d, zo + d] médratud pidevatest funktsioonidest,
mille graafik paikneb ribas timber funktsiooni y = yo. Kuna

B =B (yo, Md) = {¢ : p (¢, p0) < Md}
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on kinnine hulk (kinnine kera) téielikus meetrilises ruumis C' [xg — d, xo + d],
siis B on ka ise taielik meetriline ruum. Vaatleme operaatorit g, mis maaratakse
seosega,

() () = vo + / F(ty)dt (e B).

Néitame, et g : B — B ja g on ahendav. Kuiy € B A x € [ — d, ¢ + d],
siis

(9(¥)) () = 4ol =

/ :f<t,y<t>>dt] <

/ :|f<t,y<t>>rdt\ < Md

st g(y) € B. Kui y1,y2 € B, siis

p(9(y1), 9(y2)) = |${I;Oa|xgd|(g(y1))(x)_(g(y2)>(x>,S
SR T / (f tw(®) — f(t,yz(t)))dt‘ <
S L / U ) — f @) de <

le—x0| <d
x

< L max |yi(t) — ya2(t)| dt < Ld p(y1,y2)

o [t—xo| <d

< max / L Jya(t) = go(0)] dt <
zo

ja tingimuse Ld < 1 tottu on operaator g ahendav. Lause 1.3.1 pohjal on vor-
randil y = ¢g(y) parajasti iiks lahend. See on samavéirne sellega, et vorrandil
(1.4.2.4) on parajasti iiks lahend ja sellega, et iilesandel (1.4.2.2) A (1.4.2.3)
on parajasti iiks lahend. U

1.4.3 Teoreem ilmutamata funktsioonist

Proleemiks on operaatorvorrandi
F(u,v) =0 (1.4.3.1)
lahendamine punkti (ug, vg) timbruses, kusjuures

F(UO,UO) = 0. (1432)
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Lause 1. Olgu X, Y ja Z Banachi ruumid iile arvukorpuse K ning
F:U(up,v) CX XY — Z (1.4.3.3)

olgu C™-kujutus (n € N) punkti (ug, vo) imbruses, kusjuures (1.4.3.2) kehtib.
Kui operaator

Fv(ll,o,’l)g) Y — 7
on bijektiivne, siis kehtivad jargmised vaited:
1° eksisteerivad sellised arvud » > 0 ja p > 0, et iga u € U korral on vorrandil

(1.4.3.1) selline tihene lahend v = v(u) € Y, mille korral ||u — ug|| < p =
[[v—wol| <7
2° funktsioon u — v (u) € C™ (U), kusjuures

V'(u) = —F, (u,0(u) " Fy (u,0(u))  (VueU).
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2 Normeeritud ruumid ja nende kaasruumid

2.1 Vektorruumid

Vektorruumi moiste on see iiks sagedamini kasutatavaid algebralise struk-
tuuri moisteid tdnapédeva matemaatikas. Néiteks, paljud matemaatilises ana-
liitisis vaadeldavad funktsioonide hulgad on oma algebraliste omaduste poolest
vektorruumid. Analiiiisis pruugitakse termini "vektorruum” asemel terminit
"lineaarne ruum’.

Definitsioon 1. Hulka X nimetatakse vektorruumiks tile arvukorpuse
K, kui hulga X elementide igale paarile (z,y) on vastavusse seatud summa,
r+y€eX, ja igale paarile (a,z), kus @« € K ning x € X, on vastavusse
seatud element aze X, kusjuures on rahuldatud tingimused 1-8 :

1. z+y =y + z (liitmise kommutatiivsus);

z+ (y+ 2) = (x + y) + = (liitmise assotsiatiivsus);

.30 € X :60+ =2z (nulelemendi olemasolu);
VrxeX=3-reX:z+ (—x) =40 (vastandelemendi olemasolu);
. 12 = x (unitaarsus);

. a(fz) = (af)x (assotsiatiivsus arvude korrutamise suhtes);

a(x 4+ y) = ax + ay (distributiivsus vektorite liitmise suhtes);

0 N D Ul e W N

(a+ B)z = ax + Pz (distributiivsus arvude liitmise suhtes).

Tingimused 1-8 kannavad vektorruumi aksioomide nime. Aksioomid 1-4
néitavad, et elementide liitmise suhtes on X kommutatiivne rithm ehk Abeli
rithm. Teist vastavust nimetatakse elemendi arvuga korrutamise tehteks ja
see rahuldab aksioome 5-8. Vektorruumi elemente nimetame wvektoriteks.
Kui K = R, siis koneldakse reaalsest vektorruumist ja kui K = C, siis
kompleksest vektorruumist. Termini "vektorruum” asemel kasutatakse ka
lithendit ”ruum.”

Niide 1. Olgu X = R" = {z:2 = (&,&,..., &) A& €R} jay =
(m1,m2, ..., M) . Kahe ruumi R™ elemendi x ja y summa defineerime

def.
x—i_y - (€1+7717§2+7]27~--7§n+7]n).

Elemendi x korrutamisel reaalarvuga A korrutame selle arvuga koik koor-
dinaadid. Lihtne otsene kontroll naitab, et tingimused 1-8 on t&idetud.
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Naiteks, kontrollime tingimusi 3 ja 4. Konstrueerime elemendid

0:(0,0,...,0), —I:(—gl,—éé,...,—gn).

Kuna

O0+z = (0,0,...,0)+ (&,8&,...,&) = (0+&,0+&,...,04+&,) =
= (&,&,...,6) =z,

siis element ¢ rahuldab suvalise x € X korral tingimust 3 ja on seega ruumi
X nullelement. Elemendi —z korral

l‘+(—ZL‘) = (517627"'7571)+(_£17_€27~--7_€n):
- (51_51752_527"'7511_&1):(97

st tingimus 4 on tdidetud. Veenduge, et ka iilejaanud tingimused 1-2 ja 5-8
on taidetud!

Ulesanne 1. Olgu X on vektorruum. Niidake, et mistahes vektorite
x,y € X jaarvu A € K korral kehtivad jargmised véited ja vordused:
1° vektorruumi X nullvektor 6 on ainus;
2°iga x € X vastandvektor —x on ainus;
3° vastandvektori ithesus lubab defineerida lahutamistehte seosega

-y = x4+ (—y);
L=y & x—y=0;
5 0x=0 VeelX ;
6°\0=0 YAeK;
7 (-l)zr=—x;
=0 < (A=0V z=0).

Ulesanne 2. Vaatleme koigi kompleksarvuliste elementidega m xn—maatrik-
site hulka. Kahe maatriksi summa defineerime maatriksite vastavate elemen-
tide
liitmise teel. Maatriksi korrutamisel kompleksarvuga A korrutame selle arvuga
maatriksi koik elemendid. Kas saame vektorruumi?

Ulesanne 3. Kas koigi funktsioonide = = z(t): [o, 5] — R hulk on
vektorruum (toestage!) iile arvukorpuse R | kui

(x+y) (1) = z(t) +y(t) Vte o, 0]

14



ja
(Az)(t) L Az(t) Ve [a 8.

Ulesanne 4. Kontrollime, kas

m={r={&}: & € KNG =0(1)},
s.o0. koigi tokestatud arvjadade ruum, kus K = R voi K = C ja

vty {& +ne}, Az = {A}

on vektorruum.

Definitsioon 2. Vektorruumi X (iile korpuse K) vektorite hulka W,
mis on vektorruum ruumis X defineeritud vektorite liitmise ja vektori arvuga
korrutamise suhtes, nimetatakse vektorruumi X alamruumiks.

Ulesanne 5. Niidake, et vektorruumi X vektorite hulk W on vektor-
ruumi X alamruum parajasti siis, kui iga kahe vektori z,y € W ja iga arvu
A € K korral ka vektorid x + y ja Az kuuluvad hulka W.

Ulesanne 6. Niidake, et koigi 16igul [o, 3] pidevate funktsioonide hulk
Cla, 5] on koéigi 16igul [, F] defineeritud funktsioonide vektorruumi alam-
ruum.

Ulesanne 7. Toestage, et koigi 16igul [a,b] m korda pidevalt difer-
entseeruvate funktsioonide hulk

C™[a,0] = {z =z(t) : 2" (t) € Cla,b]}

on vektorruumi C|a, (] alamruum.
Ulesanne 8. Toestage, et koigi siimmeetriliste maatriksite hulk moodus-
tab alamruumi ruutmaatriksite vektorruumis R™*".

Definitsioon 3. Vektorruumi X (iile korpuse K) elementide x;, ..., x,
lineaarseks kombinatsiooniks nimetatakse ruumi X iga elementi, mida saab
esitada kujul c;z1 + ... + apz, , kus a; € K.

Definitsioon 4. Hulga Z C X lineaarseks katteks nimetatakse hulga
Z elementide koigi lineaarsete kombinatsioonide hulka. Hulga Z lineaarset
katet tahistatakse siimboliga span Z.

Ulesanne 9. Olgu X = R*ja Z={ (1;1;0) , (1; —1;0)}. Niidake, et
span Z ={ («o; 3;0) : a, B € R }.

Ulesanne 10. Niidake, et hulga Z C X lineaarne kate span Z on vek-
torruumi X vahim alamruum, mis sisaldab hulka Z.
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Ulesanne 11. Niidake, et vektorruumi X alamhulk W on alamruum
parajasti siis, kui ta iihtib oma lineaarse kattega, s.o. W = spanW.
Definitsioon 5. Vektorruumi X (iile korpuse K ) vektorite hulka

{z1,..., 21}
nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui
Jag,...,o €K :ag|+ ...+ |ag] ZOA oz + ..+ agx = 6.
Definitsioon 6. Vektorruumi X (iile korpuse K ) vektorite hulka

{z1,..., 21}

nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui ta ei ole lineaarselt soltuv

Definitsioon 7. Vektorruumi X (iile korpuse K) mingit vektorite hulka
X1 nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui mistahes loplik hulk elemente
hulgast X; on lineaarselt soltumatu.

Niide 2. Kontrollime, kas hulk U = {1+, x+ 2, 1+ 22} on lineaarselt
soltumatu koigi reaalsete kordajatega iilimalt n-astme poliinoomide vektor-
ruumis P, (n > 2).

Vaatleme vordust

a(l+a) + flx+2%) + (1 +2%) =0

Algebrast teame, et poliinoom vordub nulliga parajasti siis, kui koik selle
poliinoomi kordajad on nullid. Seega voime vélja kirjutada siisteemi

a+v=0
a+5=0 .
B+v=0

Sellel stisteemil leidub vaid triviaalne lahend. Hulk U on lineaarselt soltumatu. <>

Ulesanne 12. Tdestage, et iga vektorite hulk, mis sisaldab nullvektorit,
on lineaarselt soltuv.

Ulesanne 13. Téestage, et kui determinandi reavektorid on lineaarselt
soltuvad, siis determinant vordub nulliga.

Definitsioon 8. Vektorruumi X vektorite hulka B nimetatakse vek-
torruumi X Hameli baasiks ehk algebraliseks baasiks, kui B on lineaarselt
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soltumatu ja ruumi X iga vektor x avaldub iiheselt hulga B vektorite lin-
eaarkombinatsioonina

n
x:Z&ixi (; €K, x; € B),
i=1

kusjuures kordajaid «; (i =1:n) nimetatakse vektori x koordinaatideks baasil
B ja baasi voimsust nimetatakse vektorruumi X mooteks.

Definitsioon 9. Kui vektorruumi X baasis B olevate vektorite arv
on loplik, siis seda arvu nimetatakse wvektorruum: dimensiooniks ja téahis-
tatakse dim X ning vektorruumi nimetatakse loplikudimensionaalseks ehk
loplikumootmeliseks ruumiks. Kui vektorruumi X baasis B olevate vektorite
arv on lopmatu, siis vektorruumi X nimetatakse lopmatudimensionaalseks
ehk lopmatumootmeliseks ruumaks.

Ulesanne 14. Niidake, et vektorid

e = (0;0;...;0;1;0;...;0) (k=1,2,...,n)

k—1 nulli n—k nulli

moodustavad baasi ruumis R™. Ulesanne 15. Niidake, et vektorite siisteem
{1;¢;¢%; .. .;t"} moodustab baasi iilimalt n-astme poliinoomide vektorruumis
P,.

2.2 Normeeritud ruum. Banachi ruum

Definitsioon 1. Vektorruumi X (iile arvukorpuse K) nimetatakse normee-
ritud ruumiks, kui igale vektorile x € X on vastavusse seatud kindel, vek-
tori mormiks nimetatav, mittenegatiivne reaalarv ||z| nii, et on téidetud
tingimused:

L. ||z|| =0« x =0 (samasuse aksioom);
2. |[Ax|| = |Al||z|| (homogeensuse aksioom);

3. lz+yll <|lz]| + |ly|| (kolmnurga vorratus).
Definitsioon 2. Normeeritud ruumis X kahe vektori vaheline kaugus
p(x,y) defineeritakse valemiga p(z,y) = ||z — y|| .
Veenduge, et sel viisil defineeritud kaugus rahuldab meetrika aksioome.
Naiide 1. Vektorruumis C" tuuakse sisse vektori p-norm (1 < p < o0)
seostega
Il = (& + ..+ &) (1< p<o0),
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Il = max €.

Veendume, et p-norm (1 < p < oo) rahuldab definitsioonis 1.5.1 esitatud
tingimusi 1-3 :

lzll, = (&l + ... + &) /? =068 =0 (1 <k <n) & o =0;

IAzll, = (A&l + .+ &GP = [P (&G + ..+ [&l)]VP =

= NGl + .+ )P = [\ ], ;
kasutades Minkowski vorratust, saame

n 1/p n 1/p n 1/p
o4yl = (z\sﬁmp) s(Dgw) +(zw) _
k=1 k=1 k=1
= |lzll, + llyll,-

Veenduge tingimuste 1-3 téidetuses normi ||| korral!
Enamkasutatavad p-normid on:

lelly = 18l + -+ 1l ;

lzlly = (j&al” + ... + &)Y

ol = max 16l

Ulesanne 1. Olgu u= (1,—1,3). Leidke |[u],, |[ull, ja |[u], -

Lause 1. Ruumi C" koéik p-normid on ekvivalentsed, s.t. kui [-||, ja
]l 5 on ruumi C" p-normid, siis leiduvad sellised positiivsed konstandid ¢; ja
Co, et

el < llolly < e ol Vae €.

Seejuures
Izl < llzll, < Valzl,,

12/l < lllly < V2l |

2]l o < llzfl; <7 lzfl -
Toestame kolm viimast vaidet:

n

n 1/2
Ixlly = (1617 + .- + 1&a*)* < (ZZ &l |€j|> )

i=1 j=1
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= (Q_1&aD®)? = el ;

Holderi vorratust kasutades, saame p = ¢ = 2 korral, et

lall, = 16+ ... +1€l = 1161+ 4 1+ gl =
= 1-&|+...+]1:&| <
< (P4 4G+ ) = Viiall,

Il = max Jecl = ((max. |66l))"2 < (& 4.+ €)' = |lal,:

lzll, = (€ 4+ €)Y < ((max (&) + . + (max (&))" =

1<k<n 1<k
= (n(ms [6])%)2 = Vi ol
el =16+ + 16l < » max |6l =nllele - O
Ulesanne 2. Niidata, et kui x € C™ | siis lim, . 1%, =[xl -

Ulesanne 3. Kontrollige, kas koigi tokestatud arviadade ruum m on
normi

[zl = sup &

1<k <oco

korral normeeritud ruum.
Ulesanne 4. Toestage, et ruum

lp = {{fk} & € KA Z &l” < OO}
pt

00 1/p
ol = (z w)
k=1
korral normeeritud ruum.

Ulesanne 4. Téestage, et koigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide ruum
C'[a, b] on normi

on normi

]l = max [2(t)

korral normeeritud ruum.
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Ulesanne 5. Toestage, et kaigi 16igul [a, b m korda pidevalt diferentsee-
ruvate funktsioonide hulk

C™ [a,b] = {z = z(t) : 2™ (t) € C[a, b}

on normi
m

- (k)
ol = > max |+ ()]

korral normeeritud ruum.
Definitsioon 3. Oeldakse, et jada {z,} normeeritud ruumis X koondub
normi jdrg: elemendiks x € X ja kirjutatakse x,, — x, kui

lim ||z, —z| =0.
Definitsioon 4. Téielikku normeeritud ruumi nimetatakse Banachi
ruumiks ehk B-ruumiks.
Ulesanne 6. Tdestage, et koigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide ruum
C'la, b] on normi
o]l = max |=(t)]
korral Banachi ruum.
Definitsioon 5. Banachi ruumi X elementide jada {z;} nimetatakse
ruumi X Schauderi baastks, kui iga x € X korral leidub selline tiheselt
médratud jada {ay} (o € K), et

n
r — E ALl

k=1

=0.

lim
n—oo

B-ruumi C [0; 1] Schauder baasi konstrueeris J. Schauder. Haari lainekesed
moodustavad Schauderi baasi B-ruumis L,(a,b) (1 <p < +00), kus

ot = ([ e "

Trigonomeetrilised poliinoomid (7" = 1) ja ka Legandre’i poliinoomid moodus-
tavad Schauderi baasi B-ruumis L, [0; 1] . Laguerre poliinoomid moodustavad
Schauderi baasi B-ruumis Ls [0; +00) ja Hermiti poliinoomid poliinoomid
moodustavad Schauder baasi B-ruumis Lo (—00; 400) .
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2.3 Operaatorid normeeritud ruumis

Olgu X ja Y normeeritud vektorruumid iile korpuse K.
Definitsioon 1. Operaatorit A : X — Y nimetatakse lineaarseks, kui
1° A(xy 4+ x2) = Axy + Azy (21,29 € X)  (aditiivsus),
2° A(A\x) =Mz (v € X, A € K) (homogeensus).
Ulesanne 1. Niidake, et kui A on lineaarne operaator, siis A0 = 6 ja

A (Z )\kllik) = Z)\kAZL‘k (/\k eK, z, € X) .
k=1 k=1

Niide 1. Olgu A : R" — R suvaline lineaarne operaator ja {e}, ..., e}
ning {€f, ..., el } baasid vastavalt ruumides R™ ja R™. Siis

r = iéie; =y=Ar = Ai&eé = ifzfle; = | Ae, = iakie/,;] =
i=1 i=1 i=1

k=1

= i) aney = iOki | € = M€ = Mk = aki&i
I SLTEED 91 POLT D SIERAED ot
1 k=1 1=1

=1 k= k=1 =1
ja
Ui a1 a19 QA1np 51
2| | a2 ag a2p €2
Nm m1  Am2 Amn €n
ehk

T T
(771 n - Nm ) :<aki)m,n( 51 52 gn )
voi liihidalt
y" = A",
kus A = (aki)m,n )

Ulesanne 2. Olgu funktsioon K (¢, s) pidev ruudus [a, b] x [a, b] . Naidake,
et seosega

(Kz)(t) = / K (t,s)z(s)ds (t € [a,b])

maéadratud integraaloperaator K : C'[a,b] — C'[a,b] on lineaarne.

21



Ulesanne 3. Niidake, et seosega
(D) (t) = 2'(t) (¢ € [a,b])

midratud operaator D : C* [a,b] — C'[a, ] on lineaarne.
Operaatorit A normeeritud ruumist X normeeritud ruumi Y nimetatakse
pidevaks punktis z kui

(|lzy, — ]| — 0) = (|| Az, — Az|| — 0).

Kui operaator A on pidev ja lineaarne, siis
A,<§£:Ak$k) ::<j£:AkA$k)
k=1 k=1

iga koonduva rea Y ;- | A\pxy korral ruumist X, sest

A,<§§iAk$k> = Ak<lgp.§§:Ak$k> :ZIEH.A (§§:Akxk> =
k=1 k=1

k=1
= lim <§£:AkAl%> Z:jz:AkAJ%.
k=1 k=1

Lause 1. Lineaarne operaator A : X — Y on pidev punktis z € X
parajasti siis, kui ta on pidev punktis 6.
Toestus. Kui A on pidev punktis 0, siis

Ty —x—0=>A(x,—2x)—0

ja Az, — Ar — 0 ning Ax,, — Az, st A on pidev punktis z.
Kui A on pidev mingis punktis x € X, siis

Ty, — 0=, 4+ —>x=> A, +7) > Ar = Az, + Az — Az = Az, — 0,

st A on pidev punktis 6. O
Definitsioon 2. Operaatorit A : X — Y nimetatakse tokestatuks, kui

leidub selline arv M > 0, et

[Az| < Mjz]| (Yo € X).
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Naide 2. Olgu funktsioon K (¢, s) pidev ruudus [a,b] X [a,b] . Naidake,
et seosega

(Kz) (t) = / K (t,s)a(s)ds (¢ [a,b])

méératud integraaloperaator K : C'|a,b] — C'[a,b] on tokestatud.
Et

= Imax
a<t<b

(<) ()] = | J) K (8 5) a(s)ds S K (8 5) a(s)ds| <

b b
< max [, |K (¢ 5)][(s)|ds < max [[[K(,5)] max |o(s)] ds <

< max |z(s)| max fab]K(t, s)|ds < (maX f:\K(t, s)]ds) |||

a<s<b a<t<b a<t<b

ja funktsiooni K (t, s) pidevusest ruudus [a, b] X [a, b] jareldub

b
max / |K (t,s)|ds < M,
a<t<b a
siis operaator K on tokestatud. O

Lause 2. Lineaarne operaator on pidev parajasti siis, kui ta on tokesta-
tud.

Toestus. Olgu A tokestatud, st ||Az|| < M ||z]] (Vz € X). Olgu z,, —
6. Siis

(|Az,|| < M ||x,]| — 0) = (||Azy,|| — 0) = Az, — 6,

st A on pidev punktis 0. Seega Lause 1 pohjal voime viita, et A on pivev
koikjal ruumis X.

Olgu A pidev. Oletame vastuvéiteliselt, et A on tokestamata. Siis leidu-
vad sellised elemendid z,, € X \ {0}, et ||Az,]|| / ||xn]| — o0. Seega ||z, || / || Azyn|| —
0, millest saame, et z,,/ ||Az,|| — 0. Kuna

1 [ Az
A ( xn) = =1,
[ Ay | [ Az, |
siis A ei ole pidev punktis #. Vastuolu. Jarelikult A on tokestatud. U

Lause 3 (vt [5], 1k 120-121). Loplikumdotmelises normeeritud ruumis
tegutsev lineaarne operaator on pidev.

23



Definitsioon 3. Lineaarset siirjektsiooni A : X — Y, mis séilitab normi,
st
[Az]| = [lz]|  (z € X),

nimetatakse isomeetriliseks isomorfismiks.

2.4 Pidevate lineaarsete operaatorite ruum.
Olgu X ja Y normeeritud ruumid ile korpuse K. Olgu

L(X,)Y) = = {A : A on pidev lineaarne operaator ruumist X ruumi Y} .

Kui A, B € L(X,Y), siis defineerime operaatorite A ja B summa ning
operaatori A korrutise arvuga A € K jargnevalt:
def.

(A+B)z® Az + Bz (zeX); Az \(Az).

Ulesanne 1. Taestage, et kui pidevate lineaarsete operaatorite ruumis
L (X,Y) defineerida tehted sellisel viisil, siis saame tulemuseks vektorruumi.
Et tokestatud lineaarse operaatori korral

[Az]| < Mlz| Allz] <1 = [ Az]] < M,

siis 3 sup ||Az|| ja mdistlik jargmine definitsioon.

[[=]|<1
Definitsioon 1. Operaatori A € L (X,Y') normiks nimetatakse arvu
def.
A% sup (| Aal]. (2.4.1)
[Jz]|<1

Kontrollime, kas nii defineeritud norm ikka rahuldab normi aksioome 1-3:

[Al = 0« sup [|Az]| =0«
[zl <1

2] <1 = Azl =0

= T =
bt 4 1 ) = e ()| o

& Ar=0 (VMreX)s A=0;

[AAIl = ||81H1£) [(AA) z|| = lSIHJP A (Az)| = [A] lSllllp [(Az)|| = |A] | All;
A+ Bl < ||81H1£)1H(A+B)x|] < ||81H1p |Az + Bz|| <
x z||<1
< ”SIH1P1(||AIB|| + [|Bz]) < ”81”15 | Az + mlp | Bz|| < [[A|l +[|B]| -
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Ulesanne 2. Toestada, et

Az|
sup [ Az] = sup Az] = sup Az] = sup 1221
lzll<1 Izl =1 el <1 a0 Nzl

Lause 1. Kui X on normeeritud ruum ja Y on Banachi ruum, siis
L (X,Y) on Banachi ruum.

2.5 Normeeritud ruumi kaasruumid

Olgu X normeeritud ruum iile K.

Definitsioon 1. Lineaarset operaatorit f : X — K nimetatakse lineaar-
seks funktsionaaliks.

Definitsioon 2. Pidevate lineaarsete funktsionaalide ruumi £ (X, K)
nimetatakse ruumi X kaasruumiks ja tahistatakse X*.

Kuna K on Banachi ruum, siis Lause 2.4.1 pohjal on X* Banachi ruum.
Seejuures

IfI = sup | f(x)] (f € X7).

[zl <1

Saab t()estada, et isomeetrilise isomorfismi mottes:

)" =

(I
2° (o) = ll, kus ¢o on nullelemendiks 6 koonduvate jadade ruum;
3 () =1, kus 1/p+1/q=1;

1 f € (Clab) = f(z) = [*2()dg(t), kusjuures f = Vg, kus V2 g on
funktsiooni ¢ téisvariatsioon 16igul a, b, st

[e)

—_

V;lbg:sup2|g(xk)—g(xk,1)| (a=zp<z1<...<z,=0,neEN).

Kehtib jargmine viide.

Lause 1 (Hahn-Banachi teoreem). Kui X on normeeritud ruumi X alam-
ruum ja f : Xg — K on pidev lineaarne funktsionaal, siis funktsionaalil f
leidub selline pidev lineaarne jatk f kogu ruumile X, et

f: X —K,

kusjuures || £ = [ /ol
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Kui X on normeeritud ruum iile K ja X* tema kaasruum , siis saab
moodustada ruumi X* kaasruumi.

Definitsioon 3. Ruumi (X*)” o L (X*,K) nimetatakse ruumi X
teiseks kaasruumiks.

Ruumi (X*)" tahistamiseks kasutatakse stimbolit X **.

Ruum X on loomulikul viisil samastatav ruumi X** alamhulgaga. Selleks

defineeritakse kujutis 7 : X — X™** vordusega
m(z)=F, (ve€X),

kus
Fo (f)=flx) (feX).

kujutust m nimetatakse ruumi X loomulikuks kujutuseks teise kaasruumi X **.
Selles mottes saame, et X C X**.

Saab toestada jargmise véite.

Lause 2. Alamruum 7 (X) on kinnine ruumis X** parajasti siis, kui X
on Banachi ruum.

Definitsioon 4. Kui kujutus 7 on siirjektiivne ja 7 (X) = X**, siis
oeldakse, et ruum X on refleksiivne.

3 Nork ja tugev koonduvus

3.1 Operaatorite jada punktiviisi tokestatus
ja punktiviisi koonduvus

Definitsioon 1. Kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis operaatorite
jada {A,}, kus A, € L(X,Y) nimetatakse punktiviisi tokestatuks, kui iga
x € X korral leidub selline arv M = M (x) > 0, et

|Apz|| < M (¥n € N).

Ulesanne 1. Olgu funktsioonid K, (t,s) pidevad ruudus [a, b] x [a,b] ja
integraaloperaatorid K, : C'[a,b] — C'[a, b] mé&ératud seosega

b
(Ko) (1) = / Ko (ts)2(s)ds (¢ € [a,0]).
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Naidake, et eeldusel
b
i, [ 1K (t.9)]ds = O(1)

on jada { K, } punktiviisi tokestatud.
Lause 1. Kui operaatorite jada {A,}, kus A, € £(X,Y), on normi
jargi tokestatud, siis ta on ka punktiviisi tokestatud, st

= (TAM =M (z)>0: ||Az|| <M (VneN)).
Toestus. Saame
(A € L(X,Y)) = (| Anz]l < [[Au]l |2]]) =

= [[Anz]| < My ||| = [|Anz| < M,
kus M = M (x) = My ||z . O

Saab toestada jargmise viite (vt [5] lk 134).

Lause 2. Kui X on B-ruum ja Y, (n € N) on normeeritud ruumid ning
jada {A,}, kus A, € L(X,Y,), on punktiviisi tokestatud, siis normide jada
{||An||} on tokestatud.

Definitsioon 2. Kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis operaatorite
jada {A,}, kus A, € L(X,Y), nimetatakse punktiviisi koonduvaks ehk koik-
jal koonduvaks ruumis X, kui iga x € X korral jada {A,z} koondub ruumis
Y.

Definitsioon 3. Operaatorit A : X — Y, mis on defineeritud seosega

Az = lign Az (z e X),
nimetatakse koikjal koonduva operaatorite jada {A,}, kus 4, : X — Y,
piiroperaatoriks.
Lause 3. Kui jada {A,}, kus 4, € £L(X,Y), koondub kéikjal B-ruumis
X ja A on jada {A,} piiroperaator, siis A € £ (X,Y).
Toestus. Kontrollime, kas A on lineaarne:

A(xy+x2) = lm (A, (1 + 22)) = lim (A2 + Apzs) =
= liTrln A,r1 +1lim A,z :nAxl + Axo;
A(Az) = li;;n (A, ()\x))n: lign (A (Ayz)) =
= )\h}@m (Apz) = M ().
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Seega piiroperaator A on lineaarne. Lause 2 pohjal on {|| A4, ||} jada tokestatud,
st M > 0: ||A,|| < M. Kontrollime, kas A on tokestatud:

[Az|| =

lim A,z ’ = lim || A,z|| < lim ||A,]|||2]| < lim M ||z]] = M ||z .

Seega
M > 0: [|Az|| < M |jz|]| (xz € X),

st piiroperaator A on tokestatud. Piiroperaatori A lineaarsusest ja tokesta-
tusest jareldub, et A € L(X,Y). O

3.2 Banach-Steinhausi teoreem

Definitsioon 1. Hulka E nimetatakse pohihulgaks normeeritud ruumis
X, kui span £ = X.

Seega hulga E' lineaarne kate span E on koikjal tihe ruumis X.

Lause 1 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X ja Y B-ruumid ning E
pohihulk ruumis X. Jada {A,}, kus A,, € L (X,Y), koondub koikjal ruumis
X parajasti siis, kui on tédidetud jargmised tingimused:
1° 3IM>0: [[A,]| <M (YneN);
2°Jlim A,z (Vx € E).

To%stus. Tarvilikkus. Tingimus 1° jareldub iihtlase tokestatuse printsi-
ibist. Nimelt

{A,x} punktiviisi koondub = {A,z} on punktiviisi tokestatud =
= {|J]A.||} on tokestatud.

Tingimuse 2 tarvilikkus on ilmne.
Piisavus. Néaitame koigepealt, et 3 lim A,z (Vx € span F). Kui = €

span F, siis

JZZZ/\k:L‘k (l‘k ek N\ € K)
k=1
ja

lim A,x = lim A, Z AT = limz MeAn e =
k=1 k=1

- [3 lim Az, (Vo € E)] =3 Alim Ay,
k=1
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st 3lim A,z (Vz € E).

Kui z € X, kuid = ¢ span E, siis ruumi Y téielikkuse tottu piisab jada
{A,z} koondumiseks néidata, et {A,x} on Cauchy jada. Suvalise arvu e > 0

korral leidub selline z € span F, et ||z — z|| < m Saame
|Anz — Apz|| < JJAn(z —2) 4+ (Anz — Apz) + A (2 — 2)|| <
< N Anllllz = 2l + [|Anz = Azl + | A |2 — zf] <
2Me
< ————+ || Az — Apz||
- 3(M+1)+H : 2l

Kuna z € span F, siis {A4,z} koondub ja

£
dng € N:n,m>ny = ||A.z — Anz|| <3

Seega {A,x} on Cauchy jada. O

3.3 Hahn-Banachi teoreem

Lause 1 (Hahn-Banachi teoreem). Kui X on normeeritud ruumi X alam-
ruum ja fo : Xg — K on pidev lineaarne funktsionaal, siis leidub funktsion-
aali fy selline pidev lineaarne jatk f, et f: X — K ning ||f|| = || foll -

Téestuse leiab huviline 6pikust [5], 1k 165-169.

Lause 2 (piisavast arvust pidevatest funktsionaalidest). Kui X on normeer-
itud ruum, kusjuures X # {0}, siis iga € X korral leidub selline pidev
lineaarne funktsionaal f € X* et || f| =1 ja f(z) = ||z||.

Toestus. Eeldame lisaks, et x # 6. Moodustame alamruumi

Xo =span {z} = {\z: A € K}.

Defineerime
foQAz) = Xjz|| Az € X).

Funktsionaal fy : Xo — K on lineaarne:

foQo +px) = (A+p) =] (A p e K);
folp(Az)) = fol(uA) z) = (pA) [lz] = p (M [z ]l) = wfo(Az).

Et
[fo(Az)| = |A-[zll] = [A]- [l = 1 - f|Az],
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siis
Ifoll =1, folx) =1z = [l

Rakendades Hahn-Banachi teoreemi, joume x # 6 korral Lause 2 viiteni.
Kui x = 0, siis pidevaks lineaarseks funktsionaaliks f sobib iga ruumi X
element, mille korral || f|| = 1. O

Ulesanne 1 (normeeritud ruumi punktide eraldamisest). Tdestada, et
kui x # y, siis leidub selline pidev lineaarne funktsionaal f € X* et f(x) #
f).

Ulesanne 2. Toestada, et kui f(z) = f(y) (Vf € X*), siis x = y.

Lause 3. Kui X on normeeritud ruum, siis iga x € X korral

2]l = sup | f(z)].
<1
Toestus. Et [|0]| = supy <1 | f(0)] = 0, siis = 0 korral viide kehtib. Kui
x # 0, siis

sup | f(z)] < sup || ]|zl < [|=]].
<1 Ifll<1

Teisalt, valides Lause 2 pohjal funktsionaali fy nii, et ||fol] = 1 ja fo(z) =
lz||, saame

[zl = fo(x) = | fo(x)| < sup | f(x)]. DI

IfF11<1

Lause 4. Kui Y on normeeritud ruumi X kinnine alamruum ja xY, siis

leidub selline f € X* et f(1)=0ja f(y) =0 (y€Y).

3.4 Nork ja tugev koonduvus

Olgu X normeeritud ruum ja X* tema kaasruum, st koigi temal defineer-
itud pidevate lineaarsete funktsionaalide ruum.

Definitsioon 1. Jada {x,} normeeritud ruumi X elementidest nimetatakse
norgalt koonduvaks elemendiks x € X, kui

fzn) = f(x) (V] e X7). (3:4.1)
Fakti et jada {x,} koondub nérgalt elemendiks x, me tihistame z,, =
voli w — limx,, = x.
Definitsioon 2. Jada {x,} normeeritud ruumi X elementidest nimetatakse

tugevalt koonduvaks elemendiks = € X, kui jada {z,} koondub normi jargi
elemendiks x € X.
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Tugev koonduvus on normeeritud ruumi tavaline koonduvus.

Ulesanne 1. Niidake, et norgalt koonduva jada piirelement on iihene.

Ulesanne 2. Niidake, et pidev lineaarne operaator teisendab norgalt
koonduv jada norgalt koonduvaks jadaks.

Punktis 2.5 vaatlesime funktsionaale F,, € X**, defineerituna seosega

Fe (f) = f(x) (VfeX7).

Funktsionaale F, kasutades saame seosele (3.4.1) anda kuju

Fo, (f) = 2 (f) (Vf e X7). (3.4.2)

Tingimus (3.4.2) tdhendab pidevate lineaarsete funktsionaalide jada {F}, }
punktiviisi koondumist funktsionaaliks F,. Kasutame Banach-Steinhausi teo-
reemi. Toesti X* ja K on B-ruumid ja jada {F,, }, kus F,, € L(X* K),
koondub koikjal ruumis X* parajasti siis, kui on taidetud jargmised tingimused:
1° IM>0: |[|[F,||<M (YneN);

2° 3 1171;11 F, (f) (Vfe€FECX"),kusspan E = X*.

Kuna [|F,, || = ||zn]| , siis kehtib jargmine véide.

Lause 1. Normeeritud ruumi X elementide jada {z,} koondub norgalt
elemendiks x parajasti siis, kui
1° 3IM>0: ||z, <M (YneN);
2° 3 liTILn f(z,) (Vf e EC X*), kus span £ = X*.

Ulesanne 3. Niidake, et iga tugevalt koonduv jada {z,}, kus x, on
normeeritud ruumi X elemendid, on ka norgalt koonduv samaks piirelemen-
diks.

Ulesannes 1 esitatud viide ei ole pooratav. Illustreerime seda Niite 1
abil.

Naide 1. Uurime jada e, = {0; ...50;1;05.. } € [y tugevat ja norka
koonduvust. !

Et ruumis ly on elemendi x = {{;} norm antud valemiga

Izl = | D&
k=1
siis m < n korral
lem —enl] = H{O;...;O;1;0;...;0;—1;0;...}H:



Seega jada e, ei ole Cauchy jada. Teisalt naditame, et e, — 6. Toesti, iga
funktsionaal f € [3 on méadratud jadaga {ax} € Iy kujul

@)=Y & (z={&}€l).

Seega
flen) =a1-0+...+an1-0+a, - 1+a,1-0+...=aq,
ja
flen) =a, = [(ZaiﬁM) :>ann1>°OO] 0= f(0),
k=1
st e, — 6. &
Ulesanne 4. Uurige jada e, = {O; ...50:1;05.. } € [, tugevat ja norka

koonduvust.

Definitsioon 3. Jada {y, } nimetatakse normeeritud ruumi X elementide
jada {x,} kumerate kombinatsioonide jadaks, kui leiduvad indeksid m; = 0 <
me < mg < ...]jaarvud Ay > 0 nii, et

Mnp+1 Mn41
Yn = Z AL (nEN, Z )\kzl).
k=my,+1 k=my,+1

Lause 2. Kui normeeritud ruumi X elementide jada {z, } koondub nér-
galt, siis leidub selle jada kumerate kombinatsioonide jada {y,} , mis koondub
normi jargi samaks piirelemendiks.

3.5 Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile K ning X* ja Y* nende kaasruumid.
Definitsioon 1. Operaatori A € £ (X,Y") kaasoperaatoriks nimetatakse
operaatorit A* : Y* — X* mis on médratud vordusega

Atg=gA (geY™).

Kuna

Ae L(X,Y) AN ge L(Y,K),
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siis
gAe X*=L(X,K).
Lause 1. Kui A€ £L(X,Y), siis A* € L(Y*, X*) ja ||A*]] = || 4] .
Toestus. Et

A (g1 +92) = (1 +9)A=gA+ gpA=A"g + A%g,
A*(\g) = (Mg A=A(g4) = (A"9g),

siis operaator A* on lineaarne. Kuna
1A gll = g All < gl Al = [[All gl

siis A* € L (Y™, X*), kusjuures kehtib vorratus ||A*]| < ||A||. Kui Y = {0},
siis A = 0 ja vastupidine vorratus kehtib. Kui YV ja x € X on suvaline
element, siis valime funktsionaali ¢ € Y* nii, et ||g|| = 1 ja g(Ax) = ||Az]|.
Sellise valiku korral saame

[Az|| = g (Az) = (A"g) () < A" gl l=]l = A" ||| -

Seega Al < |47 O
Ulesanne 1. Toestada, et

1° (A+ B)" = A* + B*,

2° (AA)" = A%,

3° (AB)" = B*A*.

4 Operaatorite diferentsiaalarvutus

4.1 Nork diferentseeruvus

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile arvukorpuse K ja U C X lahtine
mittetiihi hulk, millel on antud operaator f: U — Y.
Definitsioon 1. Kui iga h € X korral eksisteerib piirvaartus

. farth) — f (@)

t—0AteK t

: (4.1.1)

siis 6eldakse, et operaator f on norgalt diferentseeruv (Gdteaur” mottes dife-
rentseeruv) punktis x € X.
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Piirvaartust (4.1.1) tahistatakse § f(z, h) ja nimetatakse operaatori f nor-
gaks diferentsiaaliks ehk Gateaux’ diferentsiaaliks punktis x elemendi h su-
unas.

Kuna U on lahtine hulk, siis tingimusest x € U jareldub piisavalt viikese
t korral x +th € U. Et t — 0 = th — 0, siis piisab piirduda vaid juhuga
k|| = 1, kus h € X. Definitsioonist 1 jareldub, et

e LEEOF@ o f@=fw)

t—0AteK t t—0AteK t

Ulesanne 1. Niidake, et X =Y = R = K korral §f(z,h) = f'(x)h
kusjuures 0 f(z,1) = f'(x).

Niide 1. Olgu X = R", Y = R = K jaz = (z1,...,%,) ning
h = (hi,...,h,), kus ||h]| = 1. Le1ame5thja5f< < ,O;%;O;...))

(k=1;2;...;n).
Kuna
O T ACEUNEE R AIBES (LR 1
siis

5f<1:, (0;...;0;%;0;...)) = fuo, () 1= f,, (x).

Seega toodud tingimustel on J f(z, h) funktsiooni f suunatuletis punktis
vektori h suunas ja o f (x, <0; .0 %; 0;.. >) selle funktsiooni osatuletis
punktis x muutuja xj jargi.

Ulesanne 2. Olgu X =Y = R?, K = R jax = (v1,7,) ning h =
(hi1,hy) . Leidke 0 f(x, h).

Niide 2. Olgu x = (0;0;0) ja h = (1;1;1). Veendume, et kuigi funkt-
sioonil

0, kui (21,22, 23) = (0;0;0),

floy,m,25) = { 122+ 2o3 + 2123
Y 0:0:0
x%+x§+x§ , Kul ($1,$2,$3)7A( yUS )

cksisteerivad osatuletised f,, punktis (0;0;0), ei ole see funktsioon norgalt
diferentseeruv punktis x suunas h.
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O0xq ot h1—0 hy
hi-04+0-04+hy-0 0
: hi + 02 402
= lim =0.
h1—0 hl
Analoogiliselt leiame f(w1, 25, 25) = Of (@1, 2, 73) = 0. Teisalt
81’2 =0 8x3 =0

5£(0,(1;1;1)) = hmf(o‘f‘t'1,0+t~1,0—|—t-1)—f(0,0,()) _

t—0 t
2+ 12+ t?
2 42 4 42 1
— Jim EHE T = lim —,
t—0 t t—0 ¢
st funktsioon f ei ole norgalt diferentseeruv punktis x suunas h. &

Ulesanne 3. Olgu z = (0;0;0;0) ja h = (1;1;1;1). Toestage, et funkt-
sioonil
0, kui (21,22, 23) = (0;0;0),

f (1,29, 23) = { T1l2 + Tol'3 + X173 i
Y ; , T2, 0;0;0).
2+ 23 + a3 ui (1,22, 23) # ( )

eksisteerivad osatuletised f,, punktis (0;0;0), kuid see funktsioon ei ole nor-
galt diferentseeruv punktis x suunas h.
Niide 3. Olgu funktsioon f : R? — R antud jéirgnevalt:

1, kui mpy = a3 A 21 #0,
0, x1xo-tasandi iilejadnud punktides.

[y, 22) = {

Veendume, et kuigi f on katkev punktis (0;0), on f norgalt diferentseeruv
selles punktis, isegi igas suunas h = (hy, hs) .

Kahe muutuja funktsiooni pidevuse definitsiooni pohjal on f katkev punk-
tis (0;0) . Samas

f(0+thy,04thy) — f(0,0)

df(0,h) = }glg - —
_ piisavalt viikese T 0—-0 _o.
t korral t—0 t
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Seega ei jareldu funktsiooni norgalt diferentseeruvusest punktis funktsiooni
pidevus selles punktis. &
Ulesanne 4. Olgu funktsioon f : R? — R antud jirgnevalt:

1, kui oy = 23 A 21 #0,
0, x17o-tasandi iilejadnud punktides.

[y, a0) = {

Toestage, et f on katkev punktis (0;0) ja norgalt diferentseeruv selles punk-
tis, igas suunas h = (hq, hs) .

4.2 Tugev diferentseeruvus

Olgu X ja Y normeeritud ruumid ja U ruumi X lahtine hulk.
Definitsioon 1. Kui operaatori f : U — Y korral leidub selline pidev
lineaarne operaator A € £ (X,Y), et

- fx+h)—f(z)— Ah
(I 7]

=0, (4.2.1)

siis Geldakse, et operaator f on (tugevalt) diferentseeruv (Fréchet’ mottes
diferentseeruv) punktis x € U.

Téhistuse a(x,h) = f(x+h) — f(z) — Ah korral on tingimus (4.2.1)
esitatav kujul

o @ (x,h)
k=0 [ 7]

ehk o (z,h) = o(||h]]) (B —0)..

Lause 1. Kui operaator f : U — Y on tugevalt diferentseeruv punktis
x € U, siis ta on ka norgalt diferentseeruv punktis z, kusjuures 6 f(x, h) = Ah.

Toestus. Kuna

=0

f(x+th)— f(x) «af(x,th)+ Ath a (z,th) |t|||h]]
— — Ah+ ,
t t |th|| t
siis
5f(z.h) = lim flatth) = f(z) _ Ah 4 a(z,th) [t [A]\ _ Ah O
= i 2 T

Lause 2. Kui operaator f : U — Y on tugevalt diferentseeruv punktis
x € U, siis tingimust (4.2.1) rahuldav operaator A € £ (X,Y’) on médratud
iitheselt.
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Téoestus. Olgu lisaks tingimust (4.2.1) rahuldavale operaatorile A € £ (X,Y)
veel teine seda tingimust rahuldav operaator B € £ (X,Y’). Lausest 1 jérel-
dub, et

df(x,h) = Ah=Bh (Vhe X).

Kuna
(Ah=Bh (Vhe X)) = A=0B,

siis tingimust (4.2.1) rahuldav A € £ (X,Y) on iiheselt maaratud. O
Definitsioon 2. Tingimust (4.2.1) rahuldavat operaatorit A € £ (X,Y)
nimetatakse operaatori f : U — Y (Frechet’) tuletiseks punktis x ja ruumi

Y elementi
def.

df(z,h) = Ah

nimetatakse operaatori f (tugevaks) diferentsiaaliks ehk Frechet’ diferentsi-
aaltks punktis x, mis vastab argumendi juurdekasvule h.

Operaatorit A € £ (X,Y) téhistatakse f'(x).

Ulesanne 1. Niidake, et kui operaator f : U — Y on tugevalt difer-
entseeruv punktis « € U, siis d f(z,h) = § f(x, h).

Lause 3. Kui operaator f : U — Y on tugevalt diferentseeruv punktis
x, siis operaator f on pidev punktis x.

Toestus. Olgu x € U ja h € X. Et

fx+h)—f(x)=Ah+a(z,h)

ja
h—6 = (Ah — 0 A\ a(z,h)=o0(||h]|) — ),
siis
B0 = fx+h)— [ (),

st operaator f on pidev punktis z. O

Naide 1. Kui konstantne operaator f : X — Y on defineeritud seosega
f(z) =yo (Vx € X), siis f'(z) € £L(X,Y) nullopraator, st f'(z) = .

Et Vz € X korral f(z+h) — f(z) = yo — yo = 0, siis tingimus (4.2.1)
omandab kuju

0—Ah

im —— =246.
k=0 [|A]]

Seega

h
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Ulesanne 2. Niidake, et kui f : X — Y on pidev lineaarne operaator,
st fe L(X,Y),siis f'(x)=f (Ve e X).

Naide 2. Néitame, et kui f: U — R ja U C R", siis operaatori f tuletis
f'(z) kuulub ruumi £ (R™,R) = (R")", kusjuures f'(z) = grad f (z) .

Kui x = (z1;...;2,) ja h = (hy;...;hy), siis mitme muutuja funktsiooni
diferentsiaalarvutuse abil saame

fl@+h)—f(z) = f(@rr+hy.. ;20 +hy) = f(25...52,) =
= fo(@hi+ ...+ fo, (x)h, + a(x,h),

kus (. 1)
a(x
’ =0.
lhll—o [IA]
Seega
f'(@)h = fo,(2)h1+ ...+ fo,(X)hy,
kus

f@)=(for, -, fo,) = grad f (z) € L(R",R) = (R")"

ja operaatori f’(z) rakendamine elemendile h on méératud vektorite grad f (x)
ja h skalaarkorrutise abil. &

Ulesanne 3. Uurige Niite 2 erijuhtu n = 1 korral.

Naide 3. Olgu U C R". Leiame operaatori f : U — R™ korral tuletise

f'(z).

Esitame operaatori f kujul

fla)=(fi(@), . fu(2)", (4.2.2)

kus
fr: U=R (k=1;...;m).

Et f'(x) € L(R",R™), siis saame operaatorit f'(z) vaadelda maatriksope-
raatorina, st operaatori f diferentseeruvuse korral punktis x € U leidub
selline mn-maatriks A = (ay;), et

fx+h)—f(z)=Ah+a(z,h), (4.2.3)
kus a (z, h) = o (||h||) . Seostest (4.2.3) ja (4.2.2) jareldub, et

fe(@+h)— f(x)=auh+ ...+ anhy + g (x,h) (E=1;...;m),
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kus

a(z, h) = (ar (z,h);...;0m (z,h)).

Et
a(z,h) =o(|hl]) < (ax (z,h) = o([Al])  (k=1;...;m)),

operaatori f diferentseeruvus on samavidrne tema koigi koordinaatide f
diferentseeruvusega ja kuna Naite 2 pohjal

) = (52 @) G @) = mad o o)

siis

oh o,

6z, ) g, ) grad f1 (z)
8_:1: (z) - a:;: (z) g m

Ulesanne 4. Uurige Niite 3 erijuhtu n = 1 korral.
Ulesanne 5. Toestage, et kui operaatorid f : U — Y jag:U — Y on
diferentseeruvad punktis x € U, siis

(f +9) (@) = f'(z) + g'(z)
ja
() (@) =Af'(x)  (A€K).
Lause 4. Kui X, Y ja Z on normeeritud ruumid ning operaator f :
U — Y on diferentseeruv punktis z € U C X, f(U) C V C Y ja operaator

g : V. — Z on diferentseeruv punktis f (), siis operaator g f : U — Z on
diferentseeruv punktis x ning

(9.) (2) =g (f () f' (x).

Toestus. Operaatori f diferentseeruvus punktis x € U tdhendab, et
fla+h)=f@) +f (@) h+alzh), alzh)=o(ln]), f(z) € LX)
ja operaatori g diferentseeruvus punktis y € V' tdhendab, et

g+ -9 =9 Wi+, Bh)=o(ll),d ) eLlky,2).
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Seega
(9f) (@ +h) = (9f) (2) = g (f (z+ 1) —g(f () =
=g(f@)+ [ (@) h+ah)—g(f(2) =
=g (f @) (f' (@) h+a(@,h)+B(f(@), f (@) h+a(z,h) =
=g (f@) f @) h+7(zh),

kus
v(@h) =g (y) (e h)+5y.1D), I=[f(x)h+a(zh).
Néitame, et v (z,h) = o (||h]]) . Et

a(z,h) =o(|[hl) = ¢ (y)a(x,h) =o(n]),
piisab toestada, et 5 (y,l) = o(]|h]]). Kuna

B(y, )| = h :

siis piisab toestada, et ||I|| /||h| on tokestatud. Saame

e _ I @h+a ) o @I oG I
172 1] B 17|
Jh
7 @i+ 12 0w o = o).
Seega Lause 4 véide on oige. &

Ulesanne 6. Uurige Lause 4 erijuhtu, kui f € L(X,Y) A ge L(Y,Z).

4.3 Korgemat jarku tuletised

Kui X ja Y normeeritud ruumid ile K ning U lahtine hulk ruumis X. Kui
f : X — Y on diferentseeruv operaator iga x € U korral, siis saab uurida
operaatorit
U — L(X,)Y),

mis igale x € U seab vastavusse f'(z) € L(X,Y).
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Definitsioon 1. Kui operaator f' : U — L(X,Y) on pidev punktis
x € U, siis opraatorit f nimetatakse pidevalt diferentseeruvaks selles punktis.

Definitsioon 2. Kui operaator f’ on diferentseeruv punktis x, siis 6el-
dakse, et operaator f on kaks korda diferentseeruv punktis x, kusjuures tule-
tist (f/)' (x) nimetatakse operaatori teiseks tuletiseks ja tihistatakse f”(x).

Operaatori f : X — Y kahekordne diferentseeruvus punktis = tdhendab,
et leidub selline f"(z) € L (X,L(X,Y)), et

f'(@+h) = f'(x) = f"(@)h + 5 (x,h), (4.3.1)
kus G (z,h) = o(||h]]), kui h — 6. Tingimus (4.3.1) tdhendab, et

Fila+h)l— f(2)l = f"(x)hl + 3 (x,h) ] (VI € X).

Ulesanne 1. Leidke operaatori f € £ (X,Y) teine tuletis.

Saab toestada jargmise viite.

Lause 1. Kui operaator f : U — Y on kaks korda diferentseeruv punktis
x € U, siis f(x)hl on simmeetriline h ja [ suhtes, st

F(x)hl = f"(x)hl  (Vh,1 € X).

Analoogiliselt operaatori f : U — Y teise tuletisega defineeritakse selle
operaatori korgemat jarku tuletised.

Ulesanne 2. Olgu X normeeritud ruum ja U C X lahtine hulk. Defi-
neerige operaatori f : U — Y kolmandat jérku tuletis.

5 Uldistatud funktsioonid

Matemaatilise analiiiisi erinevate kiisimuste késitlemisel esitatakse vaadel-
davatele funktsioonidele erinevaid noudeid: kord vaadeldakse tokestatud funk-
tsioone, kord pidevaid funktsioone, kord diferentseeruvaid funktsioone, kord
lopmata arv kordi diferentseeruvaid funktsioone. Moningatel juhtudel meie
tavaline funktsiooni moiste jaab kitsaks vaadeldava probleemi kirjeldamisel.
Selles peatiikis me késitleme iiht funktsiooni moiste iildistamise voimalust,
vaatleme nn iildistatud funktsioone

5.1 Pohifunktsioonide ruum

Definitsioon 1. Hulga, millel funktsiooni véartused on nullist erinevad,
sulundit nimetatakse selle funktsiooni kandjaks.
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Seega funktsiooni ¢(t) (¢ € R) kandja supp x avaldub kujul

supp p = {t : o(t) # 0}.

Definitsioon 2. Funktsiooni, mille kandja on tokestatud hulk, nimetatakse
finiitseks funktsiooniks ehk tokestatud kandjaga funktsiooniks.

Definitsioon 3. Iga reaalse argumendiga lopmata arv kordi diferentsee-
ruvat finiitset funktsiooni nimetatakse pohifunktsiooniks.

Kui pohifunktsioonide liitmine ja reaalarvuga korrutamine defineerida ta-
valisel viisil, siis saame koigi pohifunktsioonide vektorruumi, mida tahistame
siimboliga D. Vektorruumis D ei onnestu meile sobival viisil defineerida
normi. Jada koonduvuse moiste ruumis D toome sisse jargneval viisil.

Definitsioon 4. Jada {¢,(z)}, kus ¢,(z) € D nimetatakse koonduvaks
funktsiooniks ¢(x) € D, kui
1) leidub 16ik, millest véljapool koik funktsioonid ¢, (z) vorduvad nulliga;

2) tuletiste o (x) jada {goglk) (w)} koondub sel 16igul iihtlaselt funktsiooniks
¢©®)(z) ja seda iga k € Ny = NU {0} korral.
Sellist koonduvust tahistame lithidalt ¢, 2 ©.

Definitsioon 5. Vektorruumi D, milles jada koonduvus on antud Definit-
siooniga 4, nimetatakse pohiruumiks.

5.2 Uldistatud funktsiooni moiste

Definitsioon 1. Uldistatud funktsiooniks ehk distributsiooniks nimetatakse
iga pidevat lineaarset funktsionaali 7" ruumis D.
Seejuures lineaarset funktsionaali 7" me nimetame pidevaks ruumis D, kui

on 20 = T(pn) = T(p). (5.2.1)

Mérgime, et iga 16igul integreeruva funktsiooni g(t) abil saame mingi {ildis-
tatud funktsiooni

T,: D — R,
kus .
fM@=[ o(Dp(t)dt (o €D). (5.2.2)

Mairkus 1. Meenutame, et funktsionaal f € (C[a,b])” parajasti siis, kui
funktsionaal f on esitatav kujul

b
ﬂ@=/w@@@ (o€ Cla.t]).
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kus ¢g on mingi 16igul [a,b] tokestatud muuduga V?g funktsioon, mis on
funktsionaaliga f {iheselt méaratud. Seejuures

n

IfFl=Vig=  sup > lg(t) — gltes)]

a=tp<t1<...<tn=b k=1
neN -

ja integraali

b n
Llwm@—gﬁ%;ammm,
kusa=tos<t1 <...<t,= b, Ag(tk) = g(tk) — g(tk,l), Aty =t — tp_1 ja
Tk € [tp—1, 1], nimetatakse funktsiooni ¢ Stieltjesi integraaliks funktsiooni g
jargi 16igul [a, b] .

Definitsioon 2. Uldistatud funktsiooni T, mille korral leidub selline igal
16igul integreeruv funktsioon g, et T (¢) = T, (p), kus T, (¢) on esitatud
kujul (5.2.2), nimetatakse requlaarseks tldistatud funktsiooniks ja iildistatud
funktsiooni, mis ei ole esitatav kujul (5.2.2), nimetatakse singulaarseks tld-
istatud funktsiooniks.

Singulaarse tildistatud funktsiooni korral on kuju (5.2.2) kasutamine for-
maalne.

Naiide 1. Kontrollime, et deltafunktsioon

0:D—R,

kus
d(p)=9(0) (peD) (5.2.3)

on on iildistatud funktsioon.
Toesti tegemist on lineaarse funktsionaaliga ruumis D (kontrollige!) ja
tingimuse (5.2.1) pohjal on see funktsionaal on ka pidev, sest

(902 0) = (£al0) = (0)) & 3 (pn) = ().

Jérelikult ¢ on {iildistatud funktsioon. Saab niidata, et  on singulaarne
tildistatud funktsioon, st ei leidu sellist 16igul integreeruvat funktsiooni g(t),
et

A@:/MmWMﬁzﬂm<Wem.

[e.9]
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Seost (5.2.3) esitatakse sageli formaalsel kujul
+o0
/ I(t)e(t)dt = (0) (Vo D). (5.2.4)

Sageli iildistatud funktsiooni ¢ all moeldakse funktsiooni, mis vordub nulliga
koikjal, vélja arvatud punkt 0, milles d-funktsiooni vadrtuseks voetakse oo.
Lisaks noutakse tingimuse fj;o d(t)dt = 1 taidetust. &

Ulesanne 1. Kontrollige, et nihkega deltafunktsioon d,, kus

0a(¢) =¢(a) (peD), (5.2.5)

on {ildistatud funktsioon, kusjuures seost (5.2.5) voib formaalselt esitada
kujul

[t - apeir =@ (oD

+oo
/ O(t —a)dt =1.

o0

ja

Ulesanne 2. Kontrollige, kas

o ——¢(0) (peD). (5.2.6)

on iildistatud funktsioon. Miks seosega (5.2.6) esitatud iildistatud funkt-
siooni nimetatakse deltafunktsiooni tuletiseks 0’(¢) kusjuures seost (5.2.6)
voib formaalselt esitada kujul

[ steti=-¢0) ey

Miks seosega

p——¢'(a) (peD)
esitatud iildistatud funktsiooni nimetatakse nihkega deltafunktsiooni tule-
tiseks ¢'(t — a), kusjuures seda seost (5.2.6) formaalselt esitada kujul

/_+OO 8 (t)p(t —a)dt = —¢'(a)  (Vp € D).

e}
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Definitsioon 3. Pératule integraalile fj;o f(t)dt teatava iiheainsa piir-
protsessi abil omistatavat vadrtust nimetatakse selle integraali Cauchy pea-
vadrtuseks, naiteks

400 +A
f(t)dt = lim F(t)dt
00 A

A—+oo J_

voi b c—A b
/a F(t)dt = lim (/ s [ f(t)dt) (a<c<b),

kus ¢ € (a,b) on funktsiooni f katkevuspunkt.
Niide 2. Funktsioon 1/t ei ole integreeruv iiheski lahtises vahemikus,
mis sisaldab nullpunkti. Naitame, et iga ¢ € D korral eksisteerib integraali

/_ - %w(t)dt

o0

Cauchy peavéartus ja see on loplik.
Toesti. Kui (a,b) on vahemik, milles sisaldub supp ¢, ja 0 € (a,b) siis

/*O" p(t)dt /” p(t)dt /b () = 2(0) ), . /b p(0)dt

00 t t t t
Et b
D= Hlir%w — J(0) <P 3/ p(t) ; #(0) .
ja

/ab sﬁ((i)dt ~m (/ao‘c sﬁ((i)dt N /Oi w((i)dt) |
©(0)dt

sionaal ruumis D. Naidake, et

90_>/_:0@ (¢ €D)

on pidev ja lineaarne, st 1/t on iildistatud funktsioon. Kas 1/t on regulaarne
voi singulaarne iildistatud funktsioon? &

st integraal fab on Cauchy peavaartuse mottes 16plik, siis 1/¢ on funkt-
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Ulesanne 3. Niidake, et funktsioon 1/(2t) ei ole integreeruv iiheski
lahtises vahemikus, mis sisaldab nullpunkti, kuid iga ¢ € D korral eksisteerib

integraali
/ T p(t)dt
oo 2t

Cauchy peavéértus ja see on 1oplik.

5.3 Tehted iildistatud funktsioonidega

Kuna iildistatud funktsioonid on pidevad lineaarsed funktsionaalid ruumis
D, siis koigi iildistatud funktsioonide hulk on lineaarne ruum, ruumi D kaas-
ruum, st D*. Seega on loomulikul viisil defineeritud iildistatud funktsioonide
liitmine ja korrutamine arvukorpuse R elemendiga..

Definitsioon 1. Oeldakse, et iildistatud funktsioonide jada {7}, kus
T, € D*, koondub iildistatud funktsiooniks 7" € D*, kui

T.(p) = T(p) (VpeD).

Seega iildistatud funktsioonide jada koonduvus on punktiviisi koonduvus.
Definitsioon 2. Kui y(t) on lopmata arv kordi diferentseeruv funktsioon,
siis funktsiooni ~ ja iildistatud funktsiooni 7" korrutise defineerime seosega

(\T) (¢) € T (vp) (Vo € D).

Definitsioonis 2 esinev suurus T (7y¢) on méaratud, kuna
(peD) = (1weD).

Margime, et moistlikul viisil ei onnestu defineerida kahe tldistatud funkt-
siooni korrutist.

Tava mottes diferentseeruva funktsiooni g(t) korral saame regulaarse {il-
distatud funktsiooni T}, kus

.. dT
Uldistatud funktsiooni 7, tuletise d_tg defineerime loomulikul viisil

)= [ e

—00
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Et

/w}ﬁw@ﬁ = szywﬁ L ]:

> v=op(t) : dv=(t)dt
= (g - / o0 (1)t =
= [T pana
Ts (o) = ~Ti(e).

. dT
Definitsioon 3. Uldistatud funktsiooni 71" tuletis a7 defineeritakse seo-

sega
Toy=-11) (D).

Ulesanne 1. Téestage, et iildistatud funktsioon on l6pmata arv kordi
diferentseeruv, kusjuures iga k € N korral

L) = (1 1) (voeD),

Ulesanne 2. Toestage, et iildistatud funktsioonide jada {T},} , kus T, €

D, punktiviisi koonduvusest iildistatud funktsiooniks 1" € D* jareldub {ild-
aT,

istatud funktsiooni jada {W} punktiviisi koonduvus ildistatud funkt-

dT

siooniks —.

Naide 1. Heaviside’i funktsioon

1 kuit >0
H@*‘{07mnt<o

madrab ara uldistatud funktsiooni

H (p) = / T olt)dt (Ve eD).

Uurime selle funktsiooni tuletist.
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Lahtudes Definitsioonist 3 saame

+o0
@) =l == [ 0= 0 = p0) (Vo).

st
dH dH
(G =s6) wep) =T o
Ulesanne 3. Uurige iildistatud funktsiooni 8" = I (esimest jarku Diraci
impulssfunktsiooni).
k
Ulesanne 4. Uurige iildistatud funktsiooni 6 = ili_tf (k-ndat jarku

Diraci impulssfunktsiooni).
Ulesanne 5. Avaldis Heaviside’i funktsioonidest > ;- ¢ H (t —ty)

maéadarab ara tildistatud funktsiooni. Uurige selle iildistatud funktsiooni tuletist.
sin nt

Niide 2. Rea ) -, —— summa f(t) on 27-perioodiline funktsioon,
n
kusjuures 16igul [—m, 7] saame
T—t
f) =9 = —|-2t
2

Kasitleme funktsiooni f kui iildistatud funktsiooni. Selle funktsiooni esi-
tuseks kogu reaalteljel Heaviside’i funktsioonide abil on

, kui 0 <t <,

, kui —7m <t <.

o0

=3y w (H(t — 2kr) — H(t — 2 (k + 1) 7).
Leiame tuletise
@) = —% N (H(t —2kw) — H(t— (2k+1)7)) +
k=—o00
+ f: L;%”(a(t—zlm) =2k + 1)) =
_ _% n kz_:oo wW k) —

-y %%6(15—2(143%—1”).

k=—00
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Kui votta viimases reas k + 1 =m, st k = m — 1, siis saame

1 = 7w —t+2km
! = - - -9 —
7 5+ _ZOO S 0(t — 2km)
B Z ﬂ_t+2(m_1)7r5(t—2m7r)
m=—o0 2
ehk
1 2w —t+2kn
! - __ -9 _
7@ 2+k;)o—2 §(t — 2km)
=S UL LU T
2
k=—o00
1 = m—t+2km+ 7w+t —2kn
= -2 §(t — 2k =
2+k_Z_OO : (t = 2km)
= L N ) k
= —§+7rkzz (t — 2km).

Seega f’(t) on tildistatud funktsioon, mille rakendamisel suvalisele finiitsele

innt

funktsioonile ¢(z) saame vaid 16pliku arvu liiddetavaid. Teisalt rea ;- S
n

liikmeti diferentseerimisel saame hajuva rea Yy | cosnt. Uldistatud funkt-
sioonide mottes see rida koondub uldistatud funktsiooniks

Lisame iihe tulemuse diferentsiaalvorrandi lahendamisest ildistatud funkt-
sioonide hulgal.

Lause 1. Vorrand v’ = f omab lahendit iga iildistatud funktsiooni f €
D* korral.
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5.4 Maatriksargumendiga funktsioonide lihtsamad
arvutusvotted

Olgu antud maatriks A € C™*" ja kompleksmuutuja funktsioon
f(z), f:C—C.

On palju voimalusi maatriksargumendiga funktsiooni f(A) defineerimiseks,

lahtudes kompleksmuutuja funktsioonist f(z).
1° Lihtsaim neist voimalustest tundub olema muutuja ”2” vahetu asendamine

muutujaga 7 A”.
Néide 1. Leiame funktsiooni f(z) = 2% + 3z — 7 viértuse kohal

A=

~ &~ =
co Ot N
© O W

Et
f(z)=224+32—-T= f(A) = A* +34 - 1TI,

Siis

12 3 1 2 3 100
FA) = (456 +3l456|-7[010]=
789 78 9 00 1
26 42 51
= | 78 8 114 |. ¢
123 150 170

Niide 2. Leiame f(z) = (4 + 52) / (3 — 8z) védrtuse kohal

Et
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S1is

-1

9 10 15 -5 —16 —24

fa) = 20 29 30 |-| —32 —37 —48 =
35 40 49 —56 —64 —69
290 ;g ég 115_}230 _3% %ﬁ’ﬁ
35 40 49 I A TR
1503 501 1503
7T 94 235
_ [ m o )
4?0 MWW )
1503 501 1503

Ulesanne 1. Leidke f(2) = (2 — 32 4 422) / (3 — 2 + 2?) viiéirtus kohal

A:(?{f)

2° Lopmata arv kordi diferentseeruvate funktsioonide korral on voimalus ra-
kendada funktsiooni arendust Taylori (Maclaurini) ritta:

RO IR S

e’ = — — el = -

k! k!
k=0 k=0

a N 2k &0 . A2k
cos z = — — cos A = — ,
kz_o( ) (2k)! k:o( ) (2k)!
o0 2k+1 ey A2k+1
smz:Z(— ) ok 1] — sin A Z(—l) S
k=0 k=0
N k+1 N k+1A_k
In(1+2) =) (~1) —In(I +A) =) (-1) =
k=1 k=1

Et

(s1)

I
VR
o =
_
~~
=
Mm
2z



S1is

= k=0
_ Zk_og Zk:o@ _ ( 8 e ) <>
0 ZZO:O y ‘

Ulesanne 2. Leidke e, sin A, cos A ja In(I + A), kui
0.1 0.1
A= ( 0.1 0.1 ) '
5.5 Cauchy integraalvalemi analoogi rakendamine

Paljude probleemide lahendamisel ei ole eelnev ldhenemine otstarbekas.
Vaatleme erijuhtu funktsiooni vaértuse arvutamisest juhul kui argumendiks
on pidev lineaarne operaator. Antud rakendus on seotud pideva lineaarse
operaatori resolvendi moistega, millest tdpsemalt leiate monograafiast [2], 1k
605-617 .

Meenutame moningaid moisteid kompleksmuutuja funktsioonide teoori-
ast, millel baseerub jargnev esitus.

Lause 1 (Cauchy-Riemanni tingimused). Tingimused

ou_ov o o
or oy oy Oz

on tarvilikud ja piisavad funktsiooni w = f(z) = u + iv tuletise f'(z) olema-
soluks punktis z = x 4 1y.

Definitsioon 1. Kui funktsioon f(z) on diferentseeruv punktis z ja
selle punkti mingis iimbruses, siis seda funktsiooni nimetatakse analiitiliseks
punktis z. Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline piirkonna ® igas punktis, siis
seda funktsiooni nimetatakse analiiiitiliseks piirkonnas 2.

Definitsioon 2. Kompleksmuutuja funktsiooni f(z) integraaliks iile
joone I' nimetatakse piirvaartust

i Az, = 2)dz
i 307 )8 /Ff<>d,

max |A z;|—0
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kusjuures joon I' on punktidega z, (k = 0;1;...;n) jaotatud n osakaareks ja
k-ndal osakaarel on valitud punkt .

Lausest 1 ja Definitsioonist 1 jareldub jargmine véide.

Lause 2 (Cauchy teoreem). Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline iihe-
lisidusas piirkonnas ©, siis

éf(z)dz =0

iga piirkonda ® kuuluva kinnise joone I' korral.
Lause 3 (Cauchy valem). Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline iihe-
lisidusas piirkonnas ® ja kinnine joon selles piirkonnas, siis

1 -1
F6) = 5 (€= 27 FOC (621)

iga z korral, mis kuulub joone I' poolt holmatavasse piirkonda.

Definitsioon 3. Punkti, milles funktsioon f(z) ei ole analiiiitiline, nime-
tatakse selle funktsiooni isedraseks punktiks.

Definitsioon 4. Kui ¢ on funktsiooni f(z) isedrane punkt ja f(z) on
analiiiitiline rongas 0 < |z —¢| < r, siis f(z) on selles rongas iihesel viisil
arendatav (Laurent’s) ritta kujul

“+oo

f)= 3 al-0o"

k=—o00

Definitsioon 5. Kui funktsiooni f(z) arenduses Laurent’i ritta rongas
0 < |z—¢| < r on vaid 16plik arv z — ¢ negatiivseid astmeid, siis punkti
¢ nimetatakse funktsiooni f(z) pooluseks ja maksimaalset negatiivse astme
astmenéitajat nimetatakse selle pooluse jarguks.

Definitsioon 6. Kui punkt ¢ on funktsiooni f(z) isedrane punkt ja f(z)
on analiiiitiline rongas 0 < |z — ¢| < r ning 0 < p < r, siis integraali

7{2 PRCL

nimetatakse funktsiooni f(z) resiidiks punktis ¢ ja tdhistatakse res f(z).
zZ=C

Lause 4. Kui ¢ on funktsiooni f(z) esimest jarku poolus, siis

res f(z) = lim (2 —¢) f(%). (6.2.2)

zZ=C zZ—C
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Lause 5. Kui ¢ on funktsiooni f(z) esimest jérku poolus ja f(z) on
esitatav kujul

_ h(z)
f(Z) - Wa
kusjuures fi(c) # 0 ja fo(c) = 0, siis
res f(z) = 223 (6.2.3)
Lause 6. Kui ¢ on funktsiooni f(z) n-ndat jarku poolus, siis
e /(3) = ot (G- (624)

Lause 7. Kui funktsioon on analiiiitiline joonega I' piiratud tokesta-
tud piirkonnas ®© ja rajajoone punktides, vilja arvatud loplik arv isedraseid
punkte z1, ..., z, selles piirkonnas, siis

f(2)dz = QWiZ res f(z). (6.2.5)

Lause 8. Kui A € C™" ja f(z) on analiiiitiline lahtises piirkonnas
ning I' on kinnine lihtne joon (ei 16ika iseennast) piirkonnas © ja maatriksi
A spekter A(A) sisaldub joone I' poolt holmatavas piirkonnas Dr , siis

F(A) = QLM ]{ F() (T — A)ldz, (6.2.6)

kusjuures integraali rakendatakse maatriksile elementide kaupa.

Naide 1. Olguf(z):eraA:(_11 1).Leiamee‘4,
Et
’ 1 1_/\‘—0:>>\ —2)\+2—O:>{)\2:1_Z. ,

siis Lause 8 tingimusi rahuldavaks jooneks I' sobib ringjoon |z| = 2. Valemi
(6.2.6) rakendamiseks leiame esiteks

10 11 2-1 -1
ZI_A_Z(O 1)‘(—1 1)‘( 1 z—1)

o4



ja

1 z—1 1
I-A)t = —— _
(= ) det(z[—A)( -1 z—l)
z—1 1

_ 22 —-2242 22 _-2242
1 z—1

22 —224+2 22-2242

Valemi (6.2.6) abil saame

z—1 1
1 . 2 _ 2 _
= o it N SR U
22 —22+42 22-2z+2
(z—1)e* e*
_ b 2242 2-2:42 | g
omi Jleo | _ e* (z—l)e
22—=2242 22—-2z+42
1 (z—1)e*dz | e*dz
_ midld=2 2 9, g W22 9,4 9
- 0 e*dz 1 (z—1)e*dz

S i Ja=2 2 9, 19 2mJlE=2 2 9, 49
Kuna

j{ (z — 1) e*dz (6.2.5)
|Z|=2 22—22+2 -

—1)e? —1)e?
= 27Ti(res u_;r_ res u) (6:2.3)

Z=1+i z2 — 2242 z=1-i 22— 9274+ 2

z—1)e?
R
z=1+1 22 =2 z=1—1

( 2—1
elti 1—1 i —i
= ( te )sz’ee +2€ = 2miecos 1
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ja

j{ e*dz (6.2.5)
|z]=2 22—22+2 -

= 2mi | res L + res e—z (629
o 2=1+i 22 — 224+ 2 z=1—i 22 — 22+ 2 N
e e?
i (22 —2{ 1y i 22 =2 z:l—i)

i .

el ol e o
= 2mi | ——— ) = 2mie = 2miesinl,
2 21

siis

—sinl cosl

eA:e~( cos 1 sml). o

Ulesanne 1. Leidke Lause 8 abil cos A4 ja sin A, kui

().

Ulesanne 2. Leidke Lause 8 abil e, cos 4, sin A ja In (I + A), kui

a=(ha)

Ulesanne 3. Leidke Lause 8 abil 4, cos A ja sin A, kui

5.6 Maatriksi lahutuse rakendamine

Oletame, et Ay, ---, A, on maatriksi A € C™™ omavairtused ja neile
vastavad omavektorid xi,...,x, on lineaarselt soltumatud. Moodustame
n X n ruutmaatriksi X, valides esimeseks veeruvektoriks vektori x;, teiseks

veeruvektoriks vektori x,, ..., n-ndaks veeruvektoriks vektori x,,, st

X=(x1 - Xn). (6.3.1)
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Tahistame
A= oL, ) (6.3.2)
0 - A\,

Lause 1. Kui maatriksil A € C™*" on n lineaarselt soltumatut omavek-
torit xy, - -+, x,,, mis vastavad omavaértustele Ay, --- , \,, siis maatriks A on
esitatav kujul

A=XAX1, (6.3.3)

kus maatriksid X ja A on méadratud vastavalt seostega (6.3.1) ja (6.3.2) .
Toestuseks piisab néidata, et

AX = XA

Et Ax, = Mxp (1 <k <n), siis

AX:A[X:[ Xn]:
:[Axl Axn}:[)\lxl )\nxn}.
ja
)\1 .. 0
XA:[Xl xn} Do =
:[)\1X1 )\nxn]

Jarelikult kehtib seos (6.3.3) paika ja ka seos
A= XTAX. O

Lause 2. Kui Ay, ..., A\, on maatriksi A omavaartused ja neile vastavad
omavektorid xi, ... ,x, on lineaarselt sdltumatud ning f(z) on analiiiitiline
lahtisel hulgal, mis sisaldab maatriksi A spektrit, siis

f(A) = X diag( f(\), ..., fOn) X7, (6.3.4)

kus maatriks X on méératud seosega (6.3.1).
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Toestus. Et
AP = (XAX ) = XAXTIXAX ! XAX T = XARX

S1is

> p(k) > f(k) .
f4) = Zf (O)Ak:Zf (0) (XAX1)* =

k! k!
k=1 =1
= FE0) kvt = f®(0) ,, 1
_Zk!XAX_XZk!AX:
k=1 k=1
= Xf(A) X!

Kuna (miks?)

(2 — A)~" = diag ((z — M7 =) (2 - )\2)_1) ;

siis kasutades valemit (6.2.6) saame

f) = %ﬁf(z)(zl—/\)—ldz:
O (e S [
— diag (L § LB Y ONAN
= d1ag<% pz—Ale""’Q_m' rZ—)\ndz)_

= diag (f(M) ..., f(An))-
Seega
fA) =X f(A) X7 = Xdiag (f(A1), ..., f(A)) X7
ja kehtib seos (6.3.4).

Jareldus 1. Kui A, ..., A\, on maatriksi A omavéértused ja neile vas-
tavad omavektorid x1, ... ,x, on lineaarselt soltumatud, siis

expA = X diag( exp A, ... ,expA,) X 1= X (expA) X1,
cos A = X diag(cos Ay, ... ,cos\,) X1 = X (cosA) X,
sin A = X diag(sin Ay, ... ,sin\,) X' = X (sinA) X1,
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kusjuures

A oo+ 0 exp /\1 cee 0
0 -\, 0 S eXp A,
COSA; - 0 sinA; --- 0
COSA: , SlnA: ..
0 <e- COS Ay 0 <o-osin A\,
. 1 1 . A
Niide 1. Olgu f(z) =¢e* ja A = 11 ) Leiame e”.
Lahendame antud maatriksile vastava karakteristliku vorrandi:
1—A 1 A =141,

-1 1-A

‘ = O:>(1—)\)2+1:0=>{ N
s —1—

Leiame vastavad omavektorid:

N B R 1 L0
-1 1—(14d) i 0

N — 1 0 rtri [ —t 1 0 O it 4= 0=
-1 47 : 0 0 0 :0

= 61:1/\52:i :>X1:<1~)7

]

N - 1_2.:><1—(1—z') 1 : 0>N
1 1-(1—4) 0

N 7 1 0 I 1 1 0 Sl =0
-1 7 : 0 00 :0

= 51:1/\52:—7, :>X2:( 1>

—1

Seega seose (6.3.1) pohjal saame



Et

DN | =D [ =

N |

. N
~.

, inverse: (

11,
S N S Y it
22 —1 1 5 52
ja
14
. A A (& 0
dlag(e le 2) = ( 0 el ),
siis valemi (6.3.4) pohjal saame
e! = Xdiag (e’\l,eh) X t=
11 e 0 3 —3t
B <2 —z)( 0 el—i)<i y
2 2

1,144 11— 1. 1+4i | 1. 1—i
5€ +26 e +2ze

= 1 1+ 1.1 I 1+i | 11—
< e Ste 5€ + €

cosl sinl
o e'(—sinl cosl>' %

Naide 2. Leiame sin A, kui

Et

siis
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mille lahendeiks on A\; = Ay = 0 ja A3 = 3. Leiame omavaértustele \; = Ay =
0 vastavad omavektorid. Kuna A\; = 0 korral

1-0 1 1 111 0
1 1-0 1 ~ 0 |
1 1 1-0 0
siis soltumatuid vorrandeid jaab iiks
Si+&+86=0
ja slisteemi vabadusastmete arv on 2 ning siisteemi tildlahendiks on
&1 —q—p -1 -1
x=| & | = q =p| 0 | +a | 1 [,
&3 p 1 0

kus p ja q suvalised reaalarvud. Jarelikult, omavaartustele Ay = Ay = 0
vastavad omavektorid x moodustavad ruumi R? kahemootmelise alamruumi,

mille baasivektoreiks voime valida vektorid x; = [-1 0 1]7 ja vektorid
xo = [—1 1 0]7. Omaviirtuse A3 = 3 korral
1-3 1 1 0 1 1 -2 0
1 1-3 1 01|~ 1 -2 1 01~
1 1 1-3 : 0 -2 1 1 0
1 1 -2 :0 11 -2:0
~ 0 -3 3 :0(~[01-1:0]"™
0 3 -3 :0 00 0 :0
10 -1:0
~ 01 -1 :0 ) .
00 0 :0
Selle siisteemi vabadusastmete arv on 1 omavéédrtusele A3 = 3 vastavad

omavektorid avalduvad kujul
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ja moodustavad ruumis R? {ihemootmelise alamruumi, baasivektoriga
x3 =[1 1 1]7. Vastavalt seosele (6.3.1) saame

-1 -1 1

X = 0 1 1

1 0 1

Et (kontrollige)
11 2
x-1 BT
I UL S
3 3 3

siis valemi (6.3.4) pohjal saame

f(A) = Xdiag(sin0, sin0,sin3) X ' =

-1 -1 1 00 0 -3 -1 2
_ 0 1 1 00 0 -5 = -2 | =
1 0 1 0 0 sin3 3 s
1 sin3 sin3 sin3
= 3 sin3 sin3 sin3 |. &

sin3 sin3 sin3

Ulesanne 1. Leidke Lause 2 abil ¢4, cos A ja sin A, kui

1 1
A= ( 2! ) |
Ulesanne 2. Leidke Lause 2 abil e?, cos A, sin A ja In (I + A), kui
0.1 0.1
AZ:(-—01 02)'
Ulesanne 3. Leidke Lause 2 abil e, cos A ja sin A, kui

A= -1 2 -1
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5.7 Sylvesteri teoreemi rakendamine

Lause 1 (Cayley-Hamiltoni teoreem vt [7], Ik 76-78). Kui A € C™*" ja
p(A\) = det(A — AI)

on maatriksi A karakteristlik poliitnoom, siis p(A) = 6, st maatriks A rahuldab
oma karakteristlikku vorrandit.

Lause 2 (Sylvesteri teoreem). Kui maatriksi A € C™*™ koik omavéidr-
tused A\, on erinevad, siis

= (A — NI
f(A) =) f(X) (6.4.1)
,; (O — A)
VOl
1 n
Ay =) AAR? 4.2
)= 5 Do A, (642)
kus Ay (k= 1;2;...;n) on determinant, mis on saadud Vandermonde’i de-
terminandist
1 R |
A A1 Ao .\,
DD VD Vi

asendades k-nda reavektori
(AE=LNE=L A

vektoriga

(f(A) f(A2) o (M)

Naide 1. Leida exp A, kui A = _11 1 .
Leiame koigepealt maatriksi A omavéirtused
' 1 1 |—0:>(1—/\) +1—0:>{ Ny =1 i

63



ja siis kasutame valemit (6.4.1)

A=) .. A—Q+DI
A _ 147 lz:
xp Tti-1+i¢ T1-i-1-4°

A AR e =i 1
— o2\ -1 )T i i) T
_ (e+e)/2 (e"—e™)/2i\ [ cosl sinl
T e —e))/2i (e+e))/2 )T\ —sinl cosl
ning kasutates valemit (6.4.2)
11 1 1 elti el
eXp( 1 1) = <1/det( 1+i 1—i )) {Idet< 14 1—i)+
1 1 1 1
+( -1 1 )det ( el+i el—i ):| =

e —jet —je”t et — ¢t .. cosl sinl o
Y —e '+t —jet —iet ) —sinl cosl /-
6 Ortogonaalread

6.1 Skalaarkorrutis

Definitsioon 1. Vektorruumi X iile korpuse K nimetatakse skalaarkor-
rutamisega ruumiks, kui igale elemendipaarile x,y € X on vastavusse seatud
kindel, vektorite x ja y skalaarkorrutiseks nimetatav, arv (x,y) € K nii, et
on téidetud tingimused (skalaarkorrutise aksioomid):

1. (x,x) >0; (x,x)=0=x=0;

2. (x,y) =(y,x) , kus (y,x) on suuruse (x,y) kaaskompleks;
3. (x+y,2z) = (x,z) + (y + 2z) (aditiivsus esimese teguri suhtes);
4. (Ax,y) =X(x,y) (homogeensus esimese teguri suhtes).
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Kui X on vektorruum iile R, siis definitsiooni pohjal (x,y) € R ja
tingimus 1 omandab kuju (x,y) = (y, x), st sel juhul on skalaarkorrutis kom-
mutatiivne.

Naide 1. Defineerime ruumis C" vektorite

x=[& - &l Ay=[m - m]

skalaarkorrutise valemiga

y) = Z kTl -
k=1

Kontrollime tingimuste 1-4 taidetust:

(x,x) = Z&;&—ZI& >0,

k=1

(x,x) = Z|§k|2=0 = &=0 (k
=1

(x,y) = ka% = Zé*—zmk = Zﬁkf_k = (y,x);

(x+y,z) = Z£k+nk Sk = Z€k§k+z77k§k— x,2)+(y, z);

I
—_
2
T
»
I
=

k=1
Mxy) = D M = AZéwk— xy). ¢

Naiide 2.Vaatleme koéigi 16igul [«, 5] (Lebesgue’i mottes) integreeruva
ruuduga funktsioonide vektorruumi Lj|a, 3]. Defineerime selliste funktsioo-
nide skalaarkorrutise seosega

B
ey = [ xloy i
Veenduge, et on tédidetud skalaarkorrutamise aksioomid 1-4.
Ulesanne 1. Niidake, et skalaarkorrutamisel (x,y) on jargmised omadused:

L. (x,y +z) = (x,y) + (x,2) (aditiivsus teise teguri suhtes);
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2. (x,\y) =\(x,y) (kaashomogeensus teise teguri suhtes);

3. <X7 0> = <07y> =0 Vx,y S Xa

4. (dxAy) = A (x,y).

Lause 1 (Cauchy- Schwartzi vorratus). Skalaarkorrutamisega vektor-
ruumi X mistahes vektorite x ja y korral kehtib vorratus

(%, 7)) < V{xx)VI(Y,y)-

Toestus. Kui (x,y) =0, siis skalaarkorrutise definitsiooni tingimuse 1
pohjal peab vorratus paika. Vaatleme jérgnevalt juhtu (x,y) #0. Defineerime
abifunktsiooni

e(A) = (x+ AMx,y)y. x + Ax,y)y).
Kuna X\ € R korral

e(A) = (Xx)+xMxy)y)+HAX Y)Y, ) +HMX Y)Y A, y)y) =

X, X)X, y) (X, y) +A X Y) (v, )+ 07 [(x, 9) ] (v, y) =
N, y) Py, y)+2A [(x y) P +(x,x) >0 VAER &

s [y =y xx)(y,y) <0.

—~

Viimane vorratus on samavéirne vorratusega |(x,y)]> < (x,x)(y,y)
ja see Cauchy-Schwartzi vorratusega. Cauchy-Schwartzi vorratus voimaldab
defineerida nurga kahe vektori vahel skalaarkorrutisega vektorruumis. (l

Definitsioon 2. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X mistahes vek-
torite x ja y vaheline nurk méaratakse seosega

—

cos(x,y) = (x,¥)/(V/{(x, %)/ (y,¥))-

Ulesanne 2. Niidake, et iga kahe komplekse vektori x ja y korral kehtib
vordus

(xy) = Xy)

Ulesanne 3. Koigi 16igul [, 5] méiratud reaalsete kordajatega iilimalt
n-astme poliinoomide vektorruumis P, [«, 5] on skalaarkorrutis defineeritud
vale-
miga

B
(x,y) = / x(t)y(t)dt.
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Leidke poliinoomide x =t — 1 ja y = t?> + 1 vaheline nurk.
Ulesanne 4. Niidake, et skalaarkorrutisega ruum X on normeeritud

ruum normiga
[l = v/ (x,%).

Lause 2. Skalaarkorrutisega normeeritud ruumis kehtib roopkiiliku reegel
2 2 2 2
x4+ ylI" + [x = ylI” = 2(x[]" + lly[]")-

Toestus. Vahetu kontrolliga saame, et
b+ yll* + Ix = y[I* = (x+y,x+y) + (x—y,x—y) =

= (x,%) +(x,y) +{y,x) + {y,y) + (x,x) = (x,5) — (¥, x) + (y,y) =
=2(x[I”+ lyl»). O

6.2 Ortogonaalsed vektorid

Definitsioon 1. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X vektoreid x ja
y nimetatakse ortogonaalseteks, kui (x,y) =0 ja tahistatakse x L y. Vek-
torruumi X vektorit x nimetatakse ortogonaalseks hulgaga Y C X, kui
x 1Ly VyeY.

Ulesanne 1. Leidke kéik vektorid, mis on ortogonaalsed nii vektoriga
a=[406 -2 0]"

kui ka vektoriga
b=[21 -1 1 1]".

Definitsioon 2. Oeldakse, et vektorruumi X hulgad Y ja Z on ortogo-
naalsed, kuiy Lz Vy €Y AVzeZ.

Ulesanne 2. Niidake, et jada {x*)} skalaarkorrutamisega vektorruumi
X vektoreist x*) on Cauchy jada, kui vastavalt igale etteantud arvule e > 0
leidub naturaalarv ng nii, et mistahes m € N ja n > ng korral

[xtm) — x| — \/ (x() — x(ntm) x(n) _ ylnbm)y < ¢
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Et skalaarkorrutamisega vektorruum on normeeritud ruum, siis skalaar-
korrutamisega vektorruumi X on téielik, kui temas iga Cauchy jada on koon-
duv selle ruumi X punktiks.

Definitsioon 3. Hilberti ruumiks H nimetatakse komplekset skalaarkorru-
tamisega vektorruumi, mis osutub normi ||x||=4/(x,x) jargi koondumise
mottes taielikuks.

Ulesanne 3. Niidake, et ruum C” skalaarkorrutamisega

<X7 y> = Z gkﬁk
k=1

on Hilberti ruum.
Ulesanne 4. Niidake, et 16igul [a, 3] integreeruva ruuduga funktsioonide
ruum Lo[a, (], skalaarkorrutisega

B .
%,¥) = / (),

on Hilberti ruum.
Lause 1. Skalaarkorrutamisega vektorruumi X vektorite ortogonaalsusel
on jargmised omadused (1-4):
l.x 1l x&ex=0;
2.xlyeylx
3xL{y,....yx=xL(y,+ ... +¥yr);

4. x Lly=x1ly VIeK,
ja Hilberti ruumi vektorite ortogonaalsusel on taiendavalt omadus:

b.xly, m=1;23..) Ny, —y =x1y.
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Toestame need vaited:

x 1 x&xx)=0&x=0;

x L yoxy)=0e{yx =0 (yx) =0y lx

x L Ay, yipexly A Ax Ly, e
& (Xy)=0A...AXYy,)=0=
= Xy)+.. +xy)=08(xy +. ...ty =0s
& xL(y,+...+y);

Xx L yexy) =0y =0¥cKs
S (xAy)=0 VAeK<ex 1y,

xly,Vn € N /\yn—>y<:><x,yn>:()/\ lyn -y — 0=

= (x,y,) =0/A[(xy,) — (x¥)|=[xy,~y) <
< xl[llyn=yll—=0=(xy) =0&xly. O

Definitsioon 4. Hulga Y C X ortogonaalseks tdiendiks nimetatakse
hulka Y+ ruumi X koigist vektoritest, mis on ortognaalsed hulgaga Y, s.t.

Yi={x: (xeX)A(x Ly VyeY)}

Ulesanne 5. Olgu U = spcm{[ 1 01 }T, [0 2 1 }T} C R3. Lei-
dke hulga U ortogonaalne taiend.

Lause 2. Kui X on skalaarkorrutamisega vektorruum, x € X, ¥ € X
jax LY, siis x L spanY. Kui lisaks X on taielik, st on Hilberti ruum, siis
x L spanY.

Toestus. Lause 1 viidete 3 ja 4 pohjal x L spanY. Kui y €spanY, s.t.
Jy,. € spanY | selline, et y, — v, siis arvestades ortogonaalsust x 1 y, ja
Lause 1 véaidet 5, saame x 1 y , s.t. x L spanY. 0

Ulesanne 6. Niidake, et hulga Y C X ortogonaalne tiiend V' on ruumi
X alamruum ja hulga Y C H ortogonaalne tiiend Y+ on Hilberti ruumi H
kinnine alamruum, st Y+ on ruumi H alamruum, mis sisaldab koik oma
rajapunktid.

Ulesanne 7. Niidake, et kui Y on Hilberti ruumi H kinnine alamruum,
siis iga x € H esitub iihesel viisil summana x =y +z, y€Y, zecY',

Ulesanne 8 (projektsioonide teoreem). Niidake, et kui Y on Hilberti
ruumi H kinnine alamruum, siis ruum H avaldub kinniste alamruumide L
ja Lt otsesummana H = L @ L™ ning (L*+)*+ = L.
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Definitsioon 5. Hilberti ruumi H vektori x kaugus alamruumist’ Y C H
defineeritakse valemiga

Y) = inf [|x —y|.
p(x,Y) = inf fx —y|

Lause 3. Kui Y on Hilberti ruumi H kinnine alamruum ja x € H, siis
leidub selline iiheselt méératud y € Y, et [|[x —y|| = p(x,Y).

Definitsioon 6. Lauses 3 esinevat vektorit y nimetatakse vektor: x
ristprojektsiooniks alamruumile Y.

Definitsioon 7. Vektorite siisteemi S = {x1,...,Xy, ...} nimetatakse or-
togonaalseks, kui (x;,%;) = ||x;]|* d;; kus ;; on Kroneckeri siimbol. Vektorite
stisteemi S = {xy,...,Xy, ...} nimetatakse ortonormeerituks, kui (x;,x;) =

8ij-
Naiide 1. Vektorite stisteem {e;} (k=1:n), kus

e, =[0;0;...;0;1;0;...;0]",

k —1nulli n—k nulli

on ruumis C" ortonormeeritud.

Naide 2. Vektorite siisteem

{1/V2x, (cost)/v/m, (sint)//7, (cos2t)/v/@, (sin2t)/v/7, ...}

on ortonormeeritud siisteem ruumis Ly[—7, 7] .

Naiaide 3. Vektorite siisteem {exp(i27kt)}rez on ortonormeeritud siis-
teem ruumis Ly [0; 1]. Toesti

1 1
(Xp, X;) = / exp(i2mkt)exp(i2mjt)dt = / exp(i2n(k — j)t)dt =
0 0

_ { (exp(i27(k — 7)) — 1)/(i2n(k — j)) =0, kui k # j;

1 , kui k= j.

Lause 4. (Gram-Schmidti ortogonaliseerimisteoreem). Olgu {xy, ..., Xz}
lineaarselt soltumatu vektorite siisteem skalaarkorrutisega vektorruumis H,
siis leidub selline ortonormeeritud siisteem {ey,...,ex}, et
span{xy,...,X;} = span{ey,..., &}

Toestame selle vaite matemaatilise induktsiooni meetodil. Juhul £ =1
defineerime £, = x;/ ||x1]| ja toesti, span {x; } = span{e; }. Induktsioonibaas
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on olemas. Naitame induktsioonisammu lubatavust. Eeldame, et lause viide

peab paika k = i—1 korral, s.t. leidub selline selline ortonormeeritud siisteem

{€1,...,6;_1}, et span{xy,...,x;_1} = span{ey,...,&;_1}. Vaatleme vektorit
Yi:)\lgl + ...+ )\1'7181',1 + X; s )‘j c K.

Kordajad A\, (v =1:i-1) valime nii, et y; L ¢, (v=1:i-1), st (y;,&,) = 0.

Saame ¢ — 1 tingimust:

A (Evy€0) + (x45,6,) =0, ehk A\, = — (x;,e,) (r=1:i-1). Seega,

Yi =X — (Xi,€1) €1 — .. — (X, €i-1) €1
Valime ¢; = y;/ ||yl .- Kuna
£, € span{xy,...,x;_1} (v =1:i-1),
siis vektorite y; ja &; konstruktsiooni pdhjal €; € span {x1,...,x;}. Seega
span{ey,...,&} C span{xy,...,X;}.
Vektori y; esitusest jareldub, et x; on vektorite ey, ..., ¢&; lineaarne kombi-

natsioon. Jarelikult,

span {x1,...,X;} C span{eq,...,&;}.

Seega
span {xi,...,X;} = span{ey,...,&}. O

Niide 4. On antud ruumi R* vektorite siisteem
{x1,%2,x3}, kus

x1 = [1;0;1;0]", x2 = [151;1;0]", x5 = [0; 1;0;1]""
Leiame sellise ortonormeeritud siisteemi {1, &5, €5}, et
span {Xy, Xz, X3} = span {1, €2, 3}

Lause 1.6.8 toestuses esitatud ortogonaliseerimisprotsessi rakendamiseks, esi-
teks, kontrollime, kas siisteem {x;,X5,x3} on lineaarselt soltumatu (voib ka
mitte kontrollida, see selgub ka ortogonaliseerimise kdigus):

1010 1010 1010
1110/ %]o1o00|™]0o0100]|=
0101 0101 000 1
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{x1,X2,x3} on lineaarselt soltumatu. Leiame vektori
er=x1/ x| = [1/v2;0;1/v2;0]".
Vektor ys avaldub kujul:
Y2 = Xg — (Xo,61) 1 = [1;1;1; 0] — v2[1/v/2;0;1/v/2; 07 = [0;1;0; 0]".
Kuna [|ys|| = 1, siis &2 = y2/ ||y2]| = [0; 1;0;0]7. Vektor y3 avaldub kujul:
y3 = X3 — (X3,€1) €1 — (X3,62) €2 =

= [0;1;0; 1" — 0+ [1/v2;0;1/v/2;0]" — 1-[0; 1;0;0]" = [0; 0; 0; 1] "

Seega,
es=ys/ lysll = [0;0;0;17. &

Naiide 5. On antud ruumi Lo[—1; 1] lineaarselt soltumatu vektorite siis-
teem {x1, Xy, X3}, kus x; = 1, x5 = t jaxs = 2. Leida selline ortonormeeritud
stisteem {e1, 5,65}, et

span {x1, X2, X3} = span {1, €2, €3}.
Veenduda, et siisteem {x;, X2, X3} on lineaarselt soltumatu. Leiame vektori
a1 =x1/ x| = 1/v2.
Vektor y, avaldub kujul:

}’2—X2—<X2,€1>€1—t—(/_1t'(%)dt)

1 _ 2 3
g2 =Yoo/ |lyall =t/ / t-tdt =t/ 5=\
-1

Vektor y3 avaldub kujul:

1
0. —
V2

=1 = 1.

1
ﬁ

Seega,

Y3 = X3 — <X3,51> &1 — <X37€2> &g =




Jarelikult,

s = s/ Ivsll = (& - %)/\/ [ ===

Funktsioonid €1, 5 ja €3 on normeeritud Legendre’i poliinoomid léigul [—1;1]. <

Ulesanne 9. Niidake, et paarikaupa ortogonaalsete vektorite siisteem
{z1,...,2,} on lineaarselt soltumatu.

6.3 Fourier’ read

Olgu Hilberti ruumis A antud loenduv ortonormeeritud siisteem {}, . -

Definitsioon 1. Rida kujul 220:1 crr, kus ¢ € K, nimetatakse ortog-
onaalreaks ortonormeeritud siisteemi {xy}, . jirgi.

Definitsioon 2. Elemendi z € H Fourier’ kordajaks stisteemi {z} jargi
nimetatakse arve

cx = (x,z5) (k€ N) (7.3.1)

ja rida Y .- cxxy, kus kordajad ¢ on leitud valemi (7.3.1) abil, elemendi
x € H Fourier’ reaks siisteemi {xy} jargi.
Lause 1. Kui S, on Fourier’ rea (7.3.1) osasumma, siis x — S,, L S, ja

o = Sall + 3 Jenf? = Jla]?. (7.3.2)
k=1

Toestus. Kuna S, on elementide xj;, lineaarne kombinatsioon, siis ortog-
onaalsuseks = — S,, 1 .S,, piisab néidata, et

r—5S, Lap (k=1;...;n).
Bt

<33' - Sn,l'k> = <$,£U]g> - <Sn,l'k> = Ck — <Z mem,xk> =

m=1
n

- Ck_zcm<~rm7$k> :Ck_ckzoa

m=1
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siis x — S, L ap (k=1;...;n) jajarelikult z — S,, L S,. Seega esitusest
r=(x—38,)+ Sy,

kusjuures z — .S, L S, jareldub, et
l2]* = llz = Sall* + D llexzal®. O (7.3.3)
k=1
Lause 2. Kehtib Besseli vorratus

D el <l (7.3.4)
k=1

Téestus. Seosest (7.3.3) jareldub, et
lz)* > llexael®  (vn e N, (7.3.5)
k=1

st rida 3257, [|crak]|? on koonduv. Et
lewwll = lexl [lzg]l = fexl

siis vorratusest (7.3.5) saame

[e.e]
D lal® < Jlz)”
k=1

Jarelikult rida 7% |cx]? on koonduv ja kehtib Besseli vorratus (7.3.4). O
Saab toestada jargmise véite, mille toestuse leiate saoovi korral opikust
5], 1k 244-245.
Lause 3 (Rieszi teoreem). Kui H on Hilberti ruum, siis iga pideva lin-
eaarse funktsionaali f € H* korral leidub parajasti iiks element y € H, et

f@) = (z,y) (Vo e H),

kusjuures || f]| = ||yl
Lause 4. Kui siisteem {z)}, . on ortonormeeritud, siis zj, — 6.
Toestus. Et
w0 & flzx) =0 (Vf € HY)
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ja Lause 3 pohjal
flxy) =0 (Vf e HY) & (z,y) =0 (Vy € H),
siis
zp = 0 (2,y) — 0 (Vy € H).
Olgu (24, y) = cx. Lause 2 pohjal saame Y25 | |ex|* < +00. Seega

(xr,y) — 0 (Vy € X). O

Lause 4. Iga Hilberti ruumi H elemendi x Fourier’ rida koondub. Kui
téhistada

Yy = Z CLTl, (7.3.6)
k=1

siis y on elemendi x ortogonaalne projektsioon alamruumile £ ({xy}).
Toestus. Kuna )/, cxxy on paarikaupa ortogonaalsete liikmetega rida

(o) o0
D llewael® =) lel* < +oo,
k=1 k=1

siis rida >~ cxxy koondub. Olgu y selle rea summa. Néitame, et y on

ja

elemendi x ortogonaalne projektsioon alamruumile L = £ ({z}}). Kuna y €
Ljaz =y+(x—y), siis lilesande 7.2.8 pdhjal piisab nididata, et (x — y) L L.
Selleks néitame, et (x —y) L zx (Vk € N) korral. Toesti,

(x—y,zp) = (z,2) — <Zcml‘m,xk> _ { kasutame skalaar- |

korrutise pidevust |

m=1
[ee)
= ¢ — E Cm AT, ) = cx — c = 0. O
m=1

Lause 5. Elemendi z Fourier’ rida koondub elemendiks x parajasti siis,
kui x korral kehtib Parsevali vordus

> lel® =z, (7.3.7)
k=1

kus ¢x = (z,x) (k€ N).
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Toestus. Et

o0
chxk =z e S, -z e ||S, —z|*—0,
k=1

siis seoste (7.3.3) ja ||cxzx|| = |cx| pohjal saame

o0
1Sy —2l* = 0 & [al*=) laf*. O
k=1

Lause 6. Iga elemendi z € H korral selle elemendi Fourier’ rida orto-
normeeritud siisteemi {xj} jargi koondub elemendiks = parajasti siis, kui
stisteem {z} on téielik.

Toestus. Lause 4 pohjal saame Y .- ¢xrp = y, kus y on elemendi z
ortogonaalne projektsioon alamruumile L = £ ({zy}). Seega > -, cyrp =@

parajasti siis, kui L = H, st siisteem {x;} on téielik. O
Naide 1. Ortonormeeritud trigonomeetriline siisteem

{ 1 cost sint cosnt sinnt }
m? \/E ) \/7_T AR ﬁ ) \/E PR

on ruumis L(—m, ) taielik, kusjuures funktsiooni z(t) € L(—m, ) Fourier’
rea

. Qg . .
;ckxk = ?—l—;akcosk:t—l—bksmkt

kordajad a, (k € NU{0}) ja by (k € N) leitakse valemite

- L[
ap = —/x(t) cosktdt, by= —/x(t) sin kt dt

™ ™

—T —TT
pohjal.
Naide 2. Haari ortonormaalsete lainekeste suisteem

0y () = (\/E)W 2z —k) (keZ),

kus
1, kui 0 < x < 0.5,

Y(x)=4¢ —1, kui 0.5 <z <1,
0, kui z ¢ [0;1),

on téiielik ruumis L? (R).
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7 Lisad

7.1 Lebesgue’i integraal

Matemaatilise analiilisi pohikursuses kasutame Riemanni integraali. Rie-
manni integraali korral jaotatakse 16ik [a, b] punktidega zy (k =0,1,2,...,n)
n osaldiguks [zy_1, zx], kusjuures a = xg < x1 < T3 < T, 1 < x, = b, ja
igas osalbigus valitakse punkt & € [zx_1, 7] ja moodustatakse Riemanni
integraalsumma Y, f (&) Awy, kus Azy = x — x5,_;. Kui eksisteerib pi-
irvaartus

lim > f (&) Ay,
k=1

max Az —0

mis ei soltu 16igu [a, b] osaloikudeks jagamise viisist ja punkti ¢ valikust k-
ndas osaldigus [x_1, x|, siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f(x)
méadratud integraaliks (Riemanni integraaliks) 16igul [a,b] ja tdhistatakse
f: f(z)dx. Oeldakse, et funktsioon f(x) on integreeruv 1digul [a, b] (Riemanni
mottes). Selleks, et summa piirvidrtus ei soltuks punktide &, valikust, peab
&, ldhedastele vaartustele vastama ka f (&) ldhedased vaartused. Selline
olukord on pidevate funktsioonide korral, kuid paljude praktikas kasutata-
vate funktsioonide korral see nii ei ole.
Naide 1. Uurime Dirichlet funktsiooni

] 1, kuiz e Q,
D("”)_{ 0, kui z € R\Q,

kus Q on koigi ratsionaalarvude hulk, integreeruvust 16igul [0; 1] Riemanni
mottes. Kui & € Q (k=1,2,...,n),siis >, D(&§) Az, =1 ja kui §, €
R\Q (k=1,2,...,n), siis >.;_; D (&) Az, = 0. Seega soltub vaadeldav
piirvaartus punktide &, valikust, st funktsioon D(x) ei ole integreeruv 16igul
[a, b] Riemanni mottes.

Jargnevas esitame Lebesgue’i integraali elementaarse késitluse. Saab toes-
tada jargmised vaited hulga R lahtiste ja kinniste alamhulkade struktuuri
kohta.

Lause 1. Iga lahtine hulk G C R avaldub iiheselt 1opliku voi loenduva
hulga J {ihisosata vahemike (ay, by) ithendina G = (J,; (ax, br) -

Lause 2. Iga tokestatud kinnine hulk /' C R avaldub iiheselt médratava
viahima 16igu [a, b] ja 16pliku v6i loenduva hulga J iihisosata vahemike (ay, by)
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tihendi G' = |J; (ax, bx) vahena, st

F=lab]\|J _ (arbr).

Definitsioon 1. Nii vahemiku (a, 3) kui ka 16igu [« 3] Lebesque’t moo-
duks nimetatakse arvu 3 — a.

Definitsioon 2. Arvu p(G) = >, (by — ;) nimetatakse tokestatud
lahtise hulga G' = | J,; (ax, bx) , kus vahemikud (ax, b)) (k € J) on iihisosata,
Lebesgue’i mooduks.

Definitsioon 3. Arvu p(F) = b —a — ), (by — ar) nimetatakse
tokestatud kinnise hulga F' = [a,b] \ U,c; (ax, bi) , kus vahemikud (ay, by)
(k € J) on iihisosata, Lebesgue’i mooduks.

Kehtivad jargmised viited.

Jareldus 1. Kui F' = {a}, siis u (F) = 0.

Jareldus 2. Kui F' on 16plik voi loenduv hulk, siis p (F) = 0.

Definitsioon 4. Mis tahes tokestatud hulka A C R nimetatakse Lebesgue’i
mottes mootuvaks, kui

ot p(G) = ;légu(F),
ja suurust p(A) = infeoa p(G) = suppcy o (F) nimetatakse tokestatud
hulga A Lebesgue’i mooduks.

Jareldus 3. Kui tokestatud hulgad A ja B C A on mo6otuvad, siis on
seda ka A\ B, kusjuures p (B) + p(A\B) = p(A).

Jareldus 4. Tiihja hulga Lebesgue’i moot on null.

Definitsioon 5. Funktsiooni f, mis on defineeritud hulgal X C R,
nimetatakse (Lebesgue’i mottes) mootuvaks hulgal X, kui:

e X on mootuv;
e {x|x e X A f(x)>a} on mootuv kui iga a € R korral.

Jareldus 5. Kui f on mootuv hulgal X siis iga loigu I C R korral on
hulk X N £~ (I) mootuv.

Lebesgue’i mottes mootuvavate funktsioonide seost pidevate funktsioonidega
iseloomustab jargmine N. Luzini teoreem.

Lause 3. Kui f on hulgal X defineeritud mootuv ja peaaegu loplik
funktsioon, siis mis tahes € > 0 puhul leidub selline hulgal X pidev funktsioon

p, et
p{z] flz) =w(@)}) <e
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Lebesgue’i integraali korral eeldatakse funktsiooni f(x) méotuvust hulgal
E. Tuleb eristada kaht juhtu:

e f(z) on tokestatud hulgal E;
e f(x) on tokestamata hulgal E.

Kasitleme vaid esimest neist juhtudest (teisel juhul tuleb kasutada téien-
davat piirvadrtust). Kui f(x) on tokestatud hulgal E, siis leiduvad sellised
arvud m ja M, et m < f(z) < M (x € E). Erinevalt Riemanni integraalist
teostame Lebesgue’i integraali korral alajaotuse y-teljel

m=y <y1 <y2<...<Yp1 <Y =M.

Téhistame Iy, = [yr_1, y] - Olgu f~! (I}) koigi hulga E punktide hulk, milles

funktsiooni f(z) vidrtused kuuluvad 16iku I;. Olgu p (f~1 (I;)) hulga f~* (1)
Lebesgue’i moot

y A

Yk+1

e

1)

Definitsioon 6. Kui eksisteerib piirvaartus

n

maxlg?k_)() Z Cr (f_l (Ik)) )

mis ei soltu 16igu [m, M| jaotamisest osaldikudeks ja punkti cx € [yr_1, Yk
valikust, siis 6eldakse, et tokestatud funktsioon f : R — R on integreeruv
Lebesgue’s mottes hulgal E.

Sarnaselt Riemanni integraaliga kasutame tahistust

max Ayg—0

/f(w)dx = lim chu (f71 (1)) -
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Néites 1 esitatud Dirichlet funktsiooni D(x) integreerimisel 16igul £ =
[0; 1] leiame, et m = 0 ja M = 1. Loigu F jaotamisel osaldikudeks I, saame

D™ (L) = {z|lz € E\Q}, D' (L) =0 (1<k<n),
DY (I,) = {z|lz€EnQ}.

Seega (D! (1)) =0 (1 <k <mn). Jarelduse 2 pohjal u (D71 (I,)) =0 ja
jarelduse 3 pohjal (D! (Iy)) = 1. Jarelikult

n

/ D(z)dx = lim chu (D' (Iy)) =

max Ay —0
[0;1]

= lim ((c1) 140+ (c,)-0) =

max Ayg—0
= lim ¢ =0.
max Ayp—0
Lisaks paljudele Riemanni integraali juurest tuttavatele omadustele on
Lebesgue’i integraalil kui Riemanni integraali tildistusel omadusi, mis voimal-
davad tema rakendamist laiema funktsioonide klassi korral. Naiteks, iga hul-
gal F/ Lebesgue’i mottes mootuv tokestatud funktsioon on integreeruv sellel
hulgal.

7.2 Kompleksarvud

Definitsioon 1. Kompleksarvudeks nimetatakse reaalarvude jarjestatud
paare (z,y), kusjuures nende paaride vordsus, liitmine ja korrutamine on
defineeritud jargmiselt:

1° (z1,91) = (22,92) & T1=22 A Y1 = Ya2;

. def.
2° (z1,51) + (%2, 92) = (21 + 22,51 + 12);

3° (z1,11) - (w2, y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Tol) -

Kompleksarve (z,y), (z1,v1), (x2,y2), (r3,y3) tahistame jargnevas z, z1,
2 ja z3.

Ulesanne 1. Vahetu kontrollimisega néidake:

1°21+20=29+ 2 (liitmise kommutatiivsus);

2° 2129 = 2921 (korrutamise kommutatiivsus);

3° (z1+29) + 23 =21+ (22 + 23) (liitmise assotsiatiivsus);

4° (2129) 23 = 21 (2223) (korrutamise assotsiatiivsus);

5° (21 + 22) 23 = 2123 + 2223 (distributiivsus).
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Kui kompleksarve (0;0), (z;0) ja (0;y) tédhistada lithidalt 0, z ja iy, siis
z=(z,y) = (2;0) + (0; 1) (;0) = = + iy.

Definitsioon 2. Kompleksarvu z esitust kujul z = = + ¢y nimetatakse
kompleksarvu algebraliseks kujuks, kusjuures arvu x nimetatakse komplek-
sarvu reaalosaks ja y kompleksarvu imaginaarosaks (tdpsemini imaginaarosa
kordajaks).

Kasutatakse tahistusi

r=Rz=Nz, y=2Sz.

Arvu ¢ nimetatakse imaginaarihikuks. Arvu Z L 1y nimetatakse
kompleksarvu z = x + iy kaaskompleksarvuks. Koigi kompleksarvude hulka
tahistatakse tdhega C. Tasandit, mille igale punktile (x,y) on seatud vas-
tavusse kompleksarv z = x+iy, nimetatakse komplekstasandiks (z-tasandiks),

Yy Z

Yy z =T+ 1y

11 2|
Arg 2

x-telge reaalteljeks ja y-telge imaginaarteljeks. Rohutame, et komplekstasandil
z on x ja y reaalsed, st me vaid kasutame xy-tasandit kompleksarvude kuju-
tamiseks. Komplekstasandil joonistame kompleksarvu z kohavektori. Arvu
z kohavektori pikkust téhistatakse |z| ja nimetatakse kompleksarvu z moodu-
liks. Nurka, mille kompleksarvu kohavektor moodustab reaaltelje positiivse
suunaga, nimetatakse kompleksarvu argumendiks ja tdhistatakse Arg z. Kom-
pleksarvu argument on méératud liidetava 2km (k € Z) tédpsusega, sest téis-
poore 2w vorra viib kompleksarvu kohavektori esialgsesse asendisse tagasi.
Kompleksarvu argumendi Arg z vadrtust, mis kuulub poolldiku (=, ] , nimetatakse
kompleksarvu argumendi peavidrtuseks ja tdhistatakse arg z, st arg z € (—m, 7| .
Seega

Argz =argz+2kn (k€ Z), (1)

kus
-7 < argz < 7.
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Kehtivad seosed
2] = Va? 4+ y? (2)
ja
arctan (y/x), kui z > 0,
arctan (y/x) +m, kuiz <0 A y >0,
arg z = ¢ arctan (y/x) — 7, kuiz <0 A y <0, (3)
/2, kuix =0 A y >0,
—7/2, kuix =0 A y <0.

NB! Moningates raamatutes kasutatakse argumendi peavaartuse jaoks monda
teist poolloiku pikkusega 27, néiteks [0; 27) .

Niide 1. Leiame kompleksarvu —v/3 — i mooduli, argumendi peavéér-
tuse ja argumendi.

Valemite (2), (3) ja (1) abil saame vastavalt

V314 = \/<—¢§)2+ (-1)%

arg (—\/5—1~i) = [—\/§<0 A —1<0}:

ja
Argz-—%—i—%ﬂr—(Qk—g)W(kEZ). &

Kui tahistada ¢ = Arg 2 ja kasutada polaarkoordinaate punkti asukoha
madramiseks ry-tasandil, siis saame kompleksarvu trigonomeetrilise kuju

z = |z| (cos p +isin ) (4)
ja kompleksarvu eksponentkuju
2= 2| e, (5)

kus ‘
e'¥ =cosp +ising (6)

on Fuleri valem.
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Kuna funktsioonid cos ¢ ja sin ¢ ning (toesta, et e*™ = 1!) €¥ on 27-
perioodilised, siis voime valemeis (4) ja (5) votta ¢ = arg z.

Niide 2. Leiame kompleksarvu —v/3 — i trigonomeetrise kuju ja ekspo-
nentkuju.

Kuna |—v/3 —i| = 2 ja arg (—V/3 — i) = —57/6, siis valemite (4) ning
(5) abil saame vastavalt

/3 — i =2(cos (=57 /6) + isin (—57/6))
ja
_\/g = Qei(—STr/G) — 26_57”;/6. <>

Komplekstasandit taiendatakse lopmatuspunktiga oo, kompleksarvuga,
mille moodul on 400, st |oo| = +oo. Lopmatuspunkti reaal- ja imaginaarosa
ning argumenti ei defineerita. Lopmatuspunktiga tdiendatud komplekstasan-
dit nimetatakse laiendatud komplekstasandiks.

7.3 Tehted kompleksarvudega

Kompleksarvude z1 = (x1,y1) ja 22 = (x2,y2) liitmine ja korrutamine on
eelnevalt defineeritud. Esitame need definitsioonid algebralisel kujul esitatud
kompleksarvude z; = x1 4+ 1y; ja 29 = xo + iy korral:

21420 = (T1+x2) Fi(yr +vy2), 2122 = (2122 — Y1y2) + 1 (T1y2 + Tay1) -

Kahe kompleksarvu z; ja zo vahe 21 — 25 ja jagatis z1/zy defineeritakse vas-
tavalt kui vorrandi z; = 2z 4+ 25 ja vorrandi z; = 2z, lahend. Leiame, et

27—z = (1 —x2) +i(y1 — ¥2),

A it W _ (1 + iy1) (z2 — iyo) _ (z172 + 11y2) + i (T291 — 1Y) _
29 Ty +iys (o +iys) (vg — iya) T3+ 3
T1To + Y1Y2 | . T2Y1 — T1Yo
2 .2 2, .2
T3 + Y3 T3 + Y3

Osutub, et kompleksarve on tihti otstarbekas liita ja lahutada algebralisel
kujul, aga korrutada, astendada ning jagada eksponentkujul. Saame

21 - 29 = |21]| (cos 1 +isin ) - |za] (cos o + isingy) =
= |21 | 22| ((cos @1 cos g — sin ¢y sin @s) + i (€os 1 sin s + sin 1 cos py)) =
= |21 [22] (cos (01 + 2) +isin (g1 + p2)) = |21 |2 17¢2),
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2z Ze |z 2] (cos (w1 — o) +isin (o1 — ¢2)) |z cile1—22)

29 B |22|2 - ’22|2 = |22‘
Seega
2122 = |Zl| |22| ei(argz1+arg32), i — @ ei(argz1—arg22)7
2 |z
2" = |z|" (cos (nargz) +isin (nargz)) = |z|" '™,

Kompleksarvu ja kaaskompleksi moodulil ning argumendil on jargmised oma-
dused:

1202 > 0; 20 |=z| = z] = |z];  3° |21 22 = [a1] - |22
z z

e 22l s < ezl < Jal 1wl
Z9 ‘22’

6° |z| =V2Z, T°z21+20=721+Z9; 8 Z123 = Z122;
21 51 — — 1 —

9° (2—2) 22—2; 10°z7 = (z)"; 11° 3‘%225(24—2);

1
12°Gz2 = —= (2 —2).
Sz = o (z—2)

' 9
Naide 1. Arvutame <_2+—22\/§> )
—V2—-iv2
Kujutame arvud —92+4i2/3 ja —V2—iv2 komplekstasandil ning maarame
nende mooduli ja argumendi

2423

—V2 — /2
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Leiame:

2

-2+i2v3| 2 \/(—2)2 +(2v3) = 4

—V2<0
T3
= ™ 1 47T.
Seega | |
-2+ Z2\/§ = 4@2277/3, _\/5 _ Z\/§ -9 €—z37r/3
ja

. 9 127 9
2B (AT = ey < e -
—\/5—@'\/5 9 e—i3m/4

99pi51m/4 _ 99 ,i(48m+3m)/4 _ 99 il2m | i3m/4 _

. . 3 3
= [e’zk” =3 1] = 2%/t — 99 (cos Zﬂ + isin f) =

— 2 (—\/5/2 + i\/§/2> = —256v/2+ 256iv2. O
Definitsioon 1. Vorrandi
wh=2z (n€{2;3;4;...}) (1)

iga lahendit w nimetatakse kompleksarvu z n-ndaks juureks ja téhistatakse
w= Yz

Kuna on tegemist muutuja w suhtes n-ndat jarku algebralise vorrandiga,
siis algebra pohiteoreemi kohaselt on sel vorrandil kompleksarvude hulgal
tiapselt n lahendit. Kui esitada z ja w eksponentkujul z = |z| €'®&* ning

w = |w| e'a8¥ siis saame vorrandile (1) kuju
|n einargw

1arg z

|w = |2] e
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Kaks kompleksarvu, esitatuna eksponentkujul, on vordsed parajasti siis, kui
on vordsed nende moodulid ja teiseks nende argumendid. Suurus nargw
voib erineda kompleksarvu z peavaartusest arg z arvu 27 mingi kordse 2k
(k € Z) vorra. Seega

lw|" = |z| A nargw = argz+ 2km (k€ Z).
Jarelikult
lw| = /|| (tegemist on juba reaalmuutuja juurega),
argw = (argz+2km)/n (ke Z)
ja
Uz = {/|z|eferettnng (| e 7).

Kuna €™ = 1, siis {/z erinevaid viirtusi on vaid n tiikki ja

Uz = V||l (= 0:1;2; . ;n—1). (2)
Osutub, et {/z véddrtused asetsevad z-tasandil korrapérase n-nurga, mille
keskpunkt on nullpunkt, tippudes.

Naiide 2. Leiame v/—8 koik véddrtused ja kujutame nad z-tasandil.
Kuna |—8| = 8 ja arg (—8) = m, siis valemi (2) pohjal

\?/__ — \3/|__86i(arg(—8)+2/€7r)/3 —9 6i(7r+2k7r)/3 (k, — O, 1’ 2)

V=8|,_, = 2€" =2(cos(r/3) +isin(n/3)) = 1+iV3,
Vi —S{kzl = 2¢e™ =2(cosm +isinT) = —2,
V=8|,_, = 2€°/%=2(cos (5n/3) +isin (57/3)) = 1 — iv/3.

Teeme joonise
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Naide 3. Leiame kompleksarvu z koigi n-ndate juurte summa.

Valemi (2) pohjal saame

— n—1 n—1 L |_gn
n |Z|ei(arg z2km)/n _  n /|z’ei(arg z)/n E piZkm/n _ kzo ¢ =T
k=0 k=0 q= eiQﬂ./n

_ 27
_ Wei(argz)/n 11 € _ [ei27r _ 1:| —0. <>

— ei2m/n

7.4 Joon, piirkond ja raja

Definitsioon 1. Jooneks ehk Jordani jooneks komplekstasandil z nimeta-
takse punktide, mis on méaaratud vorrandiga

z=2(t) = x(t) +iy(t) el f],

kus z(t) ja y(t) on pidevad reaalmuutuja funktsioonid 16igul [, ], hulka,
kusjuures
tl#tg = Z(t1>7é2’(t2),

st joonel pole kordseid punkte. Erandiks voivad olla vaid punktid z («) ja
2 (0). Kui z (o) = z (), siis joont nimetatakse kinniseks. Joont nimetatakse
siledaks, kui funktsioonid 2’ (t) ja ¢/(¢) on pidevad 16igul |« 5] . Joont nimetatakse
tiikati siledaks, kui ta koosneb loplikust arvust siledatest osadest.

Naide 1. Olgu joon antud vorrandiga

z(t) = acost +1i bsint (t € [0,27]). (1)
Kuna funktsioonid x(t) = acost ja y (t) = bsint on pidevad léigul [0, 27]
ja
tl#tg = Z(tl)#Z(tQ),

véalja arvatud punktid ¢; = 0 ja t3 = 2, siis on tegamist Jordani joonega.

Funktsioonid 2'(t) = —asint ja y' (t) = bcost on pidevad 16igul [0,27].
Tegemist on seega sileda joonega. Et
22(t)  32(t)  (acost)®  (bsint)?
CL2 + b2 = (12 + bQ =1 (t € [07 27T]) )

siis vorrand (1) esitab komplekstasandil ellipsi, mille keskpunkt on nullpunk-
tis ja teljed paralleelsed koordinaattelgedega, telgedega a ja b. &
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Naiide 2. Olgu z-tasandil antud kolmnurk ABC'

'

Ak dgpi ¢

—2 4 \B «x

/_' ) ]
_2141_/2/_1 5—2i

Leiame tema rajajoone vorrandid ja uurime selle joone siledust.
Veenduge, et 1oikudel AB, BC ja AC on vastavalt vorrandid

AB :  zZ(t)=—-2—i+t(7T—1i) (t€]0;1]),
BC :  z(t)=5-2i+t(-1+7i) (te][0;1]),
AC + z(t)=—-2—i+t(6+6i) (tel0;1]).

Kontrollige, et vastavad tuletised on pidevad l6igul [0;1]. Seega rajajoon
(murdjoon) ABC on tiikati sile, koosnedes kolmest siledast tiikist. &

Definitsioon 2. Hulga rajapunktiks nimetatakse punkti, mille igas timbru-
ses leidub nii sellesse hulka kuuluvaid kui ka sinna mittekuuluvaid punkte.

Definitsioon 3. Hulga rajaks nimetatakse selle hulga koigi rajapunktide
hulka.

Definitsioon 4. Hulka, mis ei sisalda {ihtki oma rajapunkti, nimetatakse
lahtiseks hulgaks.

Definitsioon 5. Hulka, mis sisaldab koik oma rajapunktid, nimetatakse
kinniseks hulgaks.

Definitsioon 6. Sidusaks hulgaks nimetatakse hulka, mille iga kaht
punkti saab ithendada sellesse hulka kuuluva Jordani joonega.

Definitsioon 7. Piirkonnaks nimetatakse lahtist sidusat hulka.

Definitsioon 8. Kinniseks piirkonnaks nimetatakse kinnist sidusat hulka.

Definitsioon 9. Piirkonda nimetatakse tihelisidusaks, kui selle piirkonna
raja on sidus.

Definitsioon 10. Piirkonda nimetatakse mitmelisidusaks, kui selle piirkon-
na raja ei ole sidus, vaid koosneb mitmest sidusast osast.

88



Ulesanne 1. Olgu vaadeldavaks hulgaks ring |z — 1 44| < /2. Kas see
hulk on kinnine voi lahtine? Kas see hulk on piirkond? Milline on selle hulga
raja? Kas tegemist on iiheli- voi mitmelisidusa piirkonnaga?

Ulesanne 2. Olgu vaadeldavaks hulgaks rongas 1 < lz—1+1i] < V2.
Kas see hulk on kinnine voi lahtine? Kas see hulk on piirkond? Milline on
selle hulga raja? Kas tegemist on iiheli- voi mitmelisidusa piirkonnaga?

7.5 Kompleksmuutuja funktsioon

Olgu D hulk komplekstasandil voi laiendatud komplekstasandil.

Definitsioon 1. Kui hulga D igale elemendile z on vastavusse seatud
mingi kindel kompleksarv w, siis deldakse, et hulgal D on defineeritud kom-
pleksmuutuja funktsioon ehk kujutus w = f (z).

Definitsioon 2. Hulka D nimetatakse funktsioon: f mddramispiirkon-
naks ja hulka f (D) = {w] (z € D) A (w = f(2))} funktsiooni f vddrtuste
piirkonnaks.

Definitsioon 3. Funktsiooni z = f~!(w) nimetatakse funktsiooni
w = f(2) pédrdfunktsiooniks, kui hulga f(D) iga element on ainult tihe hulga
D elemendi kujutiseks.

Definitsioon 4. Funktsiooni, mille argumendi monele vaartusele maaramis-
piirkonnast vastab vahemalt kaks funktsiooni vaidrtust, nimetatakse mitme-
seks funktsiooniks.

Definitsioon 5. Suurusi v = Rw ja v = Sw nimetatakse vastavalt
kompleksmuutuja funktsiooni w = f (z) reaal- ja imaginaarosaks.

Kuna z = z + iy = z (z,y) ja w = f(z) = u + iv, siis funktsiooni f(z)
defineerimine on samavéérne vastavas xy-tasandi piirkonnas kahe reaalsete
vaartustega kahe muutuja funktsiooni u(x,y) ja v(z,y) defineerimisega.

Kompleksmuutuja funktsiooni f(z) graafik paikneb (neljamodtmelises) ko-
rrutisruumis D x f (D).

Naiide 1. Leiame piirkonna D = {z]| (|z|] <2 A (0 < argz < 7/3))}
kujutise funktsiooni w = 2 abil.
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Skitseerime piirkonna D

Y »
V3 C
1
B
—2 A 1 2

Esitame piirkonna D rajajoone ABC osade vorrandid
AB : z=pe? (0<p<2);
BC : z=2e"% (0<p<n/3);
CA : z=p™? (0<p<2).
Uurime, milleks teisenevad need rajajoone osad kujutamisel funktsiooniga
w = 2. Esiteks leiame 16igu AB kujutise A’'B’
AB :w=p"e* (0<p<2)
ehk
AB i w=re® (0<r<8).
Analoogiliselt saame

B'C': w=2"¢¥% (0 < o <7/3)

ehk A
B'C': w=8e" (0<y <)
ja
C/Al Cw :p363iv7r/3 (0 S p S 2)
ehk

C'A:w=re™ (0<7r<38).

Skitseerime w-tasandil joone A’B'C" :

v
8 w
£( D\

/ J ) A

/ \

[ \
C/I 1 \1qu
-8 A1 8




Osutub, et f(D) on lahtine poolring w-tasandil. Veenduge, et nii piirkonna
D kui ka piirkonna f(D) rajajoon on tiikati sile. &

Definitsioon 6. Kompleksarvu ¢ nimetatakse funktsiooni f (z) piirvadr-
tuseks piirprotsessis z — 2y, kui Ve > 0 korral 36 = § (¢) > 0 selline, et

|z —20] <0 = |f(2) —¢| <e.

Definitsioon 7. Kompleksmuutuja funktsiooni f (z) nimetatakse pide-
vaks punktis zq, kui

lim f(z) = f (20)

z2—20

7.6 Kompleksmuutuja funktsiooni tuletis

Argumendi z muudule Az vastavaks funktsiooni w = f(z) muuduks Aw
nimetatakse vahet Aw = f(z + Az) — f(2).
Definitsioon 1. Piirvaartust

lim 2 = pr(z) = &L (1)

Az—0 Az dz

nimetatakse funktsiooni tuletiseks punktis z.

Kui funktsioonil f(z) on tuletis punktis z, siis Geldakse, et funktsioon
f(2) on diferentseeruv punktis z.

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) nimetatakse analidtiliseks punktis z,
kui f(z) on diferentseeruv punktis z ja mingis selle punkti imbruses.

Definitsioon 3. Funktsiooni f(z) nimetatakse analiititiliseks piirkonnas,
kui f(z) on analiiiitiline selle piirkonna igas punktis.

Definitsioon 4. Punkti, milles funktsiooni f(z) ei ole analiiiitiline,
nimetatakse funktsiooni f(z) isedraseks punktis.

Niide 1. Leiame (23) .

Definitsiooni 1 pohjal saame

3 3
N 2 (z4+Az)" —2°
) = fmay =g =
2 2 3
— im 32°Az + 32 (Az2)" + (Az)” _
Az—0 Az
_ 2 2\ _q.2
= Algilo (322 + 32Az 4 (A2)7) = 32% &

Analoogiliselt reaalmuutuja funktsioonidega on kompleksmuutuja funktsioo-
nidel jargmised tehetega seotud omadused.
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Lause 1. Kehtivad seosed:

o (c1fi(2) + c2fa(2)) = 1 fi(2) + caf3(2);
o (f1(2)f2(2)) = fi(2) fo(2) + f1(2) f5(2);

. (fl(z))’ _ [iR)f2(2) — [i(2) £3(2)
f2(2) f2(2) .

Kui punktis z diferentseeruv funktsioon w = f(z) on punkti z iimbruses
podratav, st 3 f~1 (w), siis

df_l ('U}) _ li f_l (w + Aw) - f_l (’LU) Aw—>0§>Az—>O
dw Aw—0 Aw

_ 2+ Az—z . I 1 B i

- Al Aw = A & o lim % - df’

Az=0 A dz

st .

f_l w)) = T 2
(7 @) = 55 )

Uuurime tuletise f’(z) eksisteerimise tingimusi. Kuna z = z + iy ja
w = u + v, siis

Aw , Au + iAv
im — = im —_—
Az—0 Az (Ax,Ay)—(0;0) Az + 1Ay
Au+iAv . .. e - . I .
Suuruse ———— piirvaartus ei tohi soltuda piirpunktile ldhenemise viisist
Az + 1Ay

(Az, Ay) — (0;0). Kui Ay = 0, siis

Au+iAv  Ou Ov

lim =2 +
m —— = = — +1—.
ox ox

Az—0 AZ A;?IEO Aﬂ: + ZO
Kui Ax = 0, siis
Au + 1Av Ou Ov

lim —— = 1
im — = lim ——— = —i— + —.
Az—0 Az Ay—0 Ay dy Oy

Seega
ou Ov Ov Ou
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Lause 2 (Cauchy-Riemanni tingimused). Kui funktsioon f(z) on
diferentseeruv punktis z, siis selles punktis on rahuldatud Cauchy-Riemanni
tingimused

@_31}

or Oy’

ou_ &
oy Oz’

Cauchy-Riemanni tingimused on jérelikult tarvilikud tuletise f’(z) ole-
masoluks punktis z = x + 1y. Toestage, et funktsioonide u(z,y) ja v(z,y)
diferentseeruvuse korral punktis (x,y) on Cauchy-Riemanni tingimused ka
piisavad tuletise f’(z) olemasoluks punktis z = = + iy.

Niide 2. Leiame funktsiooni w = 2% diferntseeruvuse piirkonna.

Kuna

w= 2= (z+iy)® = 2+ 3iz®y — 3z — iy,

siis u = 2% — 3zy? ja v = 322y — y>. Seega
uy = 3% — 3y, uy = —6xy, v, = bxy, vy = 3z% — 37
ja Cauchy-Riemanni tingimused (3) omandavad kuju

322 — 3y% = 32% — 312,
—6xy = —6xy.

Jarelikult on funktsiooni w = 2® korral Cauchy-Riemanni tingimused t#ide-
tud komplekstasandi igas punktis. Kuna funktsioonid u = 2* — 3z1? ja
v = 3z%y — y® on diferentseeruvad komplekstasandi igas punktis, siis funkt-
sioon w = 23 on diferentseeruv komplekstasandi igas punktis z. Lisaks

; Ou ov
(z%) o + e 32° — 3y* +ibry = 3 (v +iy)” . O

Kui funktsiooni w = f(z) reaal- ja imaginaarosal u(z,y) ja v(x,y) on
pidevad teist jarku osatuletised, siis Cauchy-Riemanni esimesest tingimusest
Saame Uy, = Uy, Ja teisest u,,, = —v,, ning

Ugg + Uyy = Vyg — Ugy = 0.
Analoogiliselt jouame tulemuseni

Vg + Vyy = 0.
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Funktsiooni r = r(x,y), mis rahuldab seost (Laplace’i vorrandit)
Typg + Tyy = 0,

nimetatakse harmooniliseks funktsiooniks.

Kui direntseeruva funktsiooni w = f(z) reaal- ja imaginaarosal u(z,y) ja
v(x,y) on pidevad teist jarku osatuletised, siis u(x,y) ja v(x,y) on harmooni-
lised funktsioonid. Sel korral nimetatakse funktsioonide paari u(z,y) ja
v(x,y) kaasharmooniliste paariks.

Niide 3. On teada analiiiitilise funktsiooni w = f(z) = — (x +1iy)” +
i(r+iy) : —2? + y? — y imaginaarosa v = x — 2zy. Leiame f(2), kui
f(1)=2+1.

Kuna v, = 1 — 2y ja v, = —2x, siis Cauchy-Riemanni esimese tingimuse
pohjal

Uy = —2,
millest

u - (—22) dz — vottes osatuletist muutuja x jargi
N | muutujat y késitletakse kui konstanti

= -2+ ¢ (y),

kus ¢ (y) on suvaline muutuja y funktsioon. Seega u, = ¢’ (y) ja Cauchy-
Riemanni teise tingimuse pohjal

¢ (y) = -1+ 2y,

millest

v (y) =/(—1+2y)dy=-
Jérelikult u = —2% + y? — y + C ning

w = f2)=u+tiv=—2’+y*—y+C+i(zx—2zy) =
= i(z4iy)— (z+iy)’+C=iz— 22+ C.

Kuna f(1) = 2 + i, siis
ja f(z) =iz — 2%+ 3. O
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7.7 Arvread
Definitsioon 1. Avaldist

o0

ch:cl+02+03+...+ck+...,
k=1

kus ¢, = ag+ibr on kompleksarvud, nimetatakse kompleksarvuliseks arvreaks.
Definitsioon 2. Rida ) ;- ¢; nimetatakse koonduvaks, kui

n
d lim E Ck,
n—o0

k=1

ja hajuvaks, kui

A lim Cr,.

Toestage iseseisvalt jargmine vaide.

Lause 1. Rida Zzozl ¢k, kus ¢ = ag + 1b,, on koonduv parajasti siis, kui
read > >~ ax ja Y p, by on koonduvad.

Definitsioon 3. Rida )/~ ¢; nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui
rida ) ;- |cx| on koonduv.

Definitsioon 4. Koonduvat rida, mis ei ole absoluutselt koonduv, nime-
tatakse tingimisi koonduvaks.

Toestage iseseisvalt jargmine vaide.

Lause 2. Rida 220:1 ¢k, kus ¢, = ap + ibg, on absoluutselt koonduv
parajasti siis, kui read Y ;- ax ja > ;- by on absoluutselt koonduvad.
Vi 4 iVt

2

Niide 1. Uurime rea Y257, (—1)" ?

Nii reaalosadest koostatud rida

koonduvust.



on Leibnizi tunnuse pohjal koonduvad. Seega Lause 1 pohjal on koonduv

uuritav rida. Kuna
’ (—1 3/2‘ Z —3/2

Mg

B
Il
—

on koonduv (miks?) ja

Mg

‘( 2/3’ Zk 2/3.

on hajuv (miks?), siis Lause 2 pohjal on uuritav rida tingimisi koonduv.

b
Il

1

7.8 Funktsionaalread
Definitsioon 1. Avaldist kujul

Zuk 2)Fuy(2) + .+ up(z) + .

kus ug(z) on kompleksmuutuja funktsioonid, nimetatakse funktsionaalreaks.
Fikseeritud z korral saame sellest avaldisest arvrea. Kui eksisteerib os-

asummade .
2) = u(2)
k=0

jada piirviaartus n — oo korral, siis ¢eldakse, et rida koondub punktis z.
Piirvaartust s(z) = lim s,(z) nimetatakse rea summaks. Koéigi punktide z
n—oo

hulka, kus funktsionaalrida koondub, nimetatakse rea koondumispiirkonnaks.

Vahet .
r(2) = 5(2) = su(2) = Y uk(2)
k=n+1

nimetatakse rea jaakliikmeks. Tlmselt

lim 7,(2) =0 < e >03ng=ne(z,6) e N: n>ng=|r,(2)| <e.

n—oo

Kui rea koondumispiirkonna teatud osa koigi punktide korral naturaalarvu
ng valik soltub vaid arvust e, st ng(z,e) = no(e), siis 6eldakse, et funktsion-
aalrida koondub selles osas iihtlaselt.
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7.9 Astmeread

Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

Z crz, (1)
k=0

kus ¢ on konstandid, nimetatakse astmereaks.

Astmerea (1) koonduvuspiirkond ei ole tiihi hulk, sest sisaldab vihemalt
nullpunkti.

Toestage Abeli teoreem.

Lause 1 (Abeli teoreem). Kehtivad viited:

e Kui astmerida (1) koondub punktis zg, siis (1) koondub absoluutselt
igas punktis z, mis rahuldab vorratust |z| < |z|;

e Kui astmerida (1) hajub punktis zp, siis (1) hajub igas punktis z, mis
rahuldab vorratust |z| > |z|;

e Kui astmerida (1) koondub punktis zy, siis (1) koondub iihtlaselt hulgal
|2 < g <zl
Definitsioon 2. Suurust
R=  sup ||
Yo czk € ¢

nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks.
Lause 2. Kui eksisteerib piirvdédrtus (16plik voi lopmatu)

S 1
voi  lim ,
n—oo 1/ |Ck‘
siis see piirvéadrtus on vordne rea (1) koonduvusraadiusega R.
Niide 1. Leiame rea Y -, k*z*/e* koonduvusraadiuse R.
. 3 ..
Tegemist on astmereaga, kus ¢ = k%/e*. Kuna ¢y, 1 = (k+1)° /e siis

k3 /ek 1

Ck+1

lim

k—o0

C;

R=lim |——| = lim ‘—3:elim — =c &
k—oo |Cpy1|  k—oo |(k+1)7 b+l k—oo (1+1/k)
Lause 3. Kui rea -
> e(z—a), (2)
k=0

koonduvusraadius on R, siis
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e rea (2) summa S(z) on ringis |z — a| < R pidev funktsioon,

e rida (2) on liikmeti integreeritav piki suvalist joont, mis kuulub pi-
irkonda |z — a| < R,

e rea (2) summa S(z) on ringis |z — a| < R analiiiitiline funktsioon,

e rida (2) on liikmeti mis tahes arv kordi diferentseeruv ringis |z — a| < R
ja

S(m)(z):ik(k‘—1)...(k_m_’_1)ck(z_a)k—m’

kusjuures saadud rea koonduvusraadius on samuti R.
Defineerime moningad kompleksmuutuja funktsioonid astmerea summana.
FEksponentfunktsiooniks e* = exp (z) nimetatakse funktsiooni

>k

2
k!
0

[oW
h

e =
k=

Veenduge, et selle rea korral R = oo ja €222 = e*1e*2, Seega suvalise z =
x + iy korral

Tt — o . oW,

Defineerime kompleksmuutuja z korral

. [e'S) ) . 22k . def. 00 . . 22k+1
COSz = Z(— ) m, SInz = Z(— ) m,
k=0 k=0

kusjuures molema rea korral R = oo. Toestage, et nii cos z kui ka sin z on
analiiiitilised komplekstasandi igas punktis.
Lause 4 (Euleri valem). Kehtib seos

e = cosz +isin z. (3)

Toestus. Saame
A (iz)F B 22 B8 A (iz)F B
e’ = kZ:O I f1+zz—§—z§+a+...+ 7l +...=

%) ( l)k ZQk N i( 1>k Z?k—i—l i <>

= —1)" —— +1 —1)" ————— = cosz +isinz.
(2k)! (2k +1)!
k=0 k=0



Seosest (3) jareldub

e = cos (—z) +isin(—z) = cos z — isin 2.

Seega
iz —iz R © Ll
e’ +e = cosz+isinz+cosz —isinz = 2cos z,
e —e " = cosz+1isinz —cosz+ isinz = 2isin z
ja
cosz = (% +e7) /2 (4)
ning
sinz = (e — e %) / (20) (5)
Naide 2. Leiame funktsiooni w = e* analiiiiiitilisuse piirkonna.
Kuna

. . (3)
T+1y — ex . ezy x

w = ef—=e = ¢” (cosy +isiny) =

= e’cosy+ie’siny = u + v,
siis u = e* cosy ja v = e” siny ning
— — T o3 — T o3 —
Uy =, Uy = —€’siny, v, =e"siny, v, =
ja Cauchy-Riemanni tingimused on kujul

e® cosy = e” cosy,
—e¥siny = —e*siny.

Jarelikult on funktsioon w = e* analiiiitiline komplekstasandi igas punktis.

¢
Naiide 3. Leiame cos (47) .

Valemi (4) abil saame
cos (41) = (" + ") /2 = (e + %) /2 ~ 27.308. &

Definitsioon 3. Vorrandi
e’ =z (6)

koigi lahendite hulka nimetatakse kompleksmuutuja naturaallogaritmiks
w=Lnz.
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iarg z

Kuiw=u+ivjaz=|z|e , siis saame vorrandile (6) kuju

u+iv

e — ‘Z|€iargz

ehk

el . eiv _ |Z| 67Largz7

millest kahe kompleksarvu vordsuse tingimuse pohjal
et = ’Z‘ )
v=argz+ 27

u=In|z|,
v=Argz.

Seega saame 1opmata mitmese funktsiooni

ehk

Lnz =In|z|+iArgz =1In|z| +i(argz + 2km) (k€ Z). (7)
Taisarvu k fikseerimisel k£ = 0 saame iihese kompleksmuutuja funktsiooni
Inz=Lnz|,—o=1In|z| +iarg z,
mida nimetatakse naturaallogaritmi peaharuks.
Naide 4. Leiame Ln (1 — 2\/5) ja In (1 — 'L\/g) .
Kuna |1 —iv/3| =2 ja arg (1 — iv/3) = —7/3, siis
Ln (1 — Z\/§> = In2+i(2kr—7/3) (keZ),
In(1-iv3) = m2—ir/3. ¢
Definitsioon 4. Funktsiooni

w ==z

c d;ﬁ BCLHZ, (8)

kus ¢ on kompleksarv, nimetatakse kompleksmuutuja tldiseks astmefunkt-
stooniks.

Niide 5. Leiame 7'

Kuna |i| =1, argi = 7/2 ja

Lni=Inl+4i(n/2+2kn) =142k +1/2)m,
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siis valemi (5) pohjal
i = D) _ Rk () e 7). o
Definitsioon 5. Vorrandi
sinw = z 9)

koigi lahendite hulka nimetatakse kompleksmuutuja arkussiinuseks w = Arcsin z.
Seose (5) abil saame vorrandile (9) kuju

(e" —e™) /(2i) = 2,

millest
e — 2ize™ —1=0
ehk
(e“”—iz)2 = 1-22 & " —iz=V1-22 &
& M=iz+V1-22 & iw:Ln<iz—|—\/1—22> &
& w:—iLn<iz+\/1—22),
st

Arcsin z = —iLn (iz +V1-— 22) (10)

Analoogiliselt saadakse avaldised

Arccos z = —iLn <z+\/z2—1> : (11)

1ai
Arctan z — — Ln— Z,Z, (12)
2 1-uz
1. z—1
A tz==-L . 13
recot z =7 Ln——— (13)

Kui valemeis (10-13) kompleksmuutuja naturaallogaritm asendada naturaal-
logaritmi peaharuga, saadakse vastavalt arcsin z, arccos z, arctan z ja arc cot z.
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Naiide 6. Leiame arctan (1 + 7).
Kuna |1 +i| = /2 ja arg (1 +14) = 7/4, siis

arctan(1+z’) = _flnwz_fln ¢ ,:—ilnl( +@):
2 T 1—i(149) 2 2—4 2 5
. —1+ 20 ' 1
= —%ln ;—z:_% (—§ln5+i(7r—arctan2)):
T

1 .
= E—ﬁarctan2+iln5. %

Defineerime hiperboolsed funktsioonid

0 ok oo 2k+1
def. ¥ . def. z
coshz = Z— sinhz = Z—
1’ 1’
po (2k)! — (2k + 1)!
sinh z cosh z
tanh 2 def , cothz def -
cosh z sinh z
ja areafunktsioonid w = Arcoshz, w = Arsinhz, w = Artanhz ning

w = Ar coth z vastavalt vorrandite
coshw = z, sinhw = z, tanhw = z, cothw = z

lahendeina. Nii cosh z kui ka sinh z korral R = oo Toestage, et nii cosh z kui
ka sinh z on analiiiitilised komplekstasandi igas punktis.
Lause 5. Kehtivad seosed

Arcoshz = Ln<z+\/z2—1>, Arsinhz = Ln <z+\/22—|—1>,
1 142 1 z+1

Artanhz = —=1Ln , Arcothz=—-Ln
2 1—-=2 2 z-1
ja
cosh (iz) = cosz, sinh(iz) =isinz,
cos (iz) = coshz, sin(iz) =isinhz.
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7.10 Kompleksmuutuja funktsiooni integraal

Olgu antud sile voi tiikati sile 16pliku pikkusega Jordani joon I’
z=2(t) =z(t) +iy(t) (a<t<p)

ja sellel joonel pidev funktsioon f(z). Lahtise joone I' korral loeme posi-
tiivseks parameetri ¢ kasvamisele vastavat suunda ja kinnise joone I' ko-
rral suunda, milles liikudes jadb holmatav piirkond vasakule. Olgu z(«)
joone alguspunkt ja z(3) joone 16pppunkt. Jaotame joone punktidega zj
(k=0;1;...;n) n osaks, kusjuures zy = z(a) ja z, = z(5). Olgu Az, =
Zr — Zk_1 ja ¢ olgu k-nda osakaare punkt.

Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvdartus

n—oo, max |Azy| —0

lim Z f(sk) Az,
k=1

mis ei soltu joone I' osakaarteks jaotamise viisist ja punktide ¢ valikust, siis
seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f(z) integraaliks iile joone T'.
Seega

/Ff(z)dz et lim Zf(gk)Azk. (1)

n—o0, max |Azg| —0

Lause 1. Kui w = f (2) = u + v, siis

/F F(2)dz = /F udz — vdy + i / vdz + udy. (2)

r

Lause 2. Kui w = f(2) = u+ i jajoon on antud kujul
z=2z(t) =z(t)+iyt) (a<t<p),

Siis

ehk
8
/F f(2)dz = / ()2 (8) d. (4)
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Naide 1. Leiame [, (2* — z)dz, kus T' on sirgloik punktist z, = 14
punkti zg = 3 + 4.
Kuna joon on esitatav parameetrilise vorrandiga

s=14i+t(2+3) (0<t<1),

siis valemi (4) pohjal
/(Z2—z) dz = /1 (L+i+t(2430)> = (1+i+t(2+30)) (2+3i)dt =

1
= / (24 3d) (i — 4t + Tit — 1 — 5t* + 124t*) dt = 3i — 209/6.
0
o

Toestage jargmised véaited.
Lause 3 (Cauchy teoreem). Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline iihe-
lisidusas piirkonnas D, siis

/F f(2)dz =0 (5)

iga piirkonda D kuuluva kinnise joone I' korral.

Naide 2. Leiame [ coszdz, kusI': |z — 2+ 3i| = 4.

Kuna cos z on analiiiitiline kogu komplekstasandil, siis Lause 3 pohjal
uuritav integraal vordub nulliga. &

Lause 4 (Cauchy teoreem mitmelisidusa piirkonna jaoks ). Kui
funktsioon f(z) on analiiiitiline mitmelisidusas piirkonnas D ja selle raja-
joontel,

siis integraal iile vélise rajajoone I' vordub integraalide summaga iile sisemiste
rajajoonte v (k=1;...;n)

/F f(2)dz=>" [ f(2)dz. (6)

104



Definitsioon 2. Funktsiooni F'(z) nimetatakse funktsiooni f(z) algfunkt-
siooniks piirkonnas D, kui selle piirkonna igas punktis F'(z) = f(z).

Lause 5 (Newton-Leibnizi valem). Kui F'(z) on piirkonnas D analiiiiti-
lise funktsiooni f(z) algfunktsioon ja zp,z € D, siis

z

/ Cf(2)dz = F(2) - Fzo) = F(z)| . (7)

20

Niide 3. Leiame [ cos z dz.
Kuna cos z on analiiiitiline kogu komplekstasandil ja (sin z)" = cos z, siis
valemi (7) pohjal

2
/ coszdz = sin z
1

Lause 5 (Cauchy integraalvalem). Kui f(z) on analiiiitiline funkt-
sioon iihelisidusas piirkonnas D ja I" kinnine iseennast mitteloikav joon selles
piirkonnas ning ¢ kuulub joone I' poolt holmatavasse piirkonda, siis

10 =5 [LEE )

Z =g

2i
= co0s(2i) — cos 1 = cosh2 — cos 1. O
1

. sin 2
Néide 4. Leiame [__, mdz.
Kuna sin z on analiiiitiline ringis |z| < 4 ja ¢ = iw/2 kuulub sellesse ringi,

siis valemi (8) pohjal

L|z4 Zil—l;f/Q dz — omi sin%7T — —9rsinh g o

Lause 6 (Cauchy integraalvalem tuletiste korral). Kui funktsioon
f(2) on analiiiitiline tihelisidusas piirkonnas D ja I' kinnine iseennast mit-
teloikav joon selles piirkonnas ning ¢ kuulub joone I' poolt holmatavasse pi-
irkonda, siis funktsioon f(z) on punktis ¢ 1opmata arv kordi diferentseeruv,
kusjuures

1) - o | % (neN). (©)

a 211 zZ—Gq
. e”
Néide 5. Leiame [,_, s dz.
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Kuna €* on analiiiitiline ringis |z| < 5 ja ¢ = —im kuulub sellesse ringi,
siis n = 3 korral saame valemi (9) abil

e 211 2m
_— = _ S\ = I
/|4 (z+@'7r)4 dz 3! (<*) . B
== . s=T .
= % (cos (—m) +isin(—m)) = —%. O

Lause 7. Iga ringis |z — ¢| < R analiiiitiline funktsioon f(z) on selles
ringis {ihesel viisil arendatav astmeritta

ch z—co), (10)

k=0

kus ¢, = f®)(c)/k!

Niide 6. Leiame funktsiooni f(z) = 2/(1 + 3z) arenduse astmeritta
z — 1 — 1 astmete jérgi ringis |z —i — 1| < 5/3.

Néidake, et 2 = —1/3 on selle funktsiooni ainus isedrane punkt. Kuna
punkti i + 1 kaugus punktist —1/3 on

li+1—(=1/3)|=i+4/3] =5/3,
siis see funktsioon on analiiiitiline rongas |z — i — 1| < 5/3 ja Lause 7 pdhjal

on see funktsioon iihesel viisil arendatav astmeritta z — i — 1 astmete jéargi
ringis |z — ¢ — 1| < 5/3. Et

gl<1 >
1/(1-q) =1y ¢,
k=0

Siis

2 2
1+32  4+43i+3(z—i—-1)
2 1 ‘% <le
pu— " N pu— ’l p—
4+321_M &lz—i—1]<5/3
44 31

B = 3(z—i—1) = k2 3’“2—2—1)

=0
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Laurent’i rida
Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

Z e (z =) = i ck(z—c)k—l—ch(z—c)k

nimetatakse Laurenti reaks z — ¢ astmete jéargi, kusjuures Z,;:l_oo cx (2 — c)k

nimetatakse Laurent’i rea peaosaks ja S ¢ (2 —¢)* Laurent’i rea kor-
rapdraseks osaks.

Lause 1. Rongas r < |z — ¢| < R analiititiline funktsioon f(z) on selles
rongas iihesel viisil arendatav Laurent’i ritta kujul

f(Z) r<|z;c\<R Z - (Z _ C)k.

k=—o00

NB! Erinevate rongaste korral on ildjuhul Laurent’i rea kordajad er-
inevad.

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse isoleer-
itud isedraseks punktiks, kui leidub selline punkti ¢ timbrus, milles ei ole selle
funktsiooni teisi isedrasid punkte.

Jargnevas késitleme vaid isoleeritud isedraseid punkte. Kui ¢ on funkt-
siooni f(z) isoleeritud isedrane punkt, siis leidub selline réngas 0 < |z — ¢| <
R, milles f(z) on analiititiline. Lause 1 pohjal on f(z) selles rongas arendatav

Laurent’i ritta .
0<|z—c|<R
)= a(z-of (1)

k=—00
Definitsioon 3. Funktsiooni f(z) iseérast punkti ¢ nimetatakse korval-
datavaks isedraseks punktiks, kui arenduses (1) puuduvad z — ¢ negatiivsed
astmed, st

ORI SR
k=0
Definitsioon 4. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse poo-
luseks, kui arenduses (1) on z — ¢ negatiivseid astmeid vaid 16plik arv.
Definitsioon 5. Funktsiooni f(z) iseérast punkti ¢ nimetatakse m-ndat
jarku pooluseks, kui arendus (1) on kujul

1) ST = f (em #0).

k=—m
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Definitsioon 6. Funktsiooni f(z) isedrast punkti ¢ nimetatakse oluliselt
isedraseks punktiks, kui arenduses (1) peaosa liikmete arv on 16pmatu.

Naiide 1. Leiame funktsiooni f(z) = (sin z) /z iseérase punkti z = 0 liigi.

Nii sin z kui ka z on analiiiitilised kogu komplekstasandil. Seega (sin z) /z
on analiiiitiline kogu komplekstasandil, vélja arvatud z = 0. Arendame funk-
tsiooni Laurent’i ritta rongas 0 < |z¢| < 400 :

8in 2 [z|<o0 SO0 (= 1)F 2241 2k 4-1))! 0<]z|<-+o Z (—1)" 22
z z (2k + 1)1

Kuna (sinz) /z arenduses muutuja z astmete jargi puuduvad negatiivsed
astmed, siis vastavalt Definitsioonile 3 on tegemist korvaldatava iseérase
punktiga. &

Niide 2. Leiame funktsiooni f(z) = (1 — cos z) /2% iseéirase punkti z = 0
liigi.

Punkt z = 0 on selle funktsiooni isedrane punkt. Arendame funktsiooni
Laurent’i ritta rongas 0 < |z| < 400 :

1 —cosz fzj<o0 1 — S0, (—1)F 224/ (2k)! 0<]z|<+o
24 24
k;+1 52k—4 1 o0 ( 1)k+1 »2k—4

i 0<\z|:<+oo n —
2122 (2k)!
=1

k=2

Vastavalt Definitsioonile 5 on tegemist teist jarku poolusega.
Niide 3. Leiame funktsiooni f(z) = e/(*=% iseiirase punkti z = 1 liigi.
Punkt z = ¢ on selle funktsiooni isedrane punkt. Arendame funktsiooni
Laurent’i ritta rongas 0 < |z — i| < 400 :

[e'e] A\ Kk [ele}
V(i) Wz <toe 5 (1/(2 = 1)) 0<lz—il<too 1
‘ ; Kl % Kz — i)

Vastavalt Definitsioonile 6 on tegemist oluliselt isedrase punktiga. &
Lause 2. Funktsiooni f(z) isedirase punkti ¢ korral kehtivad véited:

e ¢ on korvaldatav isedrane punkt parajasti siis, kui eksisteerib loplik
piirvaartus lim, .. f(2);

e ¢ on poolus parajasti siis, kui lim, .. f(z) = oc;
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e con oluliselt isedrane punkt parajasti siis, kui ei eksisteeri 1oplikku ega
I6pmatut piirvadrtust funktsioonist f(z) piirprotsessis z — c.

Lopmatuspunkti co loeme iga funktsiooni f(z) korral isedraseks punktiks.

Definitsioon 7. Kui leidub selline r > 0, et f(z) on analiiiitiline rongas
r < |z| < +o00, siis Iopmatuspunkti nimetatakse funktsiooni f(z) isoleeritud
isedraseks punktiks.

Definitsioon 8. Kui arenduses

f(Z) r<|zfé\<+oo Z Cka (2)

k=—o00

puuduvad muutuja z positiivsed astmed, siis oo nimetatakse funktsiooni f(z)
korvaldatavaks isedraseks punktiks.
Definitsioon 9. Punkti co nimetatakse funktsiooni f(z) pooluseks, kui
arenduses (2) on muutuja z positiiseid astmeid vaid 16plik arv.
Definitsioon 10. Punkti co nimetatakse funktsiooni f(z) korral m-ndat
jarku pooluseks, kui arendus (2) on kujul

f(2) r<lemd <o Z 2 (cm #0).

k=—0o0

Definitsioon 11. Punkti co nimetatakse funktsiooni f(z) korral oluliselt
isedraseks punktiks, kui arendus (2) on muutuja z positiiseid astmeid 16pmata
arv.

Néide 4. Leiame funktsiooni f(z) = cos z? isedrase punkti z = oo liigi.

Kuna

o8] 2k 00 Ak

2 |22’§+°° k;(22) 0<|z[<+o0 k2

o= g T A
k=0 k=0

siis z = oo on Definitsiooni 11 pohjal funktsiooni cos z? oluliselt isefirase
punkt. &
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7.11 Resiidid

Kui ¢ on funktsiooni f(z) (isoleeritud) isedrane punkt, siis

) ST - ot (1)

Definitsioon 1. Kordajat ¢_; Laurent’i arenduses (1) nimetatakse funk-
tsiooni f(z) resiidiks punktis
Funktsiooni f(z) resiidiks punktis c téhistatakse
res ,—. f(z) voi res [f(z),¢].

Kuna funktsiooni f (z) Laurent’i arenduses (1) korvaldatava isedrase punkti
¢ iimbruses puubub Laurent’i rea peaosa, siis kehtib jargmine vaide

Jareldus 1. Funktsiooni f(z) resiid korvaldatavas isedrases punktis ¢
vordub nulliga.

Néiide 1. Leiame funktsiooni 2*sin (1/z) resiidi isefirases punktis 0
Kuna

0<|z|<+4o0

0<|z| - 1)\ ! 1

4 <l2| 4 k(2

2*sin(1/z) =z EO( 1) (z) CE]

) o0 k
3_~ 1 (1)

Z 2k3:Z__|+ I +Z 1,2k—3"

k:O (2k —|— )Nz 3l bz~ (2k+ 1)z

siis res ,—¢ 2*sin (1/2) = 1/5! = 1/120. &
Lause 1. Kehtib seos

res,—. f(z) = %]{_ _ f(z)dz,

kus 0 <7 < R ja f (2) on analiiiitiline rongas 0 < |z —¢| < R
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Toestus. Saame

1 1ot

il d =L

271 |z—c|=r f<Z) &
_ 2mj|{z N Tkz (o) dz = o z ]lf PR
_ z=c+re? (0< o< 2m) k+1 okt D)p g ) —
= { dz = rie®dy ] i Z crpiT dp =

2 fo% e%%dyp = 2, kui k = —1,
— / ei(kﬂ)@d@ — ptlk+1)2m _ i(k+1)0 0. ki k X _
0 Ty O kuikA -

= c_1=res,—. f(2). O

Lause 2. Kui f(z) on analiiiitiline joone T' poolt piiratud piirkonnas ja

rajajoonel I', vilja arvatud 16plik arv asetsevaid punkte ¢ (k=1;...;n),
siis .
ff dz = 2eresz o f(2).
k=1

Lause 3. Kui ¢ on funktsiooni f(z) m-jirku poolus, siis

L ) - o)
(m —1)! z—c dzm—1 .

res ,—. f(z) =

Kuna ¢ on funktsiooni f(z) n-jarku poolus, siis
0<|z—c|<R -
1) TS ot (e £0).
k=—m

Seega

I A D DA CE

k=—m
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ja

A" f(2) (2 — )™ 0<|z=c|<R

dzm—1
0<lz—c|<R i (ktm) (k4 m— 1) (k4 2) e (2 — ) 0<lz—c|<R
k=—m
0<|z;c\<R i (k n m) (k: o 1) o (k’ 4 2) Ch (2 . c)kﬂ
k=—1
ning
?H,l: Jdn—1 [fc(;)n(_z1 — )" 0<|z=cl<R
:Ll_{ré i (k+m)(k+m—1)-(k+2)c,(z—c) =
k=—1

= m=1)(m—=2)---1lc.y =(m—1)lres ,—. f(2). O
Niide 2. Leiame funktsiooni 2%/ (z — 1)° resiidi iseéirases punktis 1.

Naidake, et punkt 1 on selle funktsiooni kolmandat jarku poolus. Valemi
(3) pohjal

res—. f(2) = 1. d?[(e*/(z—-1)") (z = 1)°]

- ool ,lzliq dz? -
1 d2 2z 1
= -1 o Clim4e* — 22 &

2 z—1 dz? 2 2-1

Jareldus 1. Kui ¢ on funktsiooni f(z) lihtne poolus, siis

Ies ;—c f(Z) = iLHE [f(Z) (Z - C)] (4>
Naiide 3. Leiame funktsiooni (cos z) / (z — 2) resiidi isedrases punktis 2.

Néidake, et punkt 2 on selle funktsiooni lihtne poolus. Valemi (4) abil
saame

res ,—o ;O_S; =lim [((cosz) /(2 —2)) (2 — 2)] = lim cosz = cos2. &

z—2 z—2
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Jareldus 2. Kui ¢ on funktsiooni f(z) lihtne poolus ja

kusjuures ¢ (¢) # 0, ¢ (¢) = 0 ning 1 (¢) # 0 siis

res ,—. f(z) = ;j,icc)) (6)

Toestus. Seoste (4) ja (5) abil saame

— lim ¢ (2) N lim,_.. ¢ (2) _¢(9
reszzcﬂz)—;c[ ( ﬂ CETIGRIC

(z=¢)

Niaide 4. Leiame valemi (6) abil funktsiooni (cosz)/(z —2) resiidi
isedrases punktis 2.

Valime ¢ (z) = cosz ja ¢ (z) = 2 —2. Et ¢(2) =cos2 #0ja(2) =0
ning ¢’ (2) =1 # 0, siis valemi (6) abil saame

lim,_,,.

CoS 2 cos 2
res ,—o = = cos 2. &
z—2 1

Definitsioon 2. Funktsiooni f(z) resiidiks punktis co defineeritakse, kui

res ,—o f(2) = L f(2)dz,

2 |z|=R
kus 0 < 7 < R ja f (z) on analiiiitiline rongas r < |z — ¢| < +00.
Toestage jargmine vaide.

Lause 3. Kui funktsioon f(z) on analiiiitiline kogu laiendatud kompleks-
tasandil, vilja arvatud 16plik arv punkte ¢ (k= 1;...;n), siis

res .—o f(2) + Zres e, f(2) = 0.
k=1
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7.12 Pideva lineaarse operaatori normi arvutamise naited

I Uurime diferentseerimisoperaatorit
D: C'a,b] — C[a,b],

kus koigi 16igul [a,b] pidevate funktsiooonide ruum C'[a,b] on varustatud
normiga

| sy = mass (1)

ja koigi 16igul [a, b] diferentseeruvate funktsiooonide ruum C* [a, b] normiga

_ /
1)ty = e [2(6)] + max [(6)]

Ulesaanne 1. Téestage, et D on lineaarne operaator.
Lause 1. Operaator D on tokestatud ja pidev ning ||D|| = 1.
Toestus. Et

/ /
pu— pum <
||DxHC[a,b] [ (t)”C’[a,b] alénjgb 2" (¢)] <

/
< max [o(t)] + max |'(t)] < 1 [llleray
siis D on tokestatud. Iga lineaarne tokestatud operaator on pidev. Et
HD‘THC[CL,b] <1 H'THCl[a,b] )

siis || D|| < 1. Funktsioonide jada {e™} korral e™ € C* [a, b] , kusjuures

nt” —_ ‘ nt| ‘ nt‘ — nt
e leran = mas el + max Ine”] = (n+ 1) magc ™
(@) = et ||y, = mas e = n max
Cla,b] a<z<b a<z<b
Seega
IDe" ey~ m
le"leapy — n+1
ja
sup ||Dent|lC[a,b] -1

n HentHcl[a,b}
ning ||D|| > 1. Jérelikult |D|| = 1. O
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IT Uurime operaatorit A € £ (R™,R")

Lause 1. Kui A € £(R™,R") ja ruumides R™ ning R" kasutada 2-
normi, siis
All, = a
Al = /T

st || All, on ruutjuur maatriksi A”A suurimast omavédrtusest.

Téestus. Normi || A||, leidmiseks leiame esiteks || A, . Seega,

A, = mase [l Ax], = [ 4]} = max 4] = maxxT A Ax.
2_ 2_ =1

Olgu ATA = B € R™™. Maatriks B on siimmeetriline maatriks, sest

T — (ATA)T = AT A.

Saame .
xx=3) ¢
j=1
ja
bl;l T bl;n §1
XTATAx:XTBx:(& §n) oo : =
bn;l bn;n gn
bl 151 + bl ngn
(& - &) - -
n 151 . n;ngn
= <§12b1;j§j +...+§anM§j> .
j=1 j=1
Seega xT AT Ax on n muutuja &, ... , &, funktsioon ning
a TATAX 1 j ] i
O(x A" Ax) sz &+ Zb] & 22@ & =2 (AT Ax), |
I(x"x)
= 2 i = 2 :
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kus (x), on vektori x i-s komponent. Ulesandeks on leida max x? AT Ax lisa-
tingimusel x?x =1. See on tingliku ekstreemumi leidmise iilesanne. Selle
lahendamiseks moodustame abifunktsiooni

O(&y; . &y p) =X AT Axp (1 —x"x)

Funktsiooni & statsionaarsete punktide leidmiseks koostame vorrandisiis-
teemi:

0P 0P
7, 0 (i=1:n) a—p—O
st
2 (ATAx), —2p (x); =0 (i=1:n)
1-xIx=0
ehk

{ AT Ax =ux |

I, =1

Seega iga statsionaarne punkt tingliku ekstreemumi jaoks on maatriksi A7 A
omavidrtusele vastav normeeritud vektor x . Avaldame seosest AT Ax = ux

omavidrtuse p. Saame, et p = x’ ATAx, kusjuures ||x||, =1. Vorreldes
saadud tulemust lihtevalemiga ||A|; leidmiscks, nieme,et ||All,, = max p.

HEN(AT A)
Seega,

All, =
14l = / max p.

st || All, on ruutjuur maatriksi A7 A suurimast omavéértusest.
Ulesanne 1. Leidke maatriksi

0
A= 1
2
norm |[|A]|, .
Ulesanne 2. Leidke maatriksi
A=(0 1 2)
norm |[|A]|, .

Ulesanne 3.* Leidke maatriksi A norm ||Al],, kui

00 1 300 ‘f'; f:;
aA)A=[0 10 |,0)A=]020],c)A=

111 00 1 2 -1 21

0 2 0 1
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7.13 Omavaartused ja omavektorid
Definitsioon 1. Kui
Ax = )x, (1)

kus A € C™" x € C™ ja A on arv, siis arvu A nimetatakse maatriksi A
omavddrtuseks ja vektorit x sellele omavaartusele \ vastavaks maatriksi A
(parempoolseks) omavektoriks.

Definitsioon 2. Vektorit x nimetatakse maatriksi A vasakpoolseks oma-
vektoriks, kui x7 A = \x", kus x/ on transponeeritud kaasmaatriks.

Lause 1. Kui x on omaviartusele A\ vastav maatriksi A vasakpoolne
omavektor, siis see X on omaviirtusele \ vastav maatriksi A parempoolne
omayvektor.

Toestus. Saame vaidete ahela
xTA =" o (x"A)" = T & Alx = x. O

Nendime, et kui x on omavéaartusele A vastav omavektor, siis on seda ka
cx, kus ¢ € C . Seos (1) on esitatav kujul

(A= \)x =0, (2)

kus I on nxn tihikmaatriks. Kuna omavaartusprobleemil (1) on iga ruutmaat-
riksi A korral omavektoriks nullvektor, siis jargnevas piirdume vaid mit-
tetriviaalsete omavektorite uurimisega. Seos (2) kujutab endast homogeenset
lineaarset algebralist vorrandisiisteemi, millel on mittetriviaalseid lahendeid
vaid siis, kui selle siisteemi maatriks A — Al on singulaarne, s.t.

det(A— \I) =0. (3)
Vorrandit (3) nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vorrandiks ja poliinoomi
p(A) = det(A — \I)

nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks poliinoomiks. Vorrand (3) on n—jarku
algebraline vorrand suuruse A suhtes ning on kirja pandav kujul:

apj; — A 12 s Q1n
a21 gy — A - A2n, -0 (4)
an1 an2 s Qpp — )\
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Algebra pohiteoreemi kohaselt on maatriksil A € C™*™ parajasti n omavéar-
tust, arvestades kordsust.

Definitsioon 3. Maatriksi A € C™*" koigi omavairtuste hulka

{A\1,..., A} (siin v&ib olla vordseid!) nimetatakse maatriksi A spektriks ja
tahistatakse \(A).

Naide 1. Leiame maatriksi

A:

—_ = =
—_ = =
—_ = =

omavaartused ja omavektorid.

Koostame antud maatriksile vastava karakteristliku vorrandi (3):

1—-A 1 1
1 1—-A 1 = 0.
1 1 1—A

Arvutades determinandi, saame kuupvorrandi
(1-=X)? = 31-)) +2 =0,

mille lahendeiks on A\; = Ay = 0 ja A3 = 3. Leiame omavaértustele \; = Ay =
0 vastavad omavektorid. Selleks paigutame stisteemi (2) suuruse A\ véértuse
0 ja lahendame saadud siisteemi:

1-0 1 1 . 0 1 11:0
1 1-0 1 0 |~]1 000 :0
1 1 1-0 : 0 000 :0

Soltumatuid vorrandeid jaéb iiks,

SG+&+86=0,

ja slisteemi vabadusastmete arv on 2 ning siisteemi tildlahendiks on

&1 —q—p —1 -1
x=| & | = q =7p 0 + q 1,
&3 p 1 0
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kus p ja q suvalised reaalarvud. Jarelikult, omavaéartustele \; = Ay = 0
vastavad omavektorid x moodustavad ruumi R? kahemodtmelise alamruumi,
mille baasivektoreiks voime valida vektorid x; = [-1 0 1] ja vektorid
xg = [—1 1 0]7. Omaviirtusele A3 = 3 vastavate omavektorite leidmiseks
tuleb vorrandisiisteemis (2) suurus A asendada selle viédrtusega 3. Tulemusena
tuleb lahendada vorrandisiisteem:

1-3 1 1 : 0 1 1 -2 :0
1 1-3 1 20| 1 -2 1 :0 |~

1 1 1-3 : 0 -2 1 1 :0
1 1 -2 :0 11 -2:0 1 0 —-1:0
~10 -3 3 :0(|~lO0O1 -1:01|~01-1:0
0 3 -3:0 00 0 :0 00 0 :0

Selle siisteemi vabadusastmete arv on 1 ning maatriksi A omavéaértusele A3 =
3 vastavad omavektorid avalduvad kujul

ja moodustavad ruumis R? iithemootmelise alamruumi, baasivektoriga,
X3 = {1 1 1]T

Ulesanne 1.* Leidke maatriksi A omavidrtused ja omavektorid, kui

2 3 5 —2 1 -1
a)A_(_lﬁ),b)A_<7 4),C)A_(2 4).

Ulesanne 2.* Leidke maatriksi A omavéirtused ja omavektorid, kui

2 2 111

1 0],bA=(011

10 000

Lause 2. Kui A\, Ao, -+, A, on maatriksi A omavéartused, siis

det(A) = )\1)\2 s >\n-
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Toestus. Karakteristliku vorrandi (3) vasak pool, nullkohtadega Aq, - -+, A,
on esitatav kujul

det(A — M) = (=1)"(A — A1) -+ (A — An). (6)

Vottes selles seoses A = 0, saame lause viite. [
Jireldus 1. Regulaarse maatriksi A iikski omavéaartus ei ole 0.
Lause 3. Kui x on regulaarse maatriksi A omavéértusele A\ vastav

omavektor, siis sama vektor x on poordmaatriksi A~! omavéirtusele 1/\
vastav omavektor.

Toestuseks korrutame seose (2) molemat poolt vasakult maatriksiga A1,
Leiame, et AP Ax = A~'Ax ehk A7'z = (1/\)x. O

Lause 4. Kui x on maatriksi A omavééartusele \ vastav omavektor, siis
sama vektor x on maatriksi A? omaviirtusele \? vastavaks omavektoriks.

Toestus. See vaide jareldub vorduste ahelast:

A?x = A(Ax) = A(x) = M(Ax) = A\(\x) = \’x. O

Ulesanne 3.* Olgu suurused Ai, ..., )\, maatriksi A € C™" omaviir-
tused. Toestage, et suurused A¥, ... AF on maatriksi A* (k € N) omaviiir-
tused.

Ulesanne 4.* Tdestage, et kui suurused \i,...,\, on maatriksi A €
C™*™ omavadrtused, siis suurused Ay £ pu,..., A, £ p on maatriksi A £+ pul
omavaartused.

Lause 5. Maatriksi A jilg , st tema peadiagonaalil paiknevate elementide
summa, vordub maatriksi A koigi omavéaartuste summaga.

Téestuseks kasutame seost (6). Selle seose vasaku poole arenduses suuruse
A astmete jérgi on astme A\"~! kordajaks (—1)""(ay; + ax + -+ + ann) ja
paremas pooles (—=1)"" (A + X+ -+ A,). O

Naide 2.* Olgu teada maatriksi

|
—
~N W O
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kolm omavéartust: Ay = 4, Ay = 1, A3 = 6. Leiame maatriksi A neljanda
omavaar-

tuse ja determinandi.

Kuna maatriksi A jalg vordub maatriksi A koigi omavadrtuste summaga, siis

4424+3+7=4+1+6+X4y = Ay =05.
Leiame maatriksi A determinandi

Ulesanne 5.* On teada, et maatriksi

67 266 —30 64
-24 -91 12 =20

A=l 6 42 10 —12
42 126 —-21 21
kolm omavaartust: Ay = 7, Ay = —7, A3 = 21. Leidke maatriksi A neljas

omavaar-
tus ja determinant.

Lause 6. Nii ilemise kui ka alumise kolmnurkse maatriksi omavaar-
tusteks on koik peadiagonaali elemendid ja ainult need.

Toestus. Vaatleme selle vaite toestust {ilemise kolmnurkse maatriksi A
korral. Koostame vastava karakteristliku vorrandi

aj; — A 12 Q1n
DomTA e oy
0 0 e G — A

Determinandi arendamine annab karakteristlikule vorrandile kuju

(a11 — A)(aga = A) -+ (apn — A) = 0. O

Ulesanne 6.* Leidke maatriksi A omaviartused ja omavektorid, kui

L1 017 7

a)A=[02 1], A=
00 2 003 8
000 —2
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Lause 7. Maatriksi A erinevatele omavéaartustele vastavad omavektorid
on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Olgu x1,Xa,--- ,X;, maatriksi A erinevatele omaviartustele
A, A2, -, A (B = 2 : n) vastavad omavektorid. Néitame, et nende
omavektorite siisteem on lineaarselt soltumatu. Lihtsuse mottes viime selle
toestuse 1abi vaid k£ = 2 korral. Oletame viitevastaselt, et vektorite siisteem
{x1,%,} on lineaarselt soltuv, st

A, ) Xy + aexe =0 A |ag| + |as| # 0. (7)

Korrutame seoses (7) esineva vorduse molemat poolt vasakult maatriksiga
A. Saame,

a1 Ax; + apAxy =0 (8)
ehk

1 A1X] + apAoxy = 0. 9)
Korrutades seoses (7) esinevat vordust suurusega A; ja lahutades saadud
tulemuse seosest (9), saame

Oég()\g — )\1)X2 = 0.

Selle seose vasakus pooles saab nulliga vorduda vaid esimene tegur, ay = 0.
Analoogiliselt, korrutades seoses (7) esinevat vordust suurusega Ay , jouame
vorduseni a; = 0. Seega || + |az| = 0, mis on vastuolus eeldusega (7).
Jarelikult, omavektorite siisteem {x1,X,} on lineaarselt soltumatu. [J

Oletame, et maatriksi A omavektorite siisteem {xi,...,x,,} on lin-
eaarselt soltumatu. Moodustame n x n ruutmaatriksi S, valides esimeseks
veeruvektoriks vektori xi, teiseks veeruvektoriks vektori x5, ..., n-ndaks
veeruvektoriks vektori x,,, st

Sz(xl xn). (10)
Téahistame
AN - 0
A= oL : (11)
0 < A
Eelpool toodud néite 1 korral
-1 -1 1 0 00
S = 0 1 1 A A= 000
1 0 1 0 0 3
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Lause 8. Kui maatriksil A on n lineaarselt soltumatut omavektorit

X1, - ,X,, mis vastavad omavaartustele Ay, --- | \,, siis maatriks A on esi-

tatav kujul

A= SAST, (12)
kus maatriksid S ja A on médratud vastavalt seostega (10) ja (11) .

Toestuseks piisab néidata, et
AS = SA. (13)

Léahtume seose (13) vasakust poolest:

AS:A(X1 xn):
Lahtume seose (13) paremast poolest:
N - 0
SAz(xl xn) oL =
0 -\,
:()\1X1 )\nxn)

Jarelikult peab seos (13) paika, ja seega ka seos (12), aga samuti ka seos

A = ST'TAS. O (14)

Naiide 3.* Leiame 3 x 3-maatriksi A, mille omavéértusi ja neile vastavaid
omavektoreid me teame:
M=3=x=(-321)",
T
M=-2=x=(-210),
=1 =x3=(-6 3 1)".

Kuna otsitav maatriks A on esitatav kujul A = SAS™!, kus

3 0 0
S:<X1 X9 Xg)/\A: 0 -2 0 5
0 0 1
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S1is

3 -2 6 3 00 3 -2 -6\ "
A= 2 1 3 0 -2 0 2 1 3 —
1 0 1 0 01 1 0 1
9 4 —6 1 2 0 16 —18
- 6 -2 3 1 3 -3|=[10 o9

3 0 1 1 -2 1 2 4 1

Ulesanne 7.* Leiame 2 x 2-maatriksi A, mille omavéértusi ja neile vas-
tavaid omavektoreid me teame:

)\1:1:>X1:(2)A)\2:2:>X2:(?>.

Ulesanne 8.* Leiame 3 x 3-maatriksi A, mille omavéartusi ja neile vas-
tavaid omavektoreid me teame:

M=3=x=(-1 -1 1)",
Ay = —3 $X2:<2 1 O)Ta
XN=5=x3=(00 1),

Niide 4.* Leiame maatriksid A% ja A kui

41 30
A_(56 —41)‘

Kuna
41 — X\ —-30 - 9 _
‘ 56 —41— '_O = A -1=0
ja
3 5
)\1:1 :>X1:(4> /\)\2:—1 :>X2:<7),
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S1is

A0 = (SASTH)(SASTY) - (SASTY) = SAI0S L =

()00 e ) (507)=(ah) -
e (P00 e ) (503) = (5 )=

Ulesanne 9.* Leidke maatriksid A% ja A% kui
-5 2 —20 42
“>A—(—21 8)’b)A_(—9 19)'

Lause 9. Kui maatriksi A ja B koik omavéirtused on ithekordsed ning
maatriksid A ja B on kommuteeruvad, siis neil on iihised omavektorid.

Toestame selle viite. Olgu x maatriksi A omavadrtusele A vastav omavek-
tor, st peab paika seos (2) . Korrutame seose (2) molemat poolt vasakult
maatriksiga B ja arvestame eeldust, maatriksite A ja B kommuteeruvust.
Tulemuseks saame seoste ahela:

Ax = Az = B(Ax) = B(M\x) & (BA)x = A(Bx) & A(Bx) = \(Bx).

Seega, kui x on maatriksi A omavéaértusele A vastav omavektor, siis ka Bx on
maatriksi A samale omavéaértusele A vastav omavektor. Kuna maatriksi A
iithekordsele omavéartusele vastav omavektorite hulk on ruumi R ithemoot-
meline alamruum, siis vektorid x ja Bx on kollineaarsed, s.t.

du : Bx = px.

Jarelikult, maatriksi A omavéaértusele \ vastav omavektor x on ka maatriksi
B omavektoriks, mis vastab maatriksi B omavadrtusele p . Analoogiliselt
saab néidata, et maatriksi B iga omavektor on ka maatriksi A omavektor.
OJ

Lause 10. Kui maatriksitel A, B € C"*"on n iihist lineaarselt sol-
tumatut omavektorit, siis need maatriksid on kommuteeruvad.

Toestus. Lause 2.5.8 pohjal on need maatriksid esitatavad kujul

A=SAS™', B=8Trs, (15)
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kus S on neist n omavektorist kui veeruvektorist moodustatud maatriks ja
A on diagonaalmaatriks, mille peadigonaalil on maatriksi A omavaartused
ning

T on diagonaalmaatriks, mille diagonaalil on maatriksi B omavéaértused.
Leiame korrutised AB ja BA, kasutades seoses (15) antud esitusi:

AB = SAS71STS™! = SAYS!

ja
BA=SYTS'SAS ! =STASL.

Kuna diagonaalmaatriksid A ja T on kommuteeruvad, siis AB = BA, mida
oligi vaja toestada. [J

Lause 11 (Cayley-Hamiltoni teoreem). Kui A € C™*" ja
p(A) = det (A — ),

siis p(A) = 0, st maatriks A rahuldab oma karakteristlikku vorrandit.
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