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Eessona

Toendosusteooria on matemaatika osa, mis uurib juhuslike ndhtuste ldisi
seaduspérasusi soltumatult nende néhtuste konkreetsest sisust ja annab meeto-
did nendele ndhtustele mgjuvate juhuslike mGjude kvantitatiivseks hindamiseks.
Nii looduses, tehnikas kui ka majanduses ei ole ndhtusi, milles ei esineks juhus-
likkuse moju. Nahtuste kirjeldamisel tehakse vahet kahe 1ahenemisviisi, deter-
ministliku (etteméaratusliku) ja stohhastilise (juhuslikkusel pohineva) vahel.
Deterministliku kasitluse korral eraldatakse moningad antud nadhtust rohkem
mojutavad tegurid ja kirjeldatakse ndhtust ainult nendest ldhtudes, kusjuu-
res vihem mdojutavaid tegureid ei arvestata. Juhuslikkusel pohineva kisitluse
korral arvestatakse koiki antud ndhtust mojutavaid tegureid, kusjuures vahem
mojuvate tegurite paljusus toob kaasa juhuslikkuse momendi. Juhuslikkusel
pohinev ldhenemine néuab erilisi meetodeid, mida voimaldab tGendosusteooria.
Matemaatiline statistika on matemaatika osa, mis uurib statistiliste andmete
kogumise, slistematiseerimise, to6tlemise ja statistiliste jarelduste tegemise mee-
todeid. Matemaatilise statistika eesméargiks on statistiliste seaduspérasuste avas-
tamine ja kirjeldamine.

Kéesoleva oppevahendi aluseks on voetud Tallinna Tehnikaiilikooli bakalau-
reuseoppe {iliopilastele peetud loengud toendosusteooriast ja matemaatilisest
statistikast. Lisatud on moningate viidete tGestused ja néiteiilesanded, mille
esitamiseks ei jatku loengul aega, kuid mis pakuvad lisavdimalusi iiliopilase ise-
seisvaks t60ks. Oppija, keda ei huvita antud kursuse siivadpe, voib osa keeruka-
matest tGestustest jitta vahele ja keskenduda niidetele. Oppevahend sobib kaug-
iiliopilastele. Iga peatiiki Ioppu on opitud teooria kinnistamiseks lisatud harju-
tusiilesanded, mis on varustatud vastustega.

Leidub palju tGendosusteooria ja matemaatilise statistika tédiendavaid Spikuid
ja ilesannete kogusid ning statistikapakettide kirjeldusi. Pakume taiendavate
opikute valiku. Eestikeelsetest mainime &pikuid [5], [20], [8 —11], korgema
matemaatika teatmikku [21] ja iilesannete kogu [12]. Venekeelsetest mainime
opikuid [25], [29], [32 — 35], iilesannete kogusid [26], [28], késiraamatut [31]
ja entsiiklopeediat [28] . Ingliskeelsetest mainime 6pikuid [1], [6 — 7], [13 — 14],
[16], [18], [24], tilesannete kogu [4] ja késiraamatut [17] ning kirjandust tGe-
néosusteooria ja matemaatilise statistikapakettide kohta [2 — 3] , [22 — 23]. En-
ne voimsate statistikapakettide, nagu néiteks SAS, S, S-PLUS ja Stata, juurde
asumist sobib pohjalikult tutvuda matemaatilise statistika voimalustega MS Ex-
cel keskkonnas [10] . Jargmisena tasub tutvuda statistika vabatarkvara paketiga
R, mis kujutab endast paketi S-PLUS alamhulka.

Oppevahendi koostamisel on kasutatud paketti ,Scientific WorkPlace 3.07,
lithendatult SWP.

Ténan dotsente A. Lohmust ja F. Vichmanni, kes abistasid autorit paljude
sisuliste ja vormiliste mérkustega késikirja 16plikul viimistlemisel.

Autor



Peatukk 1

Juhuslikud siindmused

1.1 Siindmuse moiste. Tehted siindmustega

Stindmuse mdiste on iiks tGendosusteooria pohimdiste. Lihtkésitluses seda
moistet ei defineerita. Siindmusi téhistame tavaliselt ladina téhestiku algusosas
paiknevate suurte tédhtedega A, B, C, ... Vajaduse korral kasutame indek-
seid A1, Bk, Ci, j, Di j k, ... Meie kisitluse aluseks on katse. Katse seisneb
teatud tingimuste komplekti realiseerimises. Katse kiigus jalgitakse, kas tea-
tud stindmused toimuvad voi mitte. Sindmust, mis sellise katse kidigus alati
toimub, nimetatakse kindlaks siindmuseks. Siindmust, mis sellise katse kiigus ei
saa toimuda, nimetatakse voimatuks stindmuseks. Kasutame kindla stindmuse ja
voimatu siindmuse téhistamiseks vastavalt tdhti K ja V. Stindmust, mis sellise
katse kidigus voib toimuda v6i mitte toimuda, nimetatakse juhuslikuks siind-
museks.

Definitsioon 1. Siindmuse A vastandsiindmus A on siindmus, mis katsel
toimub parajasti siis, kui A ei toimu.

Definitsioon 2. Siindmusi A ja B nimetatakse vordseteks, kui antud katse
kiigus stindmuse A toimumisega kaasneb stindmuse B toimumine ja siindmuse
B toimumisega siindmuse A toimumine.

Stindmuste A ja B vordsust tédhistame A = B.

Definitsioon 3. Siindmuste A ning B summaks A+ B (ehk AU B) ni-
metatakse siindmust, mis seisneb neist vihemalt iithe toimumises (toimub kas A
voi B voi molemad).

Definitsioon 4. Siindmuste 4;, (k = 1;...;n) summaks y ,_; Ay (ehk U;_, Ax)
nimetatakse stindmust, mis seisneb neist vihemalt iihe toimumises.

Definitsioon 5. Stindmuste A ning B korrutiseks AB (ehk A- B v6i AN

B) nimetatakse siindmust, mis seisneb neist mélema toimumises (toimub A ja
toimub B).

Definitsioon 6. Siindmuste A, (k= 1;...;n) korrutiseks [];_, Ay (ehk
w1 Ai) nimetatakse siindmust, mis seisneb neist koigi toimumises.

7



8 PEATUKK 1. JUHUSLIKUD SUNDMUSED

Toestage Laused 1 ja 2 iseseisvalt.

Lause 1. Kehtivad seosed

AA=V, A+ A=K, A+ K=K,
A+V =A, AK = A, AV =V, A? = A.

Lause 2. Stindmuste korrutamine ja liitmine on kommutatiivsed, st
AB=BA, A+ B=DB+A,
assotsiatiivsed
A(BC)=(AB)C, A+ (B+C)=(A+B)+C

ja distributiivne
A(B+C)=AB+ AC.

Kehtivad duaalsusseosed (Morgani seadused)
A+B=A-B,A-B=A+B. (1.1.1)

Definitsioon 7. Stindmusi A ja B nimetatakse teineteist valistavateks sind-
musteks, kui ihe toimumisel on teise toimumine samal katsel voimatu.

Definitsioon 8. Stindmuste siisteemi {41, A, ..., A, } nimetatakse dksteist
vélistavate siindmuste stisteemiks, kui iga kaks siisteemi kuuluvat stindmust on
teineteist valistavad siindmused.

Definitsioon 9. Uksteist vilistavate siindmuste siisteemi {A;, Ay, ..., A,}
nimetatakse tdielikuks ehk tdaisstisteemiks, kui

A1 +A+... + A, =K

Naiide 1. Katse: miinti visatakse iiks kord. Selle katse kiigus uuritakse
jirgmiste siindmuste toimumist: A— tuleb kull; B— tuleb kiri; C' — tuleb kaks
kulli.

Stindmused A ja B on juhuslikud stindmused. Siindmus C' on voimatu siind-
mus. Kontrollige, et

A=B,B=A, A+B=K, AB=V,

st siindmuste stisteem {A, B} on nii teineteist vélistavate siindmuste siisteem
kui ka taielik siindmuste siisteem. &

Naiide 2. Katse: taringut visatakse iiks kord. Selle katse kiigus uuritakse
jargmiste siindmuste toimumist: A; —tuleb 4 silma (1 < i < 7); B —tuleb paaris
silmade arv; C' — tuleb paaritu silmade arv. Veenduge, et

A, =V, BO=V,B+C =K, A + A3+ As =C, Ay + Ay + Ag = B

ja{A1, As, As} ja {As, Ay, Ag} on iiksteist vilistavate siindmuste siisteemid ning
{AI; A2, Ag, A4, A5, AG} on téaielik siisteem. <>



1.2. SUNDMUSE SAGEDUS

1.2 Siindmuse sagedus

Sooritatakse katse, mis seisneb teatud tingimuste komplekti realiseerimis-
es. Selle katse korral uuritakse siindmuse A toimumise voimalikkust. Tavaliselt
iihe katse pohjal saame kesise tulemuse siindmuse A toimumise vGimalikkuse
kohta. Parema hinnangu saamiseks siindmuse A toimumise vGimalikkuse kohta
sooritatakse veel samadel tingimustel n — 1 katset. Eeldame, et katsed selles n-
katselises seerias on soltumatud, st iihe katse tulemus seerias ei mojuta iilejadnud
katsete tulemusi. Toimugu stindmus A selles n-katselises seerias n 4 korda.

n
Definitsioon 1. Suurust P*(A) = A pimetatakse siindmuse A toimumise

sageduseks ehk suhteliseks sageduseks selles n-katselises seerias.
Kui stindmus A on juhuslik, siis on juhuslik ka siindmuse A toimumiste arv
na selle seeria jooksul ja on juhuslik ka sagedus P*(A).

Lause 1. Kehtivad seosed:

0 < P*(A) <1, P*(K) =1, P*(V) =0, P* (A) = 1— P*(A).

Toestus. Et
0
0<na<n = -< A< o 0<pP(A)<,
n n n
ng=n = T s P*(K) =1,
n n
0
ny=0 = Y ="-0& PYV)=0,
non
nZ:n—nAin—Azl—n—AﬁP*(Z)—l—P*(A),
n n
siis véide on tdene. 0

Vaatleme n-katselise seeria tulemusena siindmuste A, B, A+ B, AB, A|B ja
B|A toimumist. Siimboliga A|B tihistame siindmust, mis seisneb siindmuse A
toimumises eeldusel, et on toimunud siindmus B, ja siimboliga B|A stindmust,
mis seisneb siindmuse B toimumises eeldusel, et on toimunud siindmus A. Olgu
nA, B, NA+B, NAB, NA|Bjanp|a vastavalt nende siindmuste toimumise kordade

arvud selle seeria realiseerimisel.

Lause 2. Kehtivad seosed

P*(A+ B) = P*(A) + P*(B) — P*(AB)

ja

P*(AB) = P*(A) - P*(B|A) = P*(B) - P*(A|B).
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Toestus. Et

NA+B _ MA | MB  NAB
NAyB =NA+NB—Nap = — = —+— ———
n n n n

& P*(A+ B) = P*(A) + P*(B) — P*(AB),

NAB na#0 NAB NA np#0 NAB 1B
n na n ng n

= P*(AB) = P*(A)- P*(B|A) = P*(B) - P*(A|B),

siis véide on toene. O

Naide 1. Miinti visati sada korda, kusjuures viiekiimne seitsmel korral tuli
kiri. Leiame kirja saamise sageduse selle seeria korral.

Katseks on miindi viskamine ja siindmuseks A kirja tulek sel katsel. Vastavalt
definitsioonile saame P*(A4) = 57/100 = 0.57. O

Osutub, et teatud tingimustel on katsete arvu n suurendamisel siindmuse
sagedusel tendents ldheneda mingile kindlale arvule.

1.3 Toenaosuse statistiline definitsioon

Definitsioon 1. Juhusliku siindmuse A statistiliseks toendosuseks nimeta-
takse arvu P(A), millele selle siindmuse toimumise sagedusel P*(A) on tendents
ldheneda, kui samadel tingimustel sooritatud sGltumatute katsete arv n laheneb
I6pmatusele.

Siindmus P*(A) "= P(A) on juhuslik. Juhusliku siindmuse A statistilisel
toendosusel P(A) on tédnu definitsioonile paljud omadused sarnased siindmuse
toimumise sageduse P*(A) omadustega.

Lause 1. Kehtivad viited
0<P(A) <1, P(K)=1, P(V)=0, P(A)=1-P(A),
P(A+ B)=P(A)+ P(B)— P(AB),
P(AB)=P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).
Toestus. Et
0< P*(A) <1, P"(K)=1, P*(V)=0, P*(A) =1-P*(A),
siis Definitsiooni 1 abil saame

0<P(A) <1, P(K)=1, P(V)=0, P(A)=1-P(A).
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Kuna
Pr(A) = A "2 pa)y A PH(B) = "B "2 p(B) A
n n
A PU(AB) = MAETIE pAB) A Pr(BlA) = A2 " p(BlA) =
n A

p*(A+B):”AT+B:”—A+”—BJ“73"3°°P(A)+P(B)4>(AB)A

n n
A P*(AB) = "AE A _ pr(4). P*(B|A) "=° P(A) - P(B|A),
na n
siis on tGene ka viite tilejaddnud osa. |

1.4 Geomeetriline toenaosus

Oletame, et katse kiligus valitakse iiks punkt hulgast 2 C R™. Olgu 24 hulga
Q alamhulk, st Q4 C Q. Oletame, et oskame hulki € ja 24 m&ota, kusjuures
n = 1 korral on selleks m66duks p pikkus, n = 2 korral on selleks mooduks p
pindala, n = 3 korral ruumala V', jne. Olgu A siindmus, et katse kdigus valitakse
hulga Q4 punkt. Eeldame, et punkti sattumise voimalikkus hulga © mingisse
alamhulka s6ltub vaid selle alamhulga mécdust.

Definitsioon 1. Stindmuse A geomeetriliseks toendosuseks nimetatakse

suurust
_ ()
P ="

Toestage, et Lause 1.3.1 kehtib ka geomeetrilise tGenéosuse korral.

N&ide 1. Valitakse iiks arv 16igust [—1;3]. Leiame tGendosuse, et see arv:
1) on 2.3; 2) on suurem kui 0.5; 3) on viiksem kui 0.

Et © = [~1;3] on ruumi R! alamhulk, siis mooduks on pikkus, kusjuures
p(Q) = 4. Téhistame alaiilesannetes esinevad stindmused vastavalt téhtedega
A, Bja C. Olgu Qa, Qp ja Q¢ neile vastavad alamhulgad. Seega

Qa={23} A p(Qa)=0 = P(A) = “H%A)) = % =0,
Qp=(053] A u(Qp)=25 = P(B)= Mu(?QB)) = 24—5 = 0.625,
Qc=[-L0 A u(Qc)=1 = PO)= Mu((QQC)) = i =025

Niitest 1 saame huvitava tdhelepaneku, ka voimaliku siindmuse tdendosus
voib olla 0. Seega

A=V = P(A) =0, P(A)=0» A=V.

Niide 2. Ruutvorrandi 2 + pxz + ¢ = 0 kordajad p ja ¢ kuuluvad liku
[0;2] . Leiame tdenéosuse, et selle ruutvorrandi lahendid on reaalsed.
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Olgu A siindmus, et selle ruutvorrandi lahendid on reaalsed. Et

2 4pr+qg=0 = 12 =—-p/2++/p*/4—q,

siis ruutvorrandi lahendid on reaalsed parajasti siis, kui p? /4—q > 0, st ¢ < p?/4.
Kuna p,q € [0;2], siis Q on ruut [0;2] x [0;2] pindalaga p(Q) = 4. Siindmus
A toimub, kui selle ruudu punkt (p,q) on allpool parabooli ¢ = p?/4 (joonisel
viirutatud osas), st (p,q) € 24

ql
2
— 2
q>p/4 =P/
1 Q\ Q4
W// v
1 2
Seega
aon_ [P, P PA_M(QA)_g_l o
M( A)_Ozp_ﬁo_i’ ()_,U'(Q) _Z_g

1.5 Klassikaline toenaosuse definitsioon

Definitsioon 1. Siindmuste siisteemi {41, Ao, ..., A, } nimetatakse tdieli-
kuks, kui:

1° Zi:lAi =K; 22M4A4;,=V (i#)). (1.5.1)

Definitsioon 2. Siindmuste siisteemi { A1, A, . .., A, } nimetatakse elemen-

taarsiindmuste stisteemiks, kui:
1° see siisteem on téielik;
2° koik selle siisteemi siindmused on vordvoimalikud, st toimumise suhtes vord-
vadrsed.
Oletame, et meid huvitab katse tulemusena siindmuse A toimumine ja meil

on voimalik selle katse jaoks leida selline elementaarsiindmuste siisteem
{41, As,..., Ay}, mille korral

m
A= Zk:l A, (m<n), (1.5.2)
kusjuures stisteem {A;,A;,,...,A;, } koosneb samadest slindmustest, mis
{41, Ay,..., Ay} . Tga siindmuse A;,, A, ..., A;, toimumisega kaasnegu siind-

muse A toimumine, kusjuures neid siindmusi A;, (k= 1;...;m) nimetatakse
siindmuse A toimumiseks soodsateks elementaarsiindmusteks.
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Definitsioon 2. Suurust m
P(A) = — (1.5.3)
nimetatakse stindmuse A klassikaliseks toendosuseks.

Lause 1. Kehtivad viited

P(K)=1, P(V)=0, 0<P(A) <1, P(A)=1-P(4),
P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB), P(AB) = P(A)- P(B|A) =
= P(B) - P(A|B).

Toestus. Olgu {A1, Ay, ..., A,} elementaarsiindmuste siisteem, mis sobib

stindmuste A, A, B, A+ B ja ADB esitamiseks ning ma, mz, mp, mat+p ja
map neile vastavate soodsate elementaarsiindmuste arvud. Et

mg=n = mE _"_ 1 & P(K)=1,
n n
my =0 = m 0y s P(V) =0,
n n
0
0<myg<n = *S@SE & 0<PA) <1,
n n n
n n
MALB = MaA +MpB —MAB = %:% %7":‘:3

& P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB),

map NB
= = " . = =

& ;mmzpjymmmzpwymmm,

mAB map TNAa

siis Lause 1 viide on toene. [
Naiide 1. Taringut visatakse kaks korda. Leiame tGen#osuse, et mdlemal

korral tuleb sama silmade arv.
Olgu A siindmus, et molemal korral tuleb sama silmade arv. Vaatleme kaht

lahendust.
I Kasutame stindmuste siisteemi {4; ;} (i=1;...;6, j =1;...;6),kus 4, ;
on siindmus, et esimesel viskel tuleb ¢ silma ja teisel viskel j silma. Kuna

6 6
ZZAM:K; AijApi =V, (G#kVj#l)
i=1 j=1

ja selle slisteemi stindmused on vordvoimalikud, siis on tegemist elementaarsiind-
muste siisteemiga, milles on 36 elementaarsiindmust, st n = 36. Et
A=A11+As 9+ A3 3+ A4 4+ A5 5+ Ag 6, siis sindmuse A toimumiseks soodsate
elementaaérsﬁn(%muste arv m = 6 ja klassikalise tdendosuse definitsiooni pchjal

P(4) = o = .
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IT Vaatleme siindmuste siisteemi {B;} (i =1;...;6), kus B; on siindmus,
et teisel viskel on silmede arv i. Veenduge, et siisteem {B;} on elementaarsiind-
muste siisteem. Samas on ka see siisteem sobiv siindmuse A kirjeldamiseks,
A = B;,, st teisel viskel tuleb sama silmade arv mis esimesel viskel ja sindmuse
A toimumiseks on soodne vaid iiks stisteemi {B;} stindmus. Seega klassikalise

tdendosuse definitsiooni pdhjal saame P(A) = 6 &

Niide 2. Kaardipakist, milles on 52 kaarti, voetakse (huupi) iiks kaart.
Leiame jargmiste stindmuste téendosused: 1) A— voetu on ass; 2) B— voetud
kaart on musta masti; 3) C— voetud kaart on pilt (soldat, emand, kuningas,
ass).

Koostame siindmuste siisteemi {A;}_;.5. .50, mille elementideks on iga
konkreetse kaardi votmine: A;— voetud kaart on risti 2;...; Ass— voetud kaart
on poti dss (kasutame jérjestust risti 2 ... risti 4ss — ruutu 2 ... ruutu dss —
artu kaks ... drtu dss — poti 2 ... poti dss). Kuna

52
Yo A=K AA =V (i#)),

siis tegemist on téieliku silisteemiga. Iga kaardi votmine pakist on vordvoimalik.
Seega siisteem {A;} on elementaarsiindmuste siisteem. Siindmuse A toimu-
miseks on neli soodsat elementaarsiindmust: A = A3 + Aag + Asg + Aso. Seega
klassikalise toendosuse definitsiooni pohjal
4 1
52 13

Stindmuse B toimumiseks on 26 soodsat elementaarsiindmust:

13 52
B=) Ai+> A
i=1

P(A)

i=40
Seega
26 1
P(B) = 5= 3

Siindmuse C' toimumiseks on 16 soodsat elementaarsiindmust:

13 26 39 52
B=>Y A+ Y Ai+> A+ A

i=10 i=23 i=36 i=49
Seega
16 4
P(C) = 213 %

Niide 3. Opperithmas on 16 tudengit, neist 6 neidu ja 10 noormeest. Lab-
oratoorseks t60ks jaotatakse Gpperiihm huupi kaheks grupiks, molemas 8 tu-
dengit. Leiame tGenéosuse, et 1) koik 6 neidu on iihes grupis, 2) iihes grupis on
tépselt 5 neidu, 3) tihes grupis on tapselt 4 neidu, 4) mdlemas grupis on 3 neidu.

Olgu A siindmus, et kdik 6 neidu on iihes grupis, B— iihes grupis on téapselt
5 neidu, C— iihes grupis on tédpselt 4 neidu, D— mdlemas grupis on 3 neidu.
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Lahtume tosiasjast, et kui me neist 16-st tudengist 8 vélja valime, siis grupid
on sellega méaratud. Piirdume jargnevas kaheksa tudengi véljavalimisega. Seega
on katseks kaheksa tudengi véljavalimine kuueteistkiimnest. Kuna ei ole oluline,
mis jarjekorras need valitud tudengid selles grupis on, siis need kaheksa tuden-
git moodustavad kombinatsiooni kuueteistkiimnest tudengist kaheksa kaupa.
Seda gruppi saab moodustada C%; = (186) = 12870 erineval viisil. Késitleme iga
sellise kombinatsiooni valikut kui abistindmust stindmuste A, B, C' ja D kirjel-
damiseks. Moodustame koigist sellistest abisiindmustest siisteemi. Tegemist on
elementaarsiindmuste siisteemiga. Toesti, tédpselt liks neist abisiindmustest leiab
katse kaiigus aset, st koigi nende abistindmuste summa on kindel stindmus ja need
abisiindmused on iiksteist vélistavad. Abisiindmused on vordvdimalikud. Siind-
muse A toimumiseks on soodsad need elementaarsiindmused, st need kombinat-
sioonid, milles on kas 6 neidu voi ainult noormehed. Kombinatsiooni kuueteist-
kiimnest tudengist kaheksa kaupa, milles on 6 neidu, saab moodustada nii, et
kuuest neiust valime vilja koik kuus neidu (C¢ erinevat voimalust) ja kahek-
sase grupi saamiseks lisame 2 noormeest (C%, erinevat voimalust). Iga neidude
kuuikuga sobib suvaline noormeeste kombinatsioon kiimnest kahe kaupa. Seega
on C§ - C%, siindmuse A toimumiseks soodsate elementaarsiindmuste, millega
kaasneb kuue neiu valik, arv. Siindmuse A toimumiseks on soodsad ka need ele-
mentaarsiindmused, millega kaasneb kaheksa noormehe suvaline valik. Selliseid
siindmuse A toimumiseks soodsaid elementaarsiindmusi on C§ - C%. Toenéosuse
klassikalise definitsiooni kohaselt

Co-Clo+C8-Chy [ Ch=CnF=C%=C%

< e R
10-9 10-9
1- 1
) 1

~16-15-14-13-12-11-10-9 143"
1-2-3-4.5-6-7-8

Analoogiliste arutelude abil saame

C8-Clo+Cs-Cly _2:C5-Cfy _

C s
6 10-9-8
_ 1 1-2-3 _ 16
16-15-14-13-12-11-10-9 143’
1-2.3-4-5-6-7-8
ct.ct +C2.C8 2.C2.0¢
P(C) _ 6 1008 6 10 _ CEig 10
16 16
6-5 10 9.8.7
1.2 1-2-3-4 70

16151413121 109 ~ 143
1-2-3-4-5-6-7-8
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ja
6-5-4 10-9-8-7-6
P(D):Cé”'Ci”o: 1.2.3 1.2.3.4.5 _ _ 56
5 16-15-14-13-12-11-10-9 _ 143"

1-2-3-4-5-6-7-8

Kuna siindmused A, B, C ja D on {iksteist vélistavad ja nende summa on kindel
stindmus, siis nende tdendosuste summa peab tulema iiks:

1 16 70 56
P(A)+ P(B) + P(C) + P(D) = EREVERIE VTR VT R
Niide 4. Bridzimingus (kaardipakis 52 kaarti) jagatakse igale méngijale 13
kaarti. Lelame tGendosuse, et méngija saab (tipselt) k (k = 0;1;2;3;4) &ssa.
Olgu katseks kolmeteist kaardi juhuslik votmine viiekiimne kahest kaardist.
Vaatleme k = 0;1;2; 3; 4 korral siindmusi Ax— méngija saab tépselt k dssa. Olgu
abistindmuseks suvalise kolmeteist kaardi votmine sellest pakist. Ilmselt (selles
kontekstis) ei ole kaartide jarjekord nende kolmeteistkiimne hulgas oluline. Seega
voime neid kolmeteist kaarti kéisitleda kui kombinatsiooni viiekiimnekahest ele-
mendist kolmeteistkiimne kaupa. Katse kiigus téapselt liks neist abisiindmustest
leiab aset. Seega on need abisiindmused iiksteist vélistavad ja nende kigi sum-
ma on kindel siindmus. Lisaks on need abisiindmused vordvoimalikud. Seega
voime selliste abisiindmuste hulka vaadelda kui elementaarsiindmuste siistee-
mi. Selles siisteemis on C23 elementaarsiindmust. Siindmuse Ay, toimumiseks on
selles siisteemis soodsaid elementaarsiindmusi C} - C1~%. Tdesti selles kombi-
natsioonis on k #ssa ja 13 — k mitteiissa. Selliseks fissade valikuks on C§ erinevat
voimalust ja mittesissade valikuks Cj3 " erinevat voimalust. Kuna iga sellise k
dissa valikuga sobib suvaline 13 — k mittedissa valik, siis C§ - C15~* on erinevate
soodsate elementaarsiindmuste arv. Seega tGendosuse klassikalise definitsiooni
kohaselt

ci-ci™ (- (s

P (Ay) = = k=0;1;2;3;4
ja

cg-ci _()-(5) 6327

P (Ao) cE @ = Soga5 ~ 03038,
_CtoR_(G)-(Gy) 9139

P(A) o ) = Sogas ~ 0-4388,
_C3CR ()G 4s6

P (Az) 7 B Gl = Soga5 ~ 02135,

ci-cR () () 858
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ning

_CZL'CES_ _ (i)'(498) ~ 11 ~

Stindmused Ay, (k = 0;1;2; 3; 4) on iiksteist vilistavad ja nende summa on kindel
siindmus. Saame kontrollida, kas nende tGendosuste summa on 1 :

6327 9139 4446 858 11

P(Ag) = =1.
kZO () 20825+20825+20825+20825+4165 <

4

1.6 Toenaosusteooria aksioomid

Vorreldes eelneva kisitlusega on voimalik tGendosuse mdaistet defineerida
rangemalt. Olgu 2 mingi hulk, mille elemente w me nimetame elementaarsiind-
musteks. Olgu S hulga Q mingi alamhulkade hulk. Hulga S elemente nimetame
juhuslikeks stindmusteks ja hulka Q elementaarsindmuste ruumiks.

Definitsioon 1. Hulka S nimetatakse hulga Q hulkade algebraks, kui
1° Qe s,
2°Ae€eS ANBeS = AUBeS ANANBeS N A\BeS.

Vaatleme hulga 2 alamhulkade hulga S korral jargmisi aksioome.
I aksioom. S on hulga Q hulkade algebra.

II aksioom. Igale hulgale A € S on vastavusse seatud mittenegatiivne
reaalarv P(A).

ITI aksioom. P(Q)) = 1.
IV aksioom. ANB =0 = P(AUB) = P(A)+ P(B).

Definitsioon 2. Kui elementaarsiindmuste ruum 2 ja sellel antud alamhul-
kade hulk S rahuldavad aksioome I-I1V, siis 6eldakse, et on antud téendosusruum
(Q,S,P).

Suurust P(A) nimetatakse juhusliku sindmuse A téendosuseks.

Sellel viisil esitatud seoste iihitamiseks eelnevatega tuleb A et M\A,
Ue—+, N -, §e V.

Jareldus 1. Definitsioonist 1 jarelduvad seosed
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (1.6.1)
ja

P(A)=1-P(4), (1.6.2)
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Toestus. Kuna
AUB=AU(B\A) A AN(B\A) =0 =
P(AUB)=P(AU(B\A) Y P(A)+ P(B\A),
IV

B=(B\A)U(ANB) A (B\A)N(ANB)=0 =
= P(B)=P(B\A)+P(ANB) =
= P(B\A)=P(B)- P(ANB),

siis
P(AuB)=P(A)+ P(B\A)=P(A)+P(B)—P(ANB).
Lisaks
- — LIV - —
AUA=Q N ANA=0 =" P(AUA) =P(A)+P(A)=1=
~ P@A)=1-P4). O

Definitsioon 3. Kui P(A4) > 0, siis toendosust P(B|A) def- P(AB)/P(A)
nimetatakse siindmuse B tinglikuks toendosuseks tingimusel A.

Niide 1. Olgu Q iiheelemendiline hulk, Q = {w}. Olgu S = {Q,0} ja
P () =1 ning P(0) = 0. Kontrollime, kas sel viisil saame tdendosusruumi.

Esiteks kontrollime, kas selline S on hulga 2 hulkade algebra. Kuna Q € S|
siis tingimus 1° on taidetud. Et 1) A = Q ja B = () korral
QU =0eSAQND=0e S AN Q\D=0€e S5, 2)A=0jaB =20
korral QU =QeSAQND=0e S A D\Q=0€eS5,3) A=0jaB=10
korral UD =0 SADNDI=0 A D\D=0e S, 4) A=Q ja B=Q korral
QUOA=0eSAANA=0e S AN Q\Q =0 € S, siis ka tingimus 2° on
taidetud. Seega S on hulga 2 hulkade algebra, st aksioom I on tiidetud. Teiseks,
igale hulga S elemendile on vastavusse seatud mittenegatiivne reaalarv P(A), st
aksioom IT on taidetud. Kolmandaks, tdesti P(Q) = 1, st aksioom IIT on téide-
tud. Neljandaks kontrollime, kas AN B =0 = P(AUB) = P(A)+ P(B). Et
1) A=Qja B =10korral QN0 =0 ja P(QUP) = P(Q) = P(Q2) + P(0),
2) A=0ja B =0korral 0NQ =0 jaPOUD) = PO) = P(0)+ P(0), siis
aksioom IV on tdidetud. Seega saame tdendosusruumi (2,5, P) . Kuidas saadud
tulemust tolgendada? <

Niide 2. Olgu Q = {wi,wa,...,w,}. Olgu S kéigi hulga Q osahulkade
hulk ja P (w;) = p; > 0 (i=1;...;n), kusjuures Y . p; = 1. Iga hulga Q
osahulk A on esitatav kujul A = {w;,,wiy,...,w;, } (0 < m <n). Defineerime
P(A) = Z;nzl pi;- Kontrollige, kas nii saame toendosusruumi. Néidake, et
p; = 1/n (i=1;...;n) korral saame erijuhuna klassikalise tGendosuse definit-
siooni. ¢

Markus 1. Kui hulga 2 alamhulkade hulk S on loenduv, siis on otstarbekas
aksioom IV asendada aksioomiga I'V’:

AAj =@ (i,jeNi#j) = P (fj Ak) = iP(Ak). (1.6.3)
k=1

k=1
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1.7 Toenaosuste liitmis- ja korrutamislause
Jéarelduse 1.6.1 pohjal
P(A+ B)=P(A) + P(B) - P(AB). (1.7.1)

Kui siindmuste summas on kolm liidetavat, siis

on assotsiatiivne

.. litmi
P (A1 + Ay + Ag) = [ siindmuste liitmine } — P(A1 + (As + A3)) =

rakendame seost (1.7.1)
A=Ay, B=Ay+ A3

Al) + P(Az + Ag) _ P<A1 (A2 + A3)> distribétiivsus

A1) 4+ P (As + Ag) — P (A1 Ag + Ay Ag) Y

P(
P(
= P(A1) + P (A2) + P (A3) — P(A243) — P (A1 Ag) —
P(
P(
P(

Ap-Aj=A%=A,
A1 As3) + P (A1A3A1A3) =

A1) + P (A2) + P (A3) — P(A2A3)—
A1As) — P(A1A3) + P (A1 A2A3)

ehk

P (Z Ai> =>"P(A) =D > P(AA)+ (-1 P (H Ai> .

i=1 j>i i=1

Lause 1. Kehtib vaide

n n n—1 n n
P <2Ai> =Y "P(A) =D > PAA)+...+ (- P (HAZ»> :
i=1 i=1 i=1 j>i i=1
(1.7.2)
Toestus. Kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. Eelneva pohjal on
baas olemas, n = 2 ja n = 3 korral viide kehtib. Induktsioonisammu lubatavuse
toestamiseks eeldame, et vdide on téene n — 1 korral, st

n—1 n—1 n—2n—1 n—3n—2n—1
P (Z Ai> = Z P(A;) — Z ZP(AiAj) + Z Z Z P (A;A;AL) +
i=1 i=1 i=1 j>i i=1 j>i k>j

f...+(=D)"P (h A¢>. (1.7.3)
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Sel juhul saame

n n—1
P (Z Ai> =P ((Z AZ-) + An> az.1)
=1 =1
n—1
=P (Z Al> + P( P ( ZA1> ) dlstrlbutuvsus
=1
1

=P (Z_I Ai> +P(4,) P (Z Az-An> e

n—1 n—=2n—1 n—3n—2n—1
=D P(A) =) D PAA)+ D DD P(AAAL) +
i=1 =1 j>1 i=1 j>i k>j
n—1
+...+(=)"P (H Ai> +P(An)—ZP(AiAn)+
n—2n—1 = n73n72n711=1
YD P(AAAA) =YD Y T P (AALA A AGA,)
i=1 j>i i=1 j>i k>j
n—1 "
f...—(-1)"P (H (AiAn)> An=An (m2D 1iks?] =
n n— 11::1 n—2n—1 n
=D P(A) =D D P(AA)+D DD P(AAAL) +
i=1 i=1 j>1 i=1 j>1 k>j

fo (=D (HA)

st kui Lause 1 védide on tGene n — 1 korral, siis see vaide on toene ka n korral.
Seega on induktsioonisamm lubatud ja Lause 1 viide on toestatud matemaatilise
induktsiooni meetodil. O

Mirkus 1. Kuna ) - | A; =[], 4, siis

P <Zn: A,») =1-P (ﬁA) . (1.7.4)

Definitsiooni 1.6.3 pchjal
P(AB) = P(A) - P(B|A), (1.7.5)
P(AB) = P(B) - P(A|B), (1.7.6)

kus P(B|A) on siindmuse B toimumise tGendosus eeldusel, et siindmus A on
toimunud ja P(A|B) on siindmuse A toimumise tGenéosus eeldusel, et stindmus
B on toimunud.
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Definitsioon 1. Siindmust B nimetatakse soltumatuks siindmusest A, kui
P(B|A) = P(B). (1.7.7)

Jareldus 1. Kui siindmus B on soltumatu stindmusest A, siis stindmus A
on soltumatu siindmusest B, st

P(A|B) = P(A).
Seejuures on siindmused A ja B soltumatud parajasti siis, kui
P(AB) = P(A) - P(B). (1.7.8)

Toestus. Saame viidete ahela

(1.7.5) (1.7.7)

P(AB) P(A) - P(B|A) P(A) - P(B)

(1.7.6)

P(AB) P(B) - P(A|B)

= P(A)-P(B)=P(B)-P(A|B) = P(A|B)=P(A). O
Jireldus 2. Kui siindmused A ja B on soltumatud, siis ka A ja B on
soltumatud.
Toestus. Kuna

pA.-B) "L kp(ﬁ) CLVy  pa+B) =

—1-P(A) —P(B)+PAB) "Y1 P(A)— P(B)+P(A)P(B) =

=(1-P(A)(1-P(B)=P(A)P(B),

siis Jarelduse 1 pohjal on siindmused A ja B sdltumatud. (I
Kui siindmuste korrutises on kolm tegurit, siis

siindmuste korrutamine
on assotsiatiivne

P(AlAQAg) = :| = P((AlAQ) A3) =

| rakendame seost (1.7.5), | B
N A= A1Ay, B= A3 } = P(A1A2) - P(A3|A14z) =

rakendame (1.7.5),
T A=A, B(: AQ) } = P(A1)P(A2]A1) - P(A3]A142),

kus P(As|A1As) on siindmuse As toimumise tinglik tGendosus tingimusel, et
sindmused A; ja Ay on toimunud.

Lause 2. Kehtib vaide

Jj=2

]:[ Ay > , (1.7.9)

J
k=1
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kus P (Aj\ Hi;ﬁ Ak) on sindmuse A; toimumise tGenédosus tingimusel, et siind-
mused Aq,...,A;_1 on toimunud.

Toestus. Kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. Eelneva pchjal on
baas olemas, n = 2 ja n = 3 korral viide kehtib. Induktsioonisammu lubatavuse
toestamiseks eeldame, et vdide on téene n — 1 korral, st

P (nﬁl Ai> - P(Al)ﬁP (Aj ﬁ Ak> . (1.7.10)
i=1 =2 k=1

Sel korral saame

o(lLe) o (T )|

-P<HA> (T
-rua (e (s
1}1(

st kui Lause 2 vidide on tGene n — 1 korral, siis see viaide on toene ka n korral.
Seega on induksioonisamm lubatud ja Lause 2 véide on tGestatud matemaatilise
induktsiooni meetodil. O

Definitsioon 2. Siindmuste siisteemi {Aj, Ao, ..., A, } nimetatakse soltu-

matuks, kui
P (Ak

Jéareldus 3. Kui siindmuste siisteem {4, Ag, ..., A,} on soltumatu para-

jasti siis, kui
P <H Ai> =[P ). (1.7.11)
=1 =1

Maérkus 1. Siisteemi {4, A, ..., A, } siindmuste paarikaupa soltumatusest
ei jareldu selle siindmuste siisteemi séltumatus.
Niide 1. Miinti visatakse kaks korda. Leiame P (A) ja P (B), kui Aon

stindmus, et saadakse kaks kulli, ja Bon siindmus, et saadakse vihemalt iiks
kull.

rakendame seost (1.7.5)

A= (T ). 3 - 4,

n)om
HAk> P< n

gl

i=1

HAi> =P(Ay) (k=23;...;n).

i<k



1.7. TOENAOSUSTE LIITMIS- JA KORRUTAMISLAUSE 23

Olgu Ay (k = 1;2) siindmus, et k-ndal viskel saadakse kull. Kuna A = A; A
ja B= A1 + Ao, siis

P(A) = P (A1 4s) = [Ag-d on soltumatud] "= P (4;) P (42) = 1/4,

P(B) =P (A1 + A2) "IV P(A)) + P(4y) = P(A142) = 3/4. ¢

Niide 2. Kaks poissi sooritavad kordamoéoda vabaviskeid. Malemal on 2
viset. Preemia saab see poistest, kes esimesena tabab. Esimesena viskaja tabamise
toendosus on igal viskel 0.4 ja teisel 0.7. Leiame molema poisi preemia saamise
toendosuse. Milline on tdendosus, et preemiat ei saa kumbki poiss?

Olgu siindmus A — preemia saab see poiss, kes viskab esimesena ja siindmus
B —preemia saab teine poiss ning siindmus C —kumbki poiss ei saa preemiat.
Kui A; (i =1;2) on siindmus, et esimesena viskaja tabab i-ndal viskel ja B;
(i = 1;2) on slindmus, et teisena viskaja tabab i-ndal viskel. Esimene poiss saab
preemia, kui ta tabab esimesel viskel vGi ta esimesel viskel ei taba ja ka teine
poiss ei taba esimesel viskel ja esimene poiss tabab teisel viskel, st

Analoogiliselt saame B L
B = AlBl + A1B1A2B2 (1713)
ja o
C =A1B1A5Bs. (1.7.14)

Seosest (1.7.12) jareldub

o esimeses liidetavas on A; ja teises
PA)=P (A1 + AlBlAg) = ithe tegurina A;, st liidetavad on =
teineteist valistavad

= P (A1) 4+ P (A1B1As) = P (A1) + P (A1) P (B1|A1) P (A2|A1By)
=04+06-0.3-04=0.472
ja seosest (1.7.13) jéreldub

P (B) =P (ABy + A\ B14,B;) = P (A1By) + P (A1B1A;By) =
= P (A) P (B1]A1) + P (A1) P (B1]|A1) P (A2|A1By) P (Ba|A1B14s) =
=06-0.740.6-0.3-0.6-0.7=0.4956.
Seosest (1.7.14) jareldub
P(C) =P (A1B143B;) =

— P (A,) P (By[A)) P (A&[A,B)) P (Bo| 4, By Ay) =
=0.6-03-0.6-0.3=0.0324.
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Teostame kontrolli:
stisteem {4, B,C} on

taielik
=P(A)+P(B)+P(C)=
=0.472+0.4956 +0.0324 = 1.0 &

P(A+B+C) =

Niide 3. Elemendi tookindlus on p. T6okindluse tostmiseks dubleeritak-
se seda elementi paralleelselt kahe sama to0kindlusega elemendiga. Saadakse
slisteem

—1 p
I
p
17
L1 p |
11]

Leiame saadud siisteemi téokindluse. T66kindlus on téendosus, et vaadeldav
siisteem peab aja T vastu. See siisteem on t6okorras, kui on t66korras vihemalt
iiks paralleel. Elemendid ldhevad rivist vélja iiksteisest soltumatult.

Olgu stindmus A — siisteem peab vastu aja T ja siindmus A; — i-s element
(i = 1;2;3) peab vastu aja T. Saame

P(A) = P (A + Ay + A3) MZ7

— P(A1) + P (As) + P (As) — P(AsAg) — P (A1 As) —
—P (A3 43) + P (A3 Ay Ag) oz
= P(A1) + P (A2) + P (A3) — P(A2)P (A3) — P (A1) P (A2) —
—P (A1) P(A3)+ P (A1) P(A2) P(A3) =
= 3p — 3p% +p°.
Lihtsama lahenduse saame, kui kasutame valemit (1.7.4)

P(A1+A2+A3):17P(Z12223) =
—1-P(A,) P () P (A) =
=1-(1-p)°® =3p—3p* +p°. &
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1.8 Taistoendosus. Bayesi valem

Sooritatakse katse, mille kiigus jilgitakse siindmuse A toimumist. Olgu
{Hy, Hs, ..., H,} téielik siindmuste siisteem selle katse korral, st

Hi+Hy+...+H, =K, HH;=V (i#7).

Nimetame seda siisteemi hiipoteeside siisteemiks. Kuna

ALaubelllK A= (H1+H2+.”+Hn).ALause:1.1.2

=HA+HA+...+ H,A,
siis
P(A)=P(HA+ HA+ ...+ HA).

Tingimusest H;H; =V (i # j) jdreldub, et siisteemi {H;A},_; , slindmused
on iiksteist vilistavad. Seega

P(A)=P(HA+ HA+...+ HA) =

— P(HyA) + P (HpA) + ...+ P (H, 4) 2"

:P(Hl)P(A|H1)+P(H2) (AlHz) + ...+ P (Hy) P (A|Hy) .

Oleme toestanud jargmise viite.

Lause 1 (t&distoendosuse valem). Kui {H;, Hs,..., H,} on hiipoteeside
siisteem katse jaoks, mille korral uuritakse stindmuse A toimumist, siis

P(A) = P(Hy) P(A|Hy) + P (Hz) P(A|H2) + ...+ P(H,) P (A|Hy,)
ehk lihidalt
ZP P (A|H;). (1.8.1)

Naiide 1. Kohtunik valib iihe kahest korvpallurist sooritama vabaviset. See-
juures on esimesel neist vabaviske tabamise toendosus 0.7 ja teisel 0.9. Leiame
toendosuse, et vise tabab.

Olgu stindmus A— vise tabab. Koostame hiipoteeside stisteemi {Hy, Ha},
kus hiipotees H; — viskab esimene korvpallur ja hiipotees Hy — viskab teine
korvpallur. Kuna puudub tépsem info, siis P (Hy) = P (Hz) = 1/2. Seejuures
P (A|H;) =0.7 ja P(A|H;) = 0.9. Valemi (1.8.1) pohjal saame

P(A) =P (Hy)P(AlHy)+ P(H2) P(A|Hy) = % 0.7+ % 09=08. &

Naide 2. Karbis on 5 uut ja 4 kasutatud tennisepalli. Esimeseks manguks
voetakse karbist huupi 2 palli, mis parast mangu pannakse karpi tagasi. Teiseks
méanguks voetakse seejéirel huupi 2 palli. Leiame toendosuse, et teiseks manguks
voetud pallide seas on tépselt ¢ (¢ = 0;1;2) uut palli.
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Olgu Ay, (k = 0;1;2) siindmus, et teiseks manguks voeti k uut palli. Koosta-
me hiipoteeside siisteemi {Hy, Hy, Ha}, kus H; on hiipotees, et esimeseks mén-
guks voeti tépselt ¢ uut palli.

I lahendusvariant. Olgu B; (i = 1;2) siindmus, et esimeseks ménguks
i-ndana voetud pall on uus ja C; (i =1;2;3) slindmus, et teiseks ménguks
i-ndana voetud pall on uus. Sellise téhistuse korral saame

Hy= BBy, H = BiBs + B1By, Hy = B1 B

ja
_ _ — 4 3 1
P(Hy) =P (BlBg) =P (Bl) P (B2|Bl) =53 &
= = liidetavad on teineteist
P(H) =P (BlB2 + BlB2) B valistavad
=P (Blgg) + P (ElBg) = P(Bl)P (§2|Bl) + P (El) P (Bg‘El) =
54,455
9 8 98 9
5 4 5
P(Hy) = P (B1Bs) = P(B1) P (B2|By) = = - - = —.
9 8 18
Kontrollime, hiipoteeside tdendosuste summa peab olema 1 :
P(Ho)+ P (Hy) + P (Hs) = -+ 2+ > —1
0 ! 76918
Et

Ao = C1Cs, Ay = C1C5 + C1Cs, Ay = C1Cs,

siis saame tinglikud tGenédosused

. _ — — 4 3 1
P(A0|H0) (C CQ‘HO) = P (Cl|H0) . P (C2|HOC1) = § . g = 67
_ _ — — 5 4 5
P(A0|H1) P (01C2‘H1) - P (C]|H1) . P (CQ'HlCl) - § . g - E,
. _ — — 6 5 5
P (Ao|Hy) = P (C1C3|Hs) = P (C1|Hs) - P (C3|HyCh) = 93" o
P <A1|H0 _ P( 0162 +6102) |H0) liidetavad on teiéeteist valistavad
= P((CT2) [Ho) + P ((C1C2) [Ho) =
= P (C1|Hy) P (Cs| (HoCh)) + P (C1|Hy) P (Ca|HoCh) =
54,45 5
98 98 9
liidetavad on teineteist vélistavad
P (A1|Hy) = P ((CiCs + C1Cs) |Hy) =
= P((CiC) 1) + P ((€:C) 1) =
= P (C1|H1) P (Cs| (H1Ch)) + P (C1|Hy) P (C2|H Ch) =
45,545
98 98 9
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_p ((0162 + 61 02) |H ) liidetavad on teileeteist vélistavad
=P ((C1C2) [Ha) + P ((C1C2) [Ha) =
P(Cl|H2) (CQ‘ (H2CI)) + P (61|H2) P (C2|H261) =
3
"9

6,63 1
8 9 8 2’
5 4 5
P (Az|Hy) = P ((C1C2) |Ho) = P (C1|Hyp) P (Co| (HoC1)) = 5 8= 18
4 3 1
P (A2|Hy) = P ((C1C2) [H1) = P (C1|Hy) P (Co| (H1Ch)) = 98"
3 2 1
P (Az|Hs) = P ((C1C2) |H2) = P (C1|Hz2) P (C2| (H2C1)) = AT
Et
(1.8.1) 2
P(Ax) = ZP(Hi)P(Ak\Hi) (k=0;1;2),
=0
siis
P(Ao) = P (Ho) P (Ao|Ho) + P (Hy) P (Ao|Hy) + P (Ha) P (Ag|Ha) =
L1555 5 m
6 6 9 18 18 12 648’
P(A1) = P (Ho) P (A1|Ho) + P (Hy) P (A1|Hy) + P (Hz) P (A1|Ha) =
15,55, 5 1 11
6 9 9 9 8 2 324’
P(As) = P (Hy) P (Az|Hp) + P (H1) P (Aq|H1) + P (Ha) P (A2|Hs) =
15 51 5 13
6 18 9 6 18 12 216

Kuna stindmuste siisteem {Ap, A1, A} on téielik, siis

193 175 35
648 " 324 ' 216

IT lahendusvariant. Kasutame klassikalist tGenfosuse definitsiooni. Ele-
mentaarsiindmuseks nii esimese kui ka teise méngu pallide votmisel valime su-
valise pallipaari véljavotmise. Et pallide jirjekord paaris ei ole oluline, siis on
tegemist kombinatsiooniga iiheksast elemendist kahe kaupa. Nende koguarv on

Cc2 = (g) = 36. Et hiipoteesi Hy realiseerumiseks on neist soodsaid C? = 6,
siis

P(Ag) + P(A;) + P(4,) =

6 1
P (Ho) = 36 6

Kuna hiipoteesi H; realiseerumiseks on soodsaid C} - C3 = (‘11) (‘;’) = 20, siis

20 5
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Et hiipoteesi Hy realiseerumiseks on soodsaid CZ = (g) = 10, siis

10 5

Analoogiliselt leiame veel tinglikud tdenédosused:

P (AolHo) = Cé =g DAl = 052 =1g> D (AolHz2) = Cg ~ 12
ct.cl 5 cl.ol 5
P(AI‘HO):%:§7 P (A|Hy) = 402 5 =3
9 9
C3-Cs _ 1 cz 5
P(Al‘H2) = 302 ¢ = 57 (A2|HO) Cg = 18’
9
ci 1 cz o1
P(Ay|Hy) = =2 ==, P(Ay|Hy) = =2 = —. &
36 CcZ 12
Kuna

AH, = H,A = P(AH;C):P(H;,CA),
P(A) P (Hp|A) = P (Hy) P (AlHy) .

Viimasest seosest saame avaldada tdenéosuse P (Hg|A) :

P(4) ZHP( ) (AlH;)
Oleme toestanud jargmise viite.

Lause 2 (Bayesi valem). Kui {H;, Hs,...,H,} on hiipoteeside siisteem
katse jaoks, mille korral uuritakse siindmuse A toimumist, siis

P (Hy) P (A|Hy)

P(Hk‘A) = P(Hl)P(A|H1) +P(H2)P(A|H2)—|—+P(Hn)P(A|Hn)

ehk lithidalt
P (Hy) P(AlHy) P (Hy) P (AlHy)
PULA) = s By pm) ~  P(A)

Bayesi valemis esinevat suurust P (Hj,) nimetatakse hiipoteesi Hy, aprioorseks
ehk katse-eelseks toendosuseks ja suurust P (Hy|A) nimetatakse hiipoteesi Hy,
aposterioorseks ehk katsejirgseks toendosuseks.

(1.8.2)
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Niide 3. Leiame Naites 2 esitatud andmetel, teades katse tulemusena siind-
muse As toimumist, tdendosuse, et esimene kord voeti kaks kasutatud palli.

Vaja on leida hiipoteesi Hj aposterioorne tGendosus, teades katse tulemust,
siindmuse As toimumist. Bayesi valemi pohjal saame

B P (Hy) P (As|Hy)
P (Ho|Az) = P (Ho) P (As|Ho) + P (Hy) P (As|Hy) + P (Hz) P (As|Hs)
5

T5 51 5 1- % 7
6 18 9 6 18 12 216

2
108 &

Naiide 4. Eksamil on viis piletit, igas kaks kiisimust. Erinevates piletites
on erinevad kiisimused, st kokku 10 kiisimust. Uliopilane teab seitset kiisimust.
Ta sooritab eksami, kui teab molemat kiisimust voetud piletist voi tapselt iiht
kiisimust voetud piletist ja lisakiisimust, mis antakse siis talle {ihest teisest
piletist. Leiame toendosuse, et iiliopilane sooritab eksami. Leiame tGendosuse,
et iiliopilane pidi vastama lisakiisimusele, kui on teada, et ta sooritas eksami.

Olgu A stindmus, et iiliopilane sooritab eksami, ja H; (i = 0;1;2) hiipotees,
et {iliopilane teab voetud piletist tdpselt ¢ kiisimust. Kui B; (i = 1;2) on siind-
mus, et iiliGpilane teab vGetud pileti i-ndat kiisimust, siis

Hy = B1B2, Hy = B1By + B1Bs, Hy = B1B>

ja
B. B ge) = 15 3 2 1
P (Ho) = P (B1Bs) = P (B1) P (Ba|B1) = 15 5 = 15
P(H,))=P (31§2 + B B2) liidetavad teineteist vélistavad
=P

(31§2) + P (ElBg) = P(Bl)P (§2|Bl) + P (§1> P (BQ‘FI) =
3 3 7 71

7
"9 109 15
P(Hy) = P (BiBy) = P(B) P (Ba|By) = — . 0 = T
2) = 1b2) = 1 2P =159~ 15
Kontrollime, hiipoteeside tdendosuste summa peab olema 1:

1 7 7

Leiame tinglikud tdendosused:

6 3
P(A|Ho) =0, P(A|H) = ¢ = 7, P(A[Hz) = 1.

Téistoendosusvalemi (1.8.1) abil saame

49

P (A) = P (Ho) P (A|Ho) + P (Hy) P (A|H1) + P (Hz) P (A|H,) = .
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Bayesi valemi (1.8.2) abil leiame hiipoteesi H; aposterioorse tGenfosuse, teades,
et iiliopilane sai eksamil 1abi,

P (H,) P (A[H) 3

PULIA) = 5 () P (ATH) + P (Hy) P(AH)) + P (Ha) P(ATH) 7

2

1.9 Bernoulli valem

Vaatleme katseseeriat, milles on n soltumatut katset samadel tingimustel.

Oletame, et siindmus A toimub igal katsel tGendosusega p. Sel korral koneldakse

katseseeria labiviimisest Bernoulli skeemi jargi. Olgu 0 < p < 1 ja g def g

p. Olgu B,, ,, siindmus, et A toimub selle n-katselise seeria korral tépselt m

(0 < m < n) korda. Meid huvitab tden&osus P, ,, def p (Bn,m) -

Lause 1 (Bernoulli valem). Kui katseseerias on n soltumatut katset ja
stindmus A toimub igal katsel tGendosusega p ning B, ., on slindmus, et A
toimub selle seeria korral tépselt m (0 < m < n) korda, siis

Pom = P (Bnm) = Cmpmg™™. (1.9.1)

Taoestus. Kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit. Olgu siindmus A;
— stindmus A toimub é-ndal (1 <4 < n) katsel. Seega

P(4)=p, P(A)=q (1<i<n).
Kui n =1, siis
Bijg= A1 = Pyg=P(Bio)=P(4) =q=1p"¢" = CPp°,
By = Ay = Py =P(Bia)=P(4)=p=1-p'¢" =Cip'¢’,
st induktsiooni baas on olemas. Kasutades seoseid
Cr+ Ot =Cty, (n—m) Gt/ (m+1) = G,

toestage iseseisvalt vastavalt induktsioonisammu n — n + 1 jam — m + 1
lubatavus. O

Uurime jargnevalt, millise m vé#rtuse korral on tdenédosus P, ,, suurim. Sel-
lise m saame médrata vorratuste siisteemist

Pn,m—l S Pn,m = Cm 1pm 1qn m+l < Cmpmqn m
Pn,7n+1 S Pn,m Cm+1pm+1qn m—1 < Cmpmqn m.

Saame vorratuste slisteemi

n! n!

m—1_n—m-+1 < m n—m
(mfl)!(nferl)!p ¢ - m'(nfm)!p e
n! n!
m+1, n—m—1 < m ,n—m
(m+1)!(n—m—1)!p 1 m!(n—m)!p N
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millest peale lihtsustamist leiame

mg<(n—m+Lp [ mg+mp<(n+1)p
(n—=m)p<(m+1)q np—q < mq+mp

ehk
np—q<m<np+p. (1.9.2)

Kuna
(np+p)—(mp—q)=p+qg=1,

siis (1.9.2) médrab 16igu pikkusega 1. Seega on vaadeldaval probleemil téisar-
vulise np + p korral kaks lahendit m = np + p ja m = np — q. Kui np + p ei ole
taisarv, siis on iiks lahend m = [np + pl, kus [np + p| on tdisosa arvust np + p.

Seega oleme saanud jargmise tulemuse.

Lause 2. Kui katseteseerias on n soltumatut katset ja siindmus A toimub
igal katsel tdendosusega p ning B, ,,, on siindmus, et A toimub selle seeria kor-
ral tépselt m (0 < m < n) korda, siis tdisarvulise p (n + 1) korral on siindmuse
B,,,m toimumise tdendosus suurim, kui m = np —q voi m = p(n+1). Kui
p(n+ 1) ei ole taisarv, siis suurim téendosus saadakse m = [p (n + 1)] korral.

Naide 1. Korvpallur sooritab 3 vabaviset. Igal viskel on tabamise tden&osus
0.7. Leiame jargmiste stindmuste toendosused: B — korvpallur tabab vaid iihel
viskel; C— korvpallur tabab vahemalt iihel viskel; D — korvpallur tabab iili-
malt {ihel viskel; FE — korvpallur tabab tépselt kahel viskel; F'— korvpallur tabab
vahemalt kahel viskel; G — korvpallur tabab iilimalt kahel viskel. Milline on
toendoseim tabamuste arv?

Kui A on siindmus, et korvpallur vabaviskel tabab, siis saame p = 0.7 ja
g=1-p=03. Olgu Bs,, slindmus, et korvpallur tabab 3-viskelise seeria
korral tépselt m (0 < m < 3) korda ja Ps,, = P (Bs,,). Et

B = Bs.1, C = B3 + Bsa + B33, D= B3+ Bs,
E = Bs;, F'= Bs;s+ B33, G = B3+ Bs;1 + Bsp2

ja Bs;Bsj =V (i# j) ning Lause 1 pdhjal
P (Bsm) = C5'p™g® ™™,
siis
P(Bs,) =C9-0.7°-0.3*7° = 0.027, P(Bs;1) = C5 - 0.7 - 0.3*7! = 0.189,
P(Bsg) = C2-0.7%-0.3372 = 0.441 = Orgnﬂ%éP(Bgm),
P(Bs3) =C3-0.7°-0.337% = 0.343.

Kontrollime
P(Bs,0) + P(Bs;1) + P(Bs2) + P(Bs3) = 1.
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Jarelikult
P(B) = P(Bs;1) = 0.189, P(E) = P (Bsz) = 0.441,
P(C) = P(Bs;1) + P (Bs;2) + P (B3;3) = 0.973,
P (D) = P (Bsg) + P (Bs1) = 0.216, P (F) = P (Bsz) + P (Bs) = 0.784,
P (G) = P (B3syp)+ P(Bs;1)+ P(Bs;2) =0.657.

Toendoseima tabamuste arvu saame leida ka Lause 2 pohjal
[(mn+1)p] =1[4-0.7] = 2. &

Naide 2. Karbis on 10 tiihja disketti, kusjuures igat neist on eelnevalt kasu-
tatud toendosusega 0.6. Leiame jargmiste siindmuste toendosused: B — karbis on
tapselt 2 eelnevalt kasutamata disketti; C'— karbis on {ilimalt 2 eelnevalt kasu-
tamata disketti; D — karbis on vihemalt 2 eelnevalt kasutamata disketti. Leiame
toendoseima kasutamata diskettide arvu karbis.

Kui A on siindmus, et disketti ei ole eelnevalt kasutatud, siis p = 0.4 ja
g = 0.6. Kui Bjg,, on siindmus, et eelnevalt kasutamata diskettide arv selles
karbis on m, siis

B = Big2, C = Bio,o + Bio:1 + Bio2, D = Bioo + Bio
ning Lause 1 pohjal P (B1g.,m) = CJ3 - 0.4™ - 0.6197™. Seega

P (B) = P (Bigz) = Cfy - 0.4% - 0.6° ~ 0.12009,
P (C) —p (Blo;O + Blo;l + 310;2) liidetavad iiks:teist vélistavad
= P (Biop) + P (Bio) + P (Biog2) =
=C9 0.4 0.6 + Oy - 0.41 - 0.6° + CF - 0.4% - 0.6° ~ 0.167 3,
P (E) -p (Blo;() + Blo;l) teineteist:véllistavad P (B10;0) +p (B10;1) _
=Py -0.4°-0.6 + ;- 0.4" - 0.6° ~ 0.0464,
P(D)=1-P (D) ~1—-0.0464 = 0.9536.

Lause 2 abil leiame toendoseima kasutamata diskettide arvu karbis
[(10+1)0.4] =[4.4] = 4. &

Markus 1. Kui katseseerias sooritatakse n soltumatut katset ja igal katsel
toimub tépselt tiks siindmustest Ay, ..., Ay vastavalt tGendosustega p1, ..., pk,
kus Zle p; = 1, siis sindmuse By, m,.....mpn —sindmus 4; (i = 1;...; k) toimub

katseseerias téapselt m; korda (Zle m; = n) , toendosus on leitav valemi

n!
P(Bm1)m27"')mk;n) = ml'm2' mk'pTInl pgﬁQ te pZ"Lk (193)
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abil.

Naiide 3. Loik jagatakse neljaks vordse pikkusega osaldiguks. Loigul vali-
takse huupi kaheksa punkti. Leiame toendosuse, et igasse osaloiku satub kaks
punkti.

Rakendame valemit (1.9.3), vottes n =8, k =4, m; = ma = m3 = my = 2
ja p1 = p2 = p3 = ps = 1/4. Saame

bl s 1\ /1\*/1\*/1\*> 315
(2,2,2,2;8)—m 4 4 4 4) 8192 <

1.10 Ulesanded

1. Korvi suunas sooritatakse kolm viset. Olgu Aj stindmus, et k-ndal viskel
(k = 1;2;3) tabatakse. Avaldage siindmuste Ay abil jirgmised siindmused: A —
tapselt iiks vise tabab, B — iilimalt iiks vise tabab, C' — vihemalt iiks vise tabab,
D — tépselt kaks viset tabavad, E — iilimalt kaks viset tabavad, F' — vahemalt
kaks viset tabavad. V: A = A1Z2Z3 + ZlAQZg + 21Z2A3,

B =A1AyAs + AjAyAs + A Ay A + A1 AgAs, B

C=A1A2A5 + A1 AsAs + A1 As Az + A1 Ag Az + A1 As Az + A1 Ao A3 + A1 A As,
D = A1 Ay A3 + A1 Ax Az + A1 A Az, - - -

E = A1A3A3 + A1 As Az + A1 As Az + A1 Ag Az + A1 A Az + A1 As Az + A1 A2 A3,
F=A1AA3+ A1 Ay Az + A1 A Az + A1 As As.

2. Uliopilasel tuleb eksamisessioonil sooritada 4 eksamit. Olgu A;

(i = 1;2; 3;4) siindmus, et iilidpilane saab libi i-ndal eksamil. Avaldage siind-
muste A; ja eelnevalt avaldatud sliindmuste ning vastandsiindmuste abil jarg-
mised siindmused: A— {iliopilane sooritab koik eksamid; B - {iiliopilane porub
(tdpselt) iihel eksamil; C' — iiliopilane saab libi vihemalt {ihel eksamil; D —
iliopilane saab 1abi (tdpselt) kahel eksamil; E — {iliopilane saab ldbi vihemalt
kahel eksamil; F' —iiliopilane saab l14bi iilimalt kahel eksamil. V: A = A3 A3 A3 Ay,
B = A1 A A3 Ay + A1 AgAsAy + A1 Ay Az Ay + A1 A AsAy, C = A1 Ay A5Ay,
Df§1A2A3A4 + A1 Ay A3 Ay + A1 Ay A3 Ay +7A17A27A3A47+ ALA3A3A4+
+A1A3A3Ay, E=A+B+ D, F=D+ AjAsA3As + A1 Ay A3 A+
+A1A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4.

3. Téringut visatakse kaks korda. Olgu Ay siindmus, et esimesel viskel tuleb &
silma ja B,, slindmus, et teisel viskel tuleb n silma. Olgu C, D, ja F siindmused,
et kahe viskega saadakse vastavalt kaheksa silma, vihemalt kiimme silma ning
iilimalt neli silma. Avaldage stindmused C, D, ja F siindmuste Ay ning B,, abil.
V: C = AyBs + A3Bs + AyBy + As B3 + Ag B,

D= A4Bﬁ + A5B5 + A634 + A5B6 + AGBs + AﬁBﬁ,

E = A1B1 + AlBQ + A2B1 + A1B3 + A2B2 + A3B1.

4. Eksamipiletis on kolm kiisimust. Olgu A siindmus, et iiliopilane teab oma
pileti k-ndat kiisimust. Vaatleme jargmisi stindmusi: A —iiliopilane teab oma
pileti iga kiisimust; B —iiliopilane teab (tépselt) kaht kiisimust oma piletist; C' —
tiliopilane teab (tdpselt) {iht kiisimust oma piletist; D —{ilidpilane teab {ilimalt
kaht kiisimust oma piletist; E —iiliopilane teab vahemalt iiht kiisimust oma pi-
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letist; F'—iiliopilane ei tea iihtki kiisimust oma piletist. Avaldage siindmused A,
B, C, D, E ja F siindmuste Ay, kaudu. V: A = A;A5As3,

E=A1AA3, F = AjAyA3, D=F + C + B.

5. Punktid P(x1) ja Q(x2) valitakse huupi z-telje 16igul [0; 1] . Leidke tdendosus,
et punktide P ja @ vaheline kaugus on viiksem-vordne iihest kahendikust.

V: 3/4.

6. Arvud z, y, z € [0; 3] valitakse juhuslikult. Leidke tGenfiosus, et nende arvude
taisosade summa on 3, st [z] + [y] + [2] = 3. V: 10/27 =~ 0. 370.

7. Voetakse huupi kaks positiivset arvu x ja y, mis molemad on viiksemad
kiimnest. Leidke tGenédosus, et nende korrutis zy on vaiksem kiimnest ja jagatis
x/y on suurem kui 2.5. V: (1+1n4) /20~ 0.1193.

8. Kaks sopra lounatavad samas kohvikus kella 12 ja 14 vahel. Mdlemal kulub
selleks pool tundi. Leidke toenédosus, et antud péaeval sobrad selles kohvikus
kohtuvad. V:5/9 ~ 0.5556.

9. Viieliikmelisse uurimisrithma kandideerib 11 teadurit, kellest 5 on daamid.
Kui suur on toenéosus, et sellesse uurimisrithma voetakse: 1) ainult daamid;
2) téapselt 3 daami; 3) viihemalt 3 daami; 4) iilimalt 3 daami? V: 1/462, 25/77,
181/462, 431/462.

10. Opperiihm, milles on 20 iilidpilast, neist 4 neidu, jaotatakse keeledppeks
kaheks (& 10 iiliopilast). Leidke tGendosus, et 1) molemas on kaks neidu, 2) iihes
on neli neidu, 3) {ihes on tépselt iiks neiu. V: 135/323, 28/323, 160/323.

11. Kastis on 4 valget, 5 punast ja 6 musta kuuli. Uksteise jirel voetakse huupi
valja 10 kuuli, kusjuures vGetud kuule tagasi ei panda. Leidke tdenéosus, et vil-
javoetute hulgas on tépselt 3 valget, 4 punast ja 3 musta kuuli. V: 400/3003.
12. Uheksakorruselise maja lifti siseneb esimesel korrusel 4 inimest. Leidke tdenosus,
et nad koik viljuvad samal korrusel. V: 1/ 512.

13. Kasutatud autode miiligipunkti toodi Saksamaalt 20 pruugitud autot, neist
8 Audit, 7 Opelit ja 5 BMW-d. Esimese kuuga Snnestus neist maha miitia 17.
Leidke tGendosus, et allesjdédnud 3 autot on 1) koik tihte marki, 2) kaik erinevat
marki. V:101/1140, 14/57.

14. Karbis on 10 pooljuhti, neist 7 hiljuti testitut. Karbist voetakse huupi 5
pooljuhti. Leidke toendosus, et nende hulgas on téapselt 3 hiljuti testitut.

V: 5/12.

15. Urnis on 10 kuuli, neist 6 valget ja 4 musta. Urnist voetakse jargemooda
3 kuuli. Leidke tGen#osus, et nad koik on valged, kui 1) voetud kuul pannakse
urni tagasi, 2) ei panda tagasi. V: 27/125, 1/6.

16. Neli jalgpallurit sooritavad igaiiks iihe karistusl66gi. Nende tabamise toenédosused
on vastavalt 0.8, 0.7, 0.6 ja 0.5. Leidke tGenéosus, et tabamuste koguarv on 1)
tépselt 3, 2) ilimalt 3, 3) vihemalt 3. V: 0.394, 0.832, 0.562.

17. Eksamipiletis on 4 kiisimust, iiks igast osast. Esimeses osas on 4 kiisimust,
teises 6, kolmandas 8 ja neljandas 6. Uliopilane teab iga esimese osa kiisimust,
kolme kiisimust teisest osast, viit kiisimust kolmandast osast ja nelja kiisimust
neljandast osast. Leidke tGendosus, et iiliopilane teab voetud piletist 1) koiki
kiisimusi, 2) tépselt kahte kiisimust, 3) vihemalt kahte kiisimust 4) iilimalt
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kahte kiisimust. V: 5/24, 7/24, 15/16, 17/48.

18. Uks kolmandik loteriipiletitest voidavad. Mitu piletit tuleb osta, et tGensiosusega,
mis on suurem kui 0.9, vihemalt iiks neist voidaks. V: 6.

19. Urnist, milles on n valget ja m musta kuuli (n > 2, m > 2), voetakse
huupi 2 kuuli. Leidke tGenéosus, et 1) nende hulgas on tépselt k valget kuuli
(k=0;1; 2), 2) nende hulgas on iilimalt iiks valge kuul, 3) nende hulgas on
vihemalt iiks valge kuul. V: (m(m —1))/((n+m)(n+m —1)),

2mn/ ((n+m)(n+m—1)), (n(n—1)) /((n+m) (n+m—1)),
(m(@n+m—1))/((n+m) (n+m—1)),

(n(n+2m — 1))/ ((n+m) (n+m—1)).

20. Urnis on n valget ja m musta kuuli (m > 2, n > 2). Voetakse huupi
2 kuuli. Kumb siindmustest on téenfdosem, kas A— kuulid on sama vérvi voi
B~ kuulid on erinevat véirvi? V: kui (n —m)® > n + m, siis on tdeniiosem, et
kuulid on sama varvi.

21. Vabariigi korvpalli esiliigas esineb 8 vGistkonda, neist 3 {iliopilasvGistkonda.
Moodustatakse kaks alagruppi, a 4 voistkonda. Leidke jargmiste siindmuste
toendosused: A — koik iiliopilasvoistkonnad on iihes alaprupis; B —iihes alagrupis
on 1 ja teises 2 iiliopilasvoistkonda. V: 1/7, 6/7.

22. Buffoni probleem. Joonelisele paberile, joonte vahega m cm, kukub huupi
noel pikkusega [. Olgu I < m. Leidke tGendosus, et noel 16ikub tihega joontest.
V: 21/ (mn).

23. Téringut visatakse kolm korda. Leidke jargmiste siindmuste tdenédosused: 1)
kolmandal viskel tuleb rohkem silmi, kui tuli esimesel ja kui tuli teisel viskel;
2) kolmandal viskel tuleb rohkem silmi kui kahel esimesel viskel kokku.
V: 55/216, 5/54.

24. Riiulile pannakse 10 raamatut, millest 3 on ingliskeelsed, juhuslikus jarje-
korras. Kui suur on téendosus, et ingliskeelsed raamatud satuvad korvuti?

V: 1/15.

25. Ringjoonel raadiusega R valitakse huupi kolm punkti A, B ja C. Kui suur
on toendosus, et kolmnurk ABC on teravnurkne? Taisnurkne? Niirinurkne?
V:1/4,0, 3/4.

26. Slindmuse toimumise tGendosus on igal katsel 0.2. Katseid sooritatakse
jargemodda kuni stindmuse toimumiseni. Leidke tGenéosus, et tuleb sooritada
1) (tdpselt) 3 katset; 2) vihemalt 3 katset; 3) iilimalt 3 katset. V: 0.128, 0.64,
0.488.

27. Uksteist vilistavad neli siindmust voivad toimuda katsel vastavalt tGeniosustega
0.012, 0.01, 0.006, 0.002. Leidke tGendosus, et katsel toimub 1) tépselt iiks neist
stindmustest, 2) vahemalt iiks neist siindmustest, 3) tilimalt iiks neist siind-
mustest, 4) tapselt kaks neist stindmustest, 5) vihemalt kaks neist stindmustest,
6) tilimalt kaks neist stindmustest. V: 0.03, 0.03, 1, 0, 0, 1.

28. Kolm laskurit tulistavad mérklauda igaiiks iihe lasu. Mérklaua tabamise
toendosus on esimesel laskuril 0.75, teisel 0.8 ja kolmandal 0.9. Kui suur on
toendosus, et 1) lkski laskureist ei taba mérklauda; 2) tépselt iiks tabab;
3) koik tabavad; 4) vihemalt tiks neist tabab; 5) tépselt kaks tabavad; 6) véhe-
malt kaks tabavad; 7) iilimalt kaks tabavad? V: 0.005, 0.08, 0.54, 0.995, 0.375,
0.915, 0.46.
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29. Laskur tabab igal lasul kas kiimnesse voi iiheksasse. TGendosus, et ta saab
ithe lasuga 10 silma, on 0.7. Uheksa silma saamise tGenfiosus on 0.3. Leid-
ke t3endosus, et laskur saab kolme lasuga: 1) 30 silma; 2) tépselt 29 silma;
3) vihemalt 28 silma. V: 0.343, 0.441, 0.973.

30. Toendosus, et iiliopilane sooritab kontrollt6o esimesel katsel, on 0.7. Teisel
katsel on selle sooritamise tGendosus 0.6. Kolmandal katsel on selle sooritamise
toendosus 0.5. Leidke toendosus, et {iliopilane sooritab kontrollt6d, kui talle
voimaldatakse selleks iilimalt kolm katset. V: 47/50. 31. Leidke tdendosus, et
10 dioodi hulgas pole iihtki mittekorras dioodi, kui huupi voetud 5 dioodi olid
korras. Eeldatakse, et mittekorras dioodide arv 10 dioodi hulgas voib olla vordse
toendosusega kas 0, 1 voi 2. V: 18/31.

32. Toendosus, et iiliopilane jouab Gigeaegselt loengule, on 0.9. Leidke toenéo-
sus, et neljast iiliopilasest jouab digeaegselt loengule 1) tapselt 3, 2) vihemalt 3,
3) iilimalt 3. V:0.2916, 0.9477, 0.3439.

33. Téaringut visatakse kolm korda. Leida tdenéosus, et iga kord tuleb 1) sama
silmade arv, 2) kolmest suurem silmade arv, 3) kolmest véiksem silmade arv.
V:1/36,1/8,1/27.

34. Riiulil on 2 karpi diskettidega. Esimeses karbis on 5 uut ja 4 kasutatud
disketti, teises 3 uut ja 5 kasutatud disketti. Esimesest karbist vGetakse huupi 2
disketti ja pannakse teise. Pérast seda voetakse teisest karbist 4 disketti. Leida
toendosus, et koik teisest karbist voetud disketid on uued. V: 1/108.

35. Karbis on 9 uut tennisepalli. Igaks ménguks voetakse karbist huupi 3 palli,
mis parast méngu pannakse karpi tagasi. Leida toenéosus, et parast kolmandat
méngu on karbis vihemalt {iks uus pall. V: 1759/1764 ~ 0.9972.

36. Kaardipakist (52 lehte) voetakse huupi 4 lehte. Leidke tden#osus, et:
1) koik on eri masti; 2) tépselt 2 on punased; 3) koik on mustad; 4) koik on as-
sad. V:2197/20825 ~ 0.1055, 325/833 ~ . 3902, 46/833 ~ 0.0552, 1/270 725 ~
3.694 x 1076,

37. Urnis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Kaks poissi votavad urnist kordamoo-
da huupi kuuli kuni esimese valge kuuli saamiseni. Voetud kuule urni tagasi ei
panda. Leidke tGendosus, et esimesena saab valge kuuli see, kes 1) alustas, 2) ei
alustanud. V: 3/5, 2/5.

38. Urnis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Kaks poissi votavad urnist kordamdéoda
huupi kuuli kuni esimese valge kuuli saamiseni. Enne jargmise kuuli vGtmist
pannakse kuul urni tagasi. Leidke tGendosus, et esimesena saab valge kuuli see,
kes 1) alustas, 2) ei alustanud. V: 5/8, 3/8.

39. On kolm urni. Esimeses on 1 valge ja 3 musta kuuli. Teises on 3 valget
ja 2 musta kuuli. Kolmandas on ainult valged kuulid. Huupi valitakse urn ja
sellest voetakse huupi 1 kuul. Leidke tGen#osus, et 1) voetud kuul on valge,
2) kuul voeti teisest urnist, kui on teada, et voeti valge kuul. V: 37/60, 12/37.
40. On n urni, igas a valget ja b musta kuuli. Esimesest urnist véetakse huupi
kuul ja pannakse teise urni. Parast seda vGetakse teisest urnist huupi kuul ja
pannakse kolmandasse jne. Leidke tGenéosus, et n-ndast urnist voetakse valge
kuul. V:a/(a+0).

41. Karbis on 3 uut ja 4 kasutatud tennisepalli. Esimeseks méanguks voetakse
karbist huupi 2 palli, mis parast mdngu pannakse karpi tagasi. Teiseks ménguks
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voetakse huupi 2 palli. Leidke tGenéiosus, et 1) teiseks ménguks voeti uued pal-
lid, 2) esimeseks méanguks voeti kasutatud pallid, kui selgus, et teiseks méanguks
voeti uued pallid. V: 10/147, 3/5.

42. On kaks karpi. Esimeses on 2 uut ja 3 kasutatud tennisepalli. Teises on 3
uut ja 4 kasutatud palli. Esimesest voetakse huupi iiks pall ja pannakse teise
karpi. Parast seda voetakse teisest karbist huupi iiks pall. Leidke tGenéosus, et
1) teisest karbist voetud pall on uus, 2) esimesest karbist voetud pall oli uus,
kui on tdiendavalt teada, et teisest karbist voetud pall oli kasutatud. V: 17/40,
8/23.

43. Laual on kolm eksamipiletit. Tudeng votab neist iithe pileti. Igas piletis
on 3 kiisimust, mis ei kordu iilejadanud piletites, st kokku on laual 9 erinevat
kiisimust. Uliopilane oskab neist kuut kiisimust. Uliopilane saab eksamil libi,
kui ta teab: 1) vihemalt kaht kiisimust oma piletist; 2) tépselt iiht kiisimust oma
piletist ja teab kaht lisakiisimust, mis antakse talle allesjaénud kahest piletist.
Leidke tdenéosus, et 1) iiliopilane sooritab eksami, 2) iiliopilane pidi vastama
lisakiisimustele, kui on teada, et ta sai eksamil labi. V: 11/12, 12/77.

44. Uliopilane liks eksamile, olles 20 kiisimusest selgeks oppinud 16. Talle es-
itati 3 kiisimust. Kui suur on tdenéosus, et ta 1) teadis koiki 3 kiisimust,
2) oskas vastata tépselt kahele kiisimusele kolmest, 3) ei osanud {ihtki kiisimust
kolmest, 4) oskas vihemalt tihte kiisimust? V: 28/57, 8/19, 1/285, 284/285.
45. Tudeng arvab, et teab 75% eksamikiisimustest. Ta teab neist, mida arvab
teadvat, vaid 80%. Eksam sooritatakse testina, kusjuures igale kiisimusele an-
takse 5 voimalikku valikut, millest vaid 1 on dige. Kui tudeng ei tea kiisimust,
valib ta vastuse huupi. Leidke tdendosus, et ta 1) vastab saadud kiisimusele
Oigesti, 2) vastab juhuslikult Gigesti. V: 17/25, 2/17.

46. Rithmas on 10 iiliopilast, kellest 3 teavad materjali viga histi, 2 teavad
héasti, 4 rahuldavalt ja 1 halvasti. Kokku on 10 erinevat kiisimust. Véga hésti
valmistunud {iliopilane teab koiki kiimmet kiisimust, héasti valmistunud kahek-
sat, rahuldavalt valmistunud kuut ja halvasti valmistunud nelja kiisimust. Leidke
toendosus, et esimesena sisenenud iiliopilane 1) teab koiki kolme talle esitatud
kiisimust, 2) on materjali viga hésti teadev {iliopilane, kui ta teadis koiki kol-
me esitatud kiisimust, 3) on hésti valmistunud iiliopilane, kui ta teadis koiki
kolme kiisimust, 4) on rahuldavalt valmistunud iiliopilane, kui ta teadis kolme
kiisimust, 5) on halvasti valmistunud iiliopilane, kui ta teadis kolme kiisimust.
V: 139/300, 90/139, 28/139, 20/139, 1/139.

47. TGendosus, et iiliopilane jouab digeaegselt loengule, on 0, 9. Leidke tGendosus,
et 1) neljast iiliopilasest tépselt 2 jouab Gigeaegselt loengule, 2) neljast tiliopilasest
vihemalt 2 jouab Gigeaegselt loengule, 3) neljast iilidpilasest iilimalt 2 jouab
oigeaegselt loengule. V: 0.0486, 0.9963, 0.0523.

48. Kumb on tdendosem, kas voita vordvoimelist vastast 1) tépselt kolmes par-
tiis neljast voi viies partiis kaheksast, 2) vihemalt kolmes partiis neljast voi
vahemalt viies partiis kaheksast? V: tépselt kolmes partiis neljast, vihemalt
viies partiis kaheksast. Viik on vélistatud.

49. Seade koosneb kiimnest solmest. Iga s6lme tookindlus aja T jaoks on p.
Leidke tdenéosus, et aja T jooksul iitleb iiles 1) vihemalt 1s8lm, 2) iilimalt iiks
solm, 3) tapselt 1 solm, 4) tépselt 2 solme, 5) vihemalt 2 s6lme, 6) {ilimalt kaks
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solme. V:1—p'0 pl0 4 10p°(1 —p), 10p°(1 —p), 45 (1 — p)* p®, 1+ 9p'0 — 10p°,
36p'0 — 80p° + 45p8.

50. Sooritatakse 3 lasku. Esimesel lasul on mérklaua tabamise tGendosus 0.2,
teisel lasul 0.3 ja kolmandal 0.4. Leidke tGendosus, et 1) vaid iiks laskudest
tabab, 2) ilimalt iiks tabab, 3) vihemalt {iks tabab, 4) iilimalt kaks tabab,
5) vahemalt kaks tabab. V: 0.452, 0.788, 0.664, 0.976, 0.212.

51. Seadmes on 6 kondensaatorit, millest iiks ldks rivist vélja. Neid testitakse
kordamodda kuni tobise avastamiseni. Leidke tGenédosus, et tuli testida 1) tapselt
kolm kondensaatorit, 2) rohkem kui kolm, 3) {ilimalt kolm. V:1/6, 1/3, 1/2.

Ulesannetes 52-61 leidke skeemi tookindlus, kui elementide to6kindlused on
antud joonisel. Elemendid ldhevad rivist vélja iiksteisest soltumatult.

52. 53
P1r — P2 P1 P4
P3 —— P4 Y2 Ps
Vi pip2 + p3ps — pipep3pa. Vi (p1 4 p2 — p1p2)ps(pa + ps — paps).
54. 55.

4P H PG 1P h p p
- Hp P H p
HpHop{ 4Up P P

Vi p*(2—p?)(p* — 3p+3). V:pd—p*—2p2+ 202 +p.

56. 57
— P1 b1 —
Pr /4 P2 = 4 Pn
— P2 D2 —
Pn+1—Pn+2— - -+ — P2n L pn [ —

Ve [T+ H?:n-i-l pi — Hfgl pi-  V:1-T[L,( —pj).
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Peatiukk 2

Juhuslikud suurused

2.1 Juhusliku suuruse moiste. Jaotusfunktsioon

Sooritatakse katse.

Definitsioon 1. Suurust X, mille vordumine katse kiigus etteantud vaar-
tusega x on juhuslik siindmus, nimetatakse juhuslikuks suuruseks.

Definitsioon 2. Viértusi x, mida juhuslik suurus X voib katse kdigus oman-
dada, nimetatakse selle juhusliku suuruse voimalikeks vidrtusteks.

Definitsioon 3. Hulka, mille elementide ja naturaalarvude hulga N elemen-
tide vahel saab korraldada iiksiihese vastavuse, nimetatakse loenduvaks hulgaks.

Ulesanne 1. Niidake, et loenduvad on kdigi kahega jaguvate naturaalarvude
hulk 2N, koigi taisarvude hulk Z ja koigi ratsionaalarvude hulk Q.

Osutub, et koigi reaalarvude hulk R ei ole loenduv. Samuti ei ole loenduv
16igu [a, b] punktide hulk.

Definitsioon 4. Juhuslikku suurust, mille vGimalike viartuste hulk on 16plik
voi loenduv, nimetatakse diskreetseks juhuslikuks suuruseks.

Definitsioon 5. Kui diskreetse juhusliku suuruse X korral on teada tema

voimalike védrtuste hulk {z;},.; , kus I on 16plik v5i loenduv hulk, ja tdendosused

p=P(X=a)e (m=1),

il
millega juhuslik suurus X iga neist voimalikest vdartustest omandab, siis Gel-
dakse, et on antud diskreetse juhusliku suuruse X jaotusseadus.
Juhusliku suuruse X, mille voimalike védrtuste hulk {z;},.; on Ioplik, st
I ={1;2;...5n},jap; = P(X =2),c; (i ipi =1), jaotusseaduse saame
esitada ka tabeli kujul

ZTi | T1 | T2 L,
bi | P1 | P2 | " Dn

41
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Definitsioon 6. Funktsiooni F'(z) = P (X < z) nimetatakse juhusliku su-
uruse X jaotusfunktsiooniks.
Seega juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon F'(x) defineeritakse iga z € R

korral kui tGendosus, et juhuslik suurus X omandab katse kdigus vairtuse,

mis on rangelt vdiksem kui z. Olgu F(—o0) et P (X < —00) ja F(400) et

P (X < +00).
Lause 1. Kui F(z) on juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon, siis:
1°0< F(z)<1; 2°F(z) /; 3°F(—00)=0; 4° F(400) = 1;

5° Pla< X < f)=F(3)—F(a) (a<}p). (2.1.1)

Toestus. Et juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon F(z) defineeritakse kui
toendosus, siis 1° on toene. Kuna

P (X < ﬁ) a;ﬁ P ((X < Oé) + (Oé S X < ﬁ)) liidetavad teine:teist valistavad

=P(X<a)+Pla<X<p) P(a§é<ﬁ)zo

[ PSX<H=PX <)~ P <a)=FB) - Fla)
Px<a) T P(x<p) = Fa)/,

siis ka 2° ja 5° on toesed. Et stindmus X < —oo, st suurus X omandab katse
kdigus vadrtuse, mis on vaiksem kui —oo, on voimatu, siis

F(—x0)=P(X <-0)=P((V)=0.

Kuna stindmus X < 400, st suurus X omandab katse kdigus vddrtuse, mis on
vaiksem kui +o00, on kindel siindmus, siis

F(+00) = P(X < 4+00) = P(K) = 1.

Seega on toesed ka 3° ja 4°. (]

Naiide 1. Sooritatakse kaks vabaviset. Molemal viskel on tabamise toenédosus
0.7. Visked on soltumatud. Olgu X tabamuste koguarv selle kaheviskelise see-
ria korral. Kas suurus X on juhuslik? Kui jaa, siis kas see juhuslik suurus on
diskreetne? Kui tegemist on diskreetse juhusliku suurusega, siis leiame juhusliku
suuruse X jaotusseaduse ja jaotusfunktsiooni F'(x) ning selle graafiku.

Et stindmused X = 0, X = 1 ja X = 2 on juhuslikud, siis X on juhuslik
suurus voimalike vddrtustega 0, 1 ja 2. Seega {0;1;2} on juhusliku suuruse X
voimalike vadrtuste hulk. Et vGimalike vaartuste hulk on 16plik, siis on tegemist
diskreetse juhusliku suurusega. Suuruse X jaotusseaduse kirjapanekuks leiame
Bernoulli valemi (n =2, p = 0.7) abil tdenfiosused, millega X need voimalikud
vadartused omandab:

po=P(X =0)=0C3-0.7°-0.3% = 0.09,
p=P(X=1)=C3-0.7"-0.3" =042,
pe=P(X =2)=C3;-0.7%-0.3° = 0.49.
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Vormistame leitud jaotusseaduse tabelina

2| 0 1 2
pi | 0.09 | 0.42 | 0.49

Et
<0 = Fx)=P(X<z)=P(V)=0,
0<z<1l= F@)=PX<z
F@)=P(X<2)=P(X=0)+P(X=1) =
0

1<x<2${ = 0.09+0.42 = 0.51,
yew o [ F@)=P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
= 0.09+0.42+049 = 1,

siis saame jaotusfunktsiooni F' (z) kuju

0, kui x <0,
0.09, kui 0 < x < 1,
0.51, kui 1 <z <2,

1, kui 2 < .

F(z) =

Skitseerime jaotusfunktsiooni F'(z) graafiku

HE ()
1.0 —
0.51 —
0.09

0 10 2.0 r

Kui kasutada Heaviside’i funktsiooni

0, kui x <0
1(“’”){ 1, kui 2 > 0,

siis
F(z)=0.09-1(z)+042-1(x—1)+0.49-1(z —2).

Kehtib jargmine véide.

43

Lause 2. Kui {x },; on diskreetse juhusliku suuruse X voimalike védrtuste
hulk ja pyp = P (X = xp),cr, kus Y, c;pe = 1, siis selle suuruse jaotusfunkt-

sioon on esitatav kujul

F(m):Zpk~1(x—mk).

kel

(2.1.2)
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Kontrollige, et kehtib jargmine véaide.

Lause 3. Diskreetse juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon F(x) on igas
punktis x € R pidev vasakult.

Definitsioon 7. Juhuslikku suurust, mille jaotusfunktsioon on pidev hulgal
R, nimetatakse pidevaks juhuslikuks suuruseks.

Jéreldus 1. Pidev juhuslik suurus omandab iga viartuse tGendosusega 0.
Toestus. Kui X on pidev juhuslik suurus, siis

Az—0

= lim (F(o+A2)— F (x) =

— lim F (3? + qu) — lim F (.’17) F(x) on pid:ev punktis =
Ax—0+ Az—0+

=F(z)— F(z)=0. (|
Jareldus 2. Kui X on pidev juhuslik suurus ja a < 3, siis

Pla<X<f)=Pla<X<fB)=Pa<X<p)=Pla<X<p).
(2.1.3)
Toestus. Et

Pl@a<X<B)2Pla<X<f)>Pla<X <p)
ja

Pla<X<pB)>Pla<X<pB)>Pla<X <f)
ning

Pla<X<p)=P(X=a)+(a<X<p)+(X=0))
=PX=a)+Pa<X<p)+P(X=p)=
=0+Pla<X<f)+0=Pla< X <f),

siis Jarelduse 2 véide kehtib. d
Jargnevas on pideva juhusliku suuruse voimalike vadrtuste hulgaks tavaliselt
161k, vahemik voi poollgik, kusjuures vahemik ja poolldik voivad olla ka I6pmatud.

Definitsioon 8. Juhuslikku suurust, millel on nii pideva kui ka diskreetse
juhusliku suuruse omadusi, nimetatakse segatitipi juhuslikuks suuruseks.

Definitsioon 9. Oeldakse, et juhuslik suurus X allub binoomjaotusele parameetrite-
ganjap (0<p<1),kui{0;1;2;...;n} on selle juhusliku suuruse voimalike
vadrtuste hulk ja

P(X =k)=Ciptq"™" (ke {0;1;2...;n}),

kusjuures ¢ = 1 — p.
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Lause 4. Kui juhuslik suurus X allub binoomjaotusele parameetritega n ja
p, siis selle juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on esitatav kujul

F(z) = z”: CrpFg"=F 1 (x— k). (2.1.4)
k=0

Paketis SWP saab kasutada funktsiooni
BinomialDist (m;n, p) def- Z CrpFq™ % (m=0;1;...5n).
k=0

Naide 2. Taringut visatakse 1000 korda. Olgu juhuslikuks suuruseks X
kordade arv, mille korral saadakse 6 silma. Millisele jaotusele allub suurus X?
Leiame suuruse X jaotusfunktsiooni F'(z). Avaldame jaotusfunktsiooni abil tde-
néosuse, et kuute koguarv selle tuhandese seeria korral kuulub 16iku [150; 200] .

Kuute koguarvu X kui juhusliku suuruse vGimalike véédrtuse hulk on
{0;1;2;...;1000} , kusjuures Bernoulli valemi pohjal

1 k 5 1000—k
P(X =k) = CF0 <6> (6) (k € {0;1;2;...;1000}).

Seega allub X binoomjaotusele parameetritega 1000 ja 1/6. Valemi (2.1.2) abil
saame
1000 1\F /5 1000k
Fo =Y chw (5) (5) 16-n.
k=0
Seega

P (150 < X < 200) = P (150 < X < 201) *=Y F(201) — F(150) =

1000 1 k 5 1000—k
= kzzo Choo (6> (6> S(1(201 — k) —1(150 — k). <

Definitsioon 10. Oecldakse, et juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele

parameetriga A (A > 0), kui Ng ' NU {0} on selle juhusliku suuruse voimalike

vadrtuste hulk ja

/\k
P(X:k:)zﬁe—A (k € Np).
Et
)\k
(A>0) A (k€ Ng) = ge—Azo
ja
ZP(X:k): HeAze)‘ZH:e/\e)‘zl,
k=0 k=0 k=0

siis Definitsiooni 5 tingimused on téidetud.
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Lause 5. Kui juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele parameetriga A, siis
selle juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on esitatav kujul

1.2) o= AF
OREEDY e L@ k). (2.1.5)
k=0

Paketis SWP saab kasutada funktsiooni

of. nm AP
PoissonDist(m; \) def. Z —
k=0

o e (m e Ny).

Naiide 3. Juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele parameetriga A\ = 0.2.
Leiame selle juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni F(x). Leiame tdenéosuse, et X
omandab katse kdigus véartuse, mis on suurem kui 2.

Valemi (2.1.5) abil saame

o 028
F(x):ZkZOWe 1z —k).

Et

(X >2)=(X<2),
P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X=0)+(X=1)+(X =2)) =
020 ,, 02 ., 0.22

=102 _ 2= o702 % 7021192702
0! 1! 2!

~ 0.0011485. &

2.2  Juhusliku suuruse jaotustihedus.

Definitsioon 1. Funktsiooni

f(z) = lim Pz< X <z+ Ax)

Jim - (r € R) (2.2.1)

nimetatakse juhusliku suuruse X jaotustiheduseks.

Mairkus 1. Pideva juhusliku suuruse X korral vGime Jérelduse 2.1.2 pohjal
Definitsioonis 1 suuruse P (r < X <z + Az) asendada iihega suurustest
Px<X<z+Az),Pr<X<z+Az)voiP(r< X <z+Azx).

Seega on suuruse X jaotustihedus f(x) piirvddrtus suuruse X poolliku
[z, 2 + Az) sattumise tGenfosuse ja selle poolldigu pikkuse suhtest.

Lause 1. Kehtivad jargmised seosed
J(2) = F'(a), (22.2)

f(z) >0, (2.2.3)
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F(z) = /f f(t)dt, (2.2.4)
+oo
/_ f(z)dr =1, (2.2.5)
B
Pla<X<p)= / fx)dz (a<p). (2.2.6)

Toestus. Seos (2.2.2) jareldub vorduste ahelast

Det. 1 ;. Pz <X <+ Ax) (2.1.1)
AN Hy v -
F A - F uletise def.
- AEEBJF L sz @ et el F'(x).

Kuna seoses (2.2.1) esinevas murrus on nii lugeja kui ka nimetaja mittenega-
tiivsed, siis on seda ka jagatis ja selle piirvéaértus ning seos (2.2.3) on tdene. Et
funktsiooni f(x) tiheks algfunktsiooniks on F'(x) ja funktsiooni algfunktsiooniks
on médratud integraal {ilemise raja funktsioonina ffoo f(t)dt, siis

F(a:):/f Ftydt +C,

kusjuures konstandi C' méérame tingimustest F(—oo) = 0. Seega C' = 0 ja
kehtib (2.2.4). Et F(400) = 1, siis seosest (2.2.4) jareldub seos (2.2.5). Kuna
a < [ korral

(2.1.1)

204y [P @
Pla< X <p) "LV P(g) - F(a) ®2" / F(t)dt - / f(t)ydt =

- [ s [ "o - | st [ "o,

siis kehtib seos (2.2.6). O
Suvalist hulgal R méératud funktsiooni f(x), mis rahuldab tingimusi (2.2.3)
ja (2.2.5), voime késitleda kui mingi juhusliku suuruse X jaotustihedust.

Definitsioon 2. Oeldakse, et juhuslik suurus X allub 1igul [a, b] dihtlasele
jaotusele, kui selle juhusliku suuruse jaotustihedus avaldub kujul

1 .
flz) = { g Kuiwelad, (2.2.7)
0, kui z ¢ [a,].

Seostest (2.2.4) ja (2.2.7) jéreldub, et

0, kui z < a,
v r—a
F(x) = / f)dt = “—, kuia <z <b, (2.2.8)
oo b—a

1, kui z > b.
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Paketis SWP on nende funktsioonide tahistuseks vastavalt UniformDen (z;a, b)
ja UniformDist(z; a, b). Kontrollige, et seosega (2.2.7) médratud funktsioon f(x)
rahuldab tingimusi (2.2.3) ja (2.2.5). Kontrollige, et saadud F'(x) on pidev funk-
tsioon. Seega on 16igul [a, b] tihtlasele jaotusele alluv X Definitsiooni 2.1.7 pShjal
pidev juhuslik suurus. Veenduge, et ka vahemikus (a,b) voi poolldikudes [a, )

ja (a, b] tihtlasele jaotusele alluva juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on kujul
(2.2.8).

Niide 1. Juhuslik suurus X allub 16igul [—1; 2] iihtlasele jaotusele. Leiame
f(z) ja F(z) nii analiiiitiliselt kui ka graafiliselt. Leiame P (X € [—2;1.3]).
Valemi (2.2.7) abil saame

1 1 .
@) = 2_7(_1):? kui z € [-1;2],
0, kui z ¢ [-1;2].

Jaotusfunktsiooni F'(x) leiame valemi (2.2.8) abil

JE.0-dt =0, kui z < —1,

T 1 T 1 r+1 .
F(x):[mf(t)dt: ffooo'dt'*‘fqut:T’ kui —1<z<2,

p— 1 x .
f_olo0~dt+fflgdt+f3 0-dt =1, kui z > 2.

Skitseerime funktsioonide f(x) ja F'(x) graafikud

f(=) F(z)

Leiame

71.3+1707§
3 - 30°

P(X €[-2;1.3) = F(1.3) — F(~2) &

Definitsioon 3. Oeldakse, et juhuslik suurus X allub normaaljaotusele
parameetritega a ja o (o > 0), kui selle juhusliku suuruse jaotustihedus aval-
dub kujul

(z —a)”

f(z) = e 207 (zeR). (2.2.9)
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Kontrollime, et seosega (2.2.9) médratud funktsioon f(z) rahuldab tingimusi
(2.2.3) ja (2.2.5). Et 0 > 0 ja eksponentfunktsiooni vadrtused on mittenegatiiv-
sed hulgal R, siis tingimus (2.2.3) on rahuldatud. Kuna

+o0 +oo o—(z—a)*/(207)
z)dxr = - dr=
/_oo f( ) /_oo oV 22w

t=(zx—a)/o, x =a+ot, de = odt,

o>0 a>0
r=-—00 & t=—00,Tr =400 & t=+00

1 oo /2 2 oo . /2
= — e " Adt = — e v /4dt
Vo /,Oo V2 /o

ja
+o0 ) +o00 +o0 +oo  ptoo
/ et 2qt = / e—l‘z/de/ e~v?/2dy = / / e~ @ +y*)/2dxdy =
0 0 0 0 0

laheme iile polaar- /2 oo 2
= — —p2/20, —
[ koordinaatidesse ] \/ /0 dp /0 pert/Zdp

_W lim <_ep2/2)g_¢g tim (—eA%/2 41) = /7

A—-+o0

siis on rahuldatud ka tingimus (2.2.5).

Asjaolu, et juhuslik suurus X allub normaaljaotusele parameetritega a ja o,
tahistame lithidalt X ~ N(a,0). Kui X ~ N(0;1), siis koneldakse standardsest
normaaljaotusest ehk tsentreeritud ja normeeritud normaaljaotusest.

Kui juhuslik suurus X allub normaaljaotusele parameetritega a ja o, siis selle
juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on

F(x) = /I L /(20%) gy, (2.2.10)

0o OV 2T

Skitseerime X ~ N(a, o) jaotustiheduse f(x) ja jaotusfunktsiooni F(x) graafikud
vastavalt jdmeda ja peene joonega




50 PEATUKK 2. JUHUSLIKUD SUURUSED

Definitsioon 4. Deltafunktsiooniks ehk nullindat jarku Diraci impulssfunkt-
siooniks nimetatakse funktsiooni

§(a) & Jim W =1'(z). (2.2.11)
Seega 6(z) = 1'(z) ja
@) ={ T (221

Jarelikult §(x) ei ole funktsioon tavalises mottes. Tegemist on dldistatud funkt-
siooniga ehk distributsiooniga. Seosest (2.2.12) ei piisa deltafunktsiooni méaira-
miseks. Kui ¢(z) on pidev funktsioon punkti a mingis iimbruses, siis formaalselt

kehtib seos N
oo kasutame
[ N p(@)o(z —a)dr = [ Definitsiooni 4 ] -

Feo . lz—a)—1(x—a—h)
JCE™ : &

— 00

| vahetame formaalselt integreerimise ja
piirvaartuse votmise jéarjekorra
oo 1(x —a)—1(x—a—h)

hlg(rﬁ o (@) h de =

— lim 1 ath (2)dz = kasutame integraali keskvéédrtus- |
o+ b, 7 N teoreemi pideva ¢(z) korral B

©(x) on pidev |
punktis a } = ¢(a).

Seega iga funktsiooni ¢(x) korral, mis on pidev punkti a mingis imbruses, kehtib
seos

+oo
/ p(z)d(x — a)dx = p(a). (2.2.13)

Formaalselt voib defineerida deltafunktsiooni ka seose (2.2.13) abil, nudes selle
seose téidetust suvalise pideva funktsiooni ¢(z) korral. Deltafunktsiooni korral
kasutatakse tihti formaalseid seoseid

§(—z) = 8(x); 8(ca) =|c| " 8(x) (c = konstant); z6(x) =0,
mille tegelik sisu avaldub vaid (2.2.13) korral. Valides ¢(x) = 1, saame seosest

(2.2.13) viite
+oo
/ O(x —a)dr =1,

— 00

/+Oo 0(x)dx = 1.

— 00

millest juhul a = 0 jéreldub, et
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Seega d(x) rahuldab formaalselt tingimusi (2.2.3) ja (2.2.5), st tegemist on jao-
tustihedusega. Kuna 1'(x) = §(z), siis voime deltafunktsiooni kasutada diskreetse
juhusliku suuruse jaotustiheduse kirjapanekuks.

Lause 2. Kui { }, ., on diskreetse juhusliku suuruse X voimalike védrtuste
hulk ja py, = P (X = 1), , siis selle suuruse jaotustihedus on esitatav kujul

x) = Zpk 0 (x—my). (2.2.14)
kel

Toestus jareldub Lausest 2.1.2 ja seosest (2.2.2) ning (2.2.11). O

Jareldus 1. Kui juhuslik suurus X allub binoomjaotusele parameetritega n
ja p, siis selle juhusliku suuruse jaotustihedus on esitatav kujul

f(x) = z”: CrpFgn=F .5 (x — k). (2.2.15)
k=0

Toestus jareldub Lausetest 2.1.4 ja 2. O

Jareldus 2. Kui juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele parameetriga A,
siis selle juhusliku suuruse jaotustihedus on esitatav kujul

i /\— A S(z—k). (2.2.16)
k=0

Toestus jareldub Lausetest 2.1.5 ja 2. O
Analoogiliselt funktsiooniga d(x) voib defineerida selle funktsiooni tuletised
6" () (k-ndat jirku Diraci impulssfunktsioonid)

/+OO p()0 (z — a)de = (1) (a),

kus ¢(z) on suvaline funktsioon, mis omab pidevaid tuletisi kuni jarguni k.
2.3 Juhusliku suuruse keskvaartus

Definitsioon 1. Kindlat suurust
def. [T
EX = / x f(z)dz (2.3.1)

nimetatakse juhusliku suuruse X keskvddrtuseks.

Seega juhusliku suuruse X keskvddrtus EX kui kindel suurus on arv.
Mairkus 1. Kuna

3 /+OO f(z)dr =+ 3/+Ooxf(m)dx,

— 00 — 00
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siis moningatel juhuslikel suurustel ei eksisteeri keskvéartust.

Niide 1. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub 16igul [a; ] iihtlasele jao-
tusele, keskvéartuse.

Selle juhusliku suuruse jaotustihedus on méératud seosega (2.2.7). Seega
saame vastavalt Definitsioonile 1

+oo b x 2
EX:/_OO xf(x)dx:/a 7b—adx: 50 -a) =
b? — a2 a+b
_ _ ) &
2(b—a) 2

Niide 2. Leiame juhusliku suuruse X ~ N(a, o) keskviirtuse.
Selle juhusliku suuruse jaotustihedus on méératud seosega (2.2.9). Seega
saame vastavalt Definitsioonile 1

+oo +oo
EX:/ :Ef(x)dx:/ L@ )?/(20%) gy =

—oo OV2T

T —a
t= , x=a+ot, de = odt,
= ag =
:C:—ooagot:—oq:r:—i—ooggot:—l—oo

L +Oo( +ot)e 24t
= a ot) e -
V2T ) —oo

1 e t2/2 1 e t2/2
=a-—— e dt—l—cr-—/ te”" /=dt.
\/271'[00 V21 ) oo

Et exp (—t?/2) /v2r on suuruse T ~ N(0;1) jaotustihedus, siis (2.2.5) pohjal
summa esimene liidetav on a. Kuna texp (—t2 / 2) on paaritu funktsioon ja ra-
jad on stimmeetrilised nullpunkti suhtes, siis saadud summa teine liidetav on 0.
Seega EX = a. &

Lause 1. Kui {4}, ; on diskreetse juhusliku suuruse X voimalike védrtuste
hulk ja pp = P (X = xp),¢; , siis

EX = Zxkpk. (2.3.2)
kel

Toestus. Seose (2.2.14) ja Definitsiooni 1 pohjal saame

EX:/+ooxf(x)dx:/+ooa:2pk-5(m—xk)d$:

- kel
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+o00o
:Zpk/ x-0(x—ag)de =
kel e
_ | rakendame seost (2.2.13) valiku |
_[ o(x) = z ja a = zy, korral }—;Pk‘% H

Naiide 3. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub Poissoni jaotusele para-
meetriga A, keskvadrtuse.

Poissoni jaotusele (vt Definitsiooni 2.1.10), mille parameeter on A

(A > 0), alluva juhusliku suuruse korral

T =k, pk:P(X:k:):FcfA (k € Ny),

Seega seose (2.3.2) abil saame

0 )\k N > )\k N >\°° )\k—l
EX =Sk e =Sk L et S0 =
kZ:O Kl kzzl Kl ¢ ;(kq)!

m=k—1, =A™ _
:{k:m—kl}:)\e)\zm!:)\e)\e)\:)\' &
m=0
Definitsioon 2. Kaht juhuslikku suurust nimetatakse soltumatuteks, kui
iihe jaotus ei s6ltu sellest, millise voimaliku véartuse omandab katse kiigus teine
suurus.
Lause 2. Juhusliku suuruse X keskvaartusel EX on jérgmised omadused:

1° X = C (C on kindel suurus) = EC = C;
2° E(X +Y) = EX + EY;
3° E(X-Y) X jaY on soltumatud

4° E(C-X)=C-EX.

EX -EY;

Toestus. Kindlat suurust C' voime késitleda kui diskreetse juhusliku suuru-
se, millel on vaid iiks voimalik vadrtus C, erijuhtu. Seega saame X = C jaoks
jaotusseaduse

Tk C
e | 1
Seose (2.3.2) abil leiame
EC=C-1=C.

Kuigi omadus 2° kehtib suvalise juhuslike suuruste paari korral, piirdume
tehnilistel kaalutlustel tGestusega vaid diskreetsete 16pliku arvu voimalike vaar-
tustega X ja Y korral. Olgu X ja Y jaotusseadused antud tabelite abil

€Ty X1 To v In yj Y1 Y2 e Ym
/!

i | Py Py ] P PPy s o |
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Kui Z = X +Y, siis ka Z on diskreetne juhuslik suurus, kusjuures

{xi + yj}i:1;2;...;n A j=1;2;...;m

on suuruse Z voimalike vdartuste hulk. Margime, et nii kirjapandud suuruse
Z voimalike vaartuste hulgas on moningad selle hulga elemendid kirja pandud
mitu korda, st erinevate paaride x; ja y; summa voib anda sama suuruse Z
voimaliku vadrtuse. Leiame, et

P(Z=wzity;) =P(X =z) Y =y;)).
Seose (2.3.2) abil saame

EZ:ZZ(I¢+yj)P(Z:Ii+yj):

:ZZ(%JF%’)P((X:xi)(Y:yj)):
:ZZ%’P((X: Y =) +ZZ% X=x)(Y =y;)) =
:ZMZP((X:mi)(Y:yj))JrZijP((X:Ii)(Y:yj)):

_ stindmused (X = z;) (Y =y;) on erinevate _
indeksipaaride (i,7) korral teineteist vilistavad

=Y wmP [ Y (X =) (Y =y,) +ZyjP<

i=1 j=1 j=1

(]
I
&
N——
I

i=1
= [kasutame distributiivsuse omadust] =

=Y wp (=) =) 2 ( —yJ>Z<X=xi>>=

=1

<.

<

= Z (Y =vy;) ja (X = ;) on kindlad siindmused | =

j=1 i=1
n

:inp(( —|—Zy] (Y =y;) - K) =
:ZmP +Zy]

= inp; + Zyjp;' = EX +EY.
i= =1



2.3. JUHUSLIKU SUURUSE KESKVAARTUS 55

Toestame omaduse 3° diskreetsete 16pliku arvu voimalike vadrtustega X ja Y
korral. Olgu juhuslike suuruste X ja Y jaotusseadused antud eelnevalt esitatud
tabelite abil. Kui Z = X Y, siis ka Z on diskreetne juhuslik suurus, kusjuures

{xi : y]'}i:1;2;.‘.;n A j=1;2;...;m
on suuruse Z voimalike vadrtuste hulk ja
P(Z =g y;)=P(X =) =y;))

ning

EZ =% (wi-y)P(Z=uy;) =

i=1 j*l
Y g P =) (¥ =) Y o
i=1 j=1
S w P X =) P(Y = g =
i=1 j=1

n m
:<inP(X ) Zyg Y =y) | =

=1

i=1 j=1

Omadus 4° on jareldus omadusest 3°, sest kindel suurus C' ja juhuslik suurus
X on alati soltumatud. Miks? O

Naide 4. Leiame binoomjaotusele, mille parameetrid on n ja p, alluva juhus-
liku suuruse X keskvéartuse.
Et Definitsiooni 2.1.9 pohjal on xp =k (k € {0;1;2;...;n}) ja

PE = P( ) Ck k n k,
siis Lause 1 vahetul kasutamisel saame tulemuseks
X = Y= 3kt
kel

Kuna viimase avaldise lihtsustamine on keerukas, siis esitame juhusliku suuruse
X kujul
X=X1+Xo+...+ X,, (2.3.3)
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kusjuures X; (i =1;2;...;n) on stindmuse A esinemiste arv i-ndal katsel. Suu-
rused X; alluvad binoomjaotusele, mille parameetrid on 1 ja p ning mille jao-
tusseadused on kujul

xkl
P | P |4

Lause 1 abil saame
EX;=1-p+0-gq=p (i=1;2;...;n).
Seega

rakendame Lause 2 omaduse 2°
EX=BEXi+Xp+...+X,) = iildistust n liidetava jaoks o

—EX; +EXo+...+EX, =np. <

Uldistame keskviidirtuse moistet suvalise juhusliku argumendiga reaalse voi
kompleksse funktsiooni jaoks.

Definitsioon 3. Arvu
E(h(X)) / h(z) f(z)dx (2.3.4)

nimetatakse juhusliku argumendiga X funktsiooni h (X) keskvadrtuseks.

Niide 5. Allugu juhuslik suurus X {ihtlasele jaotusele 16igul [a, b] . Leiame
juhusliku suuruse Y = 2X — 1 keskvaartuse.
Vastavalt Definitsioonile 3 saame

b 1 x2f:vb
EY=ER2X —-1)= 2¢ — 1 dr = =
(2X 1) /au: ) prda= o

a

7b2—bia2—aib2—a2—b+a7

C b—a b—a b—a
:(b_a)(b+a_1):a+b—1. o
b—a

Lause 3. Kui {4}, ; on diskreetse juhusliku suuruse X voimalike védrtuste
hulk ja py = P (X = o), ning Y = h(X), kusjuures (z) on pidev punktide
x (k € I) mingis imbruses, siis

EY =E(h(X))=>_h(zx)ps. (2.3.5)
kel

Toestus. Et f(x) @2 > kerPr -0 (x — xy), siis juhusliku suuruse Y korral
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Saalme

(2.3.4) [T
EY =E(h (X)) "= / h(x)Zpk-(S(m—xk)dac:
- kel
+oo
ZZpk/ h(x)-6(x—ag)de =
kel -
| rakendame seost (2.2.13) valiku
o [ p(z) = h(z) ja a =z} korral ]

zz:h(a:k)pk. O

kel

2.4 Dispersioon

Definitsioon 1. Arvu

DX “ E (X - EX)? (2.4.1)
nimetatakse juhusliku suuruse X dispersiooniks.
Definitsioon 2. Arvu

ox & VDX (2.4.2)

nimetatakse juhusliku suuruse X standardhdlbeks.

Kui juhusliku suuruse X keskvéédrtus EX kujutab endast selle suuruse voimalike
vadrtuste kaalutud keskmist, siis nii DX kui ka ox on juhusliku suuruse X ha-
juvuse moodud.

Olgu f(z) juhusliku suuruse X jaotustihedus. Seoste (2.4.1) ja (2.3.4) abil
saame

DX = /joo (z — EX)? f(x)dz. (2.4.3)

Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {z},.; on selle suuruse voimalike
vadrtuste hulk ning py = P (X = x),, siis seoste (2.4.3) ja (2.2.14) abil saame

+oo
DX:/ (xfEX)QZpkﬂ(:c—zk)dx:
—oo kel
+o0 9
ZZpk/ (x —EX)" -0 (x —ap)de =
kel -
B rakendame seost (2.2.13) valiku
| o(@) = (z —EX)? jaa =z korral

:Zpk~(xk—EX)2.

kel
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Lause 1. Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {z},.; on selle suuruse
voimalike vddrtuste hulk ning pp, = P (X = x1),,¢; , siis

DX =) (zx — EX)* p. (2.4.4)
kel

Lause 2. Juhusliku suuruse X dispersioonil DX on jargmised omadused:
1° DC =0 (C- kindel suurus);
2° D(CX)=C?-DX (C - kindel suurus);
3° DX = E(X2) — (EX)? " gpx2 _ (EX)?;
4° D(X +Y)=DX + DY +2E((X — EX) (Y — EY));
5o D(X+Y) X jaY on:soltumatud D(X) +D(Y)
Toestus. Seosest (2.4.1) ja keskviidrtuse omadustest, vt Lauset 2.3.2; jirel-
dub
(C—EC)=E(C—-C)*>=E0=0,
(C-X-E(C-X))’=E(C-X-C-EX)*=
(C-(X —EX))*=C? . E(X —EX)? = C?.DX,
(X — EX)? :E(XLQ.X-EXHEX)Q) -

U
[
e5 i <> Il es Bl 5

—EX?-E(2-X-EX)+E(EX)’ =
—EX? - 2.EX -EX + (EX)’ = EX? - (EX)?
ja
D(X+Y)=E(X+Y)-EX+Y))?=E((X —EX)+ (Y —EY))* =
:E<(X—EX)2+2(X—EX)(Y—EY)+(Y—EY))2:
—E(X-EX)’+E@2(X-EX)(Y —EY))+E(Y —EY)* =
=DX +2E((X — EX) (Y — EY)) + DY.
Kuna

X jaY on soltumatud = ] _
= X —EX jaY — EY on soltumatud
=E(X-EX)-E(Y —-EY)=

=(EX —E(EX))(EY —E(EY)) =

=(EX —EX)(EY —EY) =0,

E((X —EX)(Y —EY)) = {

siis omadusest 4° jareldub omadus 5°. g
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Niide 1. Leiame 16igul [a,b] iihtlasele jaotusele alluva juhusliku suuruse
dispersiooni ja standardhélbe.
Néites 2.3.1 leidsime, et EX = (a + b) /2. Leiame

400 b 3 b
1 T
EXZZ 2 (227)/ 2 — _
[m z* f(z)dx amb_adx 500,
P —a®  (b—a)(a®+ab+b?)  a®+ab+b?
3(b—a) 3(b—a) B 3 '

Kasutame Lause 2 kolmandat vaidet

2 2 2
DX:E(XQ)_(EX)ZZG +ab+b _(a-i—b) _

3 2
_ 4a® + 4ab + 40® — 3a® — 6ab — 36> (b—a)®
B 12 12

st

. ox=(b-a)/(2v3). ¢

Naide 2. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub binoomjaotusele parameet-
ritega n ja p, dispersiooni ja standardhélbe.
Kasutame juhusliku suuruse X esitust Néites 2.3.4 vaadeldud kujul

X=X +Xo+...+ X,

kus s6ltumatud juhuslikud suurused X; alluvad binoomjaotusele, mille para-
meetrid on 1 ja p. Seejuures EX; = p. Valiku h(z) = 2? korral saame Lause
2.3.3 abil

E(X7) =Y aipr =1 p+0>-g=p.
kel

Lause 2 omaduse 3° abil leiame
DX, =EX}? — (EXp)’ =p-p*=p(l—q) = pq.

Kasutades suuruste X}, soltumatust ja Lause 2 omaduse 5° iildistust n liidetava
jaoks, saame

DX=D(Xi14+Xo+...+X,) =
=DX; + DXy +...+ DX, = npq,

st
DX =npq, ox = /npq &
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Niide 3. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub Poissoni jaotusele para-

meetriga A, dispersiooni ja standardhélbe.
Niites 2.3.3 leidsime, et Poissoni jaotusele parameetriga A alluva juhusliku
suuruse X korral EX = . Valiku h(x) = 22 korral saame Lause 2.3.3 abil

2 _ 2T N _ N _ -
EX _E k*—e —g k(k—l)!e =m=k—-1, k=m+1]=
=1

s /\ o /\m—i—l )\nz+1

Zm Z m! et =

=0 m=0

Am—1 &

) B Amo
:>\2Zm€ )\+AZW6 A=

=0

=A% *AZ +A*AZ = [ii}:&] =224

m=0

esimese rea jaoks
v=m-—-1 m=v+1

Lause 2 omaduse 3° pchjal saame
DX =EX?— (EX)* = X2+ A= \2 =),
st
DX =)\, ox=VA\ O

Niide 4. Leiame juhusliku suuruse X ~ N (a, o) dispersiooni ja standard-

hélbe.
Et

2. 1
f(@) 020 e e C7) (e R),

siis valiku h(z) = 22 korral saame valemi (2.3.4) abil

+o0 2
T —@=a)?/(20%) g0 —

EX2:/+:x2f(x)da::/oo o

T—a
B t= , x=a+ ot, dr = odt, B
x:—oogzpt:—oo,x:—&—ooggot:—&—oo

! +oo( +ot)te 2t
= — a ag e =
V2T ) oo

+oo 2 +oo

_ a 7t2/2d 2aa/ 7t2/2 g / 2 7t2/2

= t+ te dt + — tee dt.
V2T ) —oo V2T ) —0o V2T ) o

Et exp (—t%/2) /v2m on suuruse T' ~ N(0;1) jaotustihedus siis seose (2.2.5)
abil saame, et saadud summa esimene liidetav on a?. Kuna texp (—t/2) on
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paaritu funktsioon ja rajad on stimmeetrilised nullpunkti suhtes, siis saadud
summa teine liidetav on 0. Et

/+Oot2€—t2/2dt _ | du= te_tz/th, u=—et/? _
0 v =t, dv=dt

+oo
A V2
— — lim te_tz/Q’ + /e_t2/2dt —04+ YT
A—+o0 0 2
0

siis saadud summa kolmas liidetav on o2. Seega
EX?=a’+0+0*=0a*+0?
ja
DX =EX?— (EX)’=d®>+0?—d®>=0®> = DX =07,

st
ox =o0. & (2.4.5)

2.5 Juhusliku suuruse momendid ja teised
arvkarakteristikud

Juhusliku suuruse iseloomustamiseks kasutatakse teatud kindlaid suurusi,
arve, mida nimetatakse juhuslike suuruste arvkarakteristikuteks. Kaht neist,
keskvéartust ja dispersiooni, uurisime eelnevalt.

Definitsioon 1. Arvkarakteristikut (arvu)

v, =E(X") (neN) (2.5.1)
nimetatakse juhusliku suuruse X n—jdirku algmomendiks.
Et viltida probleemi 0°, defineeritakse tdiendavalt v 4f 1. Kui vaatluse

all on mitu juhuslikku suurust, siis segaduste véltimiseks kasutame suuruse X
korral v, asemel téhistust v, (X).
Definitsioon 2. Arvu

o =E(X —EX)" (neN) (2.5.2)

nimetatakse juhusliku suuruse X n-jarku kesk- ehk tsentraalmomendiks.
Olgu tdiendavalt pg 4 1. Mitme juhusliku suuruse vaatlemisel kasutame
suuruse X korral p1,, asemel téhistust p, (X). Kui f(2) on juhusliku suuruse X

jaotustihedus, siis seoste (2.5.1), (2.5.2) ja (2.3.4) abil saame

+oo
Vp = / " f(x)d (2.5.3)

— 00
ning

+oo
o, = /_ (x — EX)" f(z)dw. (2.5.4)
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Lause 1. Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {zy},.,; on selle suuruse
voimalike vddrtuste hulk ning p, = P (X = x1),,¢; , siis

Uy = sz - Dk (2.5.5)
kel
ja
pn =Y (zr —EX)" - pr. (2.5.6)
kel
Toestus. Seoste (2.5.3) ja (2.5.4) abil saame vastavalt
+oo
E(X™) / Zpk (x —xp)dx =
kel
*Zpk/ "0 (x —ap) de =
kel
_ | rakendame seost (2.2.13) valiku |
B o(x) = 2™ ja a = xy, korral B
= Zpk Ty = va}i "Dk
kel kel
ja
+oo
un:E(XfEX)":/ (@ —BX)"> pi-d(x—p)de =
- kel

_Zpk/ (x —EX)" -6 (x —ap)do =
kel -

_ rakendame seost (2.2.13) valiku
| o(z) = (z —EX)" ja a =z} korral

= i (2 —EX)" = (ax —EX)" - py,
kel kel

st kehtivad seosed (2.5.5) ja (2.5.6). O
Lause 2. Juhusliku suuruse kesk- ja algmomentide vahel on seos

fo =3 CE(=1)" vy, (2.5.7)

Toestus. Saame jargmise vorduste ahela
i =B (X ~EX)" =B (Lj_,Chx* (-EX)" ") =

=Y E (C’ka (—1)" " (EX)"_k) = Ok (-1 (BX)" R E (XF)

_ZCk D"y, O
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Seose (2.5.7) erijuht n = 2 korral on eelnevalt tuttav Lausest 2.4.2:

2
2 = 30 CH (- b
k=0

=) (_1)270 VfioVo +C3 (—1)271 Ufflm +C3 (—1)272 u12721/2 =

:V12_2V12+V2:’/2—(1/1)2,

st
pg = vy — (11)° . (2.5.8)
Néidake, et n = 3 ja n = 4 korral saame seosest (2.5.7) vastavalt
w3 = vz — 3v1vp + 203 (2.5.9)
ja
g = vg — 4vivs + 6070y — 3U7 (2.5.10)

Naide 1. Avaldame juhusliku suuruse X, mille keskvéartus on a, algmomen-
did keskmomentide kaudu.
Saame

v, =E(X")=E(((X —EX)+EX)")=E (EZ:OCE (X - EX)’“ (EX)"_’“)
LGl B B = Sl

kusjuures po= 1. &
Definitsioon 3. Arvu z,, mis on méératud tingimusega

P(X<az)=p (0<p<1), (2.5.11)

nimetatakse pideva juhusliku suuruse X p-kvantiiliks.

Definitsioon 4. Juhusliku suuruse X 0.5-kvantiili nimetatakse selle suuruse
mediaaniks.

Juhusliku suuruse mediaani tdhistatakse siimboliga Me X. Seega

Me X = 20.5-

Millised probleemid tekiks p-kvantiili ma&ramisel diskreetse juhusliku suu-
ruse korral?

Definitsioon 5. Juhusliku suuruse X jaotust nimetatakse simmeetriliseks,
kui iga € R korral

P(X <MeX —2)=P(X >MeX +ux). (2.5.12)

Tingimus (2.5.12) on pideva juhusliku suuruse X korral samaviérne tingi-
mustega

FMeX —z)=1—F(MeX + 1)
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g fMeX —z)=f(MeX +1zx). (2.5.13)

Definitsioon 6. Juhusliku suuruse X kvantiile zg.95 ja xg.75 nimetatakse
vastavalt selle suuruse alumiseks ja tlemiseks kvartiiliks.

Definitsioon 7. Diskreetse juhusliku suuruse moodiks nimetatakse selle
suuruse sellist voimalikku vaartust, mille omandamise tGendosus on suurim.

Definitsioon 8. Pideva juhusliku suuruse moodiks nimetatakse selle suu-
ruse sellist voimalikku vadrtust, milles selle suuruse jaotustihedusel on lokaalne
maksimum.

Juhusliku suuruse X moodi tahistatakse stimboliga Mo X. Kui juhuslik suu-
rus X allub binoomjaotusele parameetritega n ja p, siis suuruse Mo X saame
méadrata vorratuste ahela (1.9.2) abil.

Ulesanne 1. Niidake, et juhusliku suuruse X, mis allub normaaljaotusele
parameetritega a ja o, korral Mo X = a.

Definitsioon 9. Kindlat suurust
AsX & ps/o® (2.5.14)

nimetatakse juhusliku suuruse X asimmeetriakordajaks.
Lause 3. Siimmeetrilise jaotuse korral As X = 0.
Tdestus. Et slimmeetrilise jaotuse korral

toestage!

JEX = EX =Me X,
siis

+o0 +oo
fig = / (z —EX)® f(z)dx = / (x —Me X)? f(x)dx =

— 00 — 00

=ft=z—MeX, c=t+MelX, dt =dzx] =

_ /+(>o £ £(t + Me X)dt =

— 00
0 “+oo

:/ t3f(t+MeX)dt—|—/ t3f(t +Me X)dt =
—o0 0

= [teostame esimeses integraalis muutujate vahetuse t = —u] =

Hoo oo (2.5.13)
=— / ud f(Me X — u)du + / B3f(t+MeX)dt =
0 0

+o0 Foo
—/ u3f(MeX+u)du+/ t3f(t+MeX)dt =0
0 0

ja As X = p3/o3 = 0. O
Definitsioon 10. Arvu

ExX < py/0t -3 (2.5.15)
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nimetatakse juhusliku suuruse X ekstsessiks.

Juhusliku suuruse X ekstsess moodab juhusliku suuruse X jaotuse erinevust
sama keskvddrtuse ja dispersiooniga normaaljaotusest, kusjuures normaaljao-
tusega juhusliku suuruse ekstsess on null.

Definitsioon 11. Diskreetse juhusliku suuruse X entroopiaks H (X) nime-
tatakse arvu, mis avaldub voimalike viédrtuste zy (k € I) omandamise tGendo-

suste pp = P (X = zx) kaudu kujul

H(X) = =3 ke rprInpr. (2.5.16)

Niide 2. Leiame jaotusseadusele P (X =k) = 1/n (k = 1;...;n) alluva
juhusliku suuruse X entroopia.
Saame

1.1 1
H(X)=-3} - =-n-(nl-lnp)=ln  $

Mairkus 1. Saab toestada, et kui diskreetsel juhuslikul suurusel X on n
erinevat voimalikku vaartust, siis H(X) < Inn.

Definitsioon 12. Pideva juhusliku suuruse X entroopiaks nimetatakse arvu
H (X), mis avaldub selle juhusliku suuruse X jaotustiheduse f(z) kaudu kujul

+oo
H(X) = —/ f(z)In f(z)d. (2.5.17)

— 00

Entroopia on juhusliku suuruse méaramatuse ja tema voimalike vadrtuste
varieeruvuse moot.
Naiide 3. Leiame juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on kujul

flo) =32 (1(x) = 1(z - 1)),

jargmised arvkarakteristikud: vg, pup (kK =1;2;3;4), o, Me X, x¢.25, To.75, Mo X,
As X, Ex X ja H(X).
Seose (2.5.3) abil saame

! 3 ! 3

V1=/$-3$2dx=*, uz:/x2~3x2dm:f

0 4 0 5

1/3:/ x3'3m2dx:f71/4=/ at - 32%de = =.
0 2 0

Veenduge, et p1 = 0. Valemite (2.5.8), (2.5.9) ja (2.5.10) abil saame vastavalt
N 2 3 (3\* 3 o [3
pp=re =) =g <4> T80 T OTVERT Vs
3 1
2 4

3.,(3)__ 1
5 4/ 160
g = vy —4dnvs + 61/121/2 — 3ui1 =

3 31 3\? 3 3\* 39
=2 _4.2.Z AZ) 230 (2] =
7 1276 (4> 53 <4) 8960

EN|

1
LL3:I/3—3V1V2+21/?:*—3‘
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Et F(z,) =P (X <zp)jaF(x) =23 (1(z) —1(xz — 1)) + 1 (x — 1), siis seose
(2.5.11) abil saame

1
(1\4ex)3:§ = MeX = \[2 ~ V4,
1
(z0.25)° = 1 Fo2s= \/; = §\f
3 3 \/7 1
(o.75)" = 1 = Tors = 2\f

Et selle juhusliku suuruse jaotustihedus on rangelt kasvav 15igul [0;1], siis
Mo X = 1. Valemi (2.5.14) abil leiame suuruse As X :
1
160 2
AsX = ps/o® = % = —5\/15.

(/%)

Juhusliku suuruse X ekstsessi saame valemi (2.5.15) abil

2
EXX:M4/04—3:M—3:f.

(\/WY 21

Juhusliku suuruse X entroopia H(X) saame valemi (2.5.17) abil

1
2
H(X) = —/0 32°In (32°%) do = 3 -3~ 04319 ¢

Naide 4. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub Poissoni jaotusele para-
meetriga 2, moodi ja entroopia.
2k
Et antud juhul p;, = Eefz, siis selle suuruse mood Mo X rahuldab vorratuste

stisteemi
2k71 2k
< 2
(k=1 k! k<2 B _
ok+1 <ﬁ = 1<k = MoX =1V MoX =2.
k+1)! = &

Entroopia H (X) avaldame valemi (2.5.16) abil

2k ok
H(X) = -3 ok,ezln<k, 2) T (VR
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2.6 Juhusliku suuruse karakteristlik funktsioon

Definitsioon 1. Funktsiooni

def.

gx (w) = BeX (2.6.1)

nimetatakse juhusliku suuruse X karakteristlikuks funktsiooniks.
Seejuures tuleb suurust moista jargnevalt:

Ee™X = E (cos (wX) 4 isin (wX)) = E (cos (wX)) + i E (sin (wX)) .

Kui antud kontekstis on tegemist vaid iihe juhusliku suurusega X ja mingit
segiminekut ei ole karta, siis tdhistuse gx (w) asemel kasutatakse tihti liithen-
datud kirjapilti g (w).
Kui f(z) on juhusliku suuruse X jaotustihedus, siis valemi (2.3.4) pohjal
saame oo
gx (w) = / e f(z)dx (2.6.2)
— 00

ehk tépsemalt

9x (w) = E(cos (wX)) +4E (sin (wX)) =

= fj{: cos (wx) f(z)dx +1 fj{: sin (wx) f(z)dx = fjoo e™? f(z)dz.

oo

Seega on juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon gx (w) selle juhusliku
suuruse jaotustiheduse f(z) Fourier’ teisend. Teatud tingimustel on seos (2.6.2)
pOoratav
1ot

=— T d 2.6.3

f@) =g [ (263)

st juhusliku suuruse X jaotustihedus f(x) on leitav kui suuruse X karakteristliku
funktsiooni gx (w) Fourier’ poordteisend.

Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {x},.; on selle suuruse voimalike

védrtuste hulk ning py, = P (X = xy),,; , siis seostest (2.2.14) ja (2.6.2) jareldub

+oo
gﬂw=[ ¢ f ()i =

+oo
:/ ei‘”Zpkﬁ(a:—xk)dx:

—oo kel
+oo
:Zpk/ et 5 (x — xp,) dr =
kel Y7o
| rakendame seost (2.2.13) valiku
o { o(z) = €% ja a = x;, korral

— E eikapk-

kel
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Lause 1. Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {zy},c; on selle suuruse
voimalike vddrtuste hulk ning pp = P (X = x),; , siis

gx (w) =D e py. (2.6.4)
kel

Lause 2. Kui X =c¢Y + b, kus ¢ jab on arvud, siis

Toestus. Leiame seose (2.6.1) abil, et

gx (w) — Eein — Eez‘w(cY+b) —

- E (eicheiwb) _ |: tegurid :| Lause:2.3.2

soltumatud
—FE (6i(wc)Y) .E (eiwb) — eiwb gy (cw) ] 0
Lause 3. Kui X3,...,X, on soltumatud juhuslikud suurused ja

Yoy
k=1
siis
9x (@) = [Thz19x, (@) (2.6.5)
Toestus. Seose (2.6.1) abil saame

gx (w) — Eein _ EeinZ:lX’“‘ —E (einl . einn) _

| suurused Xy suurused e'“Xk
on soltumatud on soltumatud |
=Ee™ BN = gy, (W) ogx, (@) = [hiogx, @) O

Lause 4. Kui gx (w) on juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon, siis:
1° dgx (w) = gx(0) =1 A gx (—w) = gx (W) A lgx (@) <1;
2° 3E (X*) A Fg¥ () = E(X*) = ¢} (0) /i*.

Toestus. Valemi (2.6.2) abil saame

— 00 —0o0
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Et
“+o0 “+o0
gx (—w) = / O f (1) de = / e~ W f(x)dx

— 00 — 00

ja

gx W) = [TZ ewrf(a)de = [T T f(z)de =

_ [T Doz F (), r = eiﬁ:eiiwz’ _ [t —iwz
- fioo e (x)d. l o) F@)20 i@ ] ffoo e f(z)dx,
siis gx (—w) = gx (w). Kuna
+oo Foo
ox @I =|[ e pan] < [ e o) ar -

+oo ) .
= [T @l = (6] =1, (@) > 0] =

— 00

+o0 -
:/ f(z)dx (225 1,

— 00

siis saame hinnangu |gx (w)| < 1. Et

dk dk +oo +oo dk .
@) =2 [ e p@de = [ (e ) do =

— 00 —0o0
+00 )
= / ikak e () de,
— o0
siis
“+oo

+oo
%) (0) = / i*ak e f(2)da = i / 2 f(@)dr PEP B ()

ja
E(XH) =¢P 0/ O (2.6.6)

N&ide 1. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub 15igul [a, b] {ihtlasele jao-
tusele, karakteristliku funktsiooni ja selle abil keskviartuse EX.
Et selle juhusliku suuruse jaotustihedus on kujul

[ 1/(b—a), kui z € [a,}],
f(a:){ 0, kui = ¢ [a, ],

siis vastavalt valemile (2.6.2) saame

—+o0

gx (W) = /emf(w)dx=jemb_adx: wb—a)l, wb—a)

— 00
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Kuna
3 9x(0) = 34P(0) (keN),

siis valem (2.6.6) ei ole vahetult rakendatav. Osutub, et kehtib selle valemi
iildistus

E(X*) = lim g% (w) /i*. (2.6.7)

Saame

1 (eiwbib _ eiwaia) w— (eiwb _ eiwa)

i(b—a) w?

Valemi (2.6.7) ning L’Hospitali reegli abil leiame

1 (eiwbib _ eiwaia) w— (eiwb _ eiwa)
IERT ’ . . o
B =l o () /1= gy A 2 -

(ei“’b (ib)? — eiwa (ia)z) w

2(b— a) w0 2w
(e“’b (ib)* — eiwa (ia)2> e  atb
= 1. == - .
2 (b— a) w0 2 2(b—a) 2 ¢

Naiide 2. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub binoomjaotusele parameet-
ritega n ja p, karakteristliku funktsiooni. Kasutades karakteristlikku funktsiooni,
leiame suurused EX ning DX.

Rakendame valemit (2.6.4), kusjuures x, = k, pp = Crpkq"F ja I =
{0;1;2;...;n}. Saame

n

gx (w) — Zeiwkcspkqn—k — ZC:: (pe'iw)k qn—k — (peiw + q)" )
=0

k=0
Seega
gx (w) = (pe™ +q)". (2.6.8)
TGestage valem (2.6.8) ka seoste (2.3.3) ja (2.6.5) abil.
Kuna

iw n=l . iw i n—=1_. i .
gx (W) =n(pe” +q)  pie" = gk (0) =n(pe 04 q)  pie O = npi =
= E(X) = g% (0) /i = npi/i =np
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ja
iw n—2 . jw) 2 iw n— 2 _iw
gx (W) =n(n—1) (pe" +q)" " (pie™)” +n(pe” +q)"  pi’e™ =
i n—2 . 0\ 2 4 n—1 .9 4
:>g’)/((0):n(n—1)(peo+q) (Pleo) +n(p€0+q) piZe® =
=n(n—1)p*® +npi* =
= E (X?) = g% (0) /i* = (n(n — 1) p*i® + npi®) /i* =
=n(n—1)p? + np,
siis
DX =E(X?) — (EX)’ =n(n—1)p* +np—n*p? =
=np—np’ =np(1—p)=npg. <

Naide 3. Soltumatud juhuslikud suurused X ja Y alluvad binoomjaotus-
tele vastavalt parameetritega 2 ja 1/3 ning 3 ja 1/2. Leiame juhusliku suuruse
Z = X +Y karakteristliku funktsiooni ja jaotusseaduse ning jaotusfunktsiooni.

Valemi (2.6.8) abil saame

w 2 tw 3
gx (w) = (e"/3+2/3)7, gy (w) = (e"/2+1/2)

ja valemi (2.6.5) abil
97 (W) = (/3 +2/3) (/2 +1/2)° =

1 5iw + 7 4iw + 19 Jiw + 25 24w 4 2 W =+ 1
—e —€ —e€ —e€ —e —.
72 72 72 72 9 18

Seega

Z | 0 1 |2 3 1 5
pe | 1718 | 2/9 | 25/72 | 19/72 | 7/72 | 1/72

on juhusliku suuruse Z jaotusseadus ja

F(e) = 201(2) + g1(: 1)+ 21(z = 2) + 1z~ 3) + 7121@ _ a4
+%1(z—5). &

Naiide 4. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub Poissoni jaotusele para-
meetriga A, karakteristliku funktsiooni. Kasutades karakteristlikku funktsiooni,
leiame suurused EX ning DX.

Sel korral zy, = k, pr, = e *A\¥/k! ja I = N ning valemi (2.6.4) abil saame

21 ik \F * (Aeiw)" iw iw
gx () = Z € o eN — oA Z ( o ) — oA A1)
k=0 ’ k=0 ’

Seega _
gx (w) = M=), (2.6.9)
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Kuna
/ _ e -1)y jiw, ’ _ (e 0=1)y i0; _ s
gy (w)=e Aei =gy (0) =e Aei = N =
=E(X)=¢x(0)/i=Xi/i=\
ja
gg/{ (w) _ 6)\(81’“’71) ()\Biwi)2 + 6)\(61@71)>\6iwi2 =
= g% (0) = A7) (Ae®d)? 4 M NG02 = N2 4 A2 =
= E(X?) = g% (0) /i* = (\%® + Xi?) /i = X2 + A,
siis
DX =E(X?) - (EX)’=N+1-N=)x ¢

Niide 5. Leiame juhusliku suuruse X ~ N(a, o) karakteristliku funktsiooni.
Kasutades karakteristlikku funktsiooni, leiame suurused EX ning DX.
Olgu Y ~ N(0;1). Et juhusliku suuruse Y jaotustihedus on

fy) = V2 Vom,
siis valemi (2.6.2) abil saame

—+oo +oo

“+o0
; . 1 2 1 . 2
W) = etwy dy = ewy . oY /2d - = / WYy /2d _
gy () / f(y)dy NeTS V=7 y

— 0o oo

—+oo +oo
1 SN2 2 2 1 )2
_ L[ e ewtag, w2 L / —(y—iw)?/2g, _
e e e
V2m / Y V2T Y
B saab niidata, et w2
= | gy g | =
Seega
Y ~N(0;1) & gy (w)=e@ /2 (2.6.10)

KuiY ~N(0;1) ja X =0Y +a (c#0), siis

Fx(x):P(X<a:)=P(oY—|—a<:c):P<Y<xga> —

1 (x—a)/o y2/2d
= [V ~N(0;1)] = — -
YN = = [ e Ry

ning
f (x):dFX(x): dFx (x) .d((x—a)/a)_
* de~ d((@—a) /o) dw
_ L ez L L aa)(20)

2 o oV 2T ’
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st
Y~N@O0;1) N X=0Y+a & X~ N(a,o0).

Suuruse X ~ N(a, o) karakteristliku funktsiooni leidmiseks kasutame Lauset 2,
valides ¢ = g, b = a. Saame

gx (UJ) — eiua gy (Uw) — eiwa . 6—02w2/2 — eiwa—a'zo.)2/2-
Seega
X ~N(a,0) & gx (w) = eiwa—ow?/2, (2.6.11)
Kuna
gy (w) = eiwa—o"w?/2 (ia — o’w) = g (0) = gi0a—00%/2 (ia — 020) = ia =
=EX =¢5(0)/i=ia/i=a
ja

g/)l( (w) — eiwa—02w2/2 (ZCL _ 0_2w)2 + eiwa—02w2/2 (_0_2) -
= g%t (0) = €i0a70202/2 (ia _ 020)2 + ei0a70202/2 (_02) _
=—a’-o’=

= E (X?) = g% (0) /i* = (—a® — 0?) /i® = a* + o2,

siis
DX =E(X?) - (EX)’=a’+o?—a’ =02 &

Lause 5. Kui gx (w) on juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon ja
eksisteerivad selle juhusliku suuruse k-ndat jarku keskmoment ning

(s = )

)
w=0

siis
1 dk —iwEX
L = ZTc m (e gx (w)) (2.6.12)
w=0
Toestus. Kuna
dk —i dk —i +oo 4
m (6 szXgX (W)) — w (6 wEX f_oo Czwmf(l')d.’b) —

dk T iwr—iwEX +oo dk iw(z—EX)
= (e flayde) = [73 2 (e f(2)) de =

=4k fj;o (x — EX)k e (@=EX) £ (1) da,
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siis

($ (efinXgX (w))) _ ik f:rOOOO (.’K B EX)k eiO(xfEX)f(x)dl, _

w=0
— i [ (0~ BX)* fla)de = g

Seega véide (2.6.12) on tdene. O
2

d )
Jareldus 1. Kui eksisteerivad DX ja (dw2 (em“EXgy (w)))

, siis
w=0

1 (d®  _iex
DX = 2\ 72 (e gx (W)

w=0

2.7 Juhusliku suuruse genereeriv funktsioon

Definitsioon 1. Funktsiooni

def.

Gx (z) = Ez¥ (2.7.0.1)

nimetatakse juhusliku suuruse X genereerivaks funktsiooniks.
Miairkus 1. Kehtib seos

Gx (%) = gx (w). (2.7.0.2)
Toestus. Saame
Gx () =E (%)) =B (e“¥) =gx (). D

Kui f(z) on juhusliku suuruse X jaotustihedus, siis vastavalt Definitsioonile

2.3.3 saame
+oo
Gx (2) = / 2% f(z)dz. (2.7.3)
—o0

N&ide 1. Juhuslik suurus X allub iihtlasele jaotusele 16igul [a,b]. Leiame
selle juhusliku suuruse genereeriva funktsiooni valemi (2.7.3) abil.

Saame

b b a
2t —z o
. (b—a)lnz’

b x
Gx(z):/ e

—a (b—a)lnz

Lause 1. Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja {zy},c; on selle suuruse
voimalike vddrtuste hulk ning pp = P (X = ), , siis

Gx (2) = 2operz™ - (2.7.4)
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Toestus. Seostest (2.7.3) ja (2.2.14) jéreldub

+oo
Gx(z) = / 2% f(x)dx =

+oo
:/ zrzkelpk%S(x—xk)dl‘:
“+o0
S [y

| rakendame seost (2.2.13) valiku
o o(x) = 2" ja a = zy, korral

= Eke[zmkpk' 0

75

Mairkus 2. Tavaliselt vaadeldakse genereerivat funktsiooni vaid diskreetse
juhusliku suuruse, mille voimalike vidrtuste hulk on {0;1;...;n} vdi Ny, korral.

Sel korral on genereerivaks funktsiooniks vastavalt poliinoom
Gx (2) = Yh—o# P (X = k)

voi astmerida

Gx (2) = Yo" P(X = k).

(2.7.0.3)

(2.7.0.4)

Naiide 2. Leiame juhusliku suuruse X, mis allub Poissoni jaotusele para-

meetriga A\, genereeriva funktsiooni.
Valemi (2.7.6) abil saame

A

KU
Gx (2) = Xpo? ﬁe_A =2 k=0 < |> e = et et = T,

k

Lause 2. Kui Gx (z) on juhusliku suuruse X karakteristlik funktsioon, siis:

1° Gy (1) =1;

2° JEX A JE(X?) A 3G% (1) A 3G% (1) =
= EX=G% (1) A E(X?) =G% (1) +G%(1).
Toestus. Seose (2.7.3) abil saame

+oo +oo
G =5 [ @i [ L @)

— 00 — 00

+oo
= / 2" f(x)dr =

+oo

= G (1) = / 1272 f(2)dx =

— 00

—/+Ooz:f(:c)dz—EX = EX =G (1)

— 00
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ja

2 +oo +o0 d?
Gilo) = [ Arade= [ @) d -

— 00 — 0o

“+o0
z/_ x(x—1)2""2f(z)dr =

“+o0

~ @) :/ 2 (2 — 1) 172 (z)dz =

—0o0

:/+Oox(x—l)f(x)dm:E(X2) -EX =

—00

= E(X?)=G% (1) +G%(1). 0
Lause 3. Kui X3,..., X, on sdltumatud juhuslikud suurused ja
X =Y Xy, (2.7.0.5)
k=1
siis
Gx (2) =[1;-1Gx, (2)- (2.7.0.6)

Toestus. Definitsiooni 1 abil saame

Gx (2) = E.X 2.1.7) EZZZ=1X'< ) (ZXIZXQ . “an) _ { tegurite } _

soltumatus
= (B2™) (Ez%2) -+« (E2X") = [[1_,Gx, (2). O
Niide 3. Sooritatakse n soltumatut katset, kusjuures k-ndal (k = 1;...;n)

katsel toimub siindmus A tdendosusega pi. Olgu X siindmuse A toimumiste

koguarv selles katseseerias. Leiame juhusliku suuruse X genereeriva funktsiooni.
Kui X}, on stindmuse A toimumiste arv k-ndal katsel, siis kehtib seos (2.7.7)

ja tdnu katsete soltumatusele selles seerias Lause 3 pohjal ka seos (2.7.8). Et

Gx, (2) =2'pp+ 2 =prz+a (k=12...3n),
kus g = 1 — py, siis valemi (2.7.8) abil saame

Gx (2) =iz (orz +ar). € (2.7.0.7)

Viimase néite erijuhuna pr = p (k= 1;2;...;n) saame binoomjaotusele
alluva juhusliku suuruse genereeriva funktsiooni.
Jareldus 1. Kui juhuslik suurus X allub binoomjaotusele parameetritega n
ja p, siis
Gx (2) =(pz+0q)",

kusg=1-—p.
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Lause 4. Kui Xi,...,X,, on soltumatud diskreetsed juhuslikud suurused
vastavalt voimalike vaartuste hulkadega

{0;1;...;m ) (r=1;2;...5n), (2.7.10)
siis

{0;1;...;m} (m=3"_m,) (2.7.11)
on seosega (2.7.7) méédratud juhusliku suuruse X voimalike vadrtuste hulk ja
toensiosus P (X = k) on leitav kui astme z* kordaja juhuslike suuruste X,
genereerivate funktsioonide korrutise

[I7-1Gx, (2) (2.7.0.8)

arenduses muutuja x astmete jargi.
Toestus. Neil eeldustel saame

Gx, (2) = 1,202 P (X, =)
ja
Gx (2) = Tpne?" P (X = k) = (1202 P (X1 = v)) -~ (S22 P (X, = v)).

Et kaks poliinoomi
S0 P (X =k)
ja
[[_1Gx, (2) = (022" P (X1 = v)) -+ (002" P (X0 = v))

on vordsed parajasti siis, kui neis vastavate astmete kordajad on vordsed, si-
is toensiosus P (X = k) on leitav kui astme z* kordaja juhuslike suuruste X,
genereerivate funktsioonide korrutise (2.7.12) arenduses muutuja x astmete jar-
gi. |

Niide 4. Méaetippu rindab iiksteisest s6ltumatult 5 alpinisti, kusjuures
neil alpinistidel on méetipu vallutamise tden#osus vastavalt 0.4; 0.8; 0.6; 0.7
ja 0.5. Olgu X tippu joudvate alpinistide koguarv. Leiame juhusliku suuruse X
genereeriva funktsiooni ja Lause 4 abil siindmuste X = k (k= 0;1;2;3;4;5)

toendosused.
Valemi (2.7.9) abil saame

Gx (2) =T (prz +ar) =
= (0.4 + 0.6) (0.8z + 0.2) (0.6 + 0.4) (0.7x + 0.3) (0.5z + 0.5) =
= 0.06722° + 0.258 4z* + 0. 364 423 + 0. 234 422 + 0.0 6842 + 0.00 72.

Lause 4 pohjal on genereeriva funktsiooni G x (z) arenduses muutuja x astmete
jirgi astme 2 kordajaks P (X = 5), astme z* kordajaks toendosus P (X = 4),
astme 2% kordajaks P (X = 3), astme 22 kordajaks P (X = 2), astme z! kor-
dajaks P (X = 1) ja astme 2° kordajaks P (X = 0). Seega

P(X =5)=0.0672, P(X =4) =0.2584, P (X = 3) = 0.3644,
P(X =2)=0.2344, P(X =1) =0.0684, P (X =0) = 0.0072.
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Teostame kontrolli, koigi nende téendosuste summa peab olema 1:

5
Zk:OP(X = k) =
=0.0672+0.2584 +0.3644 4+ 0.2344 4+ 0.0684 + 0.0072 = 1.0. &

2.8 Normaaljaotus

Normaaljaotusele parameetritega a ja o (o > 0) alluva juhusliku suuruse
X ~ N(a,0) jaotustiheduse defineeerisime seose (2.2.9) abil, kusjuures ¢ =
EX ja 0 = ox = vDX. Paketis SWP on X ~ N(a,0) jaotustiheduse ja
jaotusfunktsiooni tahisteks vastavalt NormalDen(z, a,0) ja NormalDist(z, a, o)
ning
NormalDist(z) def- NormalDist(z, 0,1).

Lisaks saab paketis SWP p € (0;1) korral kasutada funktsiooni
p — x, = Normallnv (p) : NormalDist(z,) = p.

Niide 1. Leiame juhusliku suuruse X ~ N(a,0) jaotustiheduse y = f(z)
graafiku kd&dnupunktid.

Kuna
d? d? 1 2 (902
am _ % —(z—a) /(2(7 ) —
da? f(x) dx? (0’ 27'(6 >
1
= ﬁe—(m—a)Z/(ng) (_0_2 +I2 — 927ra + a2) ,
0o/ 2m
siis
d2
ﬁf(x) =0 o 22— 2za+ad®>—02=0 = 112 =a+o,
T
st punktid

(0-ormm)- (4o om)
a—0,——— |, a4+ 0, ——
oV 2em oV 2em

on jaotustiheduse graafiku kdanupunktid. Miks? &
Niide 2. Veendume, et juhusliku suuruse X ~ N(a, o) korral

por-1 =0 (k€N). (2.8.0.9)
Toesti
Ho 2k—1 r—a
ov2m r=a+ot

—+o0
o2k—1 (2122, paaritu funktsioon, rajad —0. o
Vor siimmeetrilised nulli suhtes '

— 00
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Saab toestada, et
X ~N(a,0) = pgr=(2k—-1DNe** (keN). (2.8.2)

Suuruse X jaotusfunktsioon on kujul

F(z) = / L -a?/(20) gy,

oo OV 2T

TGestasime, et gx (w) = ewa=o"w*/2 on suuruse X ~ N(a, o) karakteristlik
funktsioon. Olgu

ef 1 r
B(z) E/o e~ 12t (2.8.0.10)

Uurime tdendosuse P (o« < X < ) arvutamist Laplace’s funktsiooni ®(x) abil.

N (—z) = — /_z — /2 L[ 2y
—r) = — e = —— e =
\/27‘[‘ 0 \/271' —x

e t*/2 on paaris- 0 —2/2 1 v —2)2
= . = e dt=—=—=1|[ e dt| =
funktsioon . Vor Jo

1 r _2/2
—— e dt = —®(x),
5 ). (z)

siis funktsioon ®(z) on paaritu. Saame

1 [P 2 (902
Pla<X<p)= /e*@’*a) /(29%) dy =

oV 2T

_ (B8—a)/o
ltzz a,dmzodt} 1

o = — €_t2/2dt =
T =a+ ot, V27T(7)/

_ 1 (57a)/067t2/2dt B 1 (aia)/ge*ﬁﬂdt (2.8;3)
V2 Jo V2mJo

:(I)(ﬁ;a)_q)(a;a).

Lisas 2 esitame lithikese tabeli funktsiooni ® (z) timardatud vdirtustega.
Lause 1. Kui X ~ N(a,0), siis

P(aSXSﬁ)z@(B;a)—Q(a_a). (2.8.4)

g

Jéareldus 1. Kui X ~ N(a,0), siis kehtib valem

P(X —q S’y):2~<1><g). (2.8.5)
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Toestus. Et

P(X-al<y)=P(-y<X-a<y)=Pla—y<X<a+tny)=
| rakendame valemit (2.8.4) juhul |
- a=a—vyjafl=a+vy N

a+ty—a a-y—a v —
‘I’(U )‘P( - )q)(g)@(a)
S T
Kontrollige, et suuruse X ~ N(a, o) korral

F(x)_;+¢>(x“).

g

Kui funktsiooni ® (z) asemel kasutada funktsiooni
d*(z) = — e*t2/2dt, 2.8.6

siis

ja

Lause 2. Kui X ~ N(a,o0), siis

P(agXSﬂ)ib*(/Ba)(I)*(aa). (2.8.7)

o g

Funktsioon ®*(z) ei ole paaris ega paaritu. Tdestage, et ®*(z) rahuldab seost
O (—x) =1— d*(x).
Kui abifunktsiooni ® (x) asemel kasutada nn veafunktsiooni

of. 2 [T _,2
erf(z) o ﬁ/o e Udt (2.8.8)

ja arvestada, et erf(x) on paaritu funktsioon ning

O(z) = %erf (m/x/ﬁ) ,
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P(a<X<5>:q>(5;“>_q>(°‘;“>:
~Lat (Pt a) Lt (U2 0s)

=2 (@t (B-0)/ (ov2)) ~at (0~ a)/ (ov2))).

Lause 3. Kui X ~ N(a,0), siis

1
<X<pB) == - - _ .
Pla<X <P 5 (erf ((5 a)/ (O’\/i)) erf ((a a)/ (0\/5)))
(2.8.9)
Naiide 3. Disketi torgeteta tooiga X on keskmiselt 24 kuud. Olgu ox = 4.
Eeldame, et X allub normaaljaotusele. Leiame tGenédosuse

P(20 < X <32).

Valemi (2.8.3) abil saame

P(20§X§32):<I><32;24> —<1>(20;24) =0(2)-®(-1) =

— 3 (2)+ (1) A 0.4772+0.3413 = 0.8185. &

Niide 4 (k sigma reegel). Avaldame juhusliku suuruse X, mis allub nor-
maaljaotusele parameetritega a ja o, korral P (|X —a| < ko) (k= 1;2;3;4).
Leiame valemi (2.8.4) abil

P(\X—a|§a)=2-<1>(9) —2.®(1)~2-0.3413 = 0.6826,
g

g

2
P(IX - §2o):2-<1>(0> = 2.3 (2) ~2-0.4772 = 0.9544,

3
P(IX —a <3a)=2-q>(;> —2.®(3) ~2-0.49865 = 0.997 3,

4
P(X - q 340)2@(;) —2.®(4)~2-0.49996 ~ 0.9999. &

2.9 Markovi ja TSeboSovi vorratused

Vaatleme jargnevalt Markovi ja TSeboSovi vorratusi, mida kasutatakse palju-
de véidete toestamisel tdendosusteoorias. Nende vorratuste vahetud rakendused
iilesannete lahendamisel annavad suhteliselt jamedad hinnangud.

Lause 1 (Markovilvorratus). Kui juhusliku suuruse X voimalike vaértuste
hulk sisaldub hulgas BT U {0} ja IEX ning « > 0, siis

P(X>a) <X (2.9.1)

(%
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ja
EX
T6estus. Kuna kehtib jargmine vorduste ja vorratuste ahel
“+o00 [e% +oo
EX:/ xf(x)dm:/ :Ef(x)dm+/ x f(z)de >
0 0 et
oo r>a N flz) >0 = of(zx) > af(x) =
> > - 00 . 0o
_/a v f(x)do = { :>fa+ xf(x)deaf; f(x)dx
+oo
Za/ f(z)dx =aP (X > a),
siis kehtib vorratus (2.9.1) ning seega ka vorratus (2.9.2). O

Naide 1. Tunni aja jooksul iiletab silda keskmiselt 600 autot. Leiame toe-
néosuse, et jirgmise tunni jooksul iiletab silda vihemalt 1000 autot.

Olgu X jargmise tunni jooksul silda iiletavate autode arv. Juhusliku suuruse
X voimalike vidrtuste hulk sisaldub hulgas RTU{0}. Olgu a > 0. Kuna 3 EX,
siis on téidetud Lause 1 eeldused. Rakendame Markovi vorratust (2.9.1)

> < ——=0.6.
P(X >1000) < 1506 =06. ¢

Lause 2 ( Tsebosovi vorratus). Kui juhusliku suuruse X korral 3JEX ja IDX
ning a > 0, siis

DX
P(X-EX|>a)< el (2.9.3)
ja
DX
P(|X —EX|<a)> 1——. (2.9.0.11)
o

TGestus. Moodustame juhusliku suuruse (X — EX )2 . Selle suuruse voimalikud
viidirtused on mittenegatiivsed. Et @ > 0 = o? > 0ja3DX < JIE(X —EX)?,
siis juhusliku suuruse (X — EX )2 korral on rahuldatud Lause 1 eeldused. Rak-
endame Markovi vorratust (2.9.1) juhusliku suuruse (X — EX)? korral

E(X — EX)?

g (2.9.5)

P ((X ~_EX)? > az) <

Kuna siindmused (X — EX)? > o2 ja | X — EX| > « on vordsed ning DX =

E (X —EX)?, siis viiited (2.9.5) ja (2.9.3) iihtivad. Vorratus (2.9.4) jireldub
vorratusest (2.9.3). O

Naide 2. Pere tarbib keskmiselt 300 kWh elektrit kuus. Pere kuise elektri-

tarbe kui juhusliku suuruse X standardhélve ei iileta 60 kWh. Hindame tGendo-
sust, et sel kuul pere tarbib elektrit vihem kui 500 kWh.
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Juhusliku suuruse X korral ox < 60 ja EX = 300. Seega 3DX < 3600.
Olgu a > 0. Lause 2 tingimused on rahuldatud. Et

X -EX|<a e —a<X-EX<a o EX-—a<X<EX+a,

st EX + o = 500, siis valime o = 200. Kasutame vorratust (2.9.4)

DX
P (300 — 200 < X < 300+ 200) > 1 — 20000°
Kuna DX < 3600, siis viimasest vorratusest jareldub
P (100 < X < 300 + 200) > 1—%,
st
P (100 < X < 500) > 0.91.
Et

P (X <500) = P(0< X <100)+ P (100 < X < 500) >
> P (100 < X < 500),
siis
P (X < 500) > 0.91.

Markovi vorratuse (2.9.2) pohjal saame

300

P(X 1—-—
(X < 500) > 200"

st
P (X < 500) > 0.4.

Markovi vorratuse abil saadud kesisema hinnangu pohjus on selles, et TSebosovi
vorratuse rakendamisel oleme kasutanud tdiendavat informatsiooni juhusliku
suuruse X kohta, standardhélvet ox. &

2.10 TSsebosovi ja Bernoulli piirteoreemid

Lause 1 (Tsgebosovi piirteoreemn). Kui juhuslikud suurused X (k € N) on
soltumatud ja IEXy ning ID Xy, kusjuures DX, < M (k € N), siis Ve > 0
korral

n—oo

. Xi+...+X, EX;+...+EX,
lim P —
n n

< 5> =1 (2.10.1)

Toestus. Kui

def. 1 -
Y, € =57 Xy,
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siis

ja Tsebosovi vorratuse (2.9.4) rakendamisel Y;, korral saame

DYy o=
P(Y, —EY,|<a)>1- —
a
1 1 M
SP(|=>7 X —— 7  EXi|<e) >1- —,
(’ n >ok—1 Xk " > k=1 k 5) ne?
st
M
Ve>0: P(JY, —EY,[<e)>1-—. (2.10.2)
ne
Viimane vorratus on samavéérne viitega (2.10.1). O

RGhutame T8ebdSovi teoreemi sisu. Kui DX, < M (k € N), siis juhuslike
soltumatute suuruste X}, suure arvu n korral on Y, = (3_7_, Xj) /n praktiliselt
mittejuhuslik suurus. Tadpsemini, siindmus, et juhuslik suurus Y,, erineb kindlast
suurusest (3", _; EX}) /n kuitahes vihe, on peaaegu kindel siindmus.

Naiide 1. Mitu korda tuleb kondensaatori mahtuvust moota, et tGendosusega
viahemalt 0.9 garanteerida nende soltumatute moGtmiste aritmeetilise keskmise
korvalekalle mitte rohkem kui 2 pF. On teada, et mootmisel puudub siistemaati-
line viga ja mootmistulemuste X}, kui juhuslike suuruste standardhélbed o, ei
iileta 10 pF.

Seega suurused X, on soltumatud, V,, = (3°;7_; Xx) /n ja

Jox, A ox, <10 = JEX,; A IDX; A DX, <100 (k€ N)

ning Lause 1 on rakendatav. Hinnangu (2.10.2) pohjal saame ¢ = 2 ja M = 100
korral hinnangu

100
P (Y, — EY, 2 1— ——.
( <9>1-——

Seega saame mootmiste arvu n méaarata:

100 100
1-— 0.9
n

2 = < oaES

0.1 & n>250. &

Jdreldus 1. Kui juhuslikud suurused Xj (k € N) on soltumatud ja neil
on tihine keskvédértus ¢ ning ID X}, kusjuures DX, < M (k € N), siis Ve > 0
korral

lim P

n—oo

—a

Xi+...+X,
n

< s) —1. (2.10.3)
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Definitsioon 1. Oeldakse, et juhuslike suuruste jada {Z,, } koondub toendosuse

jargi arvuks -y, kui suvalise € > 0 korral

lim P(|Z, —v|<e)=1.
n—oo
Lause 2 (Bernoulli piirteoreem). Kui soltumatud katsed n-katselises seerias
toimuvad iihesugustes tingimustes ja siindmus A toimub selles seerias n4 kor-
da, siis koondub katsete arvu piiramatul suurendamisel stindmuse A toimumise
sagedus P*(A) = na/n tdendosuse jirgi siindmuse A toimumise tdeniosuseks
P (A) = p, st suvalise € > 0 korral

lim P (|%4 —p|<e) =1. (2.10.4)
n—o0 n

Toestus. Néitame, et Lause 2 véide tuleneb Jéareldusest 1. Kui X} on siind-
muse A esinemiste arv k-ndal katsel, siis ZZ=1 X =n4 jaEX; =a=pning
DX = pg < 1. Seega on tiidetud Jarelduse 1 tingimused ja (2.10.4) on viite
(2.10.3) erijuht. d

2.11 Tsentraalne piirteoreem

Definitsioon 1. Kui normaaljaotusega N(0;1) juhusliku suuruse jaotus-
funktsioon on n — oo korral juhuslike suuruste (X, — EX,,) /v DX, (n € N)
jaotusfunktsioonide jada piirvadrtus, siis eldakse, et jada {X,} on asimp-
tootiliselt normaalne.

Olgu soltumatud juhuslikud suurused X, (k =1,...,n) ithesuguse jaotusega
ja eksisteerigu neil karakteristlikud funktsioonid, millel on punkti null iimbruses
pidevad tuletised kuni kolmanda jarguni. Saab naidata, et neil eeldustel IEX}
jaJE (X ,3) . Et piirteoreemi oleks lihtsam toestada, eeldame tdiendavalt, et suu-
rused X} on tsentreeritud, st EX; = 0. Tegelikult ei ole see kitsendus, sest juhul
EX} # 0 voiks teha suuruste vahetuse Wy = X — EX}, ja uurida piirteoreemi
tsentreeritud suuruste Wy korral. Kirjutame vélja suuruse Xj karakteristliku
funktsiooni gx, (w) korral teist jairku Maclaurini valemi

g// (0) g/// (0+9w)
99Xy, (w) = 9X; (0) + g/X;c (0)“) + XS] "‘)2 + X 3 UJ3 =

. . EX;=0
= ng(O) =1, g;(k (0) =iEX) =0, g}'gk(O) = ZQEXI? = —o?
ofw? | 9%, (0w) 4

=1-= 3!

0<f<1).

Olgu Y, = >, _, Xj. Siis

EY, :EiXk:Zn:EXk :zn:O:O
k=1 k=1 k=1
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ja
DY, =D X = [X}, soltumatud] = » DX, = » o =no?,
k=1 k=1 k=1
oy, = /DY, = Vno? = o\/n
ning
Y. et Xe _ | Xk 'SGItumatud &S |
gv. (w) = Ee = Be = [ & Xk gpltumatud |
= Eeinl [P Eein" — szlgxk (w) =
iithesugused jaotused =
= = samad karakterist- =
likud funktsioonid
_ (1 B o2w? N g’)’(’k(0+9w)w3> .
21 3!
Kui

def Y, — EY,, B Y,
a oy, - U\/ﬁ’

siis Z,, on tsentreeritud ja normeeritud juhuslik suurus, sest

Zn

Yn Y, 1 2
EZ, =E—" =0, DZ,=D—-"— —Dpy,=2"_1.
U\/ﬁ U\/ﬁ 0'2n 0'27’L
Lisaks leiame, et
w2 w2 PR, v
92, (w) = Bew?n = Be™oVi = Ee'avi '™ = gy, (742) =
(1o TSR )
202n 3! oV
1 a(n)
17’ ei

(1o G 0+072) ) w2 g ST I
B 2n 3! o3ny/n ,

kus

2 g/// (0 +o-v ) 3
2n 3! a3ny/n

SO0
2 3! o3yn’
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Et
1
02w2 g%k(0+0ﬁ) w3 —03:2 =+ gsé/k(o;,e%ﬁ) 3w3:F n—oo
- o 3! adny/n ‘ T ome
ja
w? 9/)/(/(0‘*‘90%/5) w3 e W2
cM=—t— ms

siis )
n o0 —
97, (W) "= e /2
Kui juhuslik suurus on normaaljaotusega N (a, o), siis selle suuruse karakterist-

lik funktsioon on kujul e**~*=~ . Seega liheneb piirprotsessis n — oo juhusliku

suuruse Z, karakteristlik funktsioon gz, (w) standardse normaaljaotusega suu-
ruse karakteristlikule funktsioonile. Seega on jadad Y, ja Z,, asiimptootiliselt
normaalsed.

Lause 1 (tsentraalne piirteoreem). Kui sdltumatud juhuslikud suurused
X (k=1,...,n) on iithesuguse jaotusega ja neil eksisteerivad karakteristlikud

funktsioonid, millel on punkti null timbruses pidevad tuletised kuni kolmanda
Y, — EY,
jarguni, siis juhuslikud jadad Y, ja Z,, kus Y,, = ZZ:1 Xiija Zp, = — 2,
O-YVL
on astimptootiliselt normaalsed.

2.12 Moivre-Laplace’i piirteoreem

Rakendame tsentraalset piirteoreemi binoomjaotuse korral. Olgu X} siind-
muse A toimumiste arv k-ndal katsel ja X = >";'_; Xj. Juhuslik suurus X
allub binoomjaotusele parameetritega n ja p. Tsentraalse piirteoreemi pchjal
X —np

npq
arvu n korral ligikaudu nagu normaaljaotusele N (0;1) alluv juhuslik suurus.
Seega

on X aslimptootiliselt normaalne ja suurus Z = kaitub suure katsete

Pla<Z<pB)=d(3)—d(a).
Et
(M1 <X<k)e ki—np<X-—np<ks—np) <

@(k‘l—npgz<k2—np>7
Nz Nz

siis

o

1

np

E

np
np

G

5 —

<7< k:2—np) ~
) e ()
npq npq )’

d

Q

Hh§X<M:P(
(
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kus

1 x
D (z) = 7= e 24t. (2.12.0.12)

Lause 1 (Moivre-Laplace’i piirteoreem). Kui juhuslik suurus X allub binoom-
jaotusele parameetritega n ja p, siis

P(k1<X<k2)m<I>(kf/;T:]p> —@(ki/%p). (2.12.2)

Mairkus 1. Lause 1 vaidet kasutatakse tihti kujul

P(knggkg)zq)(kznp)@(klnp), (2.12.3)
NoT Now

sest binoomjaotuse asendamisel normaaljaotusega tehtav viga on tavaliselt suu-
rem kui P (X = ka).

Niide 1. Miinti visatakse 100 korda. Leiame toendosuse, et kullide arv X
tuleb viiest viiekiimne viieni.

Suurus X on juhuslik ja allub binoomjaotusele parameetritega n = 100 ja
p = 0.5. On vaja leida tdenéosus P (5 < X < 55). Kasutame Moivre-Laplace’i
piirteoreemi, st lihendame binoomjaotust sama keskvédrtust ja dispersiooni
omava normaaljaotusega. Valemi (2.12.3) abil saame

55—100-0.5)_ ( 5—100-0.5 )
v/100-0.5-0.5 v/100-0.5-0.5

- (g) 3 (_545) — 3 (1) - B(-9) =

- [ i;ﬁi&n ] = ® (1) +2(9) ~

P(5§X§55)z(1>(

~ 0.3413 + 0.5000 = 0. 841 3. &

Naiide 2. Seeneline leiab metsast 192 kuuseriisikat. Réstiku andmeil on sel
paeval 75% kuuseriisikatest ussitanud. Olgu X seenelise poolt leitud ussitanud
kuuseriisikate arv. Leiame P (140 < X < 157).

Kui X omandab véddrtuse 1 ussitanud ja véartuse 0 mitteusitanud k-nda
seene korral, siis X = Y7, X;. Et heal seeneaastal on seeni metsas palju,
siis voime eeldada, et iihe ussitanud seene leidmine ei mgjuta teise ussitanud
seene leidmise toendosust (tegelikult majutab, kuid seda viga viikest maju me
el arvesta), st siindmused X = v ja X; = ¢ (k #¢) on soltumatud. Seega
on suurused Xy soltumatud ja ussitanud seente arv X allub binoomjaotusele
parameetritega n = 192 ja p = 0.75. Valemi (2.12.3) abil saame

157 —192-0.75 ) _ ( 140 —192-0.75 )

~
~

V192-0.75 - 0.25 V192-0.75 - 0.25
~ ® (2.1667) — & (—0.6667) ~
~0.4849+0.2475 =0.7324. O

P(140§X§157):<I>(
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Lauset 1 nimetatakse ka Moivre-Laplace’i integraalseks piirteoreemiks. Leia-
me Lause 1 abil tGenéosuse

P(Xk)_P(k§X<k+1)%<I><k+lnp)cp(knp)

\V/Npq \/Npq
k+l—np k—np k+l—np
= 1 / v e_t2/2dt— —1 /We_t2/2dt= —1 / v e_tz/thR:
V21 Jo 27 Jo v 2T If/%

~ 1 e(kﬁ%)z/z(klenp_knp): 1 1 6*(%>2/2:
Vv 1Pq Vv 1Pq \/NPq N/ 2

1 k—np
N ( No ) ’
kus 1 .
p(t) = Ee‘t /2. (2.12.4)

Lause 2. (Moivre-Laplace’i lokaalne piirteoreem). Kui juhuslik suurus X
allub binoomjaotusele parameetritega n ja p, siis

1 k— np>
P(X = k)~ , 2.12.5
(X =)~ (S (2125)
kus funktsioon ¢ (t) on méadratud eeskirjaga (2.12.4).

Naide 3. Loterii piletitest iiks kiimnendik voidab. Mangur ostab 100 piletit.
Leiame tGendosuse, et neist sajast (tdpselt) 12 voidab.

Kui X on ménguri voitvate piletite arv, siis X allub binoomjaotusele para-
meetritega n = 100 ja p = 0.1. Valemi (2.12.5) abil saame

1 12 —-100-0.1
P(X=12)~ @ ( ) =
v100-0.1-0.9 v100-0.1-0.9
(2.12.4) l 1

3 V2T

Vordluseks toome SWP abil leitud tulemuse

1
= 5 (0.6667) e0-6667°/2 ~ 0106 5.

P(X = 12) = BinomialDen (12;100,0.1) ~ 0.09878 8 &
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2.13 Ulesanded

1. Kindlat suurust C' vaadeldakse kui juhusliku suuruse X erijuhtu. Leidke
suuruse C' jaotusseadus, jaotusfunktsioon F(x) analiiiitiliselt ja graafiliselt,
jaotustihedus f (x), karakteristlik funktsioon g (w), genereeriv funktsioon G(z),

keskvaartus EC ja dispersioon DC' ning standardhélve o. V: ;k 10 )
k
0, z <C, F(z) —
Fo)=1-0)={ P 158 1[ S =l
g(w) _ eCiw7 EC = 07 ‘ C 337 DC =0=0.

2. Eksamikiisimusi on viis. Tudeng teab neist kolme. Talle esitatakse kolm kiisi-
must. Olgu X kiisimuste arv, mida tudeng neist teab. Leidke suuruse X jaotus-
seadus, F'(z) analiiiitiliselt ja graafiliselt, f (x), g (w), G (z), EX, DX ning o.
Tk 1 2 3

Vi g o o | F@) = 0311406 -1(r—2)+0.1-1(r—3) =
0, x <1, 1 F(z)

J o3 1<z<2, -~

=) 09, 2<z<3, 0.3 * .
1 x> 3, | 1 2 3 z

F(z) = 0.36(z — 1) +0.65(z — 2) + 0.16(z — 3), EX = 1.8, DX = 0.36,
g(w) = 0.3e™ 4 0.6e? + 0.1e3%, G(2) = 0.32 + 0.622 +0.123, o = 0.6.

3. Tudeng teab kolme viiendikku eksamikiisimustest. Talle esitatakse kolm kiisi-
must. Olgu X kiisimuste arv, mida tudeng neist teab. Leidke juhusliku suuruse
X jaotusseadus, F'(x) analiiiitiliselt ja graafiliselt, f (z), g (w), G (), EX, DX,

. | Tk 0 1 2 3
o ning MoX. V=) =664 [ 0.288 | 0.432 | 0.216 |’
F(z)=0.064-1(z) +0.288 -1(z — 1) + 0.432-1(x — 2) + 0.216 - L(x — 3) =

0, z <0, YE(z)

1 -~
0.064, 0 <z <1, D
=< 0352, 1 <x<2, )
0.784, 2 < x < 3, D E— x
1, z >3, 0 1 2 3

f(z) = 0.0646(x) 4 0.2885(x — 1) + 0.4326(z — 2) + 0.2165(x — 3),
g(w) = 0.064 + 0.288¢™ + 0.432¢% + 0.216¢3*, EX = 1.8, DX = 0.72,
G(z) = 0.064 + 0.288% + 0.43222 + 0.21623,0 ~ 0.85, MoX = 2.

4. Miinti visatakse 4 korda. Olgu X saadud kullide koguarv. Leidke juhusliku
suuruse X jaotusseadus, F'(z) analiiiitiliselt ja graafiliselt, f (z), g (w), G (2),

. . Tk 0 1 2 3 4
EX, DX, o ning MoX. V: pr | 1/16 | 1/4 | 3/8 | 1/4 | 1/16 |’
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F(z)=1(2)/16 + 1(z —1)/44+3-1(x — 2)/8 + 1(z — 3) /4 + 1(x — 4)/16 =

0, <0, VF(x)
1/16, 0 <z <1, 1 -
) 5/16, 1<z <2, —
=3 11/16, 2 <2 < 3, .
15/16, 3<w <4 |, R
1,1}>4, 0 1 2 3 4 €T

flx)=0(x)/164+6(x—1)/4+3-6(x—2)/8+d(x —3)/4+ 0(x — 4)/16,
g(w) = 1/16 + €™ /4 + 3e¥* /8 + €3 /4 + e*w /16, EX =2, DX =1,
G(2) =1/16 + 2/4+ 322 /8 + 23 /4 + 2%/16, o =1, MoX = 2.

5. Marklaua suunas sooritatakse 3 soltumatut lasku. Igal lasul on tabamise
téendosus 0.7. Olgu X tabamuste koguarv. Leidke juhusliku suuruse X jao-
tusseadus, F(z), f (z), g(w), G(z), EX, DX ja o ning P(X < 2).

xk | 0 1 2 3 N
Vi 0027 [0.189 | 0.441 | 0.343 | BX = 2L, DX =063, o~ . 794,
F(z)=0.027-1(z) +0.189-1(x — 1) +0.441 - 1(x — 2) + 0.343 - 1(z — 3),
f(z)=0.027-6(x) +0.189 - 6(x — 1) +0.441 - 6(z — 2) + 0.343 - §(x — 3),
g(w) = (0.7¢™ + 0.3)3 , G(2) =(0.7z + 0.3)3, P(X <2)=0.657.
6. Uliopilane liheb eksamile, olles 20 kiisimusest selgeks oppinud 16. Talle esi-
tatakse 3 kiisimust. Olgu X kiisimuste arv, mida ta neist kolmest teab. Leidke
suuruse X jaotusseadus, EX, DX, o, F(z) ja G(z2).

Tk 0 1 2 3
Vi 7395 T 8795 [ 8710 [ 28757 1 EX =12/5, DX = 204/475,
o~ 0.655, F(x) =1(z)/285+8-1(x—1)/95+8-1(x —2)/19+ 28 - 1(x — 3) /57,
G(z) = 1/285 + 82/95 + 822 /19 + 2823 /57.
7. Méngija saab kaardipakist (52 kaarti) 13 kaarti. Olgu X saadud &ssade arv
(vt Néidet 1.5.4). Leidke suuruse X jaotusseadus, F'(z), EX, DX, o, us, pa,
As X, Ex X, H(X) ja Mo X.

o1 0 1 2 3 1
\ 6327 | 9I39 | 4446 | 858 T,
_ 0osly 1z -1+ —2 gz —2)+ —2C° 1(z—3
() = 50525 1) + 30ga5 1= — D + 55 1 = 2) + s 1@ = 3)+

11
+m1(aﬂ —4), EX =1,DX =12/17, 0 = 0.840, pu3z =~ 0 . 311,
pa = 1.390, As X = 0.524, Ex X ~ —0.210, H(X) =~ 1.200, MoX = 1.
8. Juhuslik suurus X allub binoomjaotusele, mille keskvéédrtus on 6 ja standard-
hélve 2. Leidke suuruse X jaotusseadus, F'(z), f(x), g(w) ja G(z).
V:P(X =k)=Ck (1/3)F (2/3)"® % (k=0;1;2;...;18),
F(x) = Y32 0Ol (1/3)(2/3)* " 1@ — k). g(w) = (/3 +2/3) ",
Fa) = 305,Cts (1/3)" (2/3)° " 8(x — k), G(2) = (/3 +2/3)"".
9. Sooritatakse n-katseline seeria Bernoulli skeemi jargi. Stindmus A toimub igal
katsel toendosusega p. Olgu X siindmuse A toimumiste koguarv selle seeria jook-

sul ja suurus Y = X/n. Leidke juhusliku suuruse Y jaotusseadus, F(y), f(y),
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gy (w) jaEBY,DY. V: P(Y =k/n)=Ckprgn=* (k=0;1;2;...;n),
F(y) = S0Crpta" *1(x — k/n), f(y) = XoCrp*a" " é(x — k/n),
gy (w) = (pe™/" +q)", Gy(2) = (p/z+q)", BY =p, DY = pg/n.
10. Korvpallur sooritab kaks sGltumatut vabaviset. Esimesel viskel on tabamise
toendosus 0.6 ja teisel 0.8. Olgu X = X; + X5, kus X; ja X, on vastavalt
tabamuste arvud esimesel ja teisel viskel. Leidke suuruste X; ja X5 ning X
genereerivad funktsioonid, suuruse X jaotusseadus, F'(z), gx(z), EX jaDX.
V: Gx (z) = (0.62 +0.4) (0.82 4 0.2) = 0.482% + 0.442 + 0.0 8,
;]’: 8.08 (1)744 3.48 , F(£) =0.08-1(2)+0.44-1(x —1)+0.48-1(z — 2),
gx (W) = 0.48¢%% +0.44¢™ +0.08, EX = 1.4, DX = 0.4.
11. Korvpallur sooritab kaks soltumatut vabaviset. Esimesel viskel on tabamise
toendosus p; ja teisel py. Olgu X = X7 + X5, kus X7 ja X5 on vastavalt taba-
muste arvud esimesel ja teisel viskel. Leida gx(w), suuruse X jaotusseadus,
Gx(2), F(z), EX jaDX. V:gx(w)=qiqa + (q1p2 + q2p1) € + p1pae®™,

Tk 0 1 2

Pk | Q1G2 | q1P2 + G2p1 | P1p2
F(x) = u@21(x) + (q1p2 + g2p1) Lz — 1) + p1p21(z — 2), EX = p1 +pa,
DX =p1q1 + p2ga.
12. Igaiiks kolmest jalgpallurist sooritab iihe vabalotgi. Esimesel 166jal on ta-
bamise toenédosus 0.4, teisel 0.6 ja kolmandal 0.8. Lo6gid sooritatakse iiksteisest
soltumatult. Olgu X = X7 + X5 + X3, kus X on tabamuste arv k-ndal 166jal.
Leidke gx (w), Gx(2), jaotusseadus, F(z), f(x), EX, DX ja o.
V: gx (w) = 0.048 + 0.296e™ + 0.464e%“ + 0.192e3“ Gx(z) = 0 .048+

xk | 0 1 2 3

+0.2962 + 0.4642% + 0.19223, o 0048 [ 0.206 | 0,464 | 0.102 |
F(z)=0.048-1(z) +0.296 - 1(z — 1) +0.464 - 1(z — 2) + 0.192 - 1(z — 3),
f(x)=0.048-6(x) +0.296 - §(x — 1) + 0.464 - 6(z — 2) +0.192 - §(x — 3),
EX =18, DX =0.64, c =0.8.
13. Olgu X siindmuse A toimumiste arv kolmekatselise seeria jooksul. Esimesel
katsel on siindmuse A toimumise tGendosus p1, teisel ps ja kolmandal p3. Katsed
on soltumatud. Leidke G(z), EX, DX ja suuruse X jaotusseadus.
V: G(2) = 142q3+(19203 + Q10203 + q1q2p3) 2+ (p1pags + P1gaps + qipaps) 2°+
+p1p2psz®, EX = p1 + po + p3. DX = pigy + paga + psgs,

Tk 0 1 2 3

Pk | 919293 | P142G3 + q1P293 + q192P3 | P1P293 + P1G2p3 + q1P2p3 | P1p2p3
14. Olgu X sindmuse A toimumiste arv n-katselise seeria jooksul ja py
(1 € k < n)stindmuse A toimumise tdenéosus k-ndal katsel. Katsed on sgltumatud.
Leidke EX, DX, P(X =1)jaP(X =n—-1).
Vi EX = 35 ipk, DX = 30 pkgr, P(X =1) = 350 pellf oy il
P <X =n- 1) = EZ:l anﬁml,m;ékpm'
15. Kaks korvpallurit sooritavad iiksteisest s6ltumatult molemad iihe vabavis-
ke. Esimesel on tabamise tGendosus p; ja teisel py. Olgu X esimese ja Y teise
tabamuste arv. Leidke juhusliku suuruse Z =Y — X jaotusseadus, EZ, DZ ja

. Gx(2) = qiq2 + (1p2 + @2p1) 2 + p1p22?,
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zr | —1 0 1
Pk | P1G2 | PiP2 + q1q2 | q1P2
F(z) = p1ge1 (2 + 1) + (p1p2 + 1¢2) 1 (2) + qup2l (2 — 1).

16. Juhuslik suurus X allub Poissoni jaotusele parameetriga A = 3. Leidke
juhusliku suuruse X jaotusseadus, F(z), f(z), g(w), G(2), EX, DX ja o.
Leidke toendosus, et X omandab katse kiigus keskvdartusest viiksema vaar-
tuse. Vi P(X =k) = e 33%/k! (k€ Ny), F(z) =e3Y ,2,3"/k! - 1(z — k),
fl@) = e300, 35 k-5 (z — k), g (w) = ("), G(z) = ¥V, EX =3,
DX =3,0 =13, P(X < 3)~0.423.

17. Autojuhti karistatakse keskeltldbi kaks korda aastas kiiruse iiletamise eest.
Leidke toendosus, et teda: 1) karistatakse sel aastal kiiruse iiletamise eest tépselt
3 korda; 2) iilimalt 3 korda; 3) vihemalt 3 korda; 4) sel aastal enam ei karistata,
kui esimese kuuga karistati juba 2 korda. Karistamiste arv kiiruse iiletamise eest
allugu Poissoni jaotusele. V: 0.180, =~ 0.857, ~ 0.323, ~ 0.160.

18. Soltumatud juhuslikud suurused X; ja Xo alluvad Poissoni jaotusele vas-
tavalt keskvadrtustega A\; ja Ag. Uurige juhusliku suuruse X = X3 + X, jaotust,
leides gx (w). Leidke suuruse X jaotusseadus, Gx(z), F(x), f(x), EX ja DX.
Vi gx (w) = M) p (X = k) = emM=de (A 4 Mg)F /B! (k € Np),
Gx(z) = eMtr)E=D p(g) = 3700 e (A + )\g)k 1(z —k)/kK!,

F@) =30 e 722 (A + Xo)" 6(x — k) /K, EX = DX = Ay + Xo.

19. Korvpallur sooritab pealeviskeid esimese méddaviskeni. Igal viskel on taba-
mise toendosus 0.7. Olgu X sooritatud visete koguarv. Leidke juhusliku suuruse
X jaotusseadus, F(z), f(z), g(w), G(2), EX, DX jao.

V: P(X=k)=071.03(keN), F(z) =03 2,07 11(x — k),
f(@)=03377,0.7"15(x — k), g(w) = 0.3¢™/ (1 - 0.7¢™) , EX = 10/3,
G(2)=0.32z/(1-0.72), DX =70/9, 0 = /70/9 = 2.789.

20. Olgu P(X = k) = a* (1+a) "' (k€ Ny, a > 0) jubusliku suuruse X
jaotusseadus. Leidke F(z), f(z), g(w), G (2), EX, DX, ¢ ja mood Mo X.
)7
a

F(z). V:

s EZ = pa —p1, DZ = p1q1 + p2qe,

Vi F(z) =2 gad" (1 +a) "1z —k), flo) = S gad" A +a) " o(z k),
gw) = 1/(a+1—ae™), G(z) = 1/(a+1—az), EX = a, DX = a® + q,
oc=+va?+a, Mo X =0.
21. Juhuslik suurus X allub geomeetrilisele jaotusele, st P (X = k) = pg*
(keN),kus0<p<1ljaqg=1-p. Leidke F(z), f(x), EX, DX, g(w) ja G(z).
Vi F(z) = Y5, pd 11— k). f(z) = Y00, pg* 18 (x — k), EX = 1/p,
DX = q/p* g(w) = pe™/ (1 —qe™), G(2) = pz/ (1 - q2).
22. Diskreetsel juhuslikul suurusel X on vaid kaks voimalikku vadrtust x; ja xo
(x2 > x1). On teada, et P(X = 21) = 0.6, EX = 1.3 ja DX = 0.96. Leida
suuruse X jaotusseadus, F(z), f(x), g(w) ja G(2).
V: ;’: 8:2 (2):2 , F(z)=06-1(z —0.5) + 0.4 1(x — 2.5),
f(x) =0.6-6(z—0.5)+0.4-5(x —2.5), g(w)=0.6e"5“ + 0.4e2-5
G(2) = 0.6\/z + 0.4V/25.

Ulesannetes 23-26 on suuruse X jaotustihedus f(x) antud graafiliselt. Leidke
f(z) analiiiitiliselt, F'(z) analiiiitiliselt ja graafiliselt, g (w), P(0.4 < X < 0.8),
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EX, DX ja o.
23. 24.
f(z) ()
1 11
—_—————r ————<—> < > T
1 2 3 2
25. 26.
f () tf(x)
1 11
> T < > T
P 15

0, z<0Vii<zr<2Vazx>3

23.V:f(a:){ 05 0<a<lvaca<s = PO4<X<08)=02

0, z <0, 14F ()
0.5z, 0 <<z <1,
Flx)=4 05, 1<z<2, 05l
05405z, 2<x<3,
1, x >3, T
0 1 2 3

g(w) = 0.5i(1 — e 4 ¥ — %)/, EX = 1.5, DX = 13/12, o ~ 1.041.

0, z<0Vax>2 .
24.V: f(:r)—{ 05z, 0< 2 < 2 P04 <X <0.8)=0.12,

0, <0, 14F(2)
F(z) =< 02522, 0<x <2,
1, 2> 2
T

0 1 2
g(w) = 0.5(e2(1 — 2iw) — 1)/w?, EX =4/3, DX =2/9, o ~ 0.471.

0, z<0Vz>2 B
25. V: f(x):{ 1— 052, 0<a<2 P(0.4 < X <0.8) =0.28,

0, <0, 14 (@)
Fz)={ 1-025z—-2)2% 0<2<2,
1, z> 2

0 1 2
g(w) = 0.5(1 + 2iw — €2*) /w2, EX =2/3, DX =2/9, o~ 0.471.
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0, z<0Vx>1.5,
26. V: f(z)=¢ z,0<2<1, P(0.4 < X <0.8) =0.24,
1, 1<z <15,

0, x <0, 1 F(x)

0.522, 0 <<z <1,

z—05 1<x<15, 051 oot

1, z > 1.5, T

0 1 15
g(w) = (€ — 1 — iwe — €3@/2) Jw?, EX = 23/24, DX = 71/576, & ~ 0.351.

F(z) =

27. Olgu juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks F(x) = a + barctan (z/2).
Leidke a, b, funktsiooni F(z) graafik, f(x) koos graafikuga, EX ja DX.

Via=1/2, b=1/x, f(z) =2/ (7 (12 +4)), EX £ 0, DX,

28. Juhuslik suurus X allub Cauchy jaotusele, st f(z) = A/ (1 + (z — a)z) .

Leidke A\, F'(z), EX, DX ja P(-1+a< X <14a). V: A =1/m, EX < a,
DX, P(-14+a< X <1+a)=0.5, F(z) = 0.5+ (1/7) arctan(z — a).

29. Juhuslik suurus X allub Simpsoni jaotusele tihedusega

()
b
d
—a 0 a
Leidke b = b(a), f(x) analiiiitiliselt, F(z) analiiiitiliselt ja graafiliselt,

0.2-kvantiil, EX, DX, 0 ja P(—a/3 < X <a/4). V: b=1/a,
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0, z<—aVazx>a,
f(z)=< 1/a+=x/a? —a<zx<0, P(-a/3<X <a/4)=143/288,
l/a—z/a® 0<x<a,

0, z < —a, EX =0,
Flz) = (x+a)/a+05(2? —a?) /a®, —a< 2 <0, DX =a?/6,

0.5+ 2/a—0.522/a?, 0 <z < a, o ~ 0.408a,

1, x > a, To.2 ~ —0.368a.

30. Juhusliku suuruse X jaotustihedus on

0, kui = ¢ [0;2],
f(z) =< az? kuiz € [0;1),
a(2—x)%, kuiz e [1;2].
Leidke a, f(z) graafik, F(x) ja selle graafik, EX, DX, ¢ ja P(0 < X < 0.5).
V:ia=3/2,EX =1,DX =1/10, 0 = 0.316, P(0 < X < 0.5) = 0.0625, F(z) =
= 0.52% (1(z) — 1(z — 1)) + (1 +0.5(x— 2)3) (1(z —1) — 1(z — 2)) + 1(z — 2),

f(x)

0 1 2

31. Juhusliku suuruse X jaotustihedus on

[ 0, kui z ¢ [0;2],
f(z)—{ A(4x — 2?) , kui z € [0;2].

Leidke A ja funktsiooni f(z) graafik. Leidke F(x) ja selle graafik, EX, DX
ning 0. V: A = 3/16, EX = 5/4, DX = 19/80, o ~ 0. 487,

_ 0, z ¢[0;2],
Fz) = { 322/8 — 23/16, = € [0;2],

f(z) F(z)
0.75
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32. Suuruse X jaotusfunktsioon on

0, kui z < =2,
F(z) =< 054 (2/7)arctan (z/2), kui —2 < <2,
1, kuiz > 2.

Leidke P (—1 <X< \/?j) , f(z), Me X, MoX, EX, DX ¢ ja H(X).

V: P(-1<X <V3) ~ 0.750, f(z) = 4/ (v (4+2%)), MeX = MoX = 0,
EX =0,DX =4(4d-7) /7~ 1.093, c ~ 1.045, H(X) ~ 1.3648.

33. Suurus X allub iihtlasele jaotusele 1Gigul [a, ] ja Y 18igul [3,7]. Seejuures
on X ja Y soltumatud. Leidke D (XY).

V:D(XY) = (a® +aB + 82) (B2 + 78 +72) /9 — (a+ B)* (B +7)? /16.

34. Oeldakse, et juhuslik suurus X allub eksponentjaotusele parameetriga A > 0,
kui f(z) = A(exp (—Az)) 1(x). Leidke EX, DX, o, F(z), P(0.5X < X < 2}),
Me X ja g(w). Skitseerige funktsioonide f(z) ja F(z) graafikud A = 1 korral.
V:EX =1/A,DX =1/X2, 0 =1/, F(z) = (1 —e ") 1(z), Me X = (In2) /),
P(05A < X < 2X) = e 00N — c=2% g () = (N +idw) [ (N2 +w?),

W@

o 1 2 3 4 o 1 2 3 4

35. Oeldakse, et juhuslik suurus X allub Laplace’i jaotusele parameetritega
A > 0jaa, kui f(z) = (A/2)exp(—A|zx —al). Leidke EX, DX, 0, MoX ja
F(z). V:EX =a, DX =2/)2, 0 =/2/)\, MoX = q,

[ 05exp(A(z —a)), z <a,
F(z) = { 1—0.5eMe=2) 4> q.

36. Juhuslik suurus R allub Rayleigh’ jaotusele tihedusega

_ | Arexp(—h*r?), kuir >0,
1) = { 0, kui r <0,

kus h > 0. Leidke konstant A, ER, ER?, DR, MoR ja F(r). Skitseerige funkt-
sioonide f(r) ja F(r) graafikud h = 1 korral.
V:A=2h2 ER=/x/(2h), ER? = 1/h%, DR = (4 — )/ (4h?)

MoR = v2/ (2h), F(r) = { v :—32’1»2, r>0.
\ﬁ fr) FO
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37. Nooruki pikkus L on juhuslik suurus, mis allub normaaljaotusele. Polit-
seikooli kursandiks sobib nooruk, kelle pikkus kuulub 16iku [l1,l3]. On teada,
et EL = (Iy +12) /2 ja DL = (I3 — 1;)® /4. Leidke toendiosus, et huupi valitud
nooruk sobib pikkuse poolest politseikooli kursandiks. V: = 0.683.

38. On teada, et laserkaugusmddtja viga on juhuslik suurus, mis allub nor-
maaljaotusele keskviédrtusega 2 m ja standardhélbega 4 m. Leidke tdendosus,
et mootmisel tekkiv viga kuulub 16iku [—2;10]. V: ~ 0. 819.

39. Juhuslik suurus X allub normaaljaotusele keskvairtusega 1. Suuruse X 16iku
[0; 2] sattumise tdendosus on 0,5. Leidke o, f(z) ja F(x). V: o = 1.481, f(x) =
0.269 exp (—0.228 (z— 1)2) , F(x) ~0.269 [*__exp (—0.228 (t— 1)2> dt.

40. Kuullaagri kuuli diameeter D on juhuslik suurus, kusjuures ED = 5 mm ja
o = 0.05 mm. Praagitakse kuulid, mille diameeter erineb ettendhtud viiest mil-
limeetrist rohkem kui 0.1 mm. Mitu protsenti kuulidest praagitakse mittesobiva
diameetri tottu? V: ~ 4.6%.

41. Juhuslik suurus allub normaaljaotusele keskvéidrtusega 0. Olgu 0 ¢ [a, 3] .
Millisel standardhélbe o vddrtusel on 16iku [«, 5] sattumise tGenfdosus suurim?
V: /0.5 (8% — a2) / (In (B/a)).

42. Korvpallur tabab vabaviske tdendosusega 0.6. Nadala jooksul on ta soori-
tanud 2400 vabaviset. Leidke tden&osus, et neist on ta tabanud romkem kui 999
ja vahem kui 1465. V: Moivre-Laplace’i valemi abil ~ 0.841, Bernoulli valem
+SWP =~ 0. 846.

43. Tudeng jouab hommikul digeaegselt loengule tdendosusega 0.8. Leida tdenédosus,
et tuhande kuuesajast tudengist jouab Gigeaegselt loengule vihemalt 1300. V:
Moivre-Laplace’i valemi abil ~ 0. 106, Bernoulli valem + SWP ~ 0. 111.




Peatikk 3

Juhuslikud vektorid

3.1 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon ja jaotusti-
hedus

Definitsioon 1. Vektorit (X1, Xo, ..., X, ), mille komponentideks on juhus-
likud suurused Xy, (k =1;2;...;n), nimetatakse juhuslikuks vektoriks.

Katse tulemusena omandab juhuslik vektor (X7, Xo,...,X,,) realisatsiooni
ehk vadrtuse, milleks on kindel vektor (21, za, ..., x,) . Vektorit (x1,za,...,2,)
nimetatakse juhusliku vektori (X1, X, ..., X,,) voimalikuks vadrtuseks. Kui juhus-
liku vektori vGimalike vaartuste hulk on kas I6plik vGi loenduv, siis nimetatakse
seda juhuslikku vektorit diskreetseks.

Definitsioon 2. Funktsiooni

def.

F(xy,29,...,2,) = P((X1 <z1) (X2 < x2) - (Xpn < ) (3.1.1)
nimetatakse juhusliku vektori (X7, Xo, ..., X,,) jaotusfunktsiooniks.
Definitsioon 3. Vektorit (X1, Xa, ..., X,,) nimetatakse pidevaks juhuslikuks
vektoriks, kui tema jaotusfunktsioon F' (1, 23, ..., 2,) on pidev funktsioon hul-
gal R™.
Kuna juhusliku vektori jaotusfunktsioon defineeritakse kui stindmuse tGenéosus,
siis 0 < F' (21,29,...,2,) < 1. Et Az; > 0 korral

F (214 Az, @, xn) = P (X1 < 21+ Azy) (X < 29) -+ (X < ) =
= P((X1 < @1) + (11 < X1 < 21+ A1) (Xo < 79) -+ (X < 7)) =
= P((X1 <a1) (Xa < 2) -+ (X < 7))+
P (21 < Xy < 21+ Amy) (Xp < 22) - (X < @) >
> P((X) < 21) (Xp < 32) - (X < @) = F (1,22, ..., ),

99
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siis jaotusfunktsioon F (z1,z2,...,2,) on muutuja x; jirgi monotoonselt kas-
vav. Analoogiliselt saab niidata, et F (z1,22,...,2,) on ka muutujate xj
(k =2;3;...;n) jargi monotoonselt kasvav funktsioon. Kuna siindmus

(X1 < —00) (Xa < x2) - (X < xp)
on voimatu, siis F' (—o0, xa, ..., x,) = 0. Analoogiliselt saame
F(z1,-00,...,2p) = ... = F(x1,22,...,—00) =0.
Seosest (X1 < x1) (X2 < 400) -+ (X, < +00) = (X7 < 1) jéreldub
F(21,+00,...,+00) = Fy (x1),

kus F3 (1) on vektori (X1, Xa,...,X,,) esimese komponendi X; jaotusfunkt-
sioon. Analoogiliselt saame

F (400,23, 400,...,+00) = Fy (23),..., F (+00,4+00,...,400,2,) = F,, (x,)

ja
F (+00,4+00,...,400) = 1.

Sonastame saadud tulemused.

Lause 1. Kui F (21, 22, . .., Z,) on juhusliku vektori (X7, Xo, ..., X,,) jaotus-
funktsioon, siis:
1°0< F(z1,29,...,25) < 1;
2° F (x1,29,...,2,) on iga muutuja xy jirgi monotoonselt kasvav funktsioon;
3° F(—00,29,...,2p) = F(21,—00,...,2p) =...= F(21,29,...,—00) = 0;
4° F (x1,+00,...,+00) = Fy (x1), F (+00,22,+00,...,+00) = F5 (x2), ...,
F (+00,400,...,+00,2,) = F,, (x,) ;
5° F (400, +00,...,+00) = 1.

Iga Lause 1 tingimusi rahuldavat funktsiooni F' (z1,...,z,) voime kisitleda
kui mingi juhusliku vektori (X7, ..., X,) jaotusfunktsiooni.

Kui diskreetse juhusliku vektori (X, Xs, ..., X,,) korral on teada selle vek-
tori voimalike vaartuste hulk

{(1‘7;17"'7xin)}7;k61k I (312)

kus k = 1;2;...;n ja hulgad I on kas 1oplikud v6i 16pmatud naturaalarvude
hulga N osahulgad, ning on teada toendosused

P((X1, o, Xp) = (Tiys -, 20,)) = Piroois. (Direny -+ i er, Pinsirin = 1) 5

(3.1.3)
millega juhuslik vektor need voimalikud vidrtused omandab, siis deldakse, et
on teada selle juhusliku vektori jaotusseadus. Kehtib jargmine vaide. Miks?

Lause 2. Jaotusseadusega

P((X1,...,Xpn) = @iy, X4i)) =Diy,iny, G €I (k=1;...;n)) (3.1.4)
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antud diskreetse juhusliku vektori (Xi,...,X,) jaotusfunktsioon on esitatav
kujul
F(21,...,20) = Zileh e Zi,nefnpil7i27---ainl (1 —@i) - 1(2p —i,,) -
(3.1.5)

Me piirdume jérgnevalt tehnilistel kaalutlustel pohiliselt juhuga n = 2. Sel
korral on otstarbekas kasutada juhusliku vektori jaoks tahistust (X,Y"), kusjuu-
res

F(z,y)=P(X <z)(Y <v)), (3.1.6)

st jaotusfunktsiooni vidrtus F(z,y) annab tdendosuse, et vektor (X,Y") omandab
katsel vadrtuse viirutatud piirkonnast

(z,9)

A

7

Juhu n = 2 jaoks saame Lausele 1 jargmise kuju.

Jéareldus 1. Kui F (z,y) on juhusliku vektori (X,Y") jaotusfunktsioon, siis:
1°0< F(z,y) <1
2° F (x,y) on nii muutuja = kui ka muutuja y jirgi monotoonselt kasvav funkt-
sioon;
3° F(—o0,y) = F(x,—00) = 0;
4° F (x,400) = F1 (z), F'(+00,y) = F2 (y);
5° F (400, +00) = 1.

Kui diskreetse juhusliku vektori (X,Y’) korral on teada selle vektori jao-
tusseadus

P((X,Y) = (l‘i,yj)) = Pi,j (iEI,j S J), (317)
kus {(2i,Yj)};c. jes on selle vektori voimalike védrtuste hulk (hulgad I ja J on

kas 1oplikud v6i 16pmatud naturaalarvude hulga N osahulgad), siis selle vektori
(X,Y) jaotusfunktsioon on esitatav kujul

F (Ivy) = ZieIZjeri,jl (if - 351) 1 (?J - yj) . (3-1-8)
Juhul
I={1;2;...;n}, J={1;2;...;m} (3.1.9)
saame jaotusseaduse (3.1.7) esitada tabelina
ri\y; | Y1 | Y2 | | Ym
1 P11 | P12 P1m

Tz | P21 | P22 | | P2m (3.1.10)

Tn Pn,1 Dn 2 e DPn,m
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Naiide 1. Sooritatakse iiks vabavise. Tabamise tdendosus on 0.7. Olgu X
tabamuste arv ja Y moddavisete arv. Moodustame juhusliku vektori (X,Y).
Leiame selle vektori jaotusseaduse ja jaotusfunktsiooni.

Selle juhusliku vektori voimalikeks viédrtusteks on (1;0) ja (0;1), kusjuures
P((X,Y)=(1;0)) = 0.7 ning P ((X,Y) = (0;1)) = 0.3. Selle vektori voimalike
vadrtuste hulgaks on 16plik hulk {(1;0),(0;1)}. Selle jaotusseaduse esitamiseks
tabeli kujul laiendame vektori voimalike viartuste hulka ,vaartustega” (0;0) ja
(1;1), mida see vektor omandab katse kdigus tdendosusega null. Seega on (X,Y")
diskreetne juhuslik vektor jaotusseadusega

xi\yj 0 1
0 0 |03
1 07| O

Valemi (3.1.8) abil saame
F(2,y) = X0 5 pi gl (@ =2 1(y —y;) =0-1(x = 0) 1(y — 0) +
+03-1(z—-0)1(y—1)+0.7-1(z—1)1(y—0)+0-1(z—-1)1(y—1) =

=03-1(2)1(y—1)+0.7-1(z—1)1(y)

ehk
0, kui (z<0)V(y<0)V(@<1Ay<1),

0.3, kui (0<z<1)A(y>1),

F(z,y) =
0.7, kui (0<y<1A(z>1),

1, kui (z>1)A(y>1). &

Lause 3. Kehtivad seosed
P((X <2)(y1 <Y <y2)) = F(z,92) = F(2,51), (3.1.11)

P(z1 <X <z9) (Y <y)) = F(z2,y) — F(x1,9) (3.1.12)
ja
P((z1 £ X <m2) (1 Y <)) =
(3.1.13)

= F (22,y2) — F (22,y1) — F (w1,92) + F (z1,91) -
Tdestus. Et y; < yo korral

F(x,y0) = P((X <x)(Y <ya)) =
PX <) (Y <y)+ (1 Y <)) =
(X <)Y <y)+ (X <z)(1n Y <)) =
(X <)Y <y)+P(X <z)(n Y <y2)) =
(z,y1) + P((X <) (11 €Y <)),

P
P
F
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st
F(z,y2) =F(x,y1)+ P(X <2) (11 <Y < ya)),

siis kehtib valem (3.1.11). Kuna z; < x5 korral

F(zg,y) = P((X <) (Y <y)) =

(X <z))+ (11 <X <x9)) (Y <y)) =
(X<z)Y<y+ (1 <X<z)(Y<y)) =
(X <) (Y <)+ P((z1 £ X <a2) (Y <)) =

21,y) + P (11 < X <a2) (Y <)),

(
P
— P
= P(

F(
siis kehtib valem (3.1.12). Et (z1 < z2) A (y1 < y2) korral

F(x2,y2) = P (X <22) (Y <y2)) =

=P((X <z)+ (@1 =X <) (Y <y)+ (i <Y <)) =

=P((X <z)(Y <y)) + P((X <a1) (11 Y <)) +

= [kasutame valemeid (3.1.6), (3.1.11) ja (3.1.12)] =

=F(z1,y1) + (F (21,92) — F (z1,31)) + (F (22,51) — F (z1,31)) +

+P((r1 < X <x) (1 <Y <y9)) =

=F(21,92) + F(22,91) — F(21,91) + P((21 S X <22) (11 £Y <)) . O
Jéareldus 2. Pidev juhuslik vektor (X,Y’) omandab viirtuse hulgast

L={(z,y)|lr =21 Ny1 <y <y}

toendosusega 0.
Toestus. Kasutame sirgloigu L korral valemit (3.1.13). Kui s = 21 + Az,
siis
3.1.13
P((e1 < X <214+ Az) (5 <Y < y)) O

=F(z1+ Az, y2) — F (21 + Az, y1) — F (x1,y2) + F (z1,91)
ja

P((X.Y)€L)= lim P <X <a1+A2) (<Y <)) =

. F pidev
= Ai%«k (F (21 + Az, y9) — F (z1 + Az, y1) — F (x1,92) + F (21,31)) " =

= F(21,92) — F (z1,y1) — F (21,92) + F (z1,y1) = 0. O
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Markus 1. Jareldus 1 jaidb kehtima, kui sirgloik L asendada suvalise tiikati
sileda joonega L.

Mairkus 2. Kui (X,Y) on pidev juhuslik vektor ja D on sidus hulk zy-
tasandil, siis
P((X,Y)eD)=P((X,Y)eD),

kus D on hulga D sulund, st hulga D ja tema rajapunktide iihend.

3.2 Juhusliku vektori jaotustihedus

Definitsioon 1. Funktsiooni

P <X A <Y A
f(z,y) < lim (z <X <az+Ax)(y<Y <y+Ay))
(Avay)*’(O‘HO*F) AZL' Ay

(3.2.1)

nimetatakse juhusliku vektori (X,Y) jaotustiheduseks.
Et Definitsioonis 1 esineva murru lugeja ja nimetaja on mittenegatiivsed,
siis on murd mittenegatiivne ning ka piirvaédrtuse vastava omaduse pchjal

f(z,y) > 0.

Definitsiooni 1 pohjal voib viita, et suurus f (z,y) dedy miirab tdendosuse
dP, et juhuslik vektor (X,Y) omandab véirtuse 1opmata viikesest ristkiilikust

[z, 2+ dz] X [y,y + dy] .

Seega dP = f (z,y) drdy. Summeerides tGendosused, saame zy-tasandi suvalise

piirkonna D korral
// dP = // f (z,y) dzdy.
D D

Kuna [[,dP = P((X,Y) € D), siis

P((X,Y)e D)= //D f(z,y) dzedy. (3.2.2)

Lause 1. Kehtib seos

O°F (z,y)

f(z,y) = 920y

(3.2.3)

Toestus. Lahtudes Definitsioonist 1, saame

fl,y)=  lim (<X <2+A2)(y<Y <y+Ay) 3113
(Az,Ay)—(0+;0+) Az Ay
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F(zx+Az,y+Ay) — F(z+ Ax,y) — F (z,y + Ay) + F (2,9)

= I li

Ayli%—&- Aml—>H10+ AxAy

. < F(z+ Az, y+ Ay) — F (z,y + Ay)

= lim — im —

Ay—0+ Ay Az—0+ Ax

Az—0+ Az

OF (z,y +Ay)  OF (z,y) )
- F

— lim ox ox _ O°F (z,y) . 0

Ay—0+ Ay 0xdy

Lause 2. Kehtib seos

F@w:/;m/:fmwm. (3.2.4)

Toestus. Kuna
P ([F du [’ f(uv) dv 9
( 8— ( / du/ f(u,v) ) =

dxdy
:ay(/_oof(a:,v)dv> = f(=,y)

ja valemiga (3.2.4) méadratud F(x,y) rahuldab koiki Jarelduse 3.1.1 tingimu-
si, siis valem (3.2.4) méérab jaotustihedusele f(x,y) vastava jaotusfunktsiooni
F(x,y). O

Maérkus 1. Juhusliku vektori (X7, Xs, ..., X,,) korral kehtivad seosed

O"F (21,...,Zn)
oxy1 -+ 0xy,

F(xl,...,mn):/ dul.../ nf(ul,...,un)dun,

lim k=1

(Az1,,...,Az,)—(0+;...;04) A-Tl Ce Amn

fxe,...,zn) =

ja

kus

def.
flxe,. .. zp) =

Lause 3. Kehtivad seosed

/_:O /_:o f(z,y) dedy =1, (3.2.5)
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“+o0

/_ f(@.y)dy = fi() (3.2.6)
ja

+oo

/_ f (@.y)de = foy), (3.2.7)

kus fi(x) ja f2(y) on vektori komponentide jaotustihedused, nn marginaalsed
jaotustihedused.
Toestus. Seose (3.2.4) ja Jéarelduse 3.1.1 abil saame

F(l‘,y)=/j dU/j f(u,v)dv A F(400,+00) =1 = (3.2.5),
F(x,y):/j du/_y f(u,v)dv AN F(z,+00) =F(z) =

= Fl(x)F(:c,Jroo)/;du/zof(u,y)dy =

x +oo
= h@ =g h@=g [ [ -

+oo
:/ Floy)dy = (3.2.6)

— 00

ja
F(az,y):/im du/y f(u,v)dv A F(+o00,y) = Fa(y) =

y +oo
= F2(y):F(+oo,y)=/ dv/ f(z,v)de =

= ) = / dv/+°° (z.0)

+oo

:/ fz,y)de = (3.2.7).

— 00

Definitsioon 2. Kui
fzy)=fi(2) f2(y), (3.2.8)

siis deldakse, et juhusliku vektori (X,Y’) komponendid X ja Y on soltumatud.
Kui tingimus (3.2.8) ei ole tdidetud, siis vektori (X,Y’) komponente X ja Y
nimetatakse soltuvateks.
Definitsioon 3. Kui juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus on kujul
1 .
. kui (z,y) € D,
flay) =4 77
07 kui (l‘7y) % D7
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siis 6eldakse, et juhuslik vektor (X,Y") allub hulgal D dhtlasele jaotusele.
Naide 1. Allugu vektor (X,Y") ristkiilikus [a, b] X [c,d] tihtlasele jaotusele.
Leiame selle juhusliku vektori marginaalsed jaotustihedused. Kas selle vektori
komponendid on soltuvad v6i s6ltumatud?
Selle vektori jaotustihedus on kujul
1

b—a@—o ki @y Elablx[ed,

f(z,y) = (3.2.9)

0, kui (z,y) ¢ [a,b] X [¢,d].

Teeme joonise

Ly Lo

c

Vektori (X,Y") esimese komponendi X jaotustiheduse fi(z) lelame valemi (3.2.6)

abil. Mérgime, et valemis (3.2.6) esinevas integraalis fjoos f (z,y) dy toimub

integreerimine xy-tasandil fikseeritud x korral piki sirget, mis on risti x-teljega.

Kui = ¢ [a, ], siis selle sirge, niiteks sirge L;, koigis punktides f (z,y) = 0 ja
\b . .. . . .. .

seega f1(x) T Kuiz e [a, b], siis selle sirge, niiteks sirge Lo, kui integraali

“+oo . T .
f_oo f (z,y) dy integreerimispiirkonna saame jaotada kolme ossa

fl(x)/:)Of(x,y)dy/COOOder/cd(l)_CL)l(d_c)der/dJrOOOdy
1

d 1
:/c (b—a)(d—c)dy: b—a’

Saame
—, kui z € [a,b
fie) =4 P -
0, kui z ¢ [a,b].
Analoogiliselt saame néidata, et
L, kui y € [¢,d],
Paly)=4 17¢

0, kui y ¢ [¢,d].
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Seega alluvad selle vektori molemad komponendid iihtlasele jaotusele, vastavalt
16igul [a, b] ja 16igul [c,d]. Veenduge, et selle vektori (X,Y") korral on tdidetud
tingimus (3.2.8), st vektori (X,Y") komponendid X ja Y on sdltumatud. &

Niide 2. Allugu vektor (X,Y") iihtlasele jaotusele ruudus
|z + |yl < 1.

Leiame selle juhusliku vektori marginaalsed jaotustihedused. Kas selle vektori
komponendid on soltuvad voi sGltumatud?
Teeme joonise

y=—x—1 y=x—1

=1 1

yz.ac—i—l y:l.—x

Selle ruudu pindala on 2. Seega

_ 05, kui o]+ |yl <1,
f(x’y)—{ 0, kui |a| +|y| > 1

on vektori (X,Y) jaotustihedus. Vektori esimese komponendi X jaotustiheduse
f1(x) leiame valemi (3.2.6) abil. Kui ¢ [—1; 1], siis sirge, piki mida toimub inte-
greerimine, koigis punktides f (x,y) = 0 ja seega fi(x) "8 Kui o € [0;1],

siis selle sirge, niiteks sirge L, kui integraali fj;o f (z,y) dy integreerimispi-
irkonna saame jaotada kolme ossa. Saame

filz) = /+Oof(x,y) dy = /Il 0dy + /:I 0.5dy + /1+OO 0dy =

—00 —00 -1 —x
11—z 230
= 05dy=05(1—-2z—(z—-1)=1—az = 1—|z|.
r—1
Analoogiliselt saame = € [—1; 0] korral

+oo

filz) = /%O f(z,y)dy = /wl 0dy + /I+1 0.5dy +/m 0dy =

—00 —00 —xr—1 +1

etl <0
:/ 0.5dy =05(x+1—(—z—1)=142z"= 1—|z].

—z—1
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Seega
1—|z|, kui z € [-1;1],
fi(z) =
0, kui z ¢ [-1;1],
st vektori (X,Y) esimene komponent X allub Simpsoni jaotusele kandjaga
(hulgaga, millel jaotustihedus on nullist erinev) [—1;1]

f1()
1

-1 1

Analoogiliselt saab néidata, et vektori (X,Y’) komponent ¥ allub Simpsoni jao-
tusele jaotustihedusega
1- |y|a kui ye [7171}7
faly) =
0, kuiy ¢ [-1;1].
Veenduge, et vektori (X,Y") korral ei ole tdidetud tingimus (3.2.8), st vektori
(X,Y) komponendid X ja Y on soltuvad. O

Lause 4. Kui
P((X.Y) = (wiyy) =pi; €L, je) (3.2.10)

on diskreetse juhusliku vektori (X,Y) jaotusseadus, kus {(zi,y;)},c; jc; on
selle vektori voimalike vadrtuste hulk, siis selle vektori (X,Y") jaotustihedus on
esitatav kujul

f(zy) = ZieIZjeri,jé (=)0 (y —y5) - (3.2.11)
Toestus. Lause 4 véide on jéreldus seostest (3.1.8) ja (3.2.3). Tdesti,

0?F (x,vy) 02

f(z,y) = 9y = axayZieIZjeJPi,jl(x*xi)l(y*yj) =

2

= Zie]Zjeri,jaTay 1(z—z)1(y—y;)) =

- ziazje,]pi,ja% (0@ —2)1(y—y,) =
= Zieleeri,j(é (x—xi)é(y—yj)). 0

Niide 3. Karbist, milles on 7 uut ja 3 kasutatud disketti, voetakse huupi
2 disketti. Olgu X ja Y vastavalt uute ja kasutatud diskettide arv nende kahe
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voetu hulgas. Moodustame juhusliku vektori (X,Y"). Leiame selle vektori jao-
tusseaduse, jaotusfunktsiooni, jaotustiheduse ja marginaalsed jaotustihedused
ning uurime, kas selle vektori komponendid on sdltuvad.

Et
3-2
c?.00 BY 3-2 1
P((X,Y)=(0;2)=P(X=0)= 3 7 _ L =—,
C%, 10;9 10-9 15
2!

2!
o 7-6
cY.cz2 or 716
P((X,Y)=(20)=P(X=2)= 5“7 2l __ -
c?, 10-9 ~10-9 15
2!
siis
xi\yj 0 1 2
0 0 0 | 1/15
1 0 [7/15] 0
2 [7/15] 0 0

on vektori (X,Y') jaotusseadus,

(3.1.8)
F(ry) "= S pil@ =) 1(y—y)) =

%1(3:—0)1(34—2)—&—%1(1‘—1)1(34—1)—1—%1(3:—2)1@—0)

on selle vektori jaotusfunktsioon,

(3.2.11)

Flay) = Y opi 0 (x — i) 8 (y — yy) =

_ %55(x)5(y—2)+%5(x—1)5(y—1)—&-%5(3:—2)5(1;)

on selle vektori jaotustihedus. Valemite (3.2.6) ja (3.2.7) abil saame vastavalt



3.3. JUHUSLIKU VEKTORI TINGLIKUD JAOTUSTIHEDUSED 111

komponentide X ja Y marginaalsed jaotustihedused
@)= [T f(x,y)dy =

2 (G50 @02+ 5010 (=1 + 128~ 250) ) dy =

:%6(x)fj§5(y—2)dy+%6(m—1)f_+f§6(y—1)dy+

=D [ Sy = | [0 - )y B 1| -

1 7 7
fﬁ§(x)+1—55(x71)+1—55(a¢72)

ning

“+o0
f2(y) = / f (z,y) dx = [analoogiline arutelu | =

— 0o

1 7 7
= Sy -2+ —d(y—1)+ —4(y).
F0W =2+ 20y -1+ =0()

Veenduge, et selle vektori (X,Y) korral ei ole tdidetud tingimus (3.2.8), st
vektori (X,Y) komponendid X ja Y on soltuvad. Kontrollige lineaarse seose
X +Y =2 olemasolu! &

3.3 Juhusliku vektori tinglikud jaotustihedused

Juhusliku vektori tingliku jaotustiheduse mdiste sissetoomisel ldhtume seosest
(3.2.1)

P <X A <Y A
floy) = lim (z<X<z+Ar)(y<Y <y+Ay) _
(Az,Ay)—(0+;0+) Ax Ay

) . Pr<X<z+Azr)Ply<Y<y+Aylz <X <z + Ax)
= lim lim =
Ay—0+ Az—0+ Az Ay

P Y AylX =
(y < <’Z YX=2) _ @) hy o),

kus
e P <Y —|—A X =
f(y|x)df. li (y_ <y y| .13)

Ay—0+ Ay

. (3.3.1)

Definitsioon 1. Funktsiooni fa(y|z), mis on médratud seosega (3.3.1),
nimetatakse juhusliku vektori (X,Y) komponendi Y tinglikuks jaotustiheduseks.
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Analoogiliselt defineeritakse juhusliku vektori (X,Y") komponendi X tinglik
jaotustihedus

file]y) € Jim P<x§X<xA;LM|Y:y). (3.3.2)
Lause 1. Juhusliku vektori (X,Y") korral kehtib vorduste ahel
f@,y) = fil@)fa(y|z) = fo(y) iz | y). (3.3.3)
Jareldus 1. Kehtivad seosed
_ fzy)
filzly) = ) (f2(y) #0) (3.3.4)
" (2.9)
_ =y
f2ylz) = m (fi(z) #0). (3.3.5)

Lause 2. Juhusliku vektori (X,Y) komponendid X ja Y on sdltumatud
parajasti siis, kui

hizly) = fi(z) (3.3.6)
vOi
f2lylz) = fa(y). (3.3.7)
TGestus. Juhusliku vektori (X, Y) komponendid X ja Y on soltumatud, kui
(3.2.8)
fl@y) =" fi(y) f2(y). (3.3.8)

Seostest (3.3.3) ja (3.3.8) jéreldub Lause 2 véide. O

Niide 2. Allugu vektor (X,Y) ruudus |z| + |y| < 1 {ihtlasele jaotusele.
Leiame selle juhusliku vektori tinglikud jaotustihedused.

Niites 3.2.2 leidsime selle vektori jaotustiheduse ja tema komponentide jao-
tustihedused. Tingliku jaotustiheduse fi(x |y) saame seose (3.3.4) abil

0.5

_ f(zy) _ T

» kui fz] <1yl

= Nilzly) # fi(2).

Miérgime, et juhul Y =y (Jy| < 1) allub vektori (X,Y) komponent X iihtlasele
jaotusele vahemikus (Jy| — 1;1 — |y|) . Analoogiliselt saame seose (3.3.5) abil
f(z,y)

0.5
, kui <1-—|z|,
oy |z) = _ ) g lyl Ed

|z| = faylz) # foly). <€

fi(z) 0, kui |y| > 1— ||
Mairkus 1. Juhusliku vektori (X1, Xo,..., X,,) korral kehtib seos

f (.’L‘17.’1?2, ey a?n) = fl(u’(}l)fg(xg |$1)f3($€3 | xl,xg) s fn(xn ‘.’L’l,l‘g, e ,CCn,l),
(3.3.9)
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kus fi(zg|x1,22,...,25-1) (1 <k <n) on selle vektori k-nda komponendi
tinglik jaotustihedus eeldustel X1 = x1, ..., Xx_1 = 1.

Definitsioon 2. Juhusliku vektori (X7, X, ..., X,,) komponente nimetatak-
se soltumatuteks, kui

f(‘rhx% s 7.%‘“) = fl(xl)f2(m2)f3(x3) T fn(xn) (3-3.1())

3.4 Juhusliku vektori momendid

Juhusliku argumendiga funktsiooni h (X) keskvéaédrtus E (h (X)) on definee-
ritud seose (2.3.4) abil. Uldistame selle maiste juhusliku vektori jaoks.

Definitsioon 1. Kui f(x1,...,2,) on juhusliku vektori (X,...,X,) jao-
tustihedus, siis kindlat suurust

+oo +oo
E(h(Xh,Xn))d;f/ / h(xlvaxn)f<$177$n)dl‘1d$n

(3.4.1)
nimetatakse funktsiooni h (X, ..., X,) keskvidrtuseks.

Jédreldus 1. Kui f(z,y) on juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus, siis

+oo +oo
BGEY) ™ [ [ he) fe)dody (3.4.2)

on funktsiooni h (X,Y") keskviidrtus.
Definitsioon 2. Arvu

Vky,....kn g (Xfl Xﬁ) (3.4.3)

nimetatakse juhusliku vektori (Xy,...,Xpn) (k14 ...+ kn)-jarku algmomen-
diks.

Lause 1. Kui f(z,y) on vektori (X,Y") jaotustihedus, siis selle juhusliku
vektori (X,Y) (k + m)-jarku algmoment vy, avaldub kujul

—+o00 —+o0
vim= [ [y sy, (3.4.4)
Toestus. Definitsiooni 2 pohjal vy, = E (XkYm). Lause 1 viite saame
Jéreldusest 1 valiku h(z,y) = 2¥y™ korral. O

Juhusliku vektori (X,Y") algmomentidega v ja vo,m oleme eelnevalt tut-
tavad. Toesti,

3.4.4 00 o (%) 00 3.2.6
Vk,O( = )ffoo [ aky0 f(x, y)dady = [T abde [T Fa,y)dy CZ°
= fjo(f ¥ fi(z)de = E (X*) = v (X).

Analoogiliselt saab néidata, et vg,, = E(Y™) =1, (Y).
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Kui vaatluse all on rohkem kui kaks juhuslikku suurust, siis kasutatakse
suuruse E (XkYm) tahistamiseks vy ,,, asemel tahistust vg ., (X,Y).

Lause 2. Kui
P(X,)Y) = (zi,y;)) = piy (€1, j€J)
on diskreetse juhusliku vektori (X,Y") jaotusseadus, siis
Vim = ZieIZjefoy;npi,j- (3.4.5)

Toestus. Saame

(3.4.4), (3.2.11) .+ + ,
Vk,m = S IS Ay e Y e i 0 (= 2) O (y — ;) dedy =
= s jespig [T [ Ay (- 20) 8 (y — yy) dady =
=Y ierYjespi | w0 (x— @) do [Ty (y — yy) dy =

= Zielzg‘ax?y;npi,j- U
Definitsioon 3. Kindlat suurust

e, LB ((X1 EX1)M e (X, — EXn)k”> (3.4.6)

nimetatakse juhusliku vektori (X1,...,X,) (ki + ...+ kp)-jarku keskmomen-
diks. Kui kasutada tsentreeritud suurusi X = X3 — EXj, siis on valem (3.4.6)
esitatav kujul

o k o kn
ks = B (XD (X))

Lause 3. Kui f(z,y) on vektori (X,Y") jaotustihedus, siis selle juhusliku
vektori (X,Y) (k + m)-jarku keskmoment py, ., avaldub kujul

+oo
[hom = / (z —EX)" (y — EY)™ f(x,y)dxdy. (3.4.7)

— 00

Toestus. Definitsiooni 3 pohjal pg ., = E ((X —EX)" (v — EY)m) . Lause
3 viite saame Jareldusest 1 valiku

h(z,y) = (z — EX)" (y - BY)™

korral. g
Naiidake, et vektori (X,Y) korral

o =E(X*) = e (X)), o =E(Y™) = pi (V).

Kui vaatluse all on rohkem kui kaks juhuslikku suurust, siis kasutame suuruse
E ((X “EX)* (v - EY)m) téhistamiseks iz, asemel tahistust i (X,Y).
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Toestage jargmise viite toesus.
Lause 4. Kui P ((X,Y) = (z;,y;)) = pi,; (i € I, j € J) on diskreetse juhus-
liku vektori (X,Y) jaotusseadus, siis

k m
Hk.m = Zielz_jej ('T’Z - EX) (y] - EY) Di,j- (348)
Niide 1. Allugu vektor (X,Y) thtlasele jaotusele ruudus
2] + [y < 1.

Leiame selle juhusliku vektori korral algmomendi v5,4 ja keskmomendid ;1
ning fio;o.
Naites 3.2.2 leidsime
0.5, kui |z|+ |y| <1,

flz,y) =
0, kui |z|+ Jy| > 1.

Komponentide X ja Y alluvusest Simpsoni jaotusele 16igul [—1;1] jéreldub
EX =0 ja EY = 0. Saame

(3.4.4) _
vaa = [ [ a2y ) dady = 05 1) w2da [11) ytdy =

1—|z|
1 —|z 1
= [, a%dx fol | |y4dy =5 fil 2% (y°) dr =
0
1 1 2 5 2 1 2 5 1
5[7133 (1—|z|)” dx 5f0 22 (1 —2)’ dw 510
ja
(a7 [T E 1—|z|
P11 = / (x —EX) (y —EY) f(z,y)dxdy = 0.5/ mdm/ ydy =0
—c0 —1 —14|z]
ning
3.4.7) TO°
nza P27 [ (2 — BX)? (y — BY)? f(a, y)dedy —
1 1—|z| 1 1—|z| 11 1—|a|
=05 [ 2%z [ yidy= [2%dz [ yPdy=< [ 2*dz-y? =
-1 —1+|z| -1 0 3 -1 0
11 21 1
=§7jix2(1—|:v|)3dx:gOme(l—x)sdx:%. %

Naide 2. Karbist, milles on 7 uut ja 3 kasutatud disketti, voetakse huupi
2 disketti. Olgu X ja Y vastavalt uute ja kasutatud diskettide arv nende kahe
voetu hulgas. Leiame vektori (X,Y") algmomendi v1.; ja keskmomendi p1.1.
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Niites 3.2.3 leidsime selle vektori jaotusseaduse

l‘i\yj 0 1 2
0 0 0 | 1/15
1 0 |7/15| 0©
2 [7/15] 0 0

7 3
Niidake, et EX = E jaEY = 5 Valemite (3.4.5) ja (3.4.8) abil saame vastavalt

3 3 7 7 1 7
4=5" S oy =20 —+1-1- — 9. =
V11 22212]:1%9]?1,] 0 15 + 15 +0 5 15
ja
3.3 7 3 7
pra = 35 (e~ BX) gy ~ BV )i = (2- 1) - (0- 2 )
i=1j=1

7 3 7 7 3 1 28
#(1-3)-(1-3) 5+ (0-5)-(-3) 5% ¢

Definitsioon 4. Funktsiooni

g (wl Wo wn) d;f Eeiu)1X1+7;WQX2+H.+’L‘wan
s ey

nimetatakse juhusliku vektori (X1, X, ..., Xp) karakteristlikuks funktsiooniks.

Lause 5. Kui g (w1,ws . ..,wy) on juhusliku vektori (X1, Xa, ..., X,) karak-
teristlik funktsioon ja eksisteerivad vy, . k. ja fk,,... k, DiNg

5 <8k1+"'+k"g (w1, - ,wn)>
k1 e En
awl awn (w1yeeeywn )=(0;...;0)

ja
ctkn (p—iw1EXy .. —iw, EX,
5 (6’“”‘ +k (e w1 BEXy . —iw g(wl,...,wn))
AW . Gukn ’
1 n (W1 yeeywn )=(05...;0)
siis
P 1 <8k1+"'+k"g(w1,...,wn)
L ) e k1 kn
2 owyt -+ Ow
1 n (w1yeeywn )=(0;...;0)
ja

1
:uk‘l,...,k‘,n = Zk1++k” :

. 8k1+...+kn (e—ileXl...—iwnEXng (wlv L 7wn))
Dt - .. Quwhn
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3.5 Komponentide korreleeruvus.
Regressioon

Definitsioon 1. Kindlat suurust

cov(X,Y) < E((X — EX) (Y — EY)) (3.5.1)

nimetatakse juhuslike suuruste X ja Y kovariatsiooniks.

Seega cov(X,Y) = pu1.1 (X,Y) = E(X°Y?). Suurust cov(X,Y) nimetatak-
se ka juhusliku vektori (X,Y") kovariatsiooniks, sest cov(X,Y) médramiseks on
vaja teada vektori (X,Y") jaotust.

Definitsioon 2. Juhuslikke suurusi X ja Y nimetatakse korreleeruvateks,
kui cov(X,Y) # 0, ja mittekorreleeruvateks, kui cov(X,Y) = 0.

Lause 1. Juhuslike suuruste X ja Y soltumatusest jareldub nende mitte-
korreleeruvus.
Toestus. Saame

cov(X,)Y)=E((X —EX) (Y —EY)) =
X jaY on soltumatud = X —EX jaY —EY

= on soltumatud = korrutise keskvéairtus on
keskvaartuste korrutis

—E(X-EX)E(Y —EY) = (EX —EX)(EY —EY)=0. O

Lause 1 ei ole péoratav, st juhuslike suuruste X ja Y mittekorreleeruvusest
ei jireldu nende soltumatus. Toesti, Néites 3.4.1 leidsime ruudus |z| + |y| <1
tihtlasele jaotusele alluva vektori (X,Y") korral, et p1.1 = 0, st cov(X,Y) = 0.
Seega on komponendid X ja Y mittekorreleeruvad. Néite 3.3.2 pohjal on selle
vektori komponendid X ja Y soltuvad. Jargneval joonisel on kujutatud koigi
juhuslike vektorite (X,Y") hulga jagunemine

soltumatud vektorid soltiwad vektorid

korreleeruvad
vektorid

mittekorreleeruvad vektorid

Lause 2. Kehtib vorratus
lcov(X,Y)| < oxoy. (3.5.2)

Toestus. Kui X ja Y on juhuslikud suurused, siis DX, DY ja cov(X,Y) on
kindlad suurused. Iga A € R korral kehtib viidete ahel

B((AX0-Y9)") 2 04 ME(X°)" - 22 ((X°) (V) +E(Y°)* 2 0«
& A2.DX —2)\-cov(X,Y) + DY >0,
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st ruutpoliinoomi véidrtused on mittenegatiivsed. See on voimalik, kui vastava
ruutvorrandi diskriminant on mittepositiivne, (cov(X,Y))? — (DX)- (DY) < 0.
Seega

(cov(X, Y))2 <(DX) - (DY) < Jeov(X,Y)|<VDX -VvDY =0xoy.O

Lause 3. Kehtib seos

cov(X,Y) =E(XY) - (EX) (EY). (3.5.3)
Toestus. Saame
cov(X,Y)=E((X —EX)(Y —EY)) =
=E(XY -X(EY) - (EX)Y + (EX) (EX)) =
=E(XY) - (EX) (EY) — (EX) (EY) + (EX) (EX) =
=E(XY) - (EX) (EX). O

Definitsioon 3. Kindlat suurust

o(x,v) 4 CVEY) (3.5.4)
0x 0y
nimetatakse juhuslike suuruste X ja Y korrelatsioonikordajaks.
Korrelatsioonikordaja tidhistamiseks kasutatakse r(X,Y) asemel veel téhis-
tusi rzy ja rxy.
Definitsioonist 3 ja vorratusest (3.5.2) jareldub jargmine tulemus.
Jareldus 1. Kehtib vorratus [r(X,Y)] < 1.
Lausest 3.4.3 saame jargmise jarelduse.

Jareldus 2. Kui f(xz,y) on vektori (X,Y") jaotustihedus, siis

+oo +oo
cov(X,Y) = /_ /_ (r —EX) (y — EY) f(x,y)dzdy. (3.5.5)

Lausest 3.4.4 saame jargmise jarelduse.
Jareldus 3. Kui P ((X,Y) = (24,y;)) = pi,; (i€, j€J) on diskreetse
juhusliku vektori (X,Y") jaotusseadus, siis

COV(X, Y) = ZiEIZjEJ (l‘l — EX) (y] — EY) piJ' (356)

Niites 3.4.2 uurisime karbist, milles on 7 uut ja 3 kasutatud disketti, huupi
kahe disketi votmist, kusjuures X ja Y on vastavalt uute ja kasutatud disket-
tide arv nende kahe vdetu hulgas. Leidsime cov(X,Y) = —28/75. Niidake, et
DX =DY = 28/75. Seega r(X,Y) = —1.

Erijuhul Y = X saame

cov(X,X) =E((X —EX) (X —~EX))=E ((X - EX)Q) — DX,
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st juhusliku suuruse kovariatsioon iseendaga on tema dispersioon

cov(X,X) =DX. (3.5.7)
Definitsioon 4. Ruutmaatriksit
cov(X1,X1) cov(Xy,Xo) -+ cov(Xy, Xp)
K — cov(Xa, X7) cov(Xa,Xo) -+ cov(Xa, X,) (3.5.8)
cov(Xn, X1) cov(X,, Xo) -+ cov(X,, X,)
nimetatakse juhusliku vektori (Xy, ..., X,,) kovariatsioonimaatriksiks.
Kovariatsioonimaatriksit téhistatakse ka siimbolitega (Ki;), (Ka, 2,) ja
(KXij) :

ToGestage, et kovariatsioonimaatriks on stimmeetriline peadiagonaali suhtes
ja selle maatriksi peadiagonaalil on vektori komponentide dispersioonid.

Definitsioon 5. Ruutmaatriksit

T(Xl,Xl) T(Xl,XQ) ?"(Xl,Xn)
R: T(Xz,Xl) T(XQ,XQ) T(XQ,Xn) (359)
r(Xn, X1) r(Xn,X2) - r(Xp,Xn)
nimetatakse juhusliku vektori (X1,...,X,,) korrelatsioonimaatriksiks.

Korrelatsioonimaatriksit R téhistatakse stimbolitega (r;;), (rx ; ), (r X;, X].) .
Veenduge, et korrelatsioonimaatriks on stimmeetriline peadiagonaali suhtes ja
selle maatriksi peadiagonaalil on iihed. Kuna nii kovariatsiooni- kui ka korrelat-
sioonimaatriksid on stimmeetrilised peadiagonaali suhtes, siis nende maatriksite
diagonaali alla jaavaid elemente tavaliselt vélja ei kirjutata.

N&ide 1. Olgu D = {(z,y) |0<2 <1 A 0<y<z}ja

8xy, kui (z,y) € D,
flzy) =
0, kui (z,y) € D.

Leiame vektori (X,Y") kovariatsiooni- ja korrelatsioonimaatriksi.
Saame
s 8zydy = 42®, kui x € [0;1],

filz) =
0, kui = ¢ [0;1],

! 4 ! 2
EX :/ x-4x3dr = =, EX? :/ z? dxdde = 2,
0 5 0 3

2
2 (4 2 2
DX =EX?2_(EX)’=2_-(2) =2 —
(BX)"=3 (5) 75 X T\ s

fyl 8rydr = 4y — 4y®, kui y € [0;1],
f2(y) =
0, kuiy ¢ [0;1],
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1 8 ! 1
EY:/ y-(4y—4y3)dy=57 EY2=/ y2-(4y—4y3)dy=§7
0 0

1 8\? 11 11
DY =EY?2— (EY)?’==-_(=2) = — — .=
(EY)" =3 <15) 225" 7Y = \ 225
cov(X,Y) /ld /I 4 il 8xyd
\% = X xr— — — €T =
; ; ; ) (v 5 ) Seudy

1
(- S B g L
o \3 15 75 225
4
XY 9295 2
I(X, Y) — COV( ) ) — 225 _ 7\/%

ox Oy 2 [11 33
V75V 225

ning kovariatsioonimaatriksi ja korrelatsioonimaatriksi

K — ( 2/75 141//222255 ) R ( 1 2@/33 ) o

ja

Definitsioon 6. Joont vorrandiga
y=E({|x) (3.5.10)

nimetatakse vektori (X,Y") komponendi Y regressioonijooneks komponendi X
suhtes ja joont vorrandiga

z=E(X|y) (3.5.11)

vektori (X,Y) komponendi X regressioonijooneks komponendi Y suhtes, kus-
juures

—+o0
B(le)= [ yhalo)dy (3.5.12)
ning
—+o0
E(X|y):[ 2 f1 (aly) da. (3.5.13)

Vorrandiga (3.5.10) antud regressioonijoone y = E(Y|z) korral leitakse
tinglik keskvéértus E (Y] x) eeldusel, et komponent X omandas katse kiigus
vadrtuse x. Nii seatakse igale juhusliku suuruse X voimalikule vaértusele x
vastavusse arv E (Y| z) ja saadakse regressioonijoon (3.5.10). Kui regressiooni-
jooneks on sirge, siis nimetatakse seda sirget regressioonisirgeks.

Naiide 2. Leiame Néites 1 esitatud juhusliku vektori regressioonijooned.
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Kasutame Néites 1 saadud tulemusi. Leiame z € (0;1) korral

Bzry 2

Y
3.3.5) f(z, A3~ 2’

kuiy € (0,z),

0, kuiy ¢ (0,2),
(3.5.12) ¢ 2y 2 (3.5.
E(Y|z) "=" Jjydy=gwy =" 3%

ja y € (0;1) korral

8xy 2z )
(3'3_'4) f(xay)_ 4y74y3 17y2’ ule(y, )7
filzly) = =
f2(y)
0, kui ¢ (5.1),
(3.5.13) 1 2 2 y2 +y+1 (3.5.11) 2 yz fy+1
E(X = dp = -2—2 — 2 24 oo
) U S I 3 y+1

Definitsioon 7. Pindasid vorranditega

z=E(Z]|z,y),
y=E(Y|z,2)
ja
r=E(X|y,2),
kus
+o0
BZlny)= [ 2hiGlnyds
—o0
+oo
E(We2)= [ yfallne)d
+oo
E(X[y2)= [ ofielys)de
ning

= f(xay,z)/f(yvz),
f2(y|3372) = f(m,y,z)/f(x,z),
f3(Z|CE,y) = f(x,y,z)/f(a?,y),

nimetatakse juhusliku vektori (X, Y, Z) regressioonipindadeks.

121

(3.5.14)

(3.5.15)

(3.5.16)

(3.5.17)

(3.5.18)

(3.5.19)

(3.5.20)

(3.5.21)
(3.5.22)

Vorrandiga (3.5.14) antud regressioonipinna korral leitakse tinglik keskviar-
tus E (Z] z,y) eeldusel, et komponent X omandas katse kdigus véédrtuse z ja Y
vadrtuse y. Nii seatakse igale juhusliku vektori (X,Y") voimalikule vadrtusele
(z,y) vastavusse arv E (Z] z, y) ja saadakse regressioonipind vorrandiga (3.5.14).
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Niide 3. Olgu Q = {(z,9,2) |2 >0Ay>0Az>0A4dx+2y+ 2 <4} ja
allugu vektor (X,Y,Z) iihtlasele jaotusele hulgal Q. Leiame f(z,y,z2), vek-
tori (X,Y) jaotustiheduse f(x,y), vektori (Y, Z) jaotustiheduse f(y, z), vektori
(X, Z) jaotustiheduse f(x, z). Leiame marginaalsed jaotustihedused fi(z), f2(y)
ja f3(2) ning tinglikud jaotustihedused fa(y|z), f3(z|y) ja f3(z|x,y). Leiame vek-
tori (X, Y, Z) kovariatsioonimaatriksi K ja korrelatsioonimaatriksi R ning reg-
ressioonipinna z = E(Z|z,y) ja regressioonijooned y = E(Y|z) ning
z2=E(Z|y).

Et Q on piiramiid ruumalaga V =1-2-4/6 = 4/3, siis

3/4, kui (z,y,2) € Q,
flz,y,2) =
0, kui (z,y,2) ¢ Q.

Piiramiidi ristprojektsioon zy-tasandile on

pr,, = {(z,y)[0<z<1AN0<y <227},
Analoogiliselt saame

pr,. Q2 ={(y,2)[0<y<2N0<2<4-2y}
ja

pr,d={(z,2)|0<z <1AN0<z<4—4x}.
Et f(z,y) = fj;o f(z,y, z)dz, siis saame leida kahedimensionaalse jaotustihe-
duse

4—4x—2y

3 3 .
0 idz =3 -3z — 5y, kui (z,9) € pr,,Q,

flz,y) = 2

0, kui (z,y) ¢ pr,, Q2

ja analoogiliselt kaks iilejadnud kahedimensionaalset jaotustihedust

Ol—y/2—Z/4 zdw - % - %y - 13627 kui (y, z) € pr,,Q,
fly,z) =
0, kui (y,z2) & pr,.Q2
ja
0272172/2 %dy _ g _ gx - gz, kui (z,z) € pr,,Q,
f(@,z) =

0, kui (z,z) ¢ pr,,Q.
Leiame marginaalsed jaotustihedused
2-2¢ 3 .
s2e | o (3 — 3z — 2y) dy=3(x—1)*, kui z € [0;1],
filz) =
0, kui z ¢ [0;1]
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ja

3.2.7) o (3 3z 2y) dr = 5 (2 1) , kui y € [0;2],
f2(y) =

0, kui y ¢ [0;2].

Analoogiliselt leiame
012/4(3—3x—3z>dxi<—1) kui z € [0;4],

0, kui z ¢ [0;4].

Leiame soovitud iihedimensionaalsed tinglikud jaotustihedused

2728V i -
fa(ylz) (33:5) M _ 2(x — 1) kui y € [0;2 — 22],
2 A6
0, kui y ¢ [0;2 — 2z]
ja -
ST ki A
f3(2|y):M: Z(y_2)2’ ui z € [0;4 — 2y],

fa(y)
0, kui z ¢ [0;4 — 2y].

Leiame soovitud tingliku kahedimensionaalse jaotustiheduse
1
35.22) f(z,9,2) | 2(2-22—y)’
f(x,y)

kui z € [0;4 — 42 — 2y],
fa(zlz,y)
0, kui z ¢ [0;4 — 4o — 2y] .

Leiame vajalikud algmomendid, keskmomendid ja standardh&lbed

1
EX = /;v?)x—l) dr =1/4, EX? = /x23(:r—1)2da;:1/10,
0

2
31y 2
EY = = f—1 =1/2, EY? = 22 (2 —1) dy=2/5
/ dy /2, /Oy2(2 ) y =2/5,
4 4
3 . 2 _ 23 _§
/021(1—1) dz=1, BZ _/0 24(4 1) dz =2,
1 2-2z 3
/ xdx/ (3 — 3z — y) ydy = 1/10,
0 0 2
1 44z
/xdx/ §f§x7§z zdz =1/5,
o o 2 278
ydy/ ( yz> zdz =2/5,
/0 o 48 16

EZ
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DX =E(X?) - (EX)* = L (1>2 SN EYE)

10 4 80’
) » 2 [(1\* 3 —
DZ:E(Z2)—(EZ)2:§— :%, 0. =/3/5,

cov(X,Y) = E(XY) — (EX) (BY) = — —

1
X, Z)=E(XZ)—- (EX)(EZ)= - — =——
cov(X, 2) = B(XZ) - (BX)(B2) =} — 1= = o
2 1 1
Y.Z)=EYZ)—-(EY)(EZ)=- — - = ——.
cov(¥ 2) = B(YZ) ~ (BY) (B2) = 2 — L =
Kirjutame (3.5.8) pohjal vélja vektori (X,Y, Z) kovariatsioonimaatriksi
cov(X,X) cov(X,Y) cov(X,2) 3/80 —1/40 -1/20
K= cov(YY) cov(X,Z) | = 3/20 —1/10
cov(Z,Z) 3/5

Et valemi (3.5.4) pohjal

= O L (a0 /a7m0) = -1

0X0y 0 3
rmz—% (v/3/80/3/5) _%,
e =15/ (V3/20V/3]5) = 3,

siis korrelatsioonimaatriks on kujul

—

(3.5.9) (X, X) r(X)Y) (X, 2) 1 -1/3 -1/3
R "= (VY) (X,2) | = 1 -1/3
v(Z,7) 1

Leiame soovitud regressioonipinna. Et

3.5.17 3.5.22
E(Z|z,y) 7 [ 2 fa (2| 2, y)dz CE

4—4x—2y

0 mdz =2—2x — Y, kui (x,y) S prwa,

siis
2 —2r -y, kui (z,y) € pr,,Q,

0, kui (v,y) ¢ pr,,Q
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on regressioonipinna vorrand. Leiame regressioonijooned. Et

2—2x
2—2x — 2 9
(3.5.12) / %dy: §_§x’ kui z € [0;1],
E(Y|z) = 0 2(x—1)
07 ku1x¢[0,1]7

21492y — 2

z=E(Z]y) = /0 2 (y—-2)

0, kui y ¢ [0;2],

zdz =4/3 —2y/3, kuiy € [0;2],

siis

2/3 —2x/3, kui z € [0;1],

y =
0, kui = ¢ [0;1]
ja
4/3 —2y/3, kui y € [0;2],
A
0, kui y ¢ [0;2]
on soovitud regressioonijoonte vorrandid. &

3.6 Juhusliku vektori normaaljaotus

Olgu juhusliku vektori (X, ..., X, ) komponendid X; ~ N (a;, 0;) soltuma-
tud. Et soltumatute komponentidega vektori jaotustihedus f (z1,...,z,) aval-
dub komponentide jaotustiheduste

(z; —a;)
1 202
i \X;) = e
i (ws) o,
korrutisena, siis
_(xl _al) (xn _an)2
f (1, ) = 1 e 20% 202 _

1 2
= e

(vVar)" o1 om

Vektori jaotustiheduse nivoopindu vorranditega

2 2
T —a Ty — Qp
o) | )’

2
07 On
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nimetatakse vektori hajuvusellipsoidideks.

Jargnevalt piirdume juhuga n = 2.

Lause 1. Kui juhusliku vektori (X,Y) komponendid X ~ N (a,,0:) ja
Y ~ N (ay, 0y) on soltumatud, siis

1 ((m —a)’ (y- ay)z)

1 2 o2 o2
Flay) =5 ; v (3.6.1)
z0y
on vektori (X,Y") jaotustihedus ning
2 2

T — ay —a

( — ) + v 021’) =k (3.6.2)
x y

on selle vektori hajuvusellipsi vorrand k > 0 korral.

Niide 1. Olgu vektori (X,Y) jaotustihedus antud seosega (3.6.1). Leiame
toendosuse, et juhuslik vektor (X,Y) omandab katse kiigus vidrtuse hajuvusel-
lipsiga (3.6.2) piiratud piirkonnast. Leiame parameetri k viartuse, mille korral
on vektori (X,Y) hajuvusellipsisse sattumise tGenéosus 0.5.

Saame
X —a,)® (Y —a,)°
P(( )’ | (= a) §k2>:
O'x O'y
(@)’ (y—ay)’
If 1 2 o2 o2 dzd
= e ray =
(@-a) (y—a)® T
7+ S H?
[0~ O'y

[x =ay + kogpcosp, y = ay + koypsing, J = k‘QO'IO'yp] =

1

k2p2 k2

k2 o -
2 dpole 2 =1—e 2.

1 o 1 on
g g oe

k2p2
2 dp=——
P 2 0

0

Leiame parameetri k vddrtuse, mille korral on vektori (X,Y") hajuvusellipsisse
sattumise toendosus 0.5. Selleks lahendame vorrandi

1—e¥/2=1)2
Saame
1
e_k2/2:]_/2 = lne_k2/2:1n§ = —k2/2:1n1—1n2

S k=v2n2. &
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Kehtib véiide.
Lause 2. Kui rg, on juhuslike suuruste X ~ N (a;,0;) ja Y ~ N (ay,0,)
korrelatsioonikordaja, siis

1 {(x—axf?rxy (z — as) (y—ay)+(y—ay)21
)

N ) 2 2
. 2(1—-12, o2 0L0y o

fxy) =
200y /1 —12,

(3.6.3)
on vektori (X,Y) jaotustihedus.

Definitsioon 1. Vektori (X,Y) jaotust nimetatakse kahemootmeliseks nor-
maaljaotuseks, kui

1 (33—01)2_21”(3?—al)(y—az)+(y—a2)2
2(1-1r2?) o? 0109 o3
e

[xy) =

3.6.4
2wo109v1 — 12 ( )

on vektori (X,Y) jaotustihedus, kusjuures 01,02 > 0, || < 1 ja a1,as € R.
Kehtib jargmine viide.
Lause 3. Kui vektor (X,Y) on kahemdotmelise normaaljaotusega, st selle

vektori jaotustihedus on kujul (3.6.4), siis X ~ N (a1,01), Y ~ N (az,02) ja
I'yy = T Ding

y=az+ 122 (x —ay) (3.6.5)
01
ja
01
x=a1+r— (y — az) (3.6.6)
o2

on vektori (X,Y) regressioonisirgete vorrandid.
Seostest (3.6.1), (3.6.3) ja (3.6.4) jareldub viide.

Jéareldus 1. Kahemo6tmelise normaaljaotusega vektori (X,Y) komponen-
did on soltumatud parajasti siis, kui nad on mittekorreleeruvad.

3.7 Juhusliku argumendiga funktsioonid

Olgu X juhuslik suurus, mille jaotustihedus on fi(z), ja ¢(x) kindel (deter-
mineeritud) funktsioon.

Definitsioon. Funktsiooni ¥ = ¢(X) nimetatakse juhusliku argumendiga
funktsiooniks. Juhusliku argumendiga funktsiooni ¢(X) védrtused Y on juhus-
likud suurused. Vaatleme jargnevalt, kuidas leida suuruse Y jaotustihedust
f2(y), kui on teada fi(z) ja ¢(x). Esitame kolm voimalust funktsiooni fa(y)
leidmiseks.



128 PEATUKK 3. JUHUSLIKUD VEKTORID

I Moodustame juhusliku vektori (X,Y"). Leiame selle vektori jaotustiheduse
f(z,y). Teame, et

fx,y) = fi(x) fa(ylz).

Kui on teada, et juhuslik suurus X omandab katse kdigus vaadrtuse x, siis
juhuslikul suurusel Y on vaid iiks voimalik vddrtus ¢(z), mille ta omandab
toendosusega 1. Seega

falyle) = 1-8(y — @(x)) = f(z,y) = fi(x)d(y — p(x)).

Teades juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedust, saame leida selle vektori teise
komponendi Y jaotustiheduse

+oo +o0
f2(y)=/ f(x,y)d:c:/ F1(x)(y — o(z))de.

—00 —00

Lause 1. Kui pideva juhusliku suuruse X jaotustihedus on fi(x) ja
Y = ¢(X), kus ¢(z) on kindel funktsioon, siis juhusliku suuruse Y jaotusti-
hedus avaldub kujul

“+oo
faly) = / £1(@)5(y — p(a))de. (3.7.1)

Niide 1. Allugu juhuslik suurus X iihtlasele jaotusele 16igul [a,b]. Leiame
juhusliku suuruse Y = kX + ¢ (k > 0) jaotustiheduse.

Et )
f1($)—{ o kui x € [a,b],
0, kui x ¢ [a,b],

siis valemi (3.7.1) abil saame

+oo b
£l = [ R@ - p@)ds = [ sy~ (ke + o) =

u—c du

= {uk:z:+c, T = o dx = k} =

1 kbte du
= 0(y — u)—— = [deltafunktsioon on paarisfunktsioon] =

b—a ka+c k
kb+c
1-6(u—y)du =
(b - Cl /Ifa+c ( y)

h(a), kui € (8,7) A h(u) € C(a), | _
ﬁh u_a)du_{o,kuia¢(ﬁ,7) =

Tk
{ kulye(ka+ckb+c)

1y§é (ka4 c,kb+¢),
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st suurus Y allub iihtlasele jaotusele vahemikus (ka + ¢, kb + ¢) . O

Lause 2. Kui
1° pideva juhusliku suuruse X voimalike vaértuste hulk on vahemik v6i poolloik
voi 16ik otspunktidega a ja b, kusjuures poolligu korral voib iiks otspunktidest
olla I6pmatu ja vahemiku korral kas iiks v6i molemad olla 16pmatud,
2° fi(z) on suuruse X jaotustihedus ning Y = ¢ (X),
3° ¢ (x) on suuruse X voimalike vadrtuste hulgal diferentseeruv rangelt mono-
toonne funktsioon, siis juhusliku suuruse Y jaotustihedus avaldub kujul

Hi@) 19" (y)], kuiy € (min{p (a), ¢ (b)}, max{p(a),¢ (b)}),
0, kui y ¢ (min{e (a), ¢ (b)},max{p(a), ¢ (0)}),

f2(y) =

(3.7.2)
kusjuures funktsioon = v (y) on funktsiooni y = ¢ (z) péordfunktsioon ja

= o = min{p(a).p(b)} = o0
= too = max{p(a),p (b)) = +oo.

p(a)=—o0 V ¢ (b
¢(a) =+o0 V ¢ (b

Toestus. Olgu funktsioon ¢ (x) rangelt kasvav juhusliku suuruse X voimalike
vadrtuste hulgal. Et funktsioon y = ¢ (z) on rangelt kasvav ja diferentseeruv
sel hulgal, siis eksisteerib tal diferentseeruv poédrdfunktsioon ¢(y) vahemikus
(min{¢ (a), ¢ (b)} ,max {p (a),¢ (b)}). Lihtume seosest (3.7.1). Saame

— =

+oo
faly) = / F1(2)5(y — o(a))de =

—00

= [u= (@) & v = Y(u) = de = ¢/ (u)du] =

@(b) »(b)

- / )ty )= / ., )5 =

{ @)Y (y), kuiy € (¢ (a),¢ (b)),
0, kui y ¢ (1 (a) ¢ (%))

(
:{ 1(¥ () [ (y)], kuiy € (min{p (a), ¢ (b)}, max{p(a), ¢ (b)}),
0, kui y ¢ (min{¢ (a), ¢ (b)}, max {p(a), ¢ (b)}).

Kui funktsioon ¢ (z) on rangelt kahanev, siis ¢ (a) > ¢ (b), ¥’ (y) < 0 ja
|9’ (u)] = =4 (u) ning

»(b)
falv) === [ Al [0 @] S - y)du =

w(a)

w(a)

/ R )50 — ) =
max{p(a),p(b)}

-/ F1 () [ (w)] D — y)du =
min{e(a),(b)}

{ (W) [0 ()], ki y € (min {p (a) . (B)} . max {i (a) 2 ().
0, kui y ¢ (min {¢ (a) .2 ()} . max { (a) .2 (b))
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Seega on Lause 2 toestatud. g
Mérkus 1. Lause 2 pohjal on funktsiooni fa(y) kandja, st hulk, millel
fa(y) # 0, lahtine. See on tingitud kasutatud tdestusmetoodikast. Et pideva
juhusliku suuruse korral on iga voimaliku vadrtuse omandamise toenéosus 0, si-
is voime vahemiku iilesande sisust ldhtudes asendada kas 16igu voi poolldiguga.
Sonastage Naite 1 vastus, arvestades Méarkust 1.

Naiide 2. Olgu
| 2z, kul z € [0;1],
hiz) = { 0, kui z ¢ [0;1]

ja Y = X 2. Leiame fa(y).
Et funktsioon ¢(z) = z* on rangelt kasvav 16igul [0; 1], siis on rakendatav
Lause 2, kusjuures t(y) = /y. Valemi (3.7.2) abil saame

2

29 =1, kui y € (0;1),

1
f2(y) = e
0, kui y ¢ (0;1).

Mérkuse 1 pohjal voime suuruse Y jaotustiheduse esitada kujul

1
Yy 7:17 kulye[(),l],

2./ -
f2(y) = VY
0, kui y ¢ [0;1].

Seega allub juhuslik suurus Y 18igul [0; 1] iihtlasele jaotusele. &
Naide 3. Allugu juhuslik suurus X 1oigul [—g, g} iihtlasele jaotusele.

Leiame suuruse Y = cos X jaotustiheduse.
Funktsioon cos x ei ole rangelt monotoonne antud 1Gigul. Loik tuleb jagada

osaldikudeks [—g, 0} , millel cos z on rangelt kasvav, ja [O, g} , millel on rangelt

kahanev. Kasutame Lauset 1. Seose (3.7.1) abil saame

+oo
faly) = / 1 (@)5(y — p(x))dz =

— 00

0 1 /2 1
= / fé(y—cosm)dx—i—/ —(y — cosx)dx =
0

—7/2 ™ s
I integraal IT integraal
U = COST U = COST
= | z = —arccosu T = arccosu =
du du,
dr = —— dz=—

V1—u? V1—u?
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/116( ) du /016( ) du
— —_ —U)——— — — — U -
o T Y V1—u? 1 T Y Vv1—u?

| du ! 2
[ - w = [ et v
2 i € (0;1)
9 ul ; )
/1 —y? Y
0, kui y ¢ (0;1). o

IT Leiame juhusliku suuruse Y = ¢(X) karakteristliku funktsiooni

—+o0
g2 (w) = Be™Y = Eeiw#(X) = / e £, (x) dz.
—o00
Jargmisena saame Fourier’ poordteisenduse abil jaotustiheduse

+oo
f2 () 1/ g, () do.

:E .

Lause 3. Kui fi(z) on juhusliku suuruse X jaotustihedus ja Y = ¢ (X),
siis

“+oo
f2(y) = %/_ e gy (W) dw, (3.7.3)
kus oo
g2 (w) = / @@ £ (2) da. (3.7.4)

Lahendame Lause 3 abil Naite 2. Valemit (3.7.4) rakendades saame

Wwx

1
g2 (w) = / e iy — e‘
0 iw

0
Kuigi juhusliku suuruse Y jaotustiheduse saame avaldada valemi (3.7.3) abil
1 +o0 ) eiw -1
_ —iwy d
f2(9) 27 /_ 0o c w “

on selle integraali leidmine keerukas probleem. Niites 2 leidsime, et Y allub
1Gigul [0;1] iihtlasele jaotusele. Kontrollime, et (¢®’ —1) /(iw) on Idigul [0;1]
iihtlasele jaotusele alluva juhusliku suuruse Y karakteristlik funktsioon

1 ) eiwe
1-e"%dx = —
0 1w

Seega voib viita, et Lause 3 viide on teoreetilist laadi ja tehniliselt keerukas
konkreetsete iilesannete lahendamisel.

! e —1

0 w
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IIT Leiame juhusliku suuruse Y = ¢(X) jaotusfunktsiooni

By) = P(Y <)) =Pe(X) <p)= [ h()is
p(z)<y

abil jaotustiheduse

f2(y)—d%;y)—cz/ / Fi(2)de.

p(x)<y

Mérgime, et juhuslik siindmus ¢(X) < y toimub parajasti siis, kui X omandab
katse kéigus sellise voimaliku vadrtuse z, mille korral ¢(x) < y. Seega siindmus
»(X) < y toimub parajasti siis, kui juhuslik suurus X omandab katse kdigus
vadartuse voimalike vidrtuste hulga sellest alamhulgast, mille elemendid rahul-
davad tingimust ¢(z) < y. Jérelikult tuleb siindmuse ¢(X) < y tdenédosuse
leidmisel suuruse X jaotustihedust fi(z) integreerida iile suuruse X voimalike

vadrtuste hulga tingimusega ¢(x) < y médratud alamhulga.

Lause 4. Kui Y = ¢(X) ja fi(z) on juhusliku suuruse X jaotustihedus,

siis suuruse Y = (X)) jaotustihedus avaldub kujul

fz(y)=d% | s,
p(z)<y

Lahendame Niite 2 Lause 4 abil. Rakendame valemit (3.7.5). Et

| iy -

Vi B .
Jy 2zdr =y, kai 0 <y <1,

= / 2xdr = 0, kui y <0,

(z€[0;1]) A(2< /7)) 1 kuiy > 1

siis saame
1, kui y € (0;1),

d% / fr(z)dz =

o)<y 0, kuiy ¢ (0;1).

Lahendame ka Néite 3 Lause 4 abil. Mérgime, et

TT
272
Rakendame valemit (3.7.5). Et

XE{— } = Y =cosX €0;1].

/ fi(z)de =

(we[—g,%]) A(cosz < y)

(3.7.5)
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tingimus cosz < y (0 <y < 1) on rahuldatud
X voimalike vaartuste hulga alamhulkadel

— -, —arccos a (arccosy, —
9’ y) Y, 2

- 1 -2
9 (72 = T2 o<y <1,
arccos y

™
0, kui y <0,
1, kuiy > 1,
siis
p 2 kuiye01)
— Y, KU1y 5 9
o) =5 [ A= /i
y 0, kui 0;1)
o)<y , kuiy ¢ [0;1).

Niide 4. Olgu juhusliku suuruse X jaotustihedus f;(z) pidev hulgal R.
Leiame juhusliku suuruse Y = min { X2, |X|} jaotustiheduse f2 (y).

Skitseerime funktsiooni y = min {22, |z|} graafiku

by

Olgu y1 > 1. Sel korral

P(Y <y;) =P (min {X?,|X|} <y1) = [vt joonist] = P (X € (—y1,v1)),

st (Definitsioon 1.1.2) neist stindmustest iihe toimumisega kaasneb iilejainud
kahe siindmuse toimumine. Seega saame y > 1 korral

P <y =P(Xe(y) =] A

—q
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ja valemi (3.7.5) pohjal
Yy 0 Y
pt) = o [ syt = 2 ([ pioyto s [ o) -

= diy (/Oy fi(x)dx — /Oy fl(x)d:r> =
d(-y)
Y

d Y d Y
= d—y/o fi(x)dx — 7d(—y) /0 fi(x)dx - y

= f1iy) = fil=y) (1) = fi(y) + f1(~y).

Olgu 0 < y2 < 1. Sel korral
(Y <y2) = (min {X? | X[} < y2)

= (X € (=v92, Vo)) -

Seega saame 0 < y < 1 korral

VY
P(Y <y =P(Xe (—\/27,\/17))=/_ff1(x)dx

ja valemi (3.7.5) pohjal

VY 0 VY
faly) = % / e = % ( / e+ / fl(x)d:c> -

- dily (/Oﬂfl(m)dx— /Oﬂfl(:c)dz> -

Y e VY d Y A (V)
—m/o fiaye- %Y d(_@/o fila)da - S~
o L LN AW A
= hlVig 5~ A \@( 2\/1?) NG '

= (min{X? |X|} <y) on vdimatu ja

Kui y < 0, siis sindmus (Y <y) =
F5(y) = 0. Et juhusliku suuruse X pidevusest jareldub suuruse Y pidevus

(miks?), siis
0, kui y <0,

) AW+ A=)
Ja(y) = NG ,kui 0 <y <1,
fi(y) + fi(=y), kuiy > 0.

Niide 5. Olgu juhusliku suuruse X jaotustihedus fi(z) pidev hulgal R.
Leiame segatiiiipi juhusliku suuruse Y = max {X, 1} jaotustiheduse fs (y).

Skitseerime funktsiooni y = max {x, 1} graafiku

¢
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Olgu y; > 1. Sel korral
P(Y <y1) =P (max{X,1} <y1) = [vt joonist] = P (X € (—o0,y1))

Y1

= fi(z)de.

Seega saame y > 1 korral
Yy
P(Y <y) = P(X € (=00,)) = / fi(a)de
ja valemi (3.7.5) pohjal
d [v
R =4 [ h@is = AG).

Olgu y2 < 1 (vt joonist). Sel korral on siindmus Y < ys voimatu ja
P (Y < yg) =0.

Seega y < 1 korral saame P (Y < y) = 0. Kuna lisaks

PY=1)=P(Xe ()= [ AW

siis y € R korral

ja
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3.8 Hii-ruut-jaotus
Definitsioon 1. Oeldakse, et juhuslik suurus
Yo=X24+ X7 +.. . +X2 (3.8.1)
allub x2?—jaotusele ehk hii-ruut-jaotusele, kui X ~ N (0;1) (k=1;2;...;n)

on sdltumatud juhuslikud suurused. Arvu n nimetatakse x2-jaotusele alluva ju-
husliku suuruse Y,, vabadusastmete arvuks.

Leiame suuruse Y; = X2, kus X ~ N (0;1), karakteristliku funktsiooni.
OlguY ~ N (0;1). Et gy2(w) = gx2(w) ja

+
gxz(w) = EeiX” = L e e 2y
V2r J oo ’

siis

1 +oo - 2/2d 1 +oo oy? y2/2d
eiwz? p—x x| - etwy? o— y) =
V2T J oo V2T J oo

1 +oo “+oo
= / / a2 52) (1w—1/2) iy —
™ — 00 — 00

A P (iw—1/2) 1
lim / —d | p? | w— = =
A—+o00 Jo 2w — 1 2

4 ) A (iw=1/2) 1
= lim - [ — =
o A—+o00 2w — 1 2w —1

= (1 - 2iw) /2

o (iw—1/2)

im —
A—too 20w —1

V1—2iw

on juhusliku suuruse Y7 = X2 karakteristlik funktsioon. Leiame suuruse Y;,
karakteristliku funktsiooni

) . 2 2 2 2y 2 oy 2
gy, (w) — Eeszn _ Eezw(Xl +Xo 4+ X)) E (eszl eszz . equn) _

Xk (k=1;2;...;n) on sdltumatud =
= ¢“X¢ (k=1;2...;n) on soltumatud

|
_ EEewa) (BeieX?) . (BeieXl) = (metex™)" =

= (- in)_1/2> = (1 - 2iw) 2.
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Avaldame Fourier’ poordteisenduse abil suuruse Y, jaotustiheduse

+oo
1 _ )
Ty, (y) = o / (1= 2iw) "2 ey du.
—o0
Saab naidata, et
;y”ﬂ_le_y/? kuiy >0
fr.(y) =4 2"/2T (n/2) ’ ’ (3.8.2)
0, kui y <0,
kus
def. e a—1_-—t
I(a) = t*"Ce7tdt (> 0) (3.8.3)
0

on gammafunktsioon. Seejuures
I'n+1)=n! (neNyp),

F(n+;):1"3"'27§2n_1)\/%.

Seose I D
a+
D)=~ (ca g Ny)
abil saab laiendada gammafunktsiooni méaramispiirkonda.

Skitseerime juhuslike suuruste Yy, Yz ja Yio jaotustiheduste graafikud

A
Ty, (y)
0.184 n—4
0.112 A -----.___n=8
0.0877 s o n—12
_______ Y
5 10 15 20 25

Lause 1. Kui juhuslik suurus Y;, allub y2-jaotusele vabadusastmete arvuga
n, siis

gy, (W) = (1 = 2iw) "2 (3.8.4)
on suuruse Y, karakteristlik funktsioon ja jaotustihedus on esitatav kujul
(3.8.2).

Et

den(w)_ n LoN—21 N R
—0, = 2(1 2iw) (—2i) =ni(l - 2iw)
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ja
d? _n_ _n_
ZY#(”) :n-i(—g—1> (1-2iw) 271 (=2i) = —n(n+2) (1 — 2iw) F !
ning
d d?
9y, (w) = ni, 9y, (w) (n + 2)
dw |, dw? |,
siis
dgv, (W)‘ )
b =EY, = — =0 DT _
i i
ja
L, ne2)
Ry 2 _—nn+t2)
vy =EY = = 2 = " =n(n+2)
ning

DY, = EY,? — (EY,))* = n(n+2) — n? = 2n.

Lause 2. Kui juhuslik suurus Y;, allub x2-jaotusele vabadusastmete arvuga
n, siis EY;, = n ja DY), = 2n ning oy, = v2n.

Leiame lisaks suuruste Y7 ja Y5 jaotustihedused vastavate jaotusfunktsioonide
Fy,(y) ja Fy,(y) abil. Leiame suuruse Y; = X? jaotusfunktsiooni

Fy,(y) =P(Y1 <y) =P(X12 <y)=P(IX1] < x/ﬂ) =

dml Y _del kui y > 0,

="

0, kui y <0.

f\f
= V2T
Seega on suuruse Y7 jaotustihedus kujul

d 2 7 .
_*dx kuiy >0
d d f(] 2 1 y 9
frw) = o Fr(y) = WVer, =

dy 20, kuiy<o0
dy

d y_Ll d\/?j .
{dﬂ(mfo Fan ) S iz

0, kuiy <0
2, 1 _1y2ed

Var oy 2VE

0, kui y <0.

kui y > 0,
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Leiame suuruse Y = X7 + X2 jaotusfunktsiooni

Fy,(y) = P(Y2 <y) = P(X] + X3 <y) = P(\/X] + X5 < /) =

1 z%+z§
I [ z—e_Tdmld:Q, kui ¢ > 0,
— ™ —
= Vaitai<y -
0, kuiy <0
1 v
2w Y .
= %fo dwfoﬂpe 2dp, kuiy >0, =
0, kuiy <0
N
_) —e 2 =1—-e"2, kuiy>0,
0
0, kuiy<O0
ja jaotustiheduse
d Yy ].
d d—(lfe*%):ie*%, kui y > 0,
Fe) =2 Fuw) = @Y
Yy —0=0, kuiy<0

Lause 3. Kui juhuslik suurus Y;, allub x2-jaotusele vabadusastmete arvuga

n, siis juhusliku suuruse
\V2Y, —v2n—1

jaotus ldheneb asiimptootiliselt normaaljaotusele, kusjuures
E(vﬂ%—v%r—gniﬁa D(wﬁi—vmr—gnifL

Mérkus 1. Matemaatilises statistikas kasutatav funktsioon (a,n) — ga.n,
kus

“+o00
P (Yn > qa,n) = / Iy, (y)dy =,

don
on tabuleeritud Lisas 3 (x?-jaotuse, mille vabadusastmete arv on n, tdiendkvan-
tiilid).
Niide 1. Leiame tdenéosuse P (Ys > EY5) .
Kuna Lause 2 pohjal EY5 = 5, siis tuleb leida tGendosus
P (Y5 >5).

Leiame tdendosuse P (Y5 € (—o0; 5]) . Kasutame paketist SWP jaotusfunktsiooni

1
ChiSquareDist (y,n) = Fy, (y) = ¢ 27/2T (n/2)
0 (t<0).

Yy
[t/3 et 2qt (t > 0),
0
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Saame
P (Ys € [0;5) "= P (Vs € (—o0;5]) = ChiSquareDist (5, 5) = 0. 58412.

Seega
P(Ys >5)=1— P (Y5 € [0;5]) = 0.41588.

Millise tulemuseni jouame Lisas 3 esitatud y2-jaotuse tdiendkvantiilide tabeli
abil? &

Niide 2. Leiame Lisas 3 esitatud tabeli abil juhusliku suuruse Yg sellised
voimalikud vaartused y; ja ys, et

Py <Yg<y2) =08, P(Ys<wy1)=P(Ys>1y2).
Kuna Yy on pidev juhuslik suurus, siis
PYs<y)=PYs2y2)=(1-P(y1 <Y¥s<y2))/2=01,
“+oo
P(Ys>y2) =P (Ys > y2) = / frs(y)dy = 0.1 Y2 ~ 13.4.
Y2
ja
PYs<y)=1-P Ys>y)=01= P (Ys>y)=09"2%y ~349,
Seega
P(3.49 < Ys < 13.4) ~ 0.8, P (Vs <3.49) ~ P (Vs > 13.4).

Teeme joonise

! ng (y)
0112
Cooes
0.1 01 v
3.49 13.4
¢
3.9 Studenti jaotus
Definitsioon 1. Oeldakse, et juhuslik suurus
X
T, = NG (3.9.1)
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allub Studenti jaotusele  ehk t-jaotusele vabadusastmete arvuga n, kui
X ~ N(0;1) ja Y, on soltumatud juhuslikud suurused ning Y,, on x2-jaotu-

sega vabadusastmete arvuga n.
Seega
X
vn, (3.9.2)

T, =
VX2 + X3+ .+ X2
..,n) on soltumatud juhus-

kus suurused X ~ N (0;1) ja Xy ~ N (0;1) (k =1,

likud suurused.
Vaatleme juhtu n = 1. Kasutame téhistust X; = Y. Leiame, et
Fr(t)=P(T1 <t)=P X <t|=
" 1 VXT
X X
=P <t|=P| —=<t].
<\/Y2 ) (IYI )

X
Joon |y| = n jagab xy-tasandi kahte ossa. Uurime kaht juhtu ¢ > 0 jat < 0. Kui
t > 0, siis saame piirkonna rajajoone, mis koosneb kahest kiirest, ja vorratust

ly| > L rahuldava piirkonna (viirutatu)

ty
v
.
Vi
. T
y t
T
__r
V\y_ t
N
N
Saame
X 1 22 4y2
FTl(t):P<Y|>>:// g e T dudy =
t 271' ‘y|>7
t
27 —arctan(1/t) 400
1 2
= — dgp\/pei%dp:
2T
arctan(1/t) 0
1 1 1
= — (27 —2arctan- | =1 — — arctan —
2w t t
ja
d 1 1 1 1 1 1 1
t)=—|1l——arctan—- | =—f————5 -5 | = ——.
fr (®) dt( warcant) ™ 1 2( t2) Tl+t2
1+(t)
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Kuit < 0, siis saame piirkonna rajajoone, mis koosneb kahest kiirest, ja vorratust
x
ly| < n rahuldava piirkonna (viirutatu)

x
-
Y=
Saame
FTl(t) P(|Y| < ) = — ff e v dxdy =
t 27 T
lyl < 7
1 m—arctan(1/t) o 2 1 1 1 1
== dep f0+ pe~Tdp = — (—2 arctan > = —— arctan —
2 m+4arctan(1/t) 2m t d t
ja
d 1 1 1 1 1 1 1
frt)=— <—arctan > = (—) =——.
1 2 2
dt ™ t 1+ (1) t ml4+t
Seega
fr(t)=2—ts (1#0)
YT 1y ’
Kuna T3 on pidev juhuslik suurus, siis
1 1
t) = — teR).
1) =~ (ER)

Seega allub suurus 77 Cauchy jaotusele. Saab néidata, et kehtib jargnev viide.

Lause 1. Kui juhuslik suurus 7;, allub Studenti jaotusele vabadusastmete
arvuga n, siis

_T(et1)/2) (2T Lo
fr (t) = N (OD) (1 + n) teR, n=1;2..) (3.9.3)
g ET,=0 (n>2) (3.9.4)
ning
DI, = " (n>3). (3.9.5)
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Jaotustihedus fr, (t) on paarisfunktsioon. Studenti jaotus l&heneb asiimp-
tootiliselt normaaljaotusele.

Mérkus 1. Matemaatilises statistikas kasutatav funktsioon (vt [4], [24], [31])
(a,n) — to.n, kus

ta,n

ta,n
P Tl < tan) = P(—tun < Tp < tan) = / Fr (Bt =2 / fr ()t = o,
7t0( n

st
fr, (1)

_ta,n ta,n

on tabuleeritud Lisas 4. Matemaatilises statistikas kasutatakse sageli (vt [19],
[27]) hiipoteeside kontrollimisel kriitiliste punktide maaramiseks nn taiendkvan-
tiile, funktsiooni (e, n) — go,n, kus

“4o,n +oo +o0
P(T > gon) = [ frits [ frod=2 [ fr0=a 697
—00 da,n qa,n

Seega ta,n =Q1—a,n-
Naide 1. Leiame seosest

P(—a<Ts<a)=038

suuruse a Lisas 4 esitatud t-jaotuse tabeli abil ja SWP abil.
1° Kuna T,, on pidev juhuslik suurus, siis P (T5 = —a) = P (T5 = a) =0 ja
piisab uurida juhtu
P(|T5| <a)=0.38.

Kasutame seoseid (3.9.6), tdpsemalt Lisa 4 t-jaotuse funktsiooni (o, n) +— ta.n
tabelit. Saame (0.8;5) — to.5.5 ~ 1.476 = a.
2° Kasutame suuruse 7,, korral paketist SWP jaotusfunktsiooni

t

n u2 —(n+1)/2
TDist(t,n) = Fp, () = W / (1 + n) du=p

poodrdfunktsiooni TInv (p, n) . Kuna suuruse T;, jaotustihedus fr, (¢) on paaris-
funktsioon, siis

P(—co<T5<—a)=P(a<Ts<o0)=(1—P(Ts <a))/2
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ja
P(—o<Ts<a)=P((—oo<Ts < —a)+ (—a<Ts <a))=
=P(-o0o<Ts <—a)+P(-a<Ts<a)=

=(1-0.8)/2+08=0.9

ning ¢ = TInv (0.9,5) = 1.4759. &

3.10 Fisheri jaotus
Definitsioon 1. Oeldakse, et juhuslik suurus

Xn/n
Yo /m

Zpm = (3.10.1)

allub Fisheri jaotusele (F-jaotusele, Snedecori jaotusele) vabadusastmetega n ja
m, kui s6ltumatud juhuslikud suurused X, ja Y, alluvad x2-jaotusele vastavalt
vabadusastmete arvudega n ja m.

Uurime erijuhtu n = 1 ja m = 1. Leiame, et

_ _ Xy/1 B téhistame B
lerl(z)—P(Z171<z)—P( <z)—{X1:X27 Y1:Y2}_

p<;f<z)P(||;(||<\/§>P<Y>|§g>v

kus X ~ N (0;1) jaY ~ N (0;1) on soltumatud juhuslikud suurused. Kujutame
zy-tasandil tingimust |y| > |z| /4/z rahuldava piirkonna

i

/l

y=z/vz

=8 ~alVE
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Saame z > 0 korral

Fz,,( =5 // (2%+y? /Qdajdy —

ly|>(1z1/v/Z)
/2 +00

4
ey .
2

arctan(l/ﬁ) 0

_ E _ : - A%)2)
= (m/2 — arctan (1/v/z)) ETM (1 e ) =
2 2
= = (7/2 —arctan (1//z)) =1 — = arctan (1/v/z) .
T T
Seega
d 2 ,
fz (Z):ipz ()={ 4@z ;(W/Q—arc'ﬁan(l/\/g)) ; kuiz>0, _
' dz 0, kui 2 <0
[ 1/ (ny/z(2+1)), kuiz>0
1 0, kui 2 <0.
Osutub, et
L((n+m)/2) rn\"/2 o) n \—(ntm)/2 .
[z m(z) = 1Nmmrmﬁ)<> “ (+m4 » ki 2> 0
0, kui 2 <0
(3.10.2)
ja
m
ning
2 _
DZp = mtm=2) (. (3.10.4)

n(m—2)*(m—4)
Skitseerime suuruse Z3;15 ja Z15.3 jaotustihedused fz, . (2) ja fz,5,(2) vas-
tavalt jaimeda ja peenikese joonega

Yz, .. (2)
071 ~AN=3m=15
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Naide 1. Leiame toendosuse

P (|Zs35 — EZ315] < 02, 45) -

Kuna 15 5
(3.10.3)
Elsgs = —2  — 2~ 1.154
15 15-2 13 ’
10.4) 2(15)2 15-2) 24
DZys G100 2US) B H1572) 2400 o,
3(15—2)2(15—4) 1859
ja
02415 = /DZ315 ~ V1.291 ~ 1.136,
siis

P (|Zg;15 — EZ3;15| < 023;15) ~ P(|Z3;15 —1. 154| < 1. 136) =
P(0.018 < Z3.15 < 2.29) = FDist (2. 29; 3, 15) — FDist (0.0 18; 3, 15) ~ 0. 877,

kus FDist (z;n,m) on suuruse Z, ., jaotusfunktsioon paketis SWP. &

Lisas 5 (F-jaotuse taiendkvantiilid) on o = 0.05 ja o = 0.01 korral tabulee-
ritud funktsioon (e, m,m) — Zan,m, kus

+oo
P(Zn,m > Za;n,m) = / mem (Z)dZ = Q.

a,n,m

Kehtib seos )
Zan,m — (3105)

Zl—a,m,n

Niide 2. Leiame Lisas 5 esitatud tabeli abil juhusliku suuruse Z5.3 sellised
voimalikud véartused z; ja zo, et

P (21 < Z153 < 20) = 0.9, P(Zis3 < 21) =P (Z153 > 22).
Kuna Z;5.3 on pidev juhuslik suurus, siis

P(Z15;3 S Zl) = P(Z15;3 Z 2’2) = (1 — P(Zl S Yg S 2’2)) /2 = 005,

+oo
P (Zi5.3 > 23) = P (Z15:3 > 22) = / [2155(2)dz = 0.05 M S 4, & 8.70.
z2
ja
(3.10.5) 1 Lisa5 1
21 = 20.05.15- = soians 30970304
1 0.95;15;3 20.05;3;15 3.29

Seega

P (0 304 < Z15;3 < 870) ~ 097 P <Z15;3 <0. 304) ~ P (Z15;3 > 870) . <>
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3.11 Ulesanded

1. Poiss ostab {ihe loteriipileti. Voidu téenéosus on 0.1. Olgu X poisi voitnud
piletite arv ja Y tema voiduta piletite arv. Leidke vektori (X, Y") jaotusseadus,
jaotusfunktsioon F(z,y) nii analiiiitiliselt kui ka graafiliselt ja jaotustihedus
f(z,y). Leidke EX, EY, DX, DY, ox, oy, vektori (X,Y) kovariatsioonimoment

cov (X,Y), korrelatsioonikordajar (X, Y") , kovariatsioonimaatriks K ja korrelatsiooni-
maatriks R. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?

V:F(z,y) =01-1(z—1)1(y) +0.9-1(z) L(y - 1), f(z,y) =0.1-6(z—1)d(y)+
40.9-6(x)d(y—1), EX =0.1, EY = 0.9, DX = DY =0.09, o0x = oy = 0.3,

Ys

NERE!
0009
1]01]0

cov (X,Y) = —0.09,
r(X,Y)=-

0.09 —0.09
K= ( 0.09 ) 7

().

soltuvad, korreleeruvad.

2. Kaks poissi sooritavad molemad 2 vabaviset. Esimesel poisil on mélemal vis-
kel tabamise toendosus 0.6 ja teisel poisil 0.7. Olgu X esimese poisi tabamuste
koguarv ja Y teise poisi tabamuste koguarv. Leidke vektori (X, Y') jaotusseadus,
F(z,y), f(z,y), EX, EY, DX, DY, ox, oy, cov(X,Y), r(X,Y), K ja R. Kas
selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?

V: F(z,y) =0.0144 - 1(z) 1(y) + 0.0672 - 1(x) 1(y — 1) + 0.0784 - 1(x)
+0.0432-1(z —1)1(y) +0.2016 - 1(z — 1) 1(y — 1) + 0.2352 - 1(x — 1)
+0.0324 - 1(z — 2)1(y) + 0.1512- 1(z — 2) 1(y — 1

x

1(y —2)+
1(y—2)+
) +0.1764 - 1(z — 2) 1(y — 2),

f(x,y) =0.0144 - 5(z) 6(y) + 0.0672 - 6(x) 6(y — 1) + 0.0784 - 6(z) 6(y — 2)+
+0.0432 - §(x — 1) 6(y) +0.2016 - 6(z — 1) 6(y — 1) + 0.2352 - 6(z — 1)d(y — 2)+
+0.0324 - 6(x — 2) 1(y) + 0.1512 - 6(x — 2) 6(y — 1) + 0.1764 - 6(x — 2) 6(y — 2),

Ul ) 5 EX =12, EY = 1.4, DX = 0.48,

i DY = 0.42, ox ~ 0.693, oy ~ 0.648,
0 [0.0144 |0.0672 | 0.0784 cov (X,Y) = 0, F(X,Y) =0
1 /0.0432 [0.2016 | 0.2352 _( 048 0 _(10
K= ( 0.42 R= 1)
2 10.032410.1512 1 0.1764 soltumatud, mittekorreleeruvad.
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3. Marklaua suunas sooritatakse kaks lasku. Molemal lasul on tabamise toendosus
p. Olgu X tabamuste arv ja Y moodalaskude arv. Leidke vektori (X,Y) jao-
tusseadus, F(z,y), f(z,y), EX, EY, DX, DY, ox, oy, cov(X,Y),r(X,Y), K
ja R. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?

V: F(z,y) =p* 1z —2)1(y) + 2pg - Lz — 1) 1(y — 1) + ¢* - 1(2) 1(y — 2),
flz,y) =p* 6(z = 2)d(y) +2pg - 6(x — 1) 6(y — 1) +¢* - (2) d(y — 2),

i ) 5 EX = 2p, EY =2¢, DX = DY = 2pq,
L
5 ox =0y =/2pq,
0 0 0 q cov (X,Y)=—-2pg, r(X,Y)=-1,
1] o0 2pq 0 K= [ %P7 —2p4 rR—(1 7}
5 2pq )’ L)
2| p 0 0 soltuvad, korreleeruvad.

4. Diskreetne juhuslik vektor (X,Y") on antud jaotusseadusega

iz \yj —1 2 3
0 0.2 ]0.1]0.1|
1 0.11] 03| 0.2

Leidke F(z,y), f(z,y), EX, EY, DX, DY, ox, oy, cov(X,Y), r(X,Y) ja R.
Kas selle vektori komponendid on korreleeruvad? Leidke regressioonijooned y =
E(Y |2) jaz =E(X|y).
V: F(z,y) =02-1(z) 1(y+ 1)+ 0.1 - 1(2) 1(y —2) + 0.1 - 1(x) 1(y — 3)+
+01-1(z - D) 1(y+1)+03-1(z —1)1(y —2) + 0.2 1(z — 1) 1(y — 3),
flz,y) =0.2-6(x)é(y+1)+0.1-6(x)6(y —2) +0.1-6(x) 6(y — 3)+
+0.1-6(x—1)d(y+1)+03-5(x—1)d(y —2)+0.2-5(x — 1) d(y — 3),
EX =0.6, EY =14, DX =0.24, DY = 2.64, ox = v/0.24 ~ 0.490,
oy =v2.64 ~ 1.625, cov(X,Y)=0.26, r(X,Y) =~ 0.327, korreleeruvad,

1 0.327 3/4, 2 =0, /3, y=-1,
Rz( 1 >’y:{11/6 s_1 T= 3/4, y =2,

’ ’ 2/3, y =3.

5. Sooritatakse 2 katset. Molemal on stindmuse A toimumise tdenédosus 0.6.
Leidke juhusliku vektori (X,Y), kus X on siindmuse A toimumiste arv ja Y
sindmuse A toimumiste arvu ja A mittetoimumiste arvu vahe, jaotusseadus,
EX, EY, DX, DY, ox, oy, cov(X,Y), r(X,Y), K ja R. Kas selle vektori
komponendid on soltuvad? Korreleeruvad? V:

Uil 0 ) EX =12, EY = 0.4, DX = 0.48,
i DY = 1.92, oy ~ 0.693, oy ~ 1.386,
01016 | 0 0 cov(X,Y) =096, r(X,Y)=1,
1 0 0.48 0 [ 0.48 0.96 (11
K= ( 192 )0 B= 1)
2 0 0 0.36 soltuvad, korreleeruvad.
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6. On antud diskreetse juhusliku suuruse X jaotusseadus

| —1]0 [1 |2
pr | 011030402

jaY = [2%], kus [2%] on suuruse 2% téisosa, ning Z = X?. Leidke Y ja Z jao-
tusseadused, EX, EY, EZ, DX, DY, EZ, 0, oy, ja oz. Leidke (X,Y, Z) korral

. (e ]0 |1 |2 |4 %0 [1 |4
Kija R Ve 01103104027 [pr 0305 02"
EX = 0.7, EY — 149, EZ — 1.3, DX — 0.81, DY = 1.49, DZ — 2.01, ox = 0.9,
oy ~ 1.221 o7 = 1.418,

0.81 1.07 0.99 1 0974 0.776
K = 149 153 |, R~ 1 0.884
2.01 1

7. Olgu (X,Y) tihtlase jaotusega ristkiilikus, mis on méiaratud vorratustega
-1 S Yy S 2 ja -3 S x S 3. Leidke f(xvy)a fl(’r)7 fQ(y)a fl(xly)7 fQ(y“T) ja
cov (X,Y). Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad? Leidke
regressioonijooned y = E(Y |z) jaz =E (X |y).

. _ | 118, (z,y) € [-1;2] x [=3;3], _ [ 13, 2 e[-1;2],
vt ={ o G S @={ 3

1/6, y € [~3:3],

R ={ /% LS Al = 5o, i) = (o). cov (X.7) =0,
soltumatud, mittekorreleeruvad, y =0 (x € [-1;2]), =0 (y € [-3;3]).
8. Vektor (X,Y) allub {ihtlasele jaotusele vorratustega |z| + |y| < 1jaxz >0
mairatud kolmnurgas. Leidke f(z,y), fi(x), f2(9), fi(zly), fa(yle) EX, EY,
DX, DY, cov(X,Y), K ja R. Skitseerige funktsioonide fi(x), f2(y), f1(z|y) ja
fa(y|z) graafikud. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?
Leidke regressioonijooned y = E(Y |z) jaxz =E(X |y).

. 1 x4y <1 A x>0, [ 2=2x, 2 €(0;1],
Vi f(x’y)_{ 0, ||+ |y >1 Vv 2 <0, h@) =1 o, x ¢ [0:1],

f2(y)={ L=l y € =) f1<x|y):{ 1/ (1=yl), = € [0:1—|y]],

0,y ¢ [-1;1], 0,z ¢ [0;1—1y[],
2 (y]2) = 1/(2—-22),yez—1,1—2], EX=1/3, DX =1/18,
2WIT =00,y [z —1,1—1], EY =0, DY =1/6,
fi(xly) fa(y)  fa(ylo)
1
2—2z
1 R
T Y - Y
01— |yl -1 0 1 z—1 1-=x
_ _(1/18 0 (10 soltuvad,
cov (X, ¥) =0, K = 1/6 )’ R= 1 ) ' mittekorreleeruvad.

y=0(0<a<1), o= (1—ly) /3 (-1<y<1).
9. Vektor (X,Y) allub iihtlasele jaotusele vorratustega || + |y| < 1jay > 0
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miiratud kolmnurgas. Leidke f(z,9), f1(2), fo(y), fi(zly), fa(ylz) BX, BY,
DX, DY, cov(X,Y), K ja R. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Kor-
releeruvad? Leidke regressioonijooned y = E (Y |z) jaz =E(X |y)

. _ [ Lje+ly <1 Ay=0, _ [ 1=zl ze[-151],
visea ={ g T S1 0020 e ={ 00N
| 2—-2y, ye[0;1], [ 1/2-2y),zey—-1,1—1y],
Foly|z) = 1/1—|z]),ye0;1—]z]], EX=0 DX=1/6,
2\ 0, yé¢[0;1— ||, EY =1/3, DY =1/18,
B _(1/6 0 (10 soltuvad,
COV(X’Y)_O’K_< 1/18 )’R_< 1)’ mittekorreleeruvad.

y=(1—le) /2 (-1Sa<1), 220 0<y<1).

10. Vektor (X,Y) allub iihtlasele jaotusele rombis |z| /a + |y| /b < 1. Leidke
f(a:,y), fl(m)7 fQ(y)a fl(x|y)a f2(y|x) EX? EK DXa DK cov (XaY)’ K ja R.
Skitseerige funktsioonide fi(z) ja fi(x|y) graafikud. Kas selle vektori kompo-
nendid on soltuvad? Korreleeruvad? Leidke regressioonijooned y = E (Y |z) ja
v=E(X |y).

R I B U/ a—|z|
V: f(z,y) = 2ab\x| “ ly| b= fi(z) :{ 2 '€ [=a;al,
0, =+ > 1, 0, z ¢ [~a;a],
byl .. EX=0, DX =a%/6
f = 2 , Y € [_bab]v -0 =a ’
v { vk Ei:?’DDiZT/D&
L a b—ly|) a(b—|y
filz|y) = 2a(b'|y|)’(:e|[|) (bbf| |; ’ ],
0, ¢ |-~ by’a by}’
a b(a—1z]) b(a—|zf)
halo={ Be-Fp LT }
0.y [-He=ED Me—lah),
) fi(x) b ‘f1($|y)
a 2a(b — [yl)
X -~ P X
—a 0 a —a(b—y))/b O a(b—|y|)/b
B [ a%/6 0 (10 soltuvad,
cov (X,Y)=0,K= ( b2 /6 >’R ( 1 >’ mittekorreleeruvad.

y=0 (—a<z<a), =0 (-b<y<D).

11. Juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus on f(z,y) = a-1 (1% — 22 — y?), kus
a on konstant. Leidke a =? Leidke f1(z), f2(y), fi(z|y), f2(y|x) ja K. Skit-
seerige funktsioonide fa(y) ja f2(y | ) graafikud. Kas selle vektori komponendid
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on soltuvad? Korreleeruvad? V: a =1/,

we = (T " s = { T
Juevi=v) e [-Vim2VI=,
filz]y) = Ox¢[ﬁm}
1/ (2vi-a?), ye [-vVI-a2V1-2?], = (1/4 0
pln = { o/ B e VL k- ).

1/4
tfa(y) Hfa(ylz)
2 1/(2v1—a2)
/“\ , : —: ,
-1 0 1 Vi—zz 0 i a2

12. Juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus on
flz,y)=a- (1—x2—y2)1(1—$2—y2>7

kus a on konstant. Leidke a, fi(x), fa(y), fr(z|y), fo(y|x), cov(X,Y), K ja
R. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad? Leidke regres-
sioonijooned y = E(Y |z) jaz =E (X | y). Via=2/m, cov(X,Y)=0,

@) =8 (1-2?) VI— a2/ (37), v € [-L:1]. ( 16 0 )

f2(y) =8(1-y*) V1-y /37T7y€ L1, 1/6 )”

3(1—a%—
&,xe{_ T— 42, /1—y2}7 Lo
3

fal =1 o r=('9).

07 Jf¢ |:_V1_y2) \/1—212}7

3(1— 2 _ .2
3-a" -y y>,y€[—\/1—x2,\/1—x2 :
falylz) = (1= a2)?

0, y€e [—\/1 — 72,1 —xQ] ,
soltuvad, mittekorreleeruvad, y =0 (x € [-1;1]), 2 =0 (y € [-1;1]).
13. Vektor (X,Y") allub tsentraalsiimmeetrilisele normaaljaotusele tihedusega

-1 .
f(z,y) = (270%) " exp (= (2* +9%) / (207)) . Leidke fi(x), fa(y), fr(x]y),
fLlz), y = E(Y |2), v = E(X [y), P(X[+[Y|<0), cov(X,Y), K ja
R. Kas selle vektori komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?
-1 -1

V: fi(z) = (V210) exp (—2?/(202)), fa(y) = (V270) ~exp (—y?/ (20?)),
fl(x|y) :2,](‘1('1:)7 f2(33|y) = fQ(y)a Yy= 07 T = 07 cov (Xa Y) = Oa ~ 02717
K=( 7 002 ,R= 1 (1) , sOltumatud, mittekorreleeruvad.
14. Juhusliku vektori (X,Y’) komponendid X ja Y on soltumatud, kusjuures X
allub normaaljaotusele parameetritega a ja ¢ ning Y {ihtlasele jaotusele 16igul
[0;1]. Leidke f(z,y) ja F(x,y).
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V. fong) = { (vro) "exp (@ —a*/ (20)) . v € [0:1)
7 0, y¢l[0;1],
0
Yy

F(z,y) = (054+®((x—a)/o)), 0<y <1,
05+®((z—a)/o), y>1
15. Vektori (X,Y) jaotustihedus on f(z,y) = a/(1 + 22 + y? + 2%y?). Leidke

a, F($7y)a f('ray)7 fl(x)a f2(y)7 fl(x | y)7 fQ(y ‘ I), cov (Xv Y) - Kas selle vektori
komponendid on soltuvad? Korreleeruvad? V:a = 1/72,

F(z,y) = (arctanx + 7/2) (arctany + 7 /2) /7%, fi(z) = (arctanz + 7/2) /7,

?
fa(y) = (arctany + 7/2) /7, fi(z|y) = fi(z), f2(ylz) = fa(y), cov (X,Y) =0,
soltumatud, mittekorreleeruvad.

16. On antud juhusliku suuruse X jaotustihedus

| Aexp(—Xz), kui z >0,
fi(z) = { 0, kui z <0,

kus A > Oa Ja‘Y = €xXp (_X) . Leidke f2(y|x)a f(‘ruy)v fQ(y)7 fl(x|y)a cov (X7 Y) )
K ja R. Kas vektori (X,Y") komponendid on soltuvad? Korreleeruvad?
V: fa(ylz) = 6 (y — exp (=), -
| Xexp(=Az)d(y —exp(—x)),z >0, My e(051),
floy) = 0, 2 <0, PW=\ 0y ¢ 1),
Fulaly) = y'exp(—Az) 8 (y —exp (—x)), y € (0;1) A 2 >0,
iy 0, y¢ (0:1) V>0, ,
cov (X,Y) = —1/ (A + 1), sdltuvad, korreleeruvad,
2 2
(A -1/ (A+1) AR e —VAAF2)/ (A +1) )
A/((A+2)(>\+1)> 1
17. Suurus X allub iihtlasele jaotusele loigul [—1;1] ja Y = X?2. Leidke fa(y).
1/(2ym), y € (051),
V: =
o ={ o Y
f x/2, 2 €[0;2], . _ w2 .
18. Olgu fi(x) = { 0, « ¢ [0:2] jaY = exp( X /2) . Leidke fa(y).

V: fa(y) = { (1)/ (29), y € (e7%1),

,y g (e7%1).
19. Olgu f1(z) = { 1/ (gf)x’ ;[G_g’s] U ja ¥ = X4, Leidke fo(y).
o {3l
00 A = { " SR Y = X0 (e Leidie )
. (1, ye(01),
VARW= )y g 01),

inz, € (0;7/2), . :
21. Olgu f1(z) = { snz)x 1;2 (é,;;é)) jaY = cos X. Leidke fa(y).
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. _J 1, ye(0;1),
Vi f2<y)‘{ 0y ¢ (01).

_ [ (tanz)/(Inv2), z € (0;7/4), . _ .

22. Olgu f1(z) = { 0.z ¢ (0;7/4) jaY =In(cos X). Leidke
1/ (Inv2), y € (In (v2/2) ;0)

SV = ’ o)

f2(y) f2(y) { 0, y¢ (ln (\/5/2) ;0).

23. On antud pideva juhusliku suuruse X jaotustihedus fi(z). Avaldage suuruse

Y =1 — X| jaotustihedus f>(y) tiheduse fi(x) abil.

: _ =y + /il +y), y € (0;+00),
Vi faly) = { 0, y € (—00;0].
24. Ringi raadius R allub Rayleigh’ jaotusele tihedusega

filr) = { (r/0?) exp (&Tiﬁi(??o).’ kui r > 0,

Leidke suuruse S = mR? jaotustihedus fa(s).
. [ 1/ (2m0?) exp (—s/ (2m0?)), s € (0;+00),
Vi fals) = { 0, s € (—o0;0].

25. Juhusliku suuruse X jaotustihedus fi(z) on antud graafiliselt

+f1(x)
1

—1 0 1
Leidke suuruse Y = 1 — X2 jaotustihedus f2(y) ja f(x,y).
) B 2 -2y, , |z (y—142?), ze[-1;1],
v fQ(y)‘{ 0,y ¢ (0:1), f(“”y)‘{ 0,z ¢ [~1:1].
26. Juhuslik suurus X allub Cauchy jaotusele tihedusega f1(z) =1/ (7 (1 + 2?)) .
Leidke suuruse Y = 1/X jaotustihedus fo(y). V: fa(y) =1/ (7 (y* + 1)) .
27. On antud juhusliku suuruse X jaotustihedus

_f (cosz) /2, kui z € (—7/2,7/2),
hiz) = { 0, kui @ ¢ (—7/2,7/2)

jaY =sin X. Leidke fo(y|z), f(x,y), f2(y) ja K. Kas vektori (X,Y") komponen-

did on soltuvad? Korreleeruvad? ( ) (Cn/2.n/2)
] . o | 0.5cosxd(y —sinx), x € (—7/2,7/2),
Ve (k) = 5y — i), Jea) = { 00RO

05, ye(-1;1), (7 /A+2 1
f2(y)‘{ 0,y¢ (-1, K7 1/3 )
soltuvad, korreleeruvad.
28. Olgu fi(z) pideva suuruse X jaotustihedus. Leidke juhusliku suuruse

Y = min {X, X2} jaotustihedus fa(y). V: fa(y) = { fl(y{}(é)i/g)% ;056126; 1).
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29. Olgu suuruse X jaotustihedus fi(z). Leidke suuruse Y = max {X, X2} jao-

tustihedus fa(y). V: fa(y) = (f1(v9) + f1(=v¥)) / (2v/9) » ¥ € (1;+00),
0, y€ (—o0;0] V y=1.

30. Olgu suuruse X jaotustihedus fi(x). Leidke suuruse Y = min {X, 1} jao-

. . _ fi(y), y € (=00, 1),
tustihedus fa(y). V: fa(y) { Sly—1) f1+oo Fu(@)dz, y € (0:1).
31. Olgu vektor (X,Y) iihtlase jaotusega ruudus [0;1] x [0;1] ja S ristkiiliku
[0; X] x [0; Y] pindala. Leidke suuruse S jaotustihedus f(s). V: f(s) = —Ins
(s €(0;1]).
32. Toestage, et kahe mittekorreleeruva juhusliku suuruse korrutise keskvaartus
on tegurite keskvasrtuste korrutis.
33. Juhusliku suuruse X keskvéartus on m, ja dispersioon D,. Leidke suuruste
Y=-X,Z=X+42Y—-1jaU =3X-Y +27—3 keskviirtused ja dispersioonid.
V:EY = -m,,EZ =—-m,—1,EU =2m,—5,DY =D,, DZ = D,, DU = 4D,.
34. Juhusliku vektori (X,Y, Z) kovariatsioonimaatriks on

4 -2 8
9 3
16

Leidke selle vektori korrelatsioonimaatriks R. Leidke juhusliku suuruse
U=2X-3Y+47 -1

keskvaartus EU ja dispersioon DU, kui EX =1, EY = —2 ning EZ = 3.
1 —1/3 1
V:R = 1 1/4 |, EU =19, DU = 433.
1



Peatukk 4

Juhuslikud funktsioonid

4.1 Juhusliku funktsiooni jaotusfunktsioonid ja
jaotustihedused

Olgu T' Ipmatu hulk.

Definitsioon 1. Juhuslikuks funktsiooniks X (t) (¢t € T) nimetatakse funkt-
siooni, mille vaartus argumendi iga véartuse ¢ korral on juhuslik suurus.

Kui juhusliku funktsiooni X (¢) argument ¢ on aeg, siis seda funktsiooni
nimetatakse ka juhuslikuks protsessiks voi stohhastiliseks protsessiks. Kui T on
loenduv hulk, siis juhuslikku protsessi X (¢) nimetatakse juhuslikuks jadaks ehk
aegreaks. Juhusliku funktsiooni X (t) vaértus argumendi fikseeritud vééartusel ¢
on juhuslik suurus, mida nimetatakse argumendi vaértusele ¢t vastavaks juhus-
liku funktsiooni loitkeks.  Juhuslikku funktsiooni on teataval mé&éral voimalik
iseloomustada selle funktsiooni 16igetest X (¢x) (k=1;...;n, tx € T) moodus-
tatud juhusliku vektori (X (¢1),...,X(t,)) abil.

Definitsioon 2. Kindlat funktsiooni z(t), mille juhuslik funktsioon X ()
omandab katse kidigus, nimetatakse juhusliku funktsiooni X (t) realisatsiooniks.

Niide 1. Olgu X (¢) (t € T') voolutugevus vooluahelas ajahetkel ¢. Tegemist
on juhusliku funktsiooniga.

Niide 2. Olgu X (¢) (t € T) temperatuur fikseeritud punktis ajahetkel t.
Tegemist on juhusliku funktsiooniga.

Niide 3. Olgu X(¢) (¢ € T') raketi korvalekalle meetrites ettendhtud tra-
jektoorist ajahetkel ¢. Tegemist on juhusliku funktsiooniga.

Definitsioon 3. Funktsiooni

def.

Fo (@1, tmitsy o otn) S P (X (1) < 21) - (X(tn) < 7)) (4.1.1)

nimetatakse juhusliku funktsiooni X (t) n-mootmeliseks jaotusfunktsiooniks.

Tegemist on selle funktsiooni Ioigetest koostatud juhusliku vektori
(X(t1),. .., X (tn)) jaotusfunktsiooniga. Juhuslike vektorite korral uurisime, kuidas
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avaldub juhusliku vektori jaotustihedus jaotusfunktsiooni kaudu. Saame juhus-
liku funktsiooni X (t) n-mootmelise jaotustiheduse

O"Fp (1,0 Xty ooy ty)

fn(xla"'azn;tla"'vtﬂ)_ 92y ...0z,

(4.1.2)

Kehtib seos
Fn (xla"wxn;tlv"'vtn) =

x1 x2 Ty (413)
=7f d&ff déz---if fa (€1, sbnsta, o tn) dép.

Kasutame juhusliku vektori jaotustiheduse omadust

fnfl (1'1»'"axnfl;tl,“';tnfl) - / fn (xla-~'7xn;tla"'atn)dxna

f’I’L*Q (1'1,...,$n72;t1,...,tn72) = / fn (‘Tlv"‘7x’n71;t17"~7tn71)d‘rn717

fi(zyty) = /f2($1,$25t1,t2)d$2-

— 00

Seega, teades juhusliku funktsiooni X (¢) mn-mootmelist jaotustihedust
fo (@1, . xpst1, ..., ty), saame leida koik madalama mootmega jaotustihe-
dused integreerimise teel.

Definitsioon 4. Oeldakse, et juhuslik funktsioon allub normaaljaotusele,
kui kGik tema mitmem&otmelised 16iked alluvad normaaljaotusele.

Niide 4. Vaatleme konstantset juhuslikku funktsiooni X (¢t) = U, kus F(u)
on juhusliku suuruse U jaotusfunktsioon. Leiame funktsiooni X () ithemdotme-
lise ja kahemGotmelise jaotusfunktsiooni

Fy (z1;t1) =
F (x17x21t17t2)

P(X(t1) <z1) =P (U < x1) = F(x1),
(X(t) < 1) (X(t2) < 22)) =
(U <z) (U <)) =

(U < min{zy1,z2}) =
= F(min {x1, z2}). &

P
=P
=P

Niide 5. Olgu X (t) = t U +b, kus b on kindel suurus ja juhuslik suurus U ~
N (a,0) . Leiame funktsiooni X (¢) iihe- ja kahemdotmelise jaotusfunktsiooni ja
ithemoGtmelise jaotustiheduse.
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Saame

Fy (1?1;t1) = P(X(tl) < 1‘1) = P(tlU—Fb < 171) = [tl > O] =

(z1—b)/t1 9
/ e (()) .

Zleb

t >a\/ﬂ

X(tr) < 1) (X(t2) < 22)) =
U +b< ) (teU +b< x2)) = [t1,t2 > 0] =

(v ()
(e ) -

min{(x1—b)/t1,(z2—b)/t2}

U<

Il
)
~—

202

— 00

Fy (1, $2;t1,t2)

— =~

= J\}% / exp (— (u—a)?®/ (202)) du
ja
fi(zsty) = 7311716(2,1?1) —
5 (x1=b)/t1
821710'\/% / exp( (u—a)? /(20))du—
e (-0 -0 ) £

- ﬁ exp (f (21 — (at, + )2/ (20215%)) L0

4.2 Juhusliku funktsiooni keskvaartus, dispersioon
ja kovariatsioon

Uurime jargnevalt juhusliku funktsiooni X (¢) (¢ € T') iseloomustamist teatud
kindlate funktsioonide abil. Kui fikseerime argumendi ¢ vaidrtuse, saame tule-
museks argumendi va#rtusele ¢ vastava juhusliku funktsiooni X (¢) 16ike. See 16ige
on juhuslik suurus. Eeldame, et sel 16ikel leidub keskvddrtus EX (¢). Nii saame
meie poolt fikseeritud argumendi ¢ vadrtusel seada argumendi sellele vaartusele
vastavusse kindla suuruse EX (¢). Lihtsuse mottes eeldame, et selline vastavusse
seadmine on voimalik iga ¢ € T korral. Tulemuseks saame hulgal 7" maaratud
kindla funktsiooni m,(t), mida me jirgnevalt nimetame juhusliku funktsiooni
X (t) keskvddrtuseks ehk keskvddrtusfunktsiooniks. Liihidalt on eelnev arutelu
kirja pandav kujul

ma(t) L EX(t). (4.2.1)
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Olgu

X°(t) = X(t) - my(t). (4.2.2)
Funktsioon X°(¢) on tsentreeritud juhuslik funktsioon. Keskvéartuse m, (t) saame
esitada themdotmelise jaotustiheduse fi (x;t) abil

+oo

mg(t) = / xf (z;t) da. (4.2.3)
— 00

Analoogilist mottekiiku kasutades defineerime juhusliku funktsiooni X (¢) dis-

persiooni ehk dispersioonifunktsiooni

D,(t) ¥ E(X°1)?, (4.2.4)
mis on kindel funktsioon, kusjuures ihemgotmelise jaotustiheduse abil avaldub
ta kujul

+oo
Da(t) = / (2 — ma () fi (2:8) da. (4.2.5)

Defineerime juhusliku funktsiooni X (t) standardhdlbe:
def.
0z(t) = /' Dy(t). (4.2.6)

Keskvédrtus m,(t) on kindel funktsioon, mille véértus on igal argumen-
di vadrtusel ¢ juhusliku funktsiooni X (¢) voimalike realisatsioonide vAdrtuste
keskmine. Juhusliku funktsiooni X (¢) standardhélve o, (¢) iseloomustab juhus-
liku funktsiooni korvalekallet keskvidrtusest m,(t), st voimalike realisatsioonide
pere hajuvust keskvaartuse m,(t) suhtes.

Juhusliku funktsiooni X (t) kovariatsiooni ehk kovariatsioonifunktsiooni
K, (t1,ts) defineerime seosega

ef. o o
Ky (t1,12) S E((X°(0)) (X°(t2) (4.27)
st kovariatsiooni defineerime argumendi vaartustel ¢; ja to sooritatud juhusliku
funktsiooni loigetest X (¢1) ja X (¢2) moodustatud vektori (X (¢1), X (¢2)) kova-
riatsioonina. Juhusliku vektori (X (¢1), X (t2)) korral kehtib vordus

E((X°(t)) (X°(12))) = E((X®(t2)) (X°(11))) -

Seega jareldub seosest (4.2.7) K, (t2,t1) = K, (t1,t2), st kovariatsioon K, (t1,t2)
on slimmeetriline oma muutujate suhtes. Avaldame kovariatsiooni K, (t1, t2) ka-
hemootmelise jaotustiheduse abil:

+oo +oo
K, (t1,t2) = / / (x1 — mg(t1)) (w2 — my(t2)) fo (x1, 2251, t2) didas.

(4.2.8)
Defineerime juhusliku funktsiooni X (t) korrelatsiooni ehk korrelatsioonifunkt-

stoont
def. KJ: (tla t2)

Ry (t1,t2) = o (t)on(la)’ (4.2.9)
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mis rahuldab seost |R;(t1,t2)| < 1. Juhusliku funktsiooni X (¢) korrelatsioon
R, (t1,1t2) iseloomustab seost funktsiooni 16igete X (¢1) ja X (t2) vahel.
Leiame

K, (t,1) = E((X°(1)) (X°(8)) = E(X°(1))* = D (b),

- Kot £) = Da(t). (4.2.10)

Seoseni (4.2.10) jouame ka valemist (4.2.8), lahtudes valikust t; =to = ¢ :

+oo +oo

K, (t1,t2) = / / (X1 — my(t1)) (2 — my(t2)) fa (1, 22561, t2) drrday =

__[ _1f1=t2=t = X(t)=X(t)=X{) = } B

T = fa(zr,zestt) = f1(va;t) 10 (e — 1) |
+0oo +oo

- / (21 — ma(t)) (22 — ma(t)) fi (2138) 3 (22 — 21) dwrdas —
_:Ooo_oo +oo

- / (1 — ma(t)) fi (w138 day / (2 — M (£)) 6 (w2 — 1) dva =
o J

_ / (1 — ma(8)? 1 (1:8) day = D (£).

Niide 1. Olgu X (t) = tU + b, kus b on kindel suurus ja U ~ N (a,0).
Leiame funktsiooni X (¢) keskvéirtuse m, (t), tsentreeritud juhusliku funktsiooni
X°(t), kovariatsiooni K (t1,t2), dispersiooni D, (t) ja standardhélbe o, (t) ning
korrelatsiooni R, (t1,t2).

Saame

my(t) =E (U +b) =tEU + Eb = at + b,
X°(t) = X(t) —my(t) = (tU +b) — (at +b) =
=tU —at=t(U —a) =tU°,
Ka(t1,t2) = E((X°(t1)) (X°(t2))) = E((t2U°) (t2U°)) =
= tlth ((UO)2) = tlthU = 0‘2tlt2,
D, (t) = K,(t,t) = 0*t?, 0,(t) = Vi2o2 = o |t],
K. (t1,t2) o?tyty .
R, (t1,t2) = = = tits) .
B e R TP T B
Niide 2. Olgu Z(t) = Xet+Ye ™, kus X ja Y on juhuslikud suurused ning
EX =1, EY = -1 ja ( ) _43 ) on vektori (X,Y") kovariatsioonimaatriks.
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Leiame keskvéirtuse m,(t), tsentreeritud juhusliku funktsiooni Z°(t), kovariat-
siooni K, (t1,t2), dispersiooni D,(¢) ja standardhélbe o, (t) ning korrelatsiooni
R.(t1,to).

Saame

m,(t) =E(Xe! +Ye ') =e!EX + e 'EY = ¢! —e™f,
Z°(t)=Z(t) —m.(t) = (Xe! +Ye ) — (el —e™t) =
=(Xel —e')+(Yet—et)= X" +Y°e !,
K (t1,t2) = E((2°(t)) (2°(t2))) =
=E((X°e't +Y°e 1) (X" + Y 12)) =
=E ((XO)2 ehrtts L yoxoe—titts 4 yoyoehi—ta 4 (y©)>? e’tl*b) =
= e+ E (X°)? 4 e HFRE (YOX°) 4 1 R2E (X°Y°) + e TRE (Y°)? =
=eht2DX + e titt2cov (Y, X) + et 72cov (X,Y) + e 1 722DY =
=9elrttz — 3 (e~tittz 4 ghimtz) 4 ge—t1—t2,
D.(t) = K. (t,t) = 9¢* — 6 + 4e™ 2, 0,(t) = V9e2 — 6 + de~ 2,

K. (t1,t2) Qef1ttz — 3 (e~trttz 4 el1t2) 4 ge=ta—t2
R.(t1,ty) = —— - = .
(t1, ) ox(t1)ox(ta)  /(9e2 — 6 + de—201) (9e2f2 — 6 + de—2i2)

¢

Defineerime kahe juhusliku funktsiooni X (t) ja Y (¢) vastastikuse kovariat-
siooni ehk vastastikuse kovariatsioonifunktsiooni, kui

def. o o
Koyt t2) = E((X°(t)) (Y°(t2))) (4.2.11)
ja vastastikuse korrelatsiooni ehk vastastikuse korrelatsioonifunktsiooni

def. Kopy(t1,t2)
Ry, (ty,ty) = —2 22 =7
v te) = N )

Juhuslikke funktsioone X (¢) ja Y (t) nimetatakse mittekorreleeruvateks, kui
ny(tl, ta) = 0, ja korreleeruvateks vastandjuhul.

Komplekssete vidrtustega juhuslikku funktsiooni Z(t) voime esitada kujul

Z(t) = X(t) +iY(t). Olgu Z(t) < X (t) — iV (1),

(4.2.12)

m(t) L mg (t) + imy (t) (4.2.13)
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ning
K (t12) 2 B ((2°(0) (Z2°(®2) =
=E((X°(t) +4Y°(t)) (X°(t2) =Y °(12))) =
— B (X°(t1)X°(ts)) — i E (X°(t1)Y°(t2)) +
+HE(Y°(t1)X°(t2)) + E(Y°(t1)Y°(t2)) =
= K,(t1,t2) — Y:Kmy(tth) + Y:Kym(tth) + Ky(t17t2)7
st

K, (t1,t2) = Ky(t1,t2) + Ky(t1, ta) + 0 (Kya(t1, t2) — Kay(t1,t2)) . (4.2.14)

Kui
D.(t) ¥ E((2°() (2°W)) = K.(t.t) =
= K, (t,t) — iKyy(t,t) + K. (tt) + Ky(t,t) =

D.(t) = Dy(t) + Dy(t). (4.2.15)

Lause 1. Komplekssete véidrtustega juhusliku funktsiooni Z(t) = X(¢) +
1Y (t) korral kehtivad seosed (4.2.14) ja (4.2.15).
Naide 3. Olgu Z(t) = X cost+iY sint, kus X ja Y on juhuslikud suurused
ning EX =1, EY = -1 ja
16 -6
9

on vektori (X,Y") kovariatsioonimaatriks. Leiame keskvairtuse m (t), tsentree-
ritud juhusliku funktsiooni Z°(¢), kovariatsiooni K, (t1,t2), dispersiooni D, (t)
ja standardhélbe o, (t) ning korrelatsiooni R, (t1,t2).

Saame

m;(t) =E(Xcost+iYsint) =cost EX + i sintEY = cost — i sint,
Z°(t)=Z(t) —m.(t) = (X cost +iY sint) — (cost — i sint) =
= (Xcost—cost )+i (Ysint+sint) = X°cost + ¢ Y sint,
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K.(h,t2) = B (2°()2°(&2) ) =
=E((X°costy +iY°sint;) (X°coste —iY°sinty)) =
= costy costy B (X°)? —iE(X°Y°)costy sinto+
+i sint; costo E(Y°X°)+ E (YO)2 sint; sinty =
= costy costeDX — i costysints cov (X,Y) +
+i sint; coste cov (Y, X) + sint; sint,DY =
= 16 costy costo + 67 (costy sinty — sinty costs) + 9sinty sinty =
= Tcosty coste + 6isin (to — t1) + 9cos (t2 — t1),
D, (t) = 16cos®t + 9sin®t = 9 + Tcos’t, o.(t) = V9 + Tcos?t,

16 cos t1 costa + 6i (costy sinty — sint; costs) + 9sinty sints
V9 + Tcos2t14/9 + Tcos? ty ’

R.(t1,t2) = &

4.3 Tehted juhuslike funktsioonidega

4.3.1 Juhuslike funktsioonide liitmine

Olgu antud kaks juhuslikku funktsiooni X (¢) (t € T) ja Y(¢) (t € T). Kui
Z(t) = X(t) + Y(¢), siis

m(t) = E(X(#) + V() = EX(t) + EY (t) = mq(t) + my (),

Z°(t) = Z(t) —m.(t) = X(t) + Y (t) — (mg(t) + my(t)) = X°(t) + Y°(t)

" K. (tn.t2) = E((Z°(1)) (2°(12))) =
=E((X°(t1) + Y°(t1)) (X°(t2) + Y°(t2))) =
=E (X°(t1)X°(t2)) + E(X°(t1)Y°(t2)) +
+E (X°(t2)Y°(t2)) + E(Y°(t1)Y°(t2)) =
= K, (t1,t2) + Ky (t1,t2) + Kpy (t1, t2) + Kuy (t2,t1)
ning

D.(t) = K.(t,t) = Dy (t) + Dy (t) + 2K, (1,1) |
0-(t) = v/D=() = \/ D (1) + Dy () + 2K, (1.1).




4.3. TEHTED JUHUSLIKE FUNKTSIOONIDEGA 163
Sonastame toestatu.

Lause 1. Kui Z(t) = X(t) + Y (¢), siis

m(t) = mg(t) + my(t)7 D.(t)

Dy (t) + Dy (t) + 2Ky (t,1),
K. (t1,t2) = Ky (t1,t2) + Ky (1, t2) + Ky (t1,t2) + Kay (t2,11),

02(t) = /D (£) + Dy (1) + 2Ky (1.1), Rulty.t2) =

K. (t1,t2)
Oz (tl)gz (tZ) ’

Niide 1. Leiame kahe juhusliku funktsiooni X (¢) ja Y (¢) summa Z(t) kesk-
vadrtuse m(t), kovariatsiooni K, (t1,t2), dispersiooni D,(t), standardhélbe ja
korrelatsiooni R, (t1,t2), kui

mm(t) = t, KI (tl,tg) = tltg, my (t) = t, Ky (tl,tz) = exp (a (tl + tz))
ning

Koy (t1,t2) = exp (B (t1 — t2)) -
Lause 1 alusel saame

m,(t) = mg(t) + my(t) =t —t =0,

K. (t1,t2) = Ky (t1,t2) + Ky (t1,t2) + Ky (t1,t2) + Koy (t2,t1) =

— t1ts + exp (a (t1 +12)) + exp (3 (b1 — £2)) + exp (B (t2 — 1)),
DZ(t) =D, (t) + D, (t) + 2K,y (t,t) =

= t? + exp (20t) + 2,
0.(t) = /D.(t) = \/t2 + exp (2at)
o Kz(tlatQ) o
Rz(t17t2) - O'Z(tl)0'2<t2) -

+2,

_ tata +exp (a(ty +1t2)) +exp (B (tr —t2)) +exp (B (f2 — t1))
VB2 +exp (2aty) + 2+/t3 + exp (2ats) + 2
¢

4.3.2 Juhusliku funktsiooni korrutamine kindla funktsiooni-
ga

Olgu antud kindel funktsioon h(t) ja juhuslik funktsioon X (¢), kusjuures on
teada my(t) ja Ky (t1,t2). Leiame funktsiooni Y (¢) = h(t)X (t) pohilised karak-
teristikud. Saame

EY (1) = E (h())X (1)) = h(t) (BX (1)) = h(t)ma (1),
(

)
Y (£) = my () = h(H)X(£) — h(t)ma(t) =
B(t) (X () — ma(8)) = () X°(2),
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Ky(tr,t2) = E((Y°(t1)) (Y°(t2))) =

= E (h(t1) X (t1)h(t2) X°(t2)) =
= h(t1)h(t2)E (X°(81) X°(t2)) = h(t1)h(t2) Ko (t1, b)),
Dy(t) Ky (t,t) = h*(t)Ka(t,t) = B (1) Da(t),

= /K, (t,t) = V/h2(t) D, (t) = |h(t)| 0 (t)
Kt b > ()
Rt t2) = oy )~ Thtloalta) ()] 7. (t2)
= (sign h(t1)) (sign h(tz)) Rz (t1,t2).
Lause 1. Kui Y (¢t) = h(t)X (¢), h(t) on kindel funktsioon ja X (t) juhuslik
funktsioon, siis

my(t) = h<t)mw(t)v Ky(tlat2) = h(tl)h(t2)Ka:(t1at2);
Dy (t) = (1) Da(t), Ry (t1,t2) = (sign h(t1)) (signh(ts)) Ro(tr, t2)-

Naide 1. Leiame juhusliku funktsiooni Y (t) = X(t)cost korral my(t),
Ky (tl,tg) 5 Dy(t), O'y(t) ja Ry(tl,tg), kui

My ()—t K (tl,tg)—exp(f|t27t1\)
Et

D,(t) =K, (t,t) =exp(—|t—t]) =1, 0,(t) =1,
Ke(ti,t2)  exp(=|ta — ta])
Uz(tl)ax(tg) 1 . 1

siis Lause 1 pohjal saame

Ra’:(tla t2) ==

= exp (— [t2 — t1]),

my(t) = h(t)my(t) = tcost,
Ky(ti,t2) = h(t1)h(t2) Ky (t1,t2) =
= costy costaexp (— |ta — t1]),
D, (t) = h*(t)D,(t) = cos®t, o, (t) = |cost]|,
Ry(t1,t2) = (signh(t1)) (signh(t2)) Rx(t1,t2) =
= (sign costq) (sign costa) exp (— |ta — t1]) . &

4.3.3 Juhusliku funktsiooni integraal

Olgu antud juhuslik funktsioon X (¢) (¢ € T), mille kdik realisatsioonid
on integreeruvad 1igul [0;¢] C T. Olgu see 16ik [0;¢] jaotatud punktidega 7;
(i=0;1;2;...;n) n osaldiguks [r;_1,7;] (i =1;2;...;n), kusjuures 0 = 79 <
TM<Ta<...<T, =t Olgug; € [r_1,7] ja A1; =7, — T7;_1. Suurust

t
_ def.
7/0 X (r)dr = maxAﬂHO E X (i) A
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nimetatakse juhusliku funktsiooni X (t) integraaliks 15igul [0;¢] . Suurus Y (¢) on
juhuslik funktsioon, sest igal argumendi ¢ va&rtusel hulgast 7" on Y () vddrtus

juhuslik.
Leiame juhusliku funktsiooni Y (¢) keskvéiirtuse

my (1) = EY (1) = E/OtX (r)dr =E ( im > X () A”) =
i=1

max A1; —0

| eeldusel, et piirvdartuse ja keskvédrtuse |
- leidmise jéirjekord on muudetav -

n

= Ilm E (i:X (si) A7i> = lim Z (EX (1)) Am; =

max A1; —0 max A1; —0 4

max A1; —0

= lim ; mg () AT = /0 my (7)dr.
Et
V() = V() — my (1) :/0 X(T)dT—/O ma (7) dr =

¢ ¢
= / (X (1) —mg (1))dr = / X° (1) dr,
0 0
siis saame leida juhusliku funktsiooni Y (¢) kovariatsiooni

Ky(ti,t2) = E((Y®(01)) (Y°(t2))) =

_E ((/Ot X (ﬁ)dﬁ> (/Ot X (TQ)dm)) _
_E (/Ot /0,&2 X° (1) X° (72)d71d72> -
_ (/Of /OtZE(X" (m) X° (@)dndm) :/Otl /Ot?' Ko (70, 72)dr1drs,

millest omakorda saame dispersiooni ja standardhélbe

D, (t) = K, (t,1) :/Ot /Oth(Tmz)dnde,
oy(t) = /Dy (t) = \//Ot /Ot K, (ry, m2)drydr)

_ Ky(tlth) _
Bythate) = o)

ja korrelatsiooni

t1 pta
0 0 Km(Tl,Tg)dTlde

\/f(fl Jl Ky(ThTQ)dTldTQ\/fgz 52 Ky(Tl,Tz)dTldTg
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Lause 1. Kui Y (t) = fg X () dr, siis

t1 to
my / my (1) dr, Ky(t1,t2) / K, (71, m2)drdrs,

//K 71, T2)dTidTs, 0y (¢ \// / K, (11, 72)drdrs,

t
0 02K (Tl,TQ)dTldTQ
tl;tQ

\/ 7'1,7'2 dTldTg\/ Ky(Tl,Tg)dTlde

Niide 1. Olgu juhusliku funktsiooni X (¢) korral teada, et my(t) = 0 ja
K, (t1,t2) =1/ (1 + (ta — tl)z) . Leiame juhusliku funktsiooni

t)—/OtX(T)dT

keskvaartuse ja kovariatsiooni, dispersiooni ja standardhélbe.
Lause 1 pohjal saame

t t
my(t) = ; mw(T)dT:/O 0dr =0,

t1 to t1 ta 1
Ky (t1,t2) :/ Ko (11, m2)dT1dTs :/ / —————dndn =
o Jo o Jo 1+ (m2—m1)

t1 ta
= / arctan (o — 71)| dm =
0

0

t1
= / (arctan (to — 1) + arctan 1) drp =
0

1. (14+¢) (1443
=ty arctanty + to arctants — (t1 — to) arctan (t; — to) — 3 In (1(1)()22)
+ (t1 — to

b

Dy(t) = K, (t,t) = 2tarctant — In (1 + %),

oy(t) = \/2tarctant — In (1 + ¢2). &

4.3.4 Juhusliku funktsiooni diferentseerimine

Olgu antud juhuslik funktsioon X (¢) (¢ € T'), mille koik realisatsioonid on
diferentseeruvad hulgal T'. Suurust

v = KO XA - X(0)

dt At—0 At
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nimetame juhusliku funktsiooni X (t) tuletiseks hulgal T. Leiame juhusliku funkt-
siooni X (t) tuletise Y (t) keskvédrtuse

X(t+At)— X (t)\ [ kui piirvidrtuse ja keskvidrtuse
" | leidmise jirjekord on muudetav

o EX(+AY) - EX(H)
At—0 At

— lim my(t + At) — my(t) _ dmgj(t).
At—0 At dt

Seega

Yo(t) :Y(t) —my(t) _ dX(t) _ dmL(t) _ d(X(t) —m.L(t)) _ dXO(t)

dt dt dt dt
= K,(t1,t2) = E((Y°(t1)) (Y°(t2))) = E ((Wgtftl) a)gtitz)> _

82 o o 82 o o _
=E <3t13t2 (X°(t1)X (b))) = mE(X (t1)X°(t2)) =
2
- mKw(tlat2)7

millest saame omakorda dispersiooni, standardhélbe ja korrelatsiooni

K, (t1,t2)
D,(t) = K,(t,t t) =+/D,(t t,tg) = —L =0
y( ) y( ) )7 Uy( ) y( )a Ry( 1 2) O'y(t1)0'y<t2)
Lause 1. Kui Y (¢) = djétt , siis
dmg(t 02K, (t1,t
o) = T h1,0) = SRR ) 1),
O? K, (t1,t2)
ot10t
ay(t) =1/ Dy(t), Ry(t1,t2) = 5 L2 5
O* K, (t1,t2) O* K, (t1,1t2)
6t18t2 to=t; atlatQ t1=to

Niide 1. Olgu juhusliku funktsiooni X (¢) korral m,(t) =1 ja K, (t1,t2) =

dX(t
exp (a (t1 + t2)) . Leiame juhusliku funktsiooni Z(t) = t# + 2 keskvédrtuse,

kovariatsiooni, dispersiooni, standardhélbe ja korrelatsiooni.
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dX(t
Leiame samm-sammult. Kui Y (¢) = %, siis Lause 1 pohjal
dmg(t) d1
t) = = — = O
my (1) dt a7
02 0? 2 a(ti+ts)
Ky (t1,te) = —— K, (t1,t2) = ——— t t — al(ty 2)
tnst2) = 5o K1) = 20 exp (a1 + 1) = %
Dy, (t) = K,(t,t) = a*e®**, o,(t) = \/D,(t) = Va2e2t = |a|e™,
Ky (ty,t aZea(tittz)
Ry(t1,t2) = AGEL) = 1 s
oy(ti)oy(ta)  |ofe [af etz

Kui U(t) = tY (t), siis Lause 4.3.2.1 pohjal
My (t) =t -my(t) =0, K,(t1,t2) = titoK, (t1, o) = ot tye®rFt2),
Et Z(t) = U(t) + 2, siis Lause 4.3.1.1 pghjal
my(t) =my(t) +2 =2,
K.(t1,t2) = Ky (t1,t2) +0+0+0 = a2t1t2e“(t1+t2>

Da(t) = Ko(t.1) = 02262, o (1) = /Do(l) = VaPBa2 = |at| e,
Kz(tlatQ) Oé2tlt260‘(tl+t2) .
R, (t1,t2) = _ _ o
z( 15 2) O’z(tl)O'Z(tQ) |at1|eat1 |Oét2‘ otz sign ( 1 2) &

Kui U(t) = tY(t), siis Lause 4.3.2.1 pdhjal
My (t) =t -my(t) =0, K,(t1,t2) = t1taK, (t1, ta) = ot tye®rFt2),
Et Z(t) = U(t) + 2, siis Lause 4.3.1.1 pghjal
my(t) = my(t) +2 =2,
K. (t1,t2) = Ky (t1,t2) + 0 + 0+ 0 = a2ty e FH2),
D.(t) = K.(t,t) = o*t%e®* o.(t) = \/D.(t) = Va2t2e2ot = |at| e,

Kz(tlatQ) Oé2t1t2604(t1+t2) .
R.(t1,t2) = 0 (01)oa(t2)  Jati]eot |atg]eats &M (tits) . o

4.4 Juhusliku funktsiooni kanooniline arendus

Jargnevalt vaatleme keerukama juhusliku funktsiooni esitamist lihtsamate
juhuslike funktsioonide abil.

Definitsioon 1. Kui juhuslik funktsioon X (¢) on esitatud kujul

X(t) )+ Z Ujp;(t (4.4.1)

kus ¢;(t) (j = 1;...;n) on kindlad funktsioonid ja suurused U; (j = 1;...;n) on
tsentreeritud mlttekorreleeruvad juhuslikud suurused ning mx( ) on Juhushku
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funktsiooni X (t) keskvdartusfunktsioon, siis nimetatakse seda kuju juhusliku
funktsiooni X (¢) kanooniliseks arenduseks.

Uurime, milline on seosega (4.4.1) antud juhusliku funktsiooni X (¢) kova-
riatsioon ja dispersioon. Kuna tsentreeritud suuruste U; korral U7 = U; ja
X°(t) = 37_, Ugpj(t), siis saame

Koty ta) = B(X°(t)X°(t2)) =
:E(( " Ureih )(Z Use, t2>):
:Zj 1Zj @ilt)e; (12)E (UPUF) =
_Zz 12] L Pit)g;(t2) cov (Us, Uy) =

B [ U; ja U; on mitte-

korreleeruvad = cov (Ui, Uj) = &,; DU } -

= Z (pj tl ©j tQ)DU

ja Da(t) = Kx(t 1) = 325_, ¢5(t) DU;.
Lause 1. Kui (4.4.1) on funktsiooni X (¢) kanooniline arendus, siis

Kw<t1, tz) = Z::l ©j (tl)(pj (tz) DUj (442)
ja .
D,(t) = ZFI 2 (t) DU;. (4.4.3)

Naide 1. Olgu juhuslikud suurused U; (j =1;...;n) tsentreeritud ja mit-
tekorreleeruvad, kusjuures DU; = 27. Leiame juhusliku funktsiooni

X(t) =sint + Z:_l Uj cos jt

kovariatsiooni ja dispersiooni.
Valemite (4.4.2) ja (4.4.3) abil saame

Kw(tl,t2):Z:=12j cos(jt1) cos(jta), Da(t) =S 2cos(jt). &

4.5 Statsionaarsed juhuslikud funktsioonid

Definitsioon 1. Juhuslikku funktsiooni X (¢) (¢ € T') nimetatakse statsionaarseks
kitsas mattes, kui koik selle juhusliku funktsiooni mitmedimensionaalsed jao-
tustihedused on invariantsed muutuja ¢ suvalise voimaliku nihke suhtes, st iga
n € N ja iga sellise A, kus t; + A€ T (i=1;...;n), korral

fo(xr,@a, . xnsts + Ajta + At +A) =

= fn($17x27"'7xn;t17t23'"atn)'
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Kui kitsas mottes statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) argumendiks on
aeg, siis koneldakse kitsas mottes statsionaarsest juhuslikust protsessist.
Kui juhuslik funktsioon X (¢) on kitsas mdttes statsionaarne, siis

400 . _
mr(t+A):/ x fi(z;t+ A)de = flzt+A) = _

. = fi(x;t)
+oo
:/ x fi(x;t) de = my(t),
+oo
DI(H—A):/ (2 —ma(t+ A)? fi(zst+ A)dz =

+oo )

st
ma(t + A) = my(t), Dy(t+A) = Dy(t). (4.5.1)

Kitsas mottes statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) korral
K.(t1+Ajta+A) =

+00 +oo
f f (.731 — mx(tl + A)) (332 — mx(t2 + A)) fg(:ﬂl,l‘g; t1 + A,tz + A)d1‘1d$2 =

—00 —O0

= [mg(t; + A) = my(t;), fo(zr,xe3ts + A ta + A) = fo(x1, z2;t1,t2)] =

400 +o0o
= [ [ (1 —ma(t1)) (w2 — ma(te)) fo(xr, x2;t1, ta)dardry = Ky(t1, t2),
—00 — OO
st
Ko(ti + Aty + A) = Ko(ty, t2). (4.5.2)

Lause 1. Kitsas mottes statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) keskvéir-
tus m,(¢t) ja dispersioon D, (t) on konstantsed funktsioonid ning kovariatsioon
K, (t1,t2) soltub vaid argumentide ¢ ja ty vahest ¢t — t1, st

Koty ts) = ka(ts — 1) (4.5.3)

ning
D, (t) = ky(0), (4.5.4)
kus by (1) < K, (0,7) (1 =ty —t1).
Toestus. Seosest (4.5.1) jareldub, et funktsioonid m. () ja D, (t) on konstant-

sed. Kuna seos (4.5.2) peab kehtima suvalise (voimaliku) A korral, siis kehtib
ta ka A = —t; korral. Seega

Km(tl — tl,tz — f,l) = Kx(O,t2 — tl) = kw(tg — f,l) = kiw<7') O
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Definitsioon 2. Juhuslikku funktsiooni X (¢) (¢t € T) nimetatakse statsionaarseks
(laias mattes), kui selle juhusliku funktsiooni keskvéidrtus on konstantne funk-
tsioon ja kovariatsioon K, (t1,t2) sltub vaid argumentide vahest to — t;.

Lause 2. Iga kitsas mottes statsionaarne juhuslik funktsioon on (laias mottes)
statsionaarne, kuid mitte vastupidi.

Lause 3. Statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) kovariatsioon k,(7) on
paarisfunktsioon, kusjuures

[k (T)| < k2 (0) = Dy (2).
Toestus. Viite esimesele osale sobib jargmine arutelu
X(t1)X(t2) = X(12)X(t1) = X°(t1)X°(t2) = X°(t2)X°(t1) =
= E(X°(t1)X°(2)) = E(X°(t2)X°(t1)) <

= Kr(tl,tg) :Kz(tg,tl) (4253)

= km(tg — tl) = k‘z(tl — tz) < k’z(—T) = kx(T)
ja teisele osale sobib arutelu

[Ro (t1,t2)| <1 & eov (X (t1), X(t2))] < 0a(t1) - 0a(t2) <

= ‘K$(t1,t2)| § A/ Dm (tl) Dm (tz) ==
= [X(t) on statsionaarne = D, (t) on konstantne] =

= |K.(t1.t2)| < /Dy (8) Da (@) = Dy (1) 27

= kalts — t1)] < Dy (8) “ZV ko (0) = |ko(r)| < ke (0) =D, (t). O

Naide 1. Olgu
X(t) =t+ Ucoswt + V sinwt,

kusjuures U ja V on tsentreeritud mittekorreleeruvad juhuslikud suurused, DU =
DV ja w on kindel suurus. Uurime juhuslike funktsioonide X (¢) ja X°(¢) stat-
sionaarsust.

Juhuslike suuruste U ja V tsentreeritusest jareldub

ue=U, V°e=V.
Kuna

my(t) =EX(t) =E(t + Ucoswt + Vsinwt) =
=Et+ (coswt) EU + (sinwt ) EV =1t
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siis m(t) # const ja Definitsiooni 2 pohjal X (¢) ei ole statsionaarne. Kuna

X°@t)=X(t)—my(t) =t +Ucoswt + Vsinwt —t =
= U coswt + V sinwt,

siis
mxo(t) = EX°(t) = E (U coswt + V sinwt) = 0.

Seega funktsiooni X°(t) keskviirtus on konstantne. Et juhuslikud suurused U
ja V on tsentreeritud ja mittekorreleeruvad, siis E(U°V°) =0 ja

Kxo(tr,ta) = E((X°(t1) = mae (t1)) (X°(t2) — mas (t2))) =
=E ((U°coswt; + V°sinwt;) (U° coswty + VO sinwty)) =
= (coswty coswty) B (U°)? + (coswty sinwty) B (U°V®) +
+ (sinwt; coswty) B (VOU®) + (sinwty sinwty) B (V°)? =
= (coswty coswte) DU + (sinwt; sinwty) DV =

= (coswty coswty + sinwty sinwte) DU = DU cos (w (t2 — t1))

ning kyo (1) = DU cos (w7) . Seega on juhuslik funktsioon X°(¢) statsionaarne
(laias mottes). O

Niide 2. Olgu X (¢) = sin(t+ ®), kus ® on juhuslik suurus, mis allub
iihtlasele jaotusele vahemikus (0;27). Kas X (¢) on statsionaarne?

Kuna

27

2m
1 1
mx(t):Esin(t—F(I)):/ %sin(t—{—(p)dgp:—%cos(t—kgp) =
0 0

= f%cos(t+2ﬂ')+ %cos(t) =0
ja
K, (t1,t2) = E(X°(t1)X°(t2)) = E (sin (¢; + @) sin (t2 + P)) =
= E ((sinty cos ® + costy sin @) (sintg cos P + coste sin @)) =
= sinty sin t2E (cos® ®) + sinty cos t2E (cos @ sin @) +

+ costy sintoE (cos @ sin @) + costy costoE (sin @) = 0.5cos (ta — t1),
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sest

2T 2 27
1 2 1
E (cos2 Q)) = / cos wd@ = / Md(ﬁ ——
0 0

27 4 2’
2T cos @ sin g ™ sin 20
E(cos<I>sin<I>):/ 7d4p:/ dp =0,
0 21 0 4
2m . 2 2
. sin” ¢ 1 —cos2p 1
(sin” ) /0 o 7 /O w7

Seega on m,, (t) konstantne ja K, (t1,t2) soltub vaid argumentide vahest to —¢;,
st X (t) on statsionaarne. O

Naiidake, et statsionaarse juhusliku funktsiooni korrelatsioon r,(7) avaldub
kujul

12(T) = ko (1) /K2 (0).

Definitsioon 3. Oeldakse, et juhuslikud funktsioonid X (¢) ja Y (¢) (t € T)
on statsionaarselt seotud, kui nende juhuslike funktsioonide vastastikune kova-
riatsioon Ky, (t1,t2) sOltub vaid argumentide ¢, ja ¢; vahest to — 1.

Olgu statsionaarselt seotud funktsioonide X (t) ja Y (t) korral

kay (ts — t1) "< Koy (41, 1). (4.5.5)
Naiide 3. Olgu U, V, W tsentreeritud juhuslikud suurused ja
X(t)=Usint + Vcost, Y(t)=Vsint+ W cost
ning
16 4 -1

1 4
25

juhusliku vektori (U, V, W) kovariatsioonimaatriks. Kas X (¢) ja Y (t) on statsio-
naarselt seotud?
Vektori (U, V, W) kovariatsioonimaatriksi pohjal
DV =1, cov (U, V) =4, cov(UW)=-1, cov(V,IW) = 4.
Kuna
Koy(ti,t2) =E(X°(t1)Y° () =[U=U°, V=V, W=W° =
=E ((U°sint; + V°costy) (Vsinty + W°costs)) =

= sint; sintoE (U°V°) + sint; cos toE (U°W®) +

+ costy sintoE (VOV®) + costy costoE (VOW®) =



174 PEATUKK 4. JUHUSLIKUD FUNKTSIOONID
= sinty sintacov (U, V) + sint; costocov (U, W) +
+ costy sint, DV + costy costacov (V, W) =
= 4sintq sinty — sinty costs + costy sinty + 4costy costy =

= 4cos (t2 - tl) + sin (tg — tl) s

siis funktsioonid X (¢) ja Y (¢) on statsionaarselt seotud ja seose (4.5.5) pohjal
kyy(T) =4cosT +sinT. O

4.6 Loplikus vahemikus statsionaarse funktsiooni
spektraalarendus
Olgu juhuslik funktsioon X (¢) (T = (=1,1), I # o) statsionaarne. Et
ti,ta € (=1,1) = 7=ts—t; € (-21,21),

siis selle statsionaarse juhusliku funktsiooni kovariatsioon k; (7) on méiratud
vahemikus (—2[, 21) ja on selles vahemikus Lause 4.5.2 pohjal paarisfunktsioon.
Kui eeldada, et k,, (7) on arendatav vahemikus (—2[, 2]) Fourier’ ritta 4-perioo-
dilise trigonomeetrilise siisteemi jérgi, siis on see rida koosinusrida

ky (1) ~ Z Dj cos %,
j=0

kus

Dy == ke (7)dT, Dj:f/ kx(T)COS]ﬂdT (1=1;2;3;...).
21 Jo U Jo 21

Kui téhistada w; = (jm) / (2l) ja eeldada, et saadud Fourier’ rida koondub va-
hemikus (—2[,2l) funktsiooniks k, (7), siis

ke (1) =Y Djcos (w;T) (4.6.1)
§=0
kus
1 21 1 21
DOZZ ko (7)dr, Djzj ki (7)cos (wiT) dr (5 =1;2;3;...).
0 0
(4.6.2)

Jargnevalt piirdume juhuga D; > 0 (j € Ny). Seostest (4.5.4) ja (4.6.1) jarel-
dub, et vahemikus (—,!) statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) korral

D.(t) = ipj

j=0
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ja

Kx(tl,tQ) = kx (tg — tl) = iD]’ COS ((.LJj (tg — tl)) =

7=0
&S]
= Z Dj COS (u.)jtg — thl) =
7=0
&S]

= Dj (COS (wjtg) COSs (wjtl) + sin (thg) sin (w]'tl)) .
7=0

Selline kovariatsioon on statsionaarsel juhuslikul funktsioonil
X(t +Z (Uj cos (wjt) + Vjsin (w;t)), (4.6.3)
7=0

kus Uj ja V; on tsentreeritud mittekorreleeruvad juhuslikud suurused ning DU; =
DV; = D;. Kontrollige! Viimasest tingimusest selgub, miks funktsiooni k; (7)
arenduses Fourier’ ritta (4.6.1) on kasutatud kordajate t&histust D;. Vahemikus
(—I;1) statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) esitust kujul (4.6.3) nimetatakse
funktsiooni X (t) spektraalarenduseks vahemikus (—I;1). Sonastame saadud tule-
muse.

Lause 1. Kui on teada vahemikus (-, ) statsionaarse juhusliku funktsiooni
kovariatsioon k,(7), mille Fourier’ arendus

T)= Z D cos (w;T)
=0

koondub funktsiooniks k, (7) vahemikus (—2[,2I), kusjuures w; = (jm)/ (2I)
ja Dj > 0, siis avaldub X (¢) kujul (4.6.3). Seejuures on U; ning V; tsent-
reeritud mittekorreleeruvad juhuslikud suurused ning kordajad D; = DV, =
DU; (j =0;1;2;...) on leitavad valemite (4.6.2) abil.

Niide 1. Leiame vahemikus (—1; 1) statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢)
spektraalarenduse, kui on antud funktsiooni X (¢) kovariatsioon

_ [ (r1=2)?, kui |7 <2,
a(7) = { 0, kui |7 > 2.

Selle spektraalarenduse leidmiseks kasutame Lauset 1. Et antud néite korral
l=1,siis wj = (jm) /2 ja valemite (4.6.2) abil saame

1 [ 2 1 [? 2
Do=*/(|T|—2) def/(T—Q) dr =4/3 >0,
2 Jo 2 Jo
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D, =12 2)? irr/2) dr = [? 2)? i /2) dr =
i =1 Jo (71 =2)7cos (jmr/2) dr = [§ (T = 2)" cos (jn7/2) dr =

u=(r—-2)° du=2(r—2)dr
2
dv = cos (jn7/2) dT v = —sin(jr7/2)
Jm

2

= (17— 23sin T — QMsin jTT T =
= (r =2 Zsinirr/2)| = [ HFsin er/2) dr =

0

4(r —2 4
u = 7(7, ) du = —dr
_ Jm ™

dv = —sin (jnr/2) dr v = j—cos (jm7/2)
™

8(r—2 2?8
= (‘;-27_[_2)(308 (]7'('7'/2) 0—/(; ‘F?COS(].TFT/Q)dT:
16 .

Seega

o0 . t . t
X(t) = my(t) +j¥0 (chosjg +Vjsinj72T) ,

kus U; ja V; on tsentreeritud mittekorreleeruvad juhuslikud suurused ning
Do = 4/3, DV; =DU; = 16/ (j?n?) (j = 1;2;3;...). &

4.7 Lopmatus vahemikus statsionaarse juhusliku
funktsiooni spektraalarendus

Definitsioon 1. Kindlat funktsiooni

Sz (w) def. % /jo ko (T) exp (—iwT) d7 (4.7.1)

nimetatakse statsionaarse juhusliku funktsiooni X (t), mille kovariatsioon on
k. (7), spektraaltiheduseks.

Et statsionaarse juhusliku funktsiooni X (t) spektraaltihedus s,(w) on de-
fineeritud kui kovariatsiooni k, (7) Fourier’ poordteisendus, siis kovariatsioon
k.(7) on spektraaltiheduse s, (w) Fourier’ teisendus, st

k. (T) = /OO Sz(w) exp (iwT) dw. (4.7.2)

— 00
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Naiide 1. Olgu

[ 1—72 kui |7] <1,
k“’(T)_{ 0, kui |7| >1

statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) kovariatsioon. Leiame spektraaltihe-
duse s, (w).
Valemi (4.7.1) abil saame

o) = 5 [ (= ) exp (i) dr =
W)= o 1 TeRmar e
B 1 1 1 9 .. d _
=5 71( —77) (cos (wr) — isin (wr)) dr =
1

=— /01(1 —72) cos (wr) dr =

™

sin (wT)

u=1-712 du=—-27dr
~ | dv=cos (wr)dr,v =

1

_ 1 <(17’2) sin (wT)

T w
u =27, du = 2dr
= | g 50 (wT)d o= ~ cos ((;T) =
w
_1 (_cos(;ur)zT ! +/1 2cos§wr)d7> _
™ w 0 0 w
1 2cosw  2sin (wr)|"
=\t 3 =
77 w w 0
2.
= ﬁ(smw—wcosw). O

Saab néidata, et koosinusteisenduse abil on s, (w) ja k. (7) seotud jargnevalt

oo
Sz(w) = l/ ky(7) cos (wT) dr, (4.7.3)
™ Jo
ky(7) = 2/ Sz (w) cos (wT) dw. (4.7.4)
0
Definitsioon 2. Kindlat funktsiooni
o0
Say(w) def- Qi/ kyy(7) exp (—iwT) dT (4.7.5)
T — 00

nimetatakse statsionaarsete ja statsionaarselt seotud juhuslike funktsioonide
X (t) ja Y (t), mille vastastikune kovariatsioon on ky,(7), vastastikuseks spekt-
raaltiheduseks.
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Seega

kgy(T) = /jo Szy(T) exp (iwT) dw. (4.7.6)

Formaalselt kehtivad d-funktsiooni 6 (7) ja selle Fourier’ teisendi g(w) korral
seosed

5 (w) = /_OO 0 (7)exp (iwr)dr = exp (iwd) =1 (w€R)

ja

1 [~ ) 1 [ )

§(r)= —/ § (w) - exp (—iwT) dw = —/ exp (—iwT) dw =
27 J_ o 2 J_ o
teostame muutujate vahetused 1 [ .
= o =— exp (iwT) dw.
w=—pjasis p=w 2r J_
Seega
/ exp (iwT) dw = 278 (1) . (4.7.7)

Definitsioon 3. Statsionaarset juhuslikku funktsiooni X (t), mille spekt-
raaltihedus s, (w) on konstantne, nimetatakse statsionaarseks valgeks miraks.

Statsionaarse valge miira X (¢) korral, st juhul
$z(w) = so = const,

saame valemitest (4.7.2) ja (4.7.7), et

o

ko (7) = /00 Sz (w) exp (iwT) dw = so/ exp (iwT) dw = 2mspd (7).

—0Q0 —00

Lause 1. Spektraaltihedusega s statsionaarse valge miira X (t) korral kehtib
seos

ko (1) = 27800 (7). (4.7.8)

Uldistame statsionaarse valge miira moistet.

Definitsioon 4. Juhuslikku funktsiooni X (¢), mille kovariatsioon on kujul

Kot ts) = VR () b (2)6 (t2 — t1) | (4.7.9)

nimetatakse valgeks miiraks, kusjuures funktsiooni h(t) nimetatakse valge miira
intensiivsuseks.
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4.8 Juhuslikud jadad ja Markovi ahelad

Juhuslik jada {X,}, kus X,, (n € N ) on juhuslikud suurused, on juhus-

liku funktsiooni X () (¢t € T) erijuht, kus hulk 7" on loenduv, T' = {¢,}, ja

X, < x (tn) . Juhusliku jada {Xj} keskvéddrtus my(n) ' EX, ja kovariat-

sioon K (n,m) et E(X?2X?2) on kindlad jadad. Kui jada {X,} liikmed on
soltumatud, siis K (n,m) = 6, DX,.

Definitsioon 1. Juhuslikku jada {X,} nimetatakse lihtsaks Markovi ahe-
laks, kui selle jada iga elemendi X,, (n > 1) tinglik jaotus sellele elemendile
eelnevate elementide suhtes s6ltub vaid elemendist X,,_1.

Jéreldus 1. Jada {X,,} on lihtne Markovi ahel parajasti siis, kui elemendi
X, tinglik jaotustihedus rahuldab seost

fol@n |21, o 1) = fo(@n | Tno1) (R=2;35...), (4.8.1)
kus fr(2n |21,...,2n—1) on elemendi X, tinglik jaotustihedus eeldusel, et leid-
sid aset stindmused X =2 (k=1;...;n—1).

Niide 1. Vaatleme tihesugustel tingimustel sooritatud soltumatute katsete
jada, mille igal katsel siindmus A toimub iilimalt {iks kord. Olgu p siindmuse A
toimumise tdendosus ja X, siindmuse A toimumiste arv n-ndal katsel. Leiame
selle jada keskvéartuse ja kovariatsiooni. Kas see jada on lihtne Markovi ahel?

Saame m,(n) = EX,, = p. Kuna katsed jadas on s6ltumatud, siis on soltumatud
ka juhuslikud suurused X, ja X,, (n#m). Seega K,(n,m) =
= cov (Xp, Xm) = 0 (n#m). Iga soltumatute elementidega jada on lihtne
Markovi ahel. Tingimus (4.8.1) omandab kuju

fn($n|x17~~~7$n71) = fn(xn|xn71) = (1 _p)é(mn _0) +p§(xn - 1) . <>

Niide 2 (vt [32]). Kui juhuslik jada {X,,} allub normaaljaotusele (vt Defi-
nitsiooni 4.1.4) ja K, (n,m) = Dq/"~™! siis on see jada lihtne Markovi ahel.

Definitsioon 2. Markovi ahelat {X,, } nimetatakse diskreetsete seisunditega
ahelaks, kui selle ahela iga elemendi X,, voimalike vaartuste hulk on 16plik v6i
loenduv.

Definitsioon 3. Suurust

pi, j (k) “p (Xit1 =55 | X = 54), (4.8.2)

kus s; on diskreetsete seisunditega ahela elemendi X1 voimalik seisund (véér-
tus) ja s; elemendi X} voimalik seisund, nimetatakse diskreetsete seisunditega
Markovi ahela {X,,} dleminekutdendiosuseks.

Definitsioon 4. Diskreetsete seisunditega Markovi ahelat { X, } nimetatakse
homogeenseks, kui iileminekutGenéosus p; ;(k) ei soltu arvust k, vaid ainult
arvudest 7 ja j.

Seega sobib p; ; homogeense diskreetsete seisunditega Markovi ahela {ilemi-
nekutdendosuse téhistuseks.
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Definitsioon 5. Maatriksit (p;, ;) nimetatakse homogeense diskreetsete sei-
sunditega Markovi ahela leminekumaatriksiks.

Veenduge, et homogeense diskreetsete seisunditega Markovi ahela iilemineku-
maatriksi korral } . p; ; = 1.

Naide 3. Olgu diskreetsete seisunditega homogeensel Markovi ahelal neli
seisundit s1, s, S3 ja S4, kusjuures iileminekutdendosused iihest seisundist
teise on antud skeemil ja p; ; =1 — ijl’ j2iPij (i =1;2;3;4) . Leiame iilem-
inekumaatriksi.

Skeemi pchjal koostame maatriksi

0.2
S1 52

0.1 0.2 03 04

0.3 04 0.1 0.2

0.5 0.1

0.3 0.1 03 0.3

05 02 02 01

Sq 53

4.9 TUlesanded

1. Juhuslikku suurust V jaotustihedusega f(v) vaadeldakse kui juhuslikku funkt-
siooni V(t), st V(t) = V. Leidke funktsiooni V(¢) korral: 1) ithemdotmeline
jaotusfunktsioon Fi(v;t) ja jaotustihedus fi(v;t); 2) keskvddrtus m,(t) ja dis-
persioon D, (t); 3) kahedimensionaalne jaotusfunktsioon Fy(vy,ve;t1,t2) ja ko-
variatsioon K, (t1,t2). V: Fi(vit) = [*_ f(v)dv, fi(v;t) = f(v), my(t) = EV,
D, (t) =DV, Fa(v1, va5t1,ts) = fm;j{”l “=F fo)dv, K, (t1,t2) =DV.

2. Olgu X(t) = Ucost (t€[0;7/3]), kus juhuslik suurus U allub iihtlasele
jaotusele 16igul [a,b] . Leidke Fy(x;t), fi(z;t), ma(t), Kx(t1,t2), Dy(t), 0.(t) ja

0, kui x < acost,
T —acost

Ry (t1,t2). Vi Fi(x;t) = m, kui acost < x < bcost,
1, kui & > bcost,
1

——— kui t<zxz<b t b t
f@st) = T=a)cost ui acost <z < beost, () = (a+2)cos 7

0, kui z < acost V x > bcost,

b b—a)’ b—
Koltity) = & 12) costy costy, Dy(t) = © 12a) cost, o4(t) = T\/gcost,

Ryt t2) = 1.
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3. Olgu X (t) = t3 U+a, kus a on kindel suurus ja f(u) = (u/2) (1 (u) — 1 (u — 2))
on juhusliku suuruse U jaotustihedus ning ¢ > 0. Leidke Fy(z;t), f1(x;t), my(¢),
Kw(tl,t2)7 DI(t), Uw(t) ja jo(tl,tg).

0, kui z < q, A3
V: Fi(z;t) = (x—a)®/ (4t5), kuia <z < a+2t3, my(t) = 3 +a,

1, kui x > a + 23,

0, kuiz<aVz>attd
fi(w;t) = { (x—a)/(2t6), kuia <z <a+t3,
28 V288
3

2
K, (t1,t2) = §t§>t§,

D, (t) = 9 0(t) = , Re(t,t2) =1

4. Olgu X (t) = exp (— |tU]), kus U on juhuslik suurus. Leidke selle juhusliku
suuruse realisatsioon z(t) juhul, kui U omandab katse kéigus véédrtuse 1/4.

V: z(t) = exp (—[t]| /4).

5. Olgu X (t) = Ucost ja Y(t) = Usint, kus U on juhuslik suurus. Leidke ju-
huslike funktsioonide X (t) ja Y'(t) vastastikune korrelatsioon Rgy (t1,t2).

V: Ryy(t1,t2) = sign (costy) - sign (sinty) .

6. On antud X (t) kovariatsioon K (t1,t2) = exp (— |t1 — t2]) . Leidke juhusliku
funktsiooni Y (t) = X (t) sin (t?) + cos? t kovariatsioon K, (t1,t2).

V: Ky (t,t2) = sin (¢1) sin (¢3) exp (— [t1 — t2]).

7. Olgu U juhuslik suurus. Leidke juhuslike funktsioonide X (¢t) = (¢t 4+ 1)U ja
Y (t) = (t — 1) U vastastikune korrelatsioon Ry, (t1,t2) .

Vi Rgy (t1,t2) = sign (t1 + 1) - sign (t2 — 1) .

8. Niidake, et funktsioonidel X (t) ja X°(t) = X (t) — m,(t) on sama kovariat-
sioon.

9. On antud X (¢) kovariatsioon K, (t1,%2) = |cost; costa| exp (7 (t; — t2)2) .

Leidke R, (t1,t2). V: Ry (t1,t2) = sign (costy) - sign (costa) exp (f (t1 — t2)2) .

10. Niidake, et funktsioonide paaril X (t) ja Y(t) on sama vastastikune kova-
riatsioon kui funktsioonide paaril X°(t) ja Y°(t).

11. On antud X(¢), Y (¢) ja Z(t) kovariatsioonid ja nende vastastikused kova-
riatsioonid. Leidke U(t) = X (¢) + Y (¢) + Z(t) kovariatsioon K, (t1,t2).

Vi Ky (t1,t2) = Kg(t1,t2) + Ky (b1, to) + K (t1,t2) + Kgy(ta, t2) + Kpo(t1,t2)+
+ Kz (t1, t2) + Kyo (b1, ta) + Ko (t1, t2) + Koy (81, t2).

12. Niidake, et kahe mittekorreleeruva juhusliku funktsiooni X (t) ja Y (t) kor-
rutise Z(t) = X ()Y (¢) keskvéddrtus m,(¢t) vordub tegurite keskvidrtuste m(t)
ja my(t) korrutisega my(t) - my ().

13. TGestage, et kahe tsentreeritud mittekorreleeruva juhusliku funktsiooni kor-
rutise kovariatsioon on tegurite kovariatsioonide korrutis.

14. TGestage, et kolme soltumatu tsentreeritud juhusliku funktsiooni korrutise
kovariatsioon on tegurite kovariatsioonide korrutis.
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15. Olgu antud X (t) = a+ > ,_; Vi exp (—ayt), kus Vj on tsentreeritud mit-
tekorreleeruvad juhuslikud suurused dispersioonidega Dy, ja a ning o on kindlad
suurused. Leidke m(¢t), K, (t1,t2) ja D, (t). Kas X(t) on statsionaarne?
Vimg(t) =a, Ky (ti1,t2) =Y 1, Di exp (—ay (t1 + 12)),

D, (t) =>"3_, Dy exp (—2ayt), X(t) ei ole statsionaarne.

16. Olgu antud X (¢t) = a + 22:1 Vi exp (—kt), kus Vj on tsentreeritud juhus-
likud suurused. Olgu a kindel suurus ja

4 -8 —6
16 12
9

vektori (V1, Vi, V3) kovariatsioonimaatriks. Leidke m,(t), K, (t1,t2) ja D(¢).
Kas X (t) on statsionaarne? V: my(t) = a, K, (t1,t2) = 4exp (—t1 — t2) —

-8 exp (—tl - 2t2)—66xp (—tl — 3t2) —Sexp (—Qtl — t2)+16 exp (—Qtl — 2t2) +
+12 exp (72t1 - 3t2)76 exp (73t1 - t2)+12 exp (73t1 - 2t2)+9 exp (73751 - 3t2)
D, (t) = 4exp (—2t) — 16exp (—3t) + 4exp (—4t) + 24exp (—5t) + 9exp (—6t) , el
ole statsionaarne.

17. Olgu X (t) = t 4+ U coswt + V sinwt, kusjuures U ja V on tsentreeritud mit-
tekorreleeruvad juhuslikud suurused dispersioonidega DU = DV = 2. Leidke
m,(t), kovariatsioon K, (t1,t2) ja dispersioon D, (t). Kas X (¢) on statsionaarne?
V:m,(t) = t, K, (t1,t2) = 2cos (w (t1 — t2)), D.(t) = 2, X(¢) ei ole statsio-
naarne, kiill aga X°(¢) on statsionaarne.

18. Olgu X (t) =t + U coswt 4+ V sinwt, kusjuures U ja V on tsentreeritud ju-

huslikud suurused ning on vektori (U,V) kovariatsioonimaatriks.

2
Leidke my(t), Ky (t1,t2) ja Dy(t). Kas X(t) on statsionaarne? V: mg(t) = t,
K, (t1,t3) = 2cos (w (t1 — t2)) — sin (w (¢1 + 2)), D.(t) = 2 — sin (2wt), ei ole
statsionaarne.

19. Olgu X(t) = Vicoswt + Vasinwt, Y (t) = U coswt + Ussinwt, kusjuu-
ves EVj, = EU, = 0 (k= 1;2) ning DV}, = 1, DU}, = 4 (k = 1;2). Vektori
(V1, Vo, U1, Us) korrelatsioonimaatriks on

1 0 05 0

1 0 —-0.5
1 0
1

Leidke selle vektori kovariatsioonimaatriks ja Ry, (t1,%2). Kas X (t) ja Y(t) on
statsionaarselt seotud?

Vi Rgy (t1,t2) = 0.5cos (w (t1 +t2)), X(¢) ja Y(t) el ole statsionaarselt seotud,

1 01 0

1 0 -1

4 0

4

20. Olgu Z (t) = X (t) + jY (t), kus j on imaginaariihik ja
X(t) = Yhoy (ax + Vi) exp (—axt), V() = 5y (bk + Ux) exp (—Bt) .
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Seejuures on ag, ag, by ja B (k = 1;2; 3) kindlad suurused ning Uy, ja Vj tsent-
reeritud juhuslikud suurused. Olgu

1 0 01 0 0
2 0 0 -1 0
30 0 3
1 00

20

3

vektori (V1, Va, V3, Uy, Us, Us) kovariatsioonimaatriks. Leidke m (¢) ja K, (t1, t2)
ning D, (t). V:m,(t) = Zi:l a exp (—agt) + j 22:1 by exp (—Ot),

K (t1,t2) = exp (—on (t1 + t2)) + 2exp (—az (f1 + 12)) + 3exp (—as (t1 + t2)) —
—j (exp (—ant1 — Pite) — exp (—aaty — Pat2) + exp (—asty — f3ta)) +

+j (exp (—=fit1 — aata) — exp (—fBat1 — qota) + exp (—fBst1 — astz)) +

+exp (=01 (t1 + t2)) + 2exp (=2 (t1 +t2)) + 3exp (=F5 (t1 + t2)),

D, (t) = exp (—2a1t) + 2 exp (—2ast) + 3 exp (—2ast) + exp (—206:1t) +

+2exp (—208at) + 3exp (—205t) .

91. Olgu Z(t) = X(t) + Y (t). Leidke m.(t), D.(t) ja K. (t1,t2), kui

my(t) = cos®t, K, (t1,t2) = (1 +sin? (t; — t2)) / (1 + (t1 — t2)2) ,

my(t) = sin®t, K, (b, 13) = (cos? (11 — 12)) / (1+ (1 — £2)°) ja

Koy (1, t2) = (sin (1 — t2) cos (1 — 12)) / (14 (1 — 12)°).

Vim,(t) =1, K. (ti,t2) = 2/ (1 +(t— t2)2) ja D.(t) = 2.

22. Olgu K, (t1,t5) = e~ (271" ja Y (t) = X'(t). Leidke K, (t1,t3) , Kuy (t1,t2) ,
Kyo (t, ), Ry (t1,t2) ) Ray (t1,t2) ja Ry (t1,12)

Vi Ky (t, 1) = 2= 4(t2 = 1) exp (= (12— 1)7) Dy() = 2, 0y (1) = V2,
Ry (t1,ts) = [1 —2(ty — tl)Q] exp (— (ty — t1)2) o Kyt to) =

=2(t; — ty) exp (— (ty — t1)2) , Kyo(ty, ta) = 2 (tg — t1) exp (— (ty — t1)2> 7
Ry (t1,t2) = V2 (t1 — t2) exp (— (ts — t1)2) , Ryo (t1,t2) = —Ryy (1, 62) .

23.Olgu Y (t) = X'(t) ja Z (t) =Y (t) — X (t). Kuidas on seotud K, (t1,t2) ja
Ky (t1,t2)?

V: Kz (tl,tg) =

PE, (t,t2) 0Ky (tit2) 0K, (ti,ta)
01518152 atl 8t2
24. Olgu K, (t1,t2) = sinwt;sinwty. Leidke Y(t) = [) X(r)dr korral

. 1 —coswty) (1 — coswt
K, (t1,t2), Dy(t), o, (t) ja Ry (t1,t2) . V: K, (t1,t2) = ( D 2)

Dy () = LTS oy

+ K, (t1,t2) .

w? ’

1 — coswt
= ——— R, (t1,t2) = L.
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25.Olgu Y (¢) =
keK (tl, 2) D
) =

Y
V: K (tl,tg (

(1 — coswt)®
D,(t) = T exp(2t), Ky (t1,t2) = "
26. Olgu Y fO dT Ja K (tl,tg) = tl + tg + tltg. Leidke Ky (tl,tg),
Dy(t) O'y(t) R (tl,tg) Kfy (tl,tg) Ja Rmy (tl,tg) .
Vi Ky (t1,ta) = tito (2t + 2t2 + tata) /4, D, (t) = t* (4t + t2) /4,

2t1 4 2te + t1to
oy(t) = [t| V4t +t2/2, R, (t1,t2) = sign (t1) sign (t2)
Vat) + t2\/4t2 +t3
21ty + 3 + t1t3

Vi3 (2t +13) (4ty +3)
27. Olgu Y (t) = (sint) fo T)dT ja K, (t1,t2) = exp(t1 +1t2). Leidke
Ky (t1,12) , Dy (1), Uy(t) Koy (tlat2) ja Ray (t1,12) .
Vi K, (t1,t2) = (1 —expt1) (1 — expty)sinty sinta, Dy(t) = (1 — expt)®sin? ¢,
oy(t) = [(1 - expt)sint|, Kqy (t1,t2) = (exptz — 1) exptysints, Ray (t1,12) =
= sign (sinty) sign (expts — 1).
28. Olgu K, (t1,t2) = t2t3 ja Y (¢ f X (7)dr. Leidke K, (t1,t2), Dy(t),
Koy (t1,t2) ja Ky (t1,t2) . Vi K, (tl,tg) _t3t3/9 D, ()—t6/9
Koy (t1,t2) = 1383 /3, Ky (t1,t2) = 513 /3.
29. Olgu Y (t) = (1) X (t) + () X'(t), kus ¢(t) ja 1 (t) on kindlad funktsioonid.
Milline on seos Ky, (t1,t2) ja Ky (t1,t2) vahel?

Vi K (t1,82) = () (1)Ko (11,13) + (0 (12) 5 K (01,13) +

a 2
+¢(t1)<ﬂ(t2)alez (t1,t2) + w@ﬁw@m

30. Olgu X(t) = cos(t + @), kus ® on juhuslik suurus, mis allub 16igul [0; 27]
tihtlasele jaotusele. Kas X (t) on statsionaarne? V: X (t) on statsionaarne.

31. Kas X (¢t) = asin (wt + ®) (a,w > 0) on statsionaarne juhuslik funktsioon,
kui

fo 7) dr, kusjuures K, (t1,t9) = sinwt; sinwtsy. Leid-

( )Ja Kay (tlvtz)-
1 —coswty) (1 — coswts)

exp (tl =+ tg) s

(1 — coswtq) sinwty

w?

exp (t2).

Kuy (t1,t2) = (2t1te + 83+ 1113) /2, Ryy (t1,t2) =

K, (t1,t2).

[ cosy, kui p € (0;7/2),
flp)= { 0, kui ¢ ¢ (0;7/2)

on juhusliku suuruse ® jaotustihedus? V: X (t) ei ole statsionaarne.
32. Kas X (t) = acos (wt + ®) (a,w > 0) on statsionaarne juhuslik funktsioon,
kui
| singp, kui ¢ € (0;7/2),
Je) = { 0, kui ¢ ¢ (0;7/2)

on juhusliku suuruse ® jaotustihedus? V: X(¢) ei ole statsionaarne.

33. Olgu X(t) statsionaarne juhuslik funktsioon, k, (1) = 4exp (—a?7?) ja
Y(t) =3X'(t )—|-2 Leidke ky, (1), Dy (1) jary (7). V: Dy (1) = 7202,

ky (1) = 7202 exp (—a?7?) ( 20427'2) ry (1) = exp (—a?7?) (1 — 2a%72).

34. Olgu X (t) statsionaarne. Toestage, et ky (7) = — &kl (7).
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35. Olgu X(t) statsionaarne ja k, (1) = (cosT)exp (—7
max |k (7). V: ke (1) = 3 (cos7)exp (—72) — 47 exp (—
max |k, (7)| = 3.

36. Olgu X (t) statsionaarne. Niidake, et

kg (1) = ki (7)) kv (7) = =k (T) , ko () = kg (7).
37. Olgu teada vahemikus (—1;1) statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) ko-
variatsioon k; (7) =2 — |7| (7 € (—2;2)). Leidke X (¢) spektraalarendus.
Vi X(t) = my(t) + 2272 Uzja cos (25 + 1) wt/2) + Vajpasin (25 + 1) 7t /2)
kus DUy 1 = DVaj 1 = 8/ (7# (25 + 1)2) .
38. Olgu X (t) statsionaarne. Leidke selle funktsiooni spektraaltihedus s, (w),
kui k; (7) = exp(—|7]). V:s,(w)=1/ (7T (1 + wQ)) .
39. Leidke statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) spektraaltihedus s, (w), kui

_ [ 1—]7], kui 7| <1,
e (7) _{ 0, kui |7| > 1.

2). Leidke ky (7) ja
72) (sinT 4+ T cos ),

V: sy (w) = (1 — cosw) / (mw?) .

40. Leidke statsionaarse juhusliku funktsiooni X (¢) dispersioon D, (t), kui

g (w) =5/ (7 (w? 4+ 1)) on selle funktsiooni spektraaltihedus. V: Dy (t) = 5.
41. Olgu diskreetsete seisunditega homogeensel Markovi ahelal kuus seisundit
S1, S2, S3, S4, S5 ja Sg, kusjuures iileminekutoendosused iihest seisundist teise on
antud skeemil jap;; =1 — 2?21, j#iPij (1=1;2;3;4;5;6) . Leidke iilemineku-
maatriks.

0.1

V.

0.1 0.3 0.1 0.3 0.1 0.1
0.1 0.2 0.2 0.1 0.1 0.3
02 05 0102 0 O
04 03 0201 0 O
0502 0 0 0201
0304 0 0 01 0.2
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Peatiukk 5

Matemaatiline statistika

5.1 Sissejuhatus. Pohimoisted

Oleme eelnevalt uurinud juhuslikke suurusi, juhuslikke vektoreid ja juhus-
likke funktsioone, ldhtudes nende teadaolevatest jaotusfunktsioonidest. Prak-
tikas esinevate iilesannete korral me tavaliselt uuritava juhusliku suuruse (vek-
tori, funktsiooni) jaotusfunktsiooni ei tea voi ei tea seda tépselt. Tutvume jirg-
nevas osas pogusalt, milliseid meetodeid sel juhul kasutada.

Statistikaks nimetatakse massndhtuste seaduspérasusi kisitlevat teadusharu.
Statistilisteks andmeteks on katse, vaatluse, moGtmise, kiisitluse jms tulemusel
saadud vaartused. Matemaatiliseks statistikaks nimetatakse matemaatika haru,
mis tGendosusteooriale tuginedes uurib statistiliste andmete pohjal jarelduste
tegemise meetodeid. Nimetame moningad matemaatilise statistika suunad: kat-
seplaneerimine, statistiliste hipoteeside kontrollimine, statistilised hinnangud,
statistilised otsustused, mitmemaootmeline statistiline analiits, korrelatsioonana-
litis, komponentanaliiis, faktoranaliiiis kanooniline analtits, regressioonanaliiis,
dispersioonanaliiiis, kovariatsioonanaliiiis, diskriminantanaliiis, klasteranaliiis,
astimptootiliste meetodite teooria, juhuslike protsesside statistika ja mittepara-
meetriline statistika.

Rakendusstatistikaks ehk andmeanaliitisiks nimetatakse mingis valdkonnas
kogutud andmestiku t66tlemist sisuliste jérelduste saamiseks. Rakendusstatis-
tika meetodid pohinevad matemaatilisel statistikal.

Uldkogumiks (statistiliseks kogumiks, populatsiooniks) nimetatakse objek-
tide, mille kohta soovitakse teha statistilisi jareldusi, hulka. Uldkogumi objekte
kirjeldatakse iihe voi mitme tunnusega. Sellest tuleneb ihe- voi mitmemadtmeline
statistiline analiitis. Need tunnused on juhuslikud suurused voi juhuslikud vek-
torid. Valim (viljavote, viljavotukogum, voend) on iildkogumi objektide hulga
16plik alamhulk, mille pohjal tehakse jareldusi tildkogumi objektide tunnuse voi
tunnuste kohta. Eeldame jérgnevalt, et
1) valim on juhuslik, st iga valimisse sattuv objekt on iildkogumist valitud juhus-
likult,

187
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2) objektid voetakse valimisse iiksteisest soltumatult,
3) iga iildkogumi objekt voib esineda valimis iihekordselt (kordusteta valim).
Objektide arvu valimis nimetatakse valimi mahuks. Valimi pohjal saadud
valimvddrtuste kirjapanekuks kasutatakse tavaliselt statistilist rida, mis on va-
limvéartuste esitus registreerimise jarjekorras. Olgu X {ildkogumi juhuslik suu-
rus (objektide tunnus) meile tundmatu jaotusseadusega ja {x1, o, ..., z,} selle
tunnuse vadrtused valimi objektide korral. Jargnevalt kasutame tinglikult nime-
tust valim ka statistilise rea {1, 2, ..., 2z, } korral. Tdnu valimi juhuslikkusele
ja valimvéirtuste soltumatusele voime valimit {z1,...,z,} késitleda kui juhus-
likku vektorit (z1,...,z,), mille komponendid on séltumatud ja alluvad koik
samale jaotusseadusele mis tunnus X. Seega oleks korrektne kasutada valimi
jaoks tahistust (X71,...,X,,) ja selle juhusliku vektori realisatsiooni jaoks t&his-
tust (x1,...,2,). Tavaliselt piirdutakse siiski valimi t&histusega {x1,...,2,},
jattes talle nii juhusliku vektori kui ka selle realisatsiooni osa. Viimane asjaolu
esialgu raskendab jélgimist. Variatsioonreaks nimetatakse iihe tunnuse jérgi jar-
jestatud (ithemdotmelist) valimit. Uldkogumi tunnuse X empiiriliseks jaotuseks
nimetatakse tunnuse X iseloomustamiseks kasutatava diskreetse juhusliku suu-
ruse X*, kus P(X* =a) =1/n (k=1;...;n), jaotust. Seega empiirilist jao-
tusseadust saab esitada tabeli

ZT; T xT9 e
PX*=x) |1/n|1/n|...|1/n
Tabel 1

kujul. Kui valimis moningad védartused korduvad, siis on otstarbekas esitada
variatsioonrida kujul

.’L‘ij Ty Ty . :L‘iq
Tlij s Mg ce ’/liq
Tabel 2

kus z;, on védrtuste kasvamise (kahanemise) jérgi jarjestatud valimi erinevad
vidrtused ja sagedus m;; on védrtuse wx;, esinemiste arv valimis, kusjuures
E‘;—:l n;; = n. Sagedustabeli 2 pohjal skitseeritakse xn-tasandil sageduste polii-
goon, murdjoon, mis tthendab punkte (x;,,n;,) ja (xikﬂ,nikﬂ) omavahel, kus
k=1,...,¢q—-1jax, <z < ... <z, Korduvate viirtuste korral saame
empiirilisele jaotusseadusele anda kuju

.%'Z'j Ty Lo . .Z‘iq

* * * *

Py, | Py | Piy | -+ | Py
Tabel 3

kus p;“j =P (X* = a:ij) = —* on védrtuse z;; suhteline sagedus. Tunnuse X

empuiriliseks karakteristikuks nimetatakse tema empiirilise jaotuse pchjal leitud
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karakteristikut. Defineerime valimi {z1, s, ..., 2, } pohjal juhusliku suuruse X
empiirilise jaotusfunktsiooni

def

Fi(x) = % >, (5.1.1)

st empiirilise jaotusfunktsiooni F,(x) vé#rtuse arvutamiseks punktis z tuleb
leida valimis tingimust z; < z rahuldavate viirtuste arv ja jagada see valimi
mahuga. Et valim on juhuslik, siis on juhuslik ka vdartuste x; arv, mis rahul-
davad tingimust x; < z ja seega iga fikseeritud z korral on F*(x) juhuslik suurus.
Jarelikult on empiiriline jaotusfunktsioon F)f(x) juhuslik funktsioon.

Kui valimi maht on suur, siis on otstarbekas variatsioonrida jaotada klassi-
desse, kusjuures klasside arvuks soovitatakse

valimi maht n | alla 50 | 50-100 | 100-250 | iile 250
klasside arv m 5-7 6-10 7-12 10-20

Tabel 4

Mboningad autorid soovitavad votta m = [/n], kus [/n] on arvu /n tiisosa.
Jargmise sammuna koostatakse klasside sagedustabel suhteliste sageduste jargi

klass [ao7 (11] (al, a2] ce (am—la am]
suhteline sagedus pi* p5* e P '
Tabel 5

milles on fikseeritud klassid ja vidrtuste sagedus igas klassis, kusjuures
pf* = ki/n ja k; on i-ndasse klassi kuuluvate vddrtuste arv. Kui klassid on
ithesuguse ulatusega, siis tavaliselt valitakse

h=(z,—21)/m, ap=121, a;=ap+ih (i=1;...;m) (5.1.2)
voi

h=(xn—x1)/(m—-1), ap=21—h/2, a;=ao+ih (i=1;...;m).
(5.1.3)
Histogrammiks (astmikdiagrammiks, sagedusjaotuse tulpdiagrammiks) nimeta-
takse sagedustabeli 5 graafilist kujutist, mil klasside sagedustele vastavad iiks-
teise korval paiknevad tulbad, kusjuures tulba aluseks on klassi laius ja tulba
korguseks klassi suhtelise sageduse ning klassi laiuse jagatis. Sellise valiku kor-
ral on tulba pindalaks klassi suhteline sagedus ja tulpade pindalade summa on
iiks. Milline seos on tulpdiagrammil ja iildkogumi pideva jaotusega uuritava ju-
husliku suuruse X jaotustihedusel f(z)? Osutub, et monikord on otstarbekas

valimi {z1,xa,...,2,} suhteliste sageduste Tabeli 5 omamisel tunnuse X em-
piirilise jaotusfunktsiooni F;*(z) asemel kasutada funktsiooni
FA@) < 3 (5.1.4)

a; < T
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st F2(x) on sageduste p;*, mille korral a; < x, summa.

Naiide 1. Kolmekiimne minuti jooksul fikseeriti iga minut kohvikusse sise-
nevate kiilastajate arv. Saadi valim mahuga 30 :

{5,4,7,4,1,1,2,5,6,2,4,7,5,3,3,6,7,6,5,5,3,2,4,7,4,6,6,6,2,11}

Jarjestame selle valimvédrtused kasvamise jargi, koostame sagedustabeli, tee-
me sageduste poliigooni, leiame empiirilise jaotusseaduse ja empiirilise jaotus-
funktsiooni Fjy(x) ning selle graafiku. Jaotame variatsioonrea klassidesse ja
koostame klasside sagedustabeli, suhteliste sageduste tabeli ning histogram-
mi. Leiame klassidele vastava empiirilise jaotusfunktsiooni F?% (z) ja skitseerime
selle graafiku.

Saame variatsioonrea
{1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7, 11}

Kuna selles valimis on vordseid vadrtusi, koostame sagedustabeli

i |1 [213]4]5]6]7|11

J

ng, 2435|5641

J

Tabel 6
Skitseerime sageduste poliigooni
in

6

5

4

3

2

1

x&
1234567 11
Esitame empiirilise jaotusseaduse ka kujul
T, 1 2 3 4 5 6 7 11

P | 2/30 | 4/30 | 3/30 | 5/30 | 5/30 | 6/30 | 4/30 | 1/30

Tabel 7
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Leiame empiirilise jaotusfunktsiooni Fij,(x) ja skitseerime graafiku
07 x§17 1 fF?)O(m)
2/30, 1 < <2
6/30, 2 < x <3, 0833

9/30, 3 <z <4, -
F?’fo(x) = 14/30, 4<x<5H, 0.4671
19/30, 5 < x <6,
25/30, 6 <2 <7, 024 -
29/30, 7 < x <11, -

Lll<z 54 6 & 1
Jaotame variatsioonrea klassidesse. Tabeli 4 abil valime klasside arvu 6. Eeskirja
(5.1.3) pohjal saame

h=(11-1)/(6-1)=2, ap=1-2/2=0, a; =2 (i=1;...;6).
Koostame sageduste ja suhteliste sagedustabeli klasside korral tabeli

klass [0;2] | (2;4] | (4;6] | (6;8] | (810] | (10;12]
ki 6 8 11 4 0 1
P =ky/n | 6/30 | 8/30 | 11/30 | 4/30 | 0730 | 1/30

Tabel 8

Joonistame histogrammi

pi/h 1

0.1835 t

0.1335 t
0.1
0.0665 t

0.0165 1 — ~
2 4 6 8 10 12 x

Leiame empiirilise jaotusfunktsiooni ning skitseerime selle graafiku

0,2<2  Fy(a)
6/30, 2 <z < 4, 1 -—
FA(2) = 14/30, 4 <x <6, 0.833 -~
25/30, 6 <z <8, ( 46- -
29/30, 8 < z < 12, 02) -

1, 12<x

2 4 6 8 10 12 ¢
&
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Lisaks eelnevalt esitatud valimi moodustamise viisile, mille abil saadakse nn
taiesti juhuslik valik, kasutatakse veel mehaanilist valikut, tidpilist valikut ja
seeriavalikut. Mehaaniline valik toimub kindla intervalli jargi, néiteks valitakse
iga sajas objekt. Tiiipilise valiku korral jaotatakse iildkogum mingi tunnuse
pohjal osadeks ja igast osast valitakse proportsionaalselt vastav valimi osa. See-
riavaliku korral valitakse juhuslikult teatud iildkogumi osad, mille koiki elemente
seejarel uuritakse.

Tutvume jargmiste matemaatilise statistika lilesannetega:

1) jaotuse parameetrite méiramine;
2) hiipoteeside kontroll;
3) katseandmete silumine vahimruutude meetodil.

5.2 Punkthinnangud

Olgu iildkogumi objektide tunnuse X kui juhusliku suuruse jaotus soltuv
m parameetrist o (k' =1;...;m), st suuruse X jaotustihedus f on kujul
f(z,0q,...,am) ja koik voi osa neist parameetritest « on teadmata. Valimi
{z1,...,2,} abil leitud parameetri o, empiirilist vadrtust o, = o (z1,...,2y)
nimetatakse parameetri oy, punkthinnanguks (punktihinnanguks). Statistik ehk
hinnangfunktsioon o (z1,...,x,) seab valimile {z1,,...,z,} vastavusse iild-
kogumi jaotust iseloomustava arvsuuruse . Et valim on juhuslik, siis o, on
juhuslik suurus. R6hutame, et meie poolt tehtud eeldustel on koik valimvaér-
tused x; soltumatud juhuslikud suurused ja on sama jaotusega, mis X. Kuna
soovime, et punkthinnang o}, iseloomustaks parameetrit oy voimalikult héasti,
siis suvaline funktsioon af (x1,...,zy) el sobi punkthinnanguks. Punkthinnan-
gu korral uuritakse kolme tingimuse tdidetust.
1. Parameetri o, punkthinnangut oj nimetatakse nihketa hinnanguks, kui

*
Eaj = ag.

2. Parameetri a;, punkthinnangut o} nimetatakse mojusaks hinnanguks, kui

Ve>0: lim P(Jaj —ax| <e)=1.

3. Parameetri «j, punkthinnangut o) nimetatakse efektiivseks, kui sellel on
parameetri oy, teiste punkthinnangutega vorreldes vihim dispersioon.

Parameetri o, punkthinnangut o} nimetatakse astiimptootiliselt efektiivseks,
kui

. o
lim —* =1,
n—oo Uaze

kus aj® on parameetri oy, efektiivne punkthinnang.

Jargnevalt uurime pohiliselt iildkogumi juhusliku suuruse X keskvéirtuse
EX ja dispersiooni DX punkthinnanguid (EX)* ja (DX)*, mis on vastavalt
erijubud suuruse X algmomendi v, ja keskmomendi pj punkthinnangutest vy
ja pk. Samuti uurime vektori (X, Y") kovariatsiooni cov (X, Y") punkthinnanguid.
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5.2.1 Algmomendi punkthinnang. Valimi keskmine

Defineerime iildkogumi juhusliku suuruse X algmomendi v, punkthinnangu
valimi {z1, z2,...,z,} korral

n
def.
vy = ¢ E zk.
i=1

Valime kordaja c nii, et hinnang v; oleks nihketa. Saame

n n n
EV;:ECE xf:cg Exf:cg EXF=c-n .
i=1 i=1 i—1

Seega ¢ = 1/n = Ev} = v, Jarelikult algmomendi v, otsitav punkthinnang

1 n
v = - Zajf (5.2.1)
i=1

on nihketa. Erijuhul & = 1 saame valemist (5.2.1) keskviirtuse EX nihketa
punkthinnangu

1 n
T=— i 5.2.2
mida nimetatakse valimi keskmiseks. Seejuures
Ez = EX. (5.2.3)

Leiame punkthinnangu v; dispersiooni

B(1 1) cn (LSt )
= GBS S (- w) (o - ) =

LB SR (et ) () -

l x; soltuma xf — Vg, sOltumatud = ‘|

= B ((eF - w) (25 = ) = 0i5B (2 - 1)?)

3
o
<
Il
—

=+
e}
— &
I

- %éE (of =) = %éE (X*—w)” = %E (x5 1) = 2 (fk).
Seega
Dy = %D (xF). (5.2.4)
millest juhul k = 1 saame
DF = (5.2.5)
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Seosest (5.2.5) jareldub, et n — oo = Dz — 0. Seega punkthinnang T on
mojus. Ka hinnang v}, on mojus. Vastus kiisimusele, kas hinnang v}; on efektiiv-
ne voi mitte, sdltub suuruse X jaotusest. Niiteks suuruse X ~ N(a, o) korral
on hinnang 7 efektiivne. Sonastame toestatu.

Lause 1. Valemiga (5.2.1) méératud algmomendi v punkthinnang v} on
nihketa ja mojus, kusjuures suuruse v} dispersioon Dy} on leitav valemi (5.2.4)
abil.

Jéreldus 1. Valemiga (5.2.2) médratud valimi keskmine T on suuruse X
keskvédrtuse EX nihketa mdjus punkthinnang, kusjuures kehtib seos (5.2.5).

Markus 1. Kui valimis on korduvaid vaadrtusi ja variatsioonrida on esitatud
Tabeli 5.1.2 abil, siis algmomendi v, valemiga (5.2.1) esitatud punkthinnang v}

on esitatav kujul
* q ok q '
Yk = (Zj:1 n’-fxzj) / (ijl nlj) (5.2.1.6)

ja keskvidrtuse EX = v valemiga (5.2.2) esitatud punkthinnang T kujul

T = (23:1 nijxij) / (Zj:1 nzj) . (5.2.7)

Mairkus 2. Kui valimi elemendid z; on suured, kuid ldhedased arvud, siis
arvutuste lihtsustamiseks on otstarbekas lahutada valimi igast elemendist sama
arv ¢, st vaadelda hulka {uq,...,u,}, kus u; = ; — ¢, ja esitada (5.2.7) kujul

T=c+ (Z::l nijuij> / (ijl nij) ) (5.2.8)

Niide 1. Leiame valemi (5.2.7) abil Néites 5.1.1 esitatud valimi keskmise:

1
f:%(2~1+4-2+3-3+5-4+5~5+6~6+4-7—|—1-11)%4.633. &

Naiide 2. Olgu variatsioonrida esitatud kujul

z; | 992 | 998 | 1007 | 1009
ng | 7 9 8 4

Leiame valemi (5.2.8) abil valimi keskmise.
Valime ¢ = 1000. Miks? Koostame tabeli

up | =8| -2171]9
’I’Li7 9 8 | 4

Valemi (5.2.8) abil saame

1
T = 1000+ 5o (7+(=8) + 9 (~2) +8-7+4-9) ~ 1000.643. ¢

Valimi keskmist on tihti otstarbekas leida rekursiivselt.
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Lause 2. Valimi {x1,xs,...,2,} keskmist saab leida rekursiivselt
@H:fﬁ% (j=1;2...;n—1), (5.2.9)
kus ,
z dﬁ'lzj:xi (G=1;2;...:n), T = Tn. (5.2.10)
J =
Toestage antud vaide iseseisvalt. O

Millist lisainfot annab eeskirja (5.2.9) rakendamine?

5.2.2 TUldkogumi dispersiooni punkthinnangud

Uurime iildkogumi juhusliku suuruse X dispersiooni DX = po punkthinnan-
gut valimi {21, xs,...,2,} korral. Eristame kaht juhtu.
I On teada iildkogumi juhusliku suuruse keskvéirtus.

Otsime sel korral dispersiooni nihketa hinnangut kujul

n

1 e (i —11)?, (5.2.11)

=1

Valime kordaja c nii, et hinnang p5 oleks nihketa. Kuna valimisse voetakse
elemendid {iiksteisest sGltumatult, siis

ja seosega (5.2.11) antud juhusliku suuruse X dispersiooni DX punkthinnang
on nihketa, kui ¢ = 1/n. Seega, teades keskvidrtust EX = vq, on otstarbekas
valida

w*
3\'—‘

Zn: —EX)? (5.2.12)

dispersiooni DX punkthinnanguks. Sel korral Eus = DX. Leiame punkthinnan-
gu (5.2.12) dispersiooni
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Sonastame toestatu.

Lause 1. Kui on teada EX, siis seosega (5.2.12) méératud dispersiooni DX
punkthinnang p3 on nihketa. Kui eksisteerib ju4, siis hinnang p3 on ka mdjus.

Seejuures Duj = = (g — p13) .
n
Mairkus 1. Kui valimis on korduvaid elemente ja variatsioonrida on esitatud
Tabeli 5.1.2 abil, siis dispersiooni DX valemiga (5.2.12) esitatud punkthinnang

15 on esitatav kujul

Sl

q
wy=—> ny (2, —EX)”. (5.2.13)
j=1

II Uldkogumi juhusliku suuruse keskvéirtust ei ole teada.
Kui EX ei ole teada, siis otsime juhusliku suuruse X dispersiooni DX nihketa
punkthinnangut kujul

n

2 ey (2 -2 (5.2.14)

i=1

Valime kordaja ¢ nii, et hinnang s on nihketa. Kuna

n n 1 n
Es? = 72 = _ = —
s Ecz (x; — T) ECZ T = ij
i=1 i=1 Jj=1
2 2
:Ecz ﬁZ(xl z;) :Eﬁ (Z((azlyl)(xj -un)) | =
i=1 j=1 i=1 \j=1
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I
3 o
N
N
N
=
6

I
S

[ V]

I
SHRN
\E
=
g

I
5
&
s
T

=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
c n n n c n n n
— a2 2 D Bl ) @)+ 53 S Y By - ) (e - ) =
" i=1j=1k=1 " i=1j=1k=1
3 2 2 2
Ny enfls enflus enflg
_ _ 5 — n2 —+ n2 fc(nfl)ug,

siis ¢ = 1/ (n — 1) korral on punkthinnang s? nihketa. Seega, mitte teades iild-
kogumi juhusliku suuruse X keskvéértust £X, on

(z; — T)° (5.2.15)

82:

1 n
n—1 —

7

2

dispersiooni DX nihketa punkthinnang. Suurust s° nimetatakse wvalimi dis-

persiooniks. Kuna

S2:nilz(“_7)2:ni1 (iw?_h xi+ix2> =
i i=1 i=1 i=1

= (nﬁ—?nf2+nf2> — (?—§2>,
n—1

n

siis saame valimi dispersiooni leida ka valemi

2= 1 (ﬁ—#) (5.2.16)

abil, kus 22 = (1/n) Y1 | 22.

Lause 2. Kui EX ei ole teada, siis s2

on suuruse DX nihketa hinnang.

Saab niidata, et s? on teatud lisatingimustel ka maojus.
Kui valimis on korduvaid elemente ja variatsioonrida on esitatud Tabeli 5.1.2
abil, siis s2 on esitatav kujul

2 — (Z; ni, (s, _5)2) / (ijlnij - 1) , (5.2.17)

Suurust s2 vib leida rekursiivselt.
Lause 3. Kui EX ei ole teada, siis valimi dispersiooni voib leida rekursiivselt

1 ‘ _ _ .
53, = (1],) 2+ G+ @ —7)° (=12%...5n-1), (52.18)

kus suurus 7; on méiratud valemiga (5.2.10) ja s? = 0 ning

1 J
si=——> (z:-7)" (j=2;3;...;n), s.=5" (5.2.19)
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Toestage Laused 4 ja 5 iseseisvalt.

Lause 4. Kui

def. 1 _\2
lef. 1 =), 5.2.20
ma n ; (z ) ( )
siis kehtivad seosed
-1
my = 22 2= (5.2.21)
n n—1

Suuremahulise valimi korral erinevad dispersiooni nihkega hinnang ms ja
nihketa hinnang s? teineteisest vihe ja iildkogumi juhusliku suuruse X disper-
siooni DX punkthinnanguna kasutatakse sageli suurust ms.

Lause 5. Kui valim on antud Tabeli 5.1.2 kujul, siis

2

— 1L 1
mo = xr2 — (E)Z = — Zn”xi — ﬁ Znija:ij (5222)

ja

2

1 = 1< 1 L
2 _ 2 —=2 | _ 2
’ —n1<z xi‘"””)—nlz m T o (2
i=1 j=1 j=1

(5.2.23)

Lause 6 (vt [30]). Uldkogumi siimmeetrilise jaotuse korral on punkthinnan-
gud 7 ja s2 mittekorreleeruvad, st cov (E, 82) =0.

Naiide 1. Leiame Naites 5.1.1 esitatud valimi pShjal suuruse X dispersiooni
DX punkthinnangu s2.

Et suuruse X keskvaartust EX ei ole antud, siis on tegemist juhuga II.
Niites 5.2.1.1 leidsime selle valimi keskmise = ~ 4.633. Dispersiooni DX punkt-
hinnangu s? saame valemi (5.2.17) abil

1
30-1

2

(2-(1—4.633)% +4- (2 —4.633)% +

+3-(3-4.633)>+5-(4—4.633)? +5- (5 —4.633)> +
+6-(6—4.633)> +4-(7T—4.633)° +1-(11 —4.633)°) ~4.79. ¢

Naide 2. Valimi maht on 100 ja mo = 4 on dispersiooni nihkega hinnang.
Leiame dispersiooni nihketa hinnangu s2.

Seostest (5.2.21) teise abil saame
, n 100

= = 4~ 404
ST no1™ T 99 0 ¢
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5.2.3 Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse keskvaar-
tuse ja dispersiooni punkthinnangud

Kui taiendavalt eeldada, et {ildkogumi juhuslik suurus allub normaaljaotuse-
le, siis on vGimalik tdestada mitu huvitavat véidet.

Lause 1. Kui X ~ N (a,0), siis:
1° fNN(avo'/\/ﬁ)a \/ﬁ(fia)/O—NN(O;l);
2° 7 ja s% on soltumatud juhuslikud suurused;
3° (n — 1) s2/0? on juhuslik suurus, millel on x2-jaotus vabadusastmete arvuga
n—1.

Toestus. Esitame véidete 1° ja 3° toestused. Viite 2° toestuse leiate mono-
graafiast [30] . Kuna

%(w) _ Eeiwi — Eei(w/n)zzzlzk ) (ei(w/n)mlei(w/n)mg L. ez(w/n)mn) _

= [soltumatud zj-d] = (Eei(w/")“> (Eei(“/")“) (Eei(w/”)“) =
= (Eei(“/")x> = {X ~ N (a,0) & gx (W)= eia“""zwz/?} =
= (cioterm=eto/m?/2)" = e (/)2 o 3 N (a,0/vm)
S Va(@—a) /o~ N(01),
siis véide 1° on toene. Esitame vorduste ahela
n 2 n — — 2
Yici(@i—a) =300 (@ —2)+ (T —a))” =
=y (z - T)Z +23 (@i —T) (T —a)+ 2, (T — a)2 =
= ?:1 (zi —f)2—|—2(f—a)2?:1 (i _E)‘F”(f_a)z =

= (@ -T) =T =0 =" (2~ ) +n(@—a).

Seega

- xi—a>2:Z?_l(xi—w)2+(\/ﬁ(w—a))2 o

n (M_a)?:<n—1>s2+(ﬁ<w—a>)2, (5.2.24)

2
g g
=1

Valimi elemendid z; on soltumatud. Seega on soltumatud ka (z; —a)/o ~
N (0;1) jaseose (5.2.24) vasakul poolel olev suurus allub x2-jaotusele vabadusast-
mete arvuga n. Kuna viite 2° pdhjal on 7 ja s2 soltumatud, siis on s6ltumatud ka
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seose (5.2.24) paremal poolel olevad liidetavad. Kuna /n (Z —a) /o ~ N (0;1),

siis (vn (T —a)/ 0)2 allub y2-jaotusele vabadusastmete arvuga 1. Seega suurus
(n — 1) s%/0? on x2-jaotusega, mille vabadusastmete arv on n — 1. O
Naide 1. Uuriti tudengi lounatamiseks kuluvat aega. See on juhuslik suu-
rus, mis allub normaaljaotusele standardhélbega 3 minutit. Kaastudeng maootis
15 péaeval selle tudengi 1ounatamiseks kuluvat aega ja leidis selle dispersiooni.
Milline on toendosus, et ta saab valimi dispersiooni suurema kui 127
Lause 1 véite 3° pohjal on juhuslik suurus

Q=(n—-1)s*/0* =145*/9
x2-jaotusega vabadusastmete arvuga n — 1 = 14. Seega

P(s*>12) = P (14s*/9 > 14-12/9) = P (Q > 18.667) =
=1-P(Q <18.667) =
= 1 — ChiSquareDist (18.667;14) ~
~1-0.8219=0.1781.  $

Lause 2. Kui X allub normaaljaotusele keskvairtusega a, siis /n (T — a) /s
on Studenti jaotusega, mille vabadusastmete arv on n — 1.

Niide 2. Suurus X on normaaljaotusega N (a, o). Saadakse valim mahuga
25, mille korral T = 10 ja s> = 9. Leiame siindmuse a € [9; 12] tdenfiosuse.

Kuna Lause 2 pdhjal on suurus T’ = /n (T —a) /s = 5(10 — a) /3 Studenti
jaotusega vabadusastmete arvuga n — 1 = 24, siis

P(O<a<12)=P(-9>-a>-12)=P(10-9>10—a > 10— 12) =
=P(1>10—a>-2)=P(5/3>T>-10/3) =
— TDist (5/3;24) — TDist (—10/3;24) ~ 0.9443.

5.2.4 Juhusliku vektori arvkarakteristikute

punkthinnangud

Uurime tildkogumi juhusliku vektori (X,Y’) komponentide kovariatsiooni-
momendi ja korrelatsioonikordaja punkthinnanguid. Olgu vektori (X, Y") korral
sooritatud n soltumatut katset, mis andsid valimi

{(x1391), (w2592) 5 -5 (Tnsyn) } -

Vaatame kahte juhtu.
I Vektori (X,Y) juht, kui EX ja EY on teada. Niidake, et sellel juhul

Rk
Kf%y -

Y (i —EX) (i —EY)
i=1

on kovariatsiooni cov (X,Y’) = K, , nihketa punkthinnang.
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IT Vektori (X,Y) juht, kui EX ja EY ei ole teada.

Valemite (5.2.2) ja (5.2.15) abil saame leida parameetrite EX = v, EY = v,
DX ja DY punkthinnangud Z, 7, s3 ja s.. Kovariatsiooni cov (X,Y) = K, ,
nihketa punkthinnangut K7 , otsime kujul

K., = CZ (i —2) (i — 7). (5.2.25)
Leiame
EK,, =Ec 3 (a-7) (5~ 7) =
= c:ZIE (zz 7% é@) <y1 7% é(yﬂ)] =
= % ZZ:IE < (w5 —vg) — (25 Vw))) (pi:l«yz vy) — (Up Vy)))] =

= [E{(i —v2) (4i —vy)] = Ka,y, El(zj —v2) (i —vy)] = 6;, Ko, o] =

c
= ﬁ (nBK:E,y - n2Km7y) == C(n — 1) K£7y.
Seega on hinnang (5.2.25) nihketa, kui ¢ =1/ (n —1), st
. 1 ¢ _ _
Kiy=——72 (@—2) (-7, (5.2.26)

i=1
Lause 1. Suurus Kj, , on vektori (X,Y’) kovariatsioonimomendi cov (X,Y")

nihketa punkthinnang.
Hinnangu (5.2.26) asemel kasutatakse tihti suuruse cov (X, Y') nihkega punkt-

hinnangut
ok 1 = — _
K2, = 130 (-0 (- 7). 5:227)
i=1
kusjuures
L= K (5.2.28)

1‘7’!/_”_1 T,y
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Lause 2. Kehtib seos
K;*u =Ty —T7, (5.2.29)

kus
1 n
= - 5.2.30
y= § Ty ( )

Toestus. Leiame

1 _ _
K;Ty = n Zi:l (z; =) (yi —7) =

1 1 1 1
= n Z?:l TilYi — yﬁ Z?;l x; — I% Z?:l yi + T/yﬁ Z?:l 1=

=TY—Yr —TY+TY=2y —7TY. &
Definitsioon 3. Kindlat suurust

*
. def. KGy

rzy

(5.2.31)

Sz Sy

nimetatakse juhuslike suuruste X ja Y korrelatsioonikordaja rs, punkthinnanguks.

Niide 1. Olgu vektori (X,Y") korral sooritatud 5 sdltumatut katset, mis
andsid valimi

{(1;0), (2;6), (=1,4); (1;1), (% 7)}.

Leiame suurused K3 , ja ry, ning valimi korrelatsioonimaatriksi.

Valemi (5.2.2) abil saame leida suurused T ja 7 :

1

o 5
xr = — €T, =
521—1 !

(1+2-1+1+2)=1,

| =

I 1 18
F=z, wi=z0+6+dt147) ==,

Valemi (5.2.16) abil saame s2 ja s :

5 (10
2 _ 2 =2 | —
51 (521—1"”1‘_‘”)_
1 3
:1(12+22+(_1>2+12+22_5'1):i
1 5
2 _ 2 =2 ) _
K (Zi—lyi_5'y>_

2
1 18 93
=-[0*+6*+42+ 12+ 7> 5. — =—.
4< +6°+47+1% + 5 0
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Valemi (5.2.30) pohjal leiame

Ty = %Z;xiyl«:%(l'm 2:6-1-44+1-1+2-7) = ?
Valemitest (5.2.29), (5.2.28) ja (5.2.31) saame
K;j‘y:*y—fy: ?—1-? =1, K;yy = 531K;*jy = Z
ja -
. 4
i, = s;’sz = (3/;((93/10) = %\/ﬁz 0.335.

Jarelikult on valimi korrelatsioonimaatriks

1 0.335
(1)

ITIT Vektori (X;, Xs,...,X,,) juht, kui EX; ei ole teada.

Lause 3. Olgu vektori (X7, X, ..., X,,) korral sooritatud n séltumatut kat-
set, mis andsid valimi

1 x1 i) o Tm
1 | 211 | @21 | - | Tma
2 | 212 | 222 | 0 | T2
n T1in Ton o Tmn

kus zj; on j-nda komponendi védrtus -ndal katsel. Kui

n n
_ def. 1 5def. 1 o,
T; = E;xﬁ» 5= —7 ;(xﬁ ~7;)%, (5.2.32)
siis
n "

def. 1 _ B KoL
K;j»xm = 1 Z (l'jz' - :Ej) (a:m, — xm) , r;j7%n = ﬁ. (5.2'33)

" i=1 Su; S

Naide 2. Olgu vektori (X7, X2, X3) korral sooritatud 5 soltumatut katset,
mis andsid valimi

) T T T3
112813537
2120|3230
3131|2527
41282926
5130|2331
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Leiame valimi kovaritsioonimaatriksi ja korrelatsioonimaatriksi.
Valemite (5.2.32) ja (5.2.33) abil saame 77 = 2.74, To = 2.88, T3 = 3.02,
52~ 0.19, s3 ~ 0.24, s3 ~0.19,

0.19 —-0.12 —-0.02

(Kpp o)) & 0.24  0.12 |,
0.19
1.0 —0.57 —0.09
(rh0) = 1.0 0.57 |. %
1.0

5.2.5 Suurima toepara meetod

I Suurus X on pidev
Kui suuruse X jaotus soltub m parameetrist aq, ..., q,,, siis suuruse X jao-
tustihedusel on kuju f (z; 1, ..., q;). Kuna valimi elemendid on soltumatud,
siis
f(l‘].w"axn;al)"wam) = H?:lf(xi;ah-'-aam)

on iihelt poolt valimi kui juhusliku vektori jaotustihedus. Teiselt poolt on funkt-
sioon [[i-, f (zs;a1,...,qm) konkreetse valimi korral m muutuja funktsioon.
Parameetrite aq, ..., oy, hinnangud af, ..., o, valitakse selliselt, et

max f(xlax%"'7xn;a1;a27"'7am):
(a1,02,...,am ) ER™

= [(z1,22,..., 20507, 03, ..., a5,).
Kui parameetrite aq, as, . . . , ooy, hinnangud af, a3, . . ., o), méérata selliselt, siis
koneldakse, et need hinnangud on saadud suurima tdepdra meetodil. Kui funkt-
sioon f (z1,...,Zn; @1, ..., Qy) saavutab maksimaalse véadrtuse, siis maksimaal-
se vidrtuse saavutab ka In f (z1,...,2n;Q1,...,Qm), st on vaja leida m muu-
tuja funktsiooni

Inf(xy,...,¢n;00,...,0) =InTI f(x01,...,0m) =

= Z?:l In f(ffi;ah...,am)

statsionaarsed punktid. Seega méédratakse parameetrite asq, ..., a,, punkthin-
nangud afj, ..., o), vorrandisilisteemist
a n * *
ﬁZizl In f(z5a],...,00,)=0 (k=1;2;...;m). (5.2.34)
Lause 1 (suurima toepédra meetod). Kui f (x;aq,. .., ay,) on pideva juhus-
liku suuruse X jaotustihedus, siis parameetrite «; (i =1;...;m) punkthin-

nangud o leitakse vorrandisiisteemist (5.2.34).
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Niiide 1. Kul X ~ N(a7o—) , SiiS
Pl samiae) = (—) e [~ Sz i =)
1,...7 ny ) pu 27r p 20.2

Sy (@i —a)’

202

Olgu a* ja o* parameetrite a ja o punkthinnangud. Vorrandisiisteemile (5.2.34)
saame kuju

ja

In f(z1,...,2n;a,0) = —nln (a\/ﬂ) —

0 * o Z?:l (‘rl — a*)2 _
D0 nln (0 vV 271') 5 (a*)2 =0
9 . Sy (@ —a)?
EPe —nln (U \/27r) 5 (J*)z =0

2(0")? { Sy =na”
= n 2 = n o * *\2 =
n 2im @ —d)” 2im (@i —a”)” =n(o")
a CON
* 1 n — *\ 2 1 n *\ 2
=a zﬁzizlzi:x/\(o) zﬁzizl(xi—a) = ma. &
IT Suurus X on diskreetne
Olgu P(X =z) =h(z;01,...,00,), kus ai,...,ap on selle diskreetse jao-
tuse parameetrid, mille punkthinnanguid of,...,«f, me valimi {z1,...,z,}

pohjal leiame. Seega P (X; = x;) = h(z;;01,...,0m), kus X; on X é-nda ele-
mendi vGtmisel, ja

P(<X1a--~aXn) - (iL’l,...,CEn)) = H?:IP(XZ = xl) =

=117 h(zi,00, ..y Qum) .

Kasutades suurima toepdra meetodit diskreetse jaotuse korral leitakse para-
meetrite ay, ..., o, punkthinnangud of, ..., o}, selliselt, et

max O h(xi, a1, ) =
(a17a2a-~':a7n)€Rm'

J— n * *
=M7  h(z,0f,...,00,).
Kui funktsioon IT" . h (z;, aF, ..., aF ) saavutab maksimaalse vadrtuse, siis saa-
=1 » S )y “tm 9

vutab maksimaalse vaartuse ka

In I b (2,08, ... 0,) = > Inh(z,af,...,a,).
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Vorrandististeemist
.3 (5.2.35)

n
*
Dot S ln h(z,af, ..., a0,
ki=1

leiame hinnangute vektori (vektorid) (of,...,af,).
Lause 2. Kui X on diskreetne juhuslik suurus ja
P(X=z)=h(z;a1,...,0m),
siis parameetrite o; punkthinnangud o (i = 1;...;m) leitakse vorrandisiisteemist

(5.2.35).
Naide 2. Olgu suuruse X voimalikud vaartused 1 ja 0 ning

P(X=1)=p, P(X=0=1-p=gq.
Leiame valimi {1, ..., z,} pohjal parameetri p punkthinnangu p*.

Kasutame Lauset 2. Antud jaotusel on iiks parameeter, oy = p. Seejuures
h(z,p) =p® (1 —p)'~". Tingimuse (5.2.35) abil saame
LS (@) @) ) =0 e
dp*iz1

(ilo: Inp* 4 (1 —z;)In (1 p*)> =0 =

<
dp* \;=
no(x; 1—ux; 1 2 1 n
= - _ =0 — XT; — ].—il'i =0
El (p* 1 p*) p* z; 1-p* ;1( )
1 1 n n 12
S| =+ x; = e pr==>x <
(p* 1—p*>¢21 1-p* n;

Naiide 3. Olgu X Poissoni jaotusele alluv suurus. Seega on suuruse X voi-
malikud vaartused mittenegatiivsed tdisarvud. Kasutame Lauset 2 parameetri

A hinnangu A* leidmiseks.
Antud juhul on jaotusel iiks parameeter, a; = \. Seejuures

h(z,\) =A%/ (x!))exp(—N).

Tingimuse (5.2.35) abil saame

n e ()\*)zl B
d)\*z;m <exp( A )7%! =0 &

d n
& (=X +z;In A —Inz;!) =0 =
d\* i
n % 1 n _
= > (—1—&—%) =0\ = gzizlxi:x.
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Nii siisteemi (5.2.34) kui ka (5.2.35) nimetatakse toepdra vorrandite sistee-
miks. Kui k = 1, siis koneldakse toepdravorrandist. Kehtib jargmine véide.

Lause 3. Kui eksisteerib parameetri « efektiivne punkthinnang «*, siis toe-
péaravorrand on iiheselt lahenduv ja lahendiks on see efektiivne hinnang.

Mairkus 1. Lause 3 ei anna mingit infot, kui parameetril « ei ole efektiivset
punkthinnangut.

5.3 Vahemikhinnangud

Olgu « juhusliku suuruse X jaotuse parameeter ja a* = a*(x1, ..., 2,) selle
parameetri « hinnang. Olgu ¢ > 0. Suurus o* on juhuslik suurus. Seega on
juhuslikud ka vahemiku (a* — e, a* + ¢) otspunktid. Vaatleme seost

Plae (o —¢e,a"+¢)=0 (5.3.1)

ehk lihidalt P(a € lg) = B, kus Iz = (a* —¢, a* +¢). Tolgendame seost
a € (af —e, o + ¢) kui siindmust, et juhuslike otspunktidega vahemik /3 katab
punkti «. Seoses (5.3.1) esinevat arvu (@ nimetatakse usaldusnivooks ja va-
hemikku Iz usaldusvahemikuks ehk usalduspiirkonnaks ning vahemiku /g ots-
punkte o — ¢ ja o + ¢ usalduspiirideks. Avaldis (5.3.1) seob suurusi 3 ja e.
Saame suuruse ¢ suuruse 3 funktsioonina € = ¢(5) = e5.

0 a" —eg « a* ot +eg

Seega on seos (5.3.1) esitatav kujul
Pla € (o —eg, a" +¢e5)) = 0. (5.3.2)

Kui
Pla<a®—eg)=Pla>a"+e3)=(1-7)/2,

siis g usalduspiire nimetatakse simmeetrilisteks usalduspiirideks ja usaldus-
piirkonda stimmeetriliseks wusaldusvahemikuks. Kui kasutada thepoolseid usal-
dusvahemikke, siis vasakpoolne usaldusvahemik (—oo, o) usaldusnivooga 3 maa-
ratakse seosest P(a < a,) = 3 ja parempoolne usaldusvahemik (o, +00) seosest
P(a > ap) = (3. Harilikult valitakse 8 = 0.90, . . ., 0.95. Kasutatakse ligikaudseid
usaldusvahemikke ja tdpseid usaldusvahemikke. Tapsete usaldusvahemike leid-
misel on vajalik lisainfo X jaotuse kohta.
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5.3.1 Uldkogumi keskviirtuse usaldusvahemik

Valimi keskmine Z on defineeritud seosega (5.2.2). Suuruse T keskvddrtu-
seks on EX ja DT = DX/n = o%/n. Suurus T on tsentraalse piirteoreemi
pohjal astimptootiliselt normaalne. Seega allub T valimi piisavalt suure mahu ko-
rral ligikaudu normaaljaotusele parameetritega EX ja VDT = o /+/n. Vaatleme
seoste ahelat

PEX € (T—¢ep3,T+ep)) =0 <

& PEX —e3<Z<EX+eg)=0 &

EX +e5 —EX EX —e3—EX\ _
sr (B o) e

o @(Eﬁ;/ﬁ)—é(_gi\/ﬁ)%ﬁ @2<1>(€5;/ﬁ)zﬁ o

& <I><€ﬁ;/ﬁ> %g @@z@‘l (g) & eg%%CIfl (g)
Et 0 = s, siis
s~ %@‘1 <§> (5.3.1.1)
ja
(= s 1B\ -, s (B
lg =~ <x — %@ ! (2) T+ ﬁ@ ! <2>) (5.3.4)

on usaldusnivoole ( vastav ligikaudne usaldusvahemik

%

A

Ve

0 T —¢g T EX T+e¢ep

P (EX € (x— %qu (g) T+ %qvl (g))) ~ . (5.3.5)

Lause 1. Valimi piisavalt suure mahu korral on keskvairtuse EX ligikaudne
stimmeeetriline usaldusvahemik leitav valemi (5.3.4) abil.

ning

Niide 1. Olgu valimi {x1, 23, . .., z95 } pohjal leitud, et T = 3 ja s = 1. Leia-
me usaldusnivoole 0.92 vastava keskviirtuse stimmeetrilise usaldusvahemiku
lo.92-

Et valimi maht n on piisavalt suur, siis voime rakendada Lauset 1. Valemi
(5.3.3) abil leiame

1 0.92 1
~—d | 22 ) = 2971 (0.46) 2 0.2 1.75 = 0.35.
£0.92 \/% ( 2 ) 5 ( )

Seega on lg gy ~ (2.65;3.35) Lause 1 pohjal keskvddrtuse EX stimmeetriline
usaldusvahemik. &
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5.3.2 Normaaljaotusele alluva iildkogumi keskvaartuse
usalduspiirkond

Kui X on normaaljaotusega, siis juhuslik suurus
Tn—1=+vn(T—-EX)/s (5.3.6)

on Lause 5.2.3.2 pohjal Studenti jaotusega, mille vabadusastmete arv on n — 1.
Kuna

P(z-EX|<eg) = ﬁ©P<\f|x EX| \/Zgﬁ>zﬂ<:>

egVn/s S
= P(|Tn—1|< fsﬂ) B e fr,_,(t)dt = oVt

—epV/n/s
B
e 2/ fr, () ﬂ t;;-TInv(OB—}—B/Q n—1),
0
siis
Ep = Stﬂ/\/ﬁ (537)
ja
lg = (T — sta/v/n, T+ stg/V/n) (5.3.8)

on usaldusnivoole 3 vastav usaldusvahemik, st kehtib seos
P (z —stg/v/n <EX <T+stg/\/n) = 0. (5.3.9)

Maéirkus 1. Studenti jaotuse tabeleid on kahte tiiiipi

s
2/0 fr.(t)dt =B = (B,n) — tg
vOi
“+o0
2/ fr,)dt = a = (a,n) — ta,
ta
kus g=1-a.
Lause 1. Kui X on normaaljaotusega, siis keskvadrtuse EX stimmeetriline
usaldusvahemik on leitav valemi (5.3.8) abil.
Niide 1. Olgu saadud valim {—2.5; 3.4; —2.0; 1.0; 2.1} . Leiame EX siim-
meetrilise usaldusvahemiku usaldusnivool g = 0.9.
Arvutame, T = 0.4 ja s> = 6.6 ning n — 1 = 4. SWP abil leiame tgg9 =
= TInv(0.95;4) = 2.13. Valemi (5.3.7) abil saame £o9 = 2.13v/6.6//4 ~ 2. 736.

Lause 1 pohjal on ly.9 = (—2. 336;3.136) keskviidrtuse EX usaldusvahemik, mis
vastab usaldusnivoole 0.9. O
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5.3.3 Normaaljaotusele alluva iildkogumi dispersiooni
usalduspiirkond

Kui X on normaaljaotusega, siis suurus Y,,_; = (n —1)s%2/DX on x2-jao-
tusega juhuslik suurus, mille vabadusastmete arv on n — 1. Ladhtume seosest

P(’Ul < Yn,1 < UQ) = ﬂ,

kus

P(Ypo1<wvp) = % = v = ChiSquaureInv(1 - ﬂ,n -1) (5.3.10)
ja

P(Y,—1<wv) = # = vy = ChiSqualreInV(1 —g ﬁ7n —1). (5.3.11)
Kuna

V2 Yo U1

(L

U Y1 U1

1 1 1
P(’U1<Yn1<1}2):ﬁ<:>P<< <):ﬁ<:>

<:>P<(?’L—1>82 <DX < (n—l)s2> _ 5,
V2 U1

siis

I = ((n mOL Uit 52) (5.3.12)

V2 U1

on dispersiooni DX stimmeetriline usaldusvahemik usaldusnivool (. Seega

%

0 D1 DX D2

P(Dy < DX < D) =0,

kus
Dy = (n—1)s*/vy, Dy = (n—1)s%/vy. (5.3.13)
Lause 1. Kui X on normaaljaotusega, siis dispersiooni DX siimmeetriline
usaldusvahemik on leitav valemi (5.3.12) abil.
Niide 3. Valimi {—2.5; 3.4; —2.0; 1.0; 2.1} korral s> = 6.6 jan — 1 = 4.
Leiame DX usaldusvahemiku usaldusnivool 5 = 0.9.
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Seoste (5.3.10) ja (5.3.13) abil leiame

4-6.6
=0.711, Do = —— ~ 37.1
or =0T Do = Gy =3T3
ning seoste (5.3.11) ja (5.3.13) abil
4-6.6
=949, D = —— = 2.78.
V2 9 9, 1 9.49 78

Lause 1 pohjal on lg g & (2.78;37.13) dispersiooni DX siimmeetriline usaldus-
vahemik usaldusnivool 0.9. &

5.4 Hiipoteeside statistiline kontrollimine

Jargneva aluseks on praktilise kindluse printsiip. Nimelt, kui katse soori-
tamisel on siindmuse A toimumise tGendosus viga vaike, siis katse iihekordsel
toimumisel voib olla kindel, et siindmus A ei toimu. Praktilise kindluse printsi-
ip on aluseks inimese igapaevasel tegevusel. Naiteks lennukisse minnes me ei
arvesta, et lennuk teeb avarii.

Definitsioon 1. Iga oletust tundmatu jaotusseaduse kuju voi parameetrite
kohta nimetatakse (statistiliseks) hiipoteesiks.

Definitsioon 2. Iga hiipoteesi, mis méarab jaotusseaduse téaielikult, nime-
tatakse lihthipoteesiks. Hiipoteesi, mis ei ole lihthiipotees, nimetatakse liithiipo-
teesiks.

Kontrollitavat hiipoteesi nimetatakse tavaliselt nullhiipoteesiks ja tahista-
takse Hy. Korvuti nullhiipoteesiga vaadeldakse konkureerivat ehk alternatiivset
hiipoteesi Hi, st Hy ja H; on teineteist vélistavad.

Hiipoteesi Hy kontrollimiseks kasutatakse valimi {z1, s, ..., z, } pohjal spet-
siaalselt koostatud statistikut 67 (z1,22,...,zy), mille kui juhusliku suuruse
tédpne voi ligikaudne jaotus on teada. Statistiku @) koigi voimalike védrtuste
hulk A jaotatakse kaheks mitteldikuvaks osahulgaks: kriitiliseks hulgaks Aj
(hiipoteesi Hy tagasiliikkamise piirkond) ja lubatud hulgaks A (hiipoteesi Hy
vastuvotmise piirkond). Valimi jaotuse pohjal médratakse A selliselt, et kui
hiipotees Hy on dige, siis P (67 € A1) = «, kus « on etteantud viike arv. Kui
« on “piisavalt véike,” siis siindmust 8} € A; v6ib praktilise kindluse printsiibi
pohjal lugeda praktiliselt véimatuks ja sindmuse 8}, € A; toimumisel hiipotees
Hj likatakse tagasi. Kui 6} € Ay, siis hiipotees Hy vOetakse vastu, tédpsemini,
seda ei liikata tagasi. Reeglit, mille jargi hiipotees liikatakse tagasi voi voetakse
vastu, nimetatakse statistiliseks kriteeriumiks.

Lihtsamad kriitilised hulgad A; on: parempoolne kriitiline hulk (0y;, +00),
vasakpoolne kriitiline hulk (—o00,0y,), kahepoolne kriitiline hulk (—o0, Okry)
(Okrp, +00) , kusjuures

P (0, € (—00,0krv)) = P (0;, € (Bkrp, 0)) ,
ja simmeetriline kriitiline hulk

(—OO, —G;W) U (Gkr, +OO) .
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Seega parempoolse kriitilise hulga korral

07 > 0. = hiipotees Hy liikatakse tagasi, (5.4.1)
0 < 0, = hiipotees Hy voetakse vastu

ja vasakpoolse kriitilise hulga korral

On
0*

n

< O, = hiipotees H liikatakse tagasi, (5.4.2)
> 0, = hiipotees Hy voetakse vastu.

Kahepoolse kriitilise hulga korral

(0F < Ogpy) V (0% > Okrp) = hiipotees Hy liikatakse tagasi,

(5.4.3)
Opro < 07, < Okrp = hiipotees Hy voetakse vastu
ja siimmeetrilise kriitilise hulga korral
|67 | > 0k = hiipotees Hj litkkatakse tagasi, (5.4.4)

|07 | < O = hiipotees Hy voetakse vastu.

Statistilise kriteeriumi korral on neli véimalikku juhtu

hiipotees Hy | voetakse vastu | liikatakse tagasi
Gige Oige otsustus | esimest liiki viga
vale teist liiki viga Oige otsustus

Definitsioon 3. Esimest liiki vea lubatavuse toendosust o nimetatakse
kriteeriumi olulisuse nivooks.

Olgu teist liiki vea lubatavuse tGendosus /3.

Definitsioon 4. Teist liiki vea mittelubatavuse tGendosust 1— [ nimetatakse
kriteeriumi voimsuseks.

Kasutades statistilise kontrolli terminoloogiat pooljuhtide tootmisel, on Hy
hiipotees, et partii vastab nouetele, ja « on tootja risk, et ta kannab maha kogu
partii, kui pistelise kontrolli néitajad ei vasta lubatule. Samas on 3 tarbija risk
votta positiivse pistelise kontrolli tulemuste pohjal vastu nGuetele mittevastav
partii. Kahe erineva vea voimalus eristab hiipoteeside kontrolli parameetrite va-
hemikhinnanguist. T6enédosused « ja 3 on iiheselt méaéaratud kriitilise piirkonna
valikuga. Et

a= P ((0 € Ay)(Hp on dige)), (5.4.5)

siis suuruse « vihendamiseks tuleb muuta hulka A; véiksemaks, st suurendada
hulka Ag. Aga suuruse

B = P ((Hp on vale) (6 € Ay)) (5.4.6)
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vihendamine nouab vastupidi hulga A vihendamist. Seega ei saa suurusi « ja (3
samaaegselt vihendada, st valimi mahtu suurendamata voib kui tahes viikeseks
teha vaid {ihe neist.

Millistest printsiipidest léhtudes valida kriitilist piirkonda A;? Parima tule-
muse saamiseks tuleb etteantud olulisuse nivoo « korral valida kriitiline piirkond
selliselt, et kriteeriumi voimsus 1 — (3 oleks maksimaalne.

5.4.1 Kahe jaotuse keskviirtuste vordsuse kontrollimine

Olgu teada DX ja DY ning soltumatud valimid

{l’l,ﬂ?g,...,xn}, {y15y27"'7yWL}'

Kontrollime keskvéartuste EX ja EY vordsust, st meil on vaja kontrollida hiipo-
teesi
Hy: EX =EY

olulisuse nivool «, kasutades siimmeetrilist kriitilist hulka. Leiame antud vali-
mite korral T ja 7. Tsentraalse piirteoreemi pohjal on T ja i astimptootiliselt
normaalsed. Lause 5.2.1.1 abil saame

EzZ =EX, Ey =EY, 0z =o0x /Vn, o5y = oy /vVm.
Seega ligikaudu

T~ N (EX,0x /Vn), T~ N (EY,0y /vm).

Kui Hy on 6ige, siis ligikaudu (miks?)

T-g~N (0, \/m) (5.4.7)

ok /n+ 0% /m
Arvutame valimite pohjal suuruse 6*. Kiriitilise piirkonna valik sGltub konkuree-
rivast hiipoteesist H;.
1. Kui H; : EX # EY, siis kasutame stimmeetrilist kriitilist hulka, kusjuures
suuruse #p, méadrame tingimusest

ja statistik

~ N (0;1). (5.4.8)

®(0p,) = 0.5 — /2. (5.4.9)

Seejuures ®(z) = (1/v2m) [y e=t/2dt. Kui |0*| > Oy, siis likkame hiipoteesi
Hy tagasi. Kui |0*| < 0, siis loeme hiipoteesi Hy 6igeks. Tapsemini, loeme
hiipoteesi katseandmetega kooskolas olevaks.

2. Kui H; : EX > EY/ siis kasutame parempoolset kriitilist hulka, kusjuures
suuruse 0y, midrame tingimusest

D (0k) = 0.5 — a. (5.4.10)
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Kui 0* > 0y,, siis likkame Hj tagasi. Kui 8* < 0., siis loeme H( digeks.

3. Kui H; : EX < EY, siis kasutame vasakpoolset kriitilist hulka, kusjuures
suuruse 0, médrame tingimusest (5.4.10). Kui 6* < — 0,, siis lilkkame Hy
tagasi. Kui 6* > —0y,., siis loeme H( Oigeks.

Naide 1. Olgu DX = 80 ja DY = 70. Olgu soltumatute valimite

{$1,$27...,$50}, {ylayza"' ay40}

pohjal leitud, et T = 60 jay = 67. Kontrollime keskvairtuste EX ja EY vordsuse
hiipoteesi
Hy: EX =EY

oigsust olulisuse nivool o = 0.02.
Leiame (5.4.8) abil

Vox/n+og/m

Kriitilise hulga valik s6ltub konkureeriva hiipoteesi H; valikust.
1. Kui H; : EX # EY, siis tingimuse (5.4.9) pohjal

~ —3.82.

B(0),) = 0.49 < 0y, = 2.33.

Et |0*| > Oy, siis likkkame hiipoteesi Hy tagasi ehk loeme hiipoteesi H; kehti-
vaks.
2. Kui H; : EX > EY, siis tingimuse (5.4.10) pohjal

B (0p,) = 0.48 < O, ~ 2.054.

Et 6 < 0y, siis selle alternatiivse hiipoteesi korral on hiipotees H dige.
3. Kui H; : EX < EY, siis tingimuse (5.4.10) pohjal 0, =~ 2.054. Et
0* < — Oy, siis selle alternatiivse hiipoteesi korral litkkame hiipoteesi Hy tagasi.
Kuidas motestada saadud tulemusi? <

5.4.2 Binoomjaotuse parameetrite vordlemine

1° Olgu P(A1) = p1, P(A3) = pa, « olulisuse nivoo ja Hy : py = pa. Suuruse
p1 médramiseks sooritatakse nq soltumatut katset, kusjuures siindmus A; toi-
mub m katse korral. Suuruse po, méaramiseks sooritatakse no séltumatut katset,

m
kusjuures siindmus As toimub mso katse korral. Saame sagedused w; = - ja
ni

ma C e . . .
wg = ——, mis piisavalt suurte n; ja ny korral juhuslike suurustena alluvad Lause
n2

2.11.1 pohjal ligikaudu vastavalt normaaljaotustele N (pl, V1 (1—p1) /nl) ja

N (pg, p2 (1 — p2) /7’2,2) . Kui Hy on toene, st p; = py = p, siis w; — wy allub
ligikaudu normaaljaotusele

N (0. VB =5) 1/ + 1/n2) )
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(miks?) ja statistik

- 1
0 = L2 () — wy) /\/ 1-p —+ ) (5.4.11)

le wa nZ

allub ligikaudu normaaljaotusele N (0; 1), kusjuures p = @ Kiriitilise
ny »)
piirkonna valik s6ltub konkureerivast hiipoteesist Hj.

1. Kui Hy : p; # po, siis kasutame siimmeetrilist kriitilist hulka, kusjuures
suuruse 6y, madrame tingimusest (5.4.9). Kui |6*| > 0y, siis liikkkame hiipoteesi
Hj tagasi. Kui |6*| < 0, siis loeme hiipoteesi digeks.

2. Kui Hy : p; > po, siis kasutame parempoolset kriitilist hulka, kusjuures
suuruse 0, mairame tingimusest (5.4.10). Kui 6* > 0y,., siis likkame Hj tagasi.
Kui 0* < 0y, siis loeme H oigeks.

3. Kui H; : p; < po, siis kasutame vasakpoolset kriitilist hulka, kusjuures
suuruse 0, midrame tingimusest (5.4.10). Kui 6* < — 0,, siis likkame Hy
tagasi. Kui 8* > —0y,., siis loeme H oigeks.

Naiide 1. Kontrolltoos kasutati kaht varianti. Esimest varianti kirjutas 105
iiliopilast, kellest 65 said 1dbi. Teist kirjutas 140 tliopilast, kellest 69 said 1&bi.
Kontrollime olulisuse nivool 0.04 hiipoteesi Hj : variandid on sama raskusega.

Leiame
R RSP N
1—1057 2_140’p_105+140_245
ja
66
g 41D 105 140 ~ 1.964.

134 111 /1 n 1
245 245 \ 105 = 140
Kriitilise piirkonna valik soltub konkureerivast hiipoteesist H;.
1. Kui Hy : p1 # pe, siis tingimuse (5.4.9) pohjal

®(0y,y) = 0.48 < Oy, = 2.05.

Et |6*| < O, siis selle konkureeriva hiipoteesi korral on hiipotees Hy dige.
2. Kui Hy : p1 > po, siis tingimuse (5.4.10) pohjal

@(ri) =0.46 < 0, ~ 1.75.

Et 0* > 0y, siis likkame hiipoteesi H, tagasi.
3. Kui Hy : p1 < po, siis tingimuse (5.4.10) pohjal by, ~ 1.75. Et 0* > — Oy,

siis selle konkureeriva hiipoteesi korral on hiipotees H( Gige. &
2° Kui on tegemist ! siindmusega A; (i = 1;...;1) ja P(4;) = p; ning
Hy: p1 =ps =...=py, siis moodustatakse statistik
1 1
* ~ 2
=" i (wy — 5.4.12
q ﬁ(l _ ﬁ) an (wl p) 9 ( )
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mis on piisavalt suurte mahtude n; korral ligikaudu x2-jaotusega, mille vabadus-
astmete arv on [ — 1. Seejuures

(5.4.13)

Olgu H; = H,. Olulisuse nivool o kasutatakse parempoolset kriitilist hulka.
Arvuti voi Lisa 3 abil leitakse

(av Z - 1) = QQ,Z71~

Hiipotees liikatakse tagasi, kui ¢* > gq,1—1.

Naide 2. Kontrollt6ol kasutati nelja varianti. Esimest varianti kirjutas 105
iiliopilast, kellest 61 said 1dbi. Teise variandi korral olid need arvud 140 ja 69,
kolmanda variandi korral 130 ja 72 ning neljanda variandi korral 90 ja 71. Kas
kriteeriumi olulisuse nivool 0.02 on variandid sama raskusega?

Olgu Hy : p1 = po = p3 = ps ja Hi = Hy, kus Hy on hiipoteesi Hy
vastandhiipotees. Et

_ 6t o _ 69 T2 —E(z‘—y )
05 2T a0 P T 130 M T g0 VT )
61469472471 91
P =105+ 140 + 130 + 90 155
ja
—p)? = ) ~1.24
n2 (w2 (140 155) 3
. 72 91
ng(wg—p)2:130<130—155> ~ 0.144,
N 71 91\
na (wg —p)> =90 (90 - 155) ~ 3. 665,
siis
(5.4.12) 1 1
= — n; (w; — ~ 20. 86
p(lfp); ( )
Kuna

Lisa 3
(0.02; 4 —1) — qooz: 3~ 9.84,

siis ¢* > qo.02; 3. Hiipotees H liikatakse tagasi. &
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5.4.3 Normaaljaotuste dispersioonide vordlemine

1° Olgu X ja X5 kaks normaaljaotusega suurust dispersioonidega o3 ja o2.
Votame valimid vastavalt mahtudega n; ja ny. Hiipoteesi Hy : 0? = 02 kont-
rollimine taandub valimite dispersioonide s? ja s3 vordlemisele. Olgu s? > s3.

Kui 0?2 = 02 = o2 siis Lause 5.2.3.1 pohjal on juhuslikud suurused

ny —1)s? ng — 1) 52

(1 2) L 'a( 2 2) 2 \2-jaotusega vastavalt vabadusastmete arvudega nq —
o o

1 ja ng — 1. Jérelikult (vt Definitsiooni 3.10.1) on esitatud tingimustel statistik

(n1 — 1) S% 1

2

* o2 ny — 1 S1
— == 5.4.14
? (ng — 1) s 1 s3 ( )
o ng — 1

Fisheri jaotusega vabadusastmete arvudega n; = ny —1 ja ny = ng — 1. Kriitilise
piirkonna valik s6ltub konkureeriva hiipoteesi valikust.

1. Kui H; : DX; > DXo, siis kasutatakse parempoolset kriitilist piirkonda.
Paketi SWP kasutamisel leitakse

FInv(l — a, 1, M2) = 2y (5.4.15)

vol Lisa 5 abil
(0,1, M2) = Za, 7y, 7y = Zhr- (5.4.16)

Kui z* > z,, siis hiipotees H| liikkatakse tagasi. Kui z* < z,., siis on hiipotees
Hj selle alternatiivse H; korral kooskolas valimitega.

2. Kui H; : DX; # DXy, siis kasutatakse kahepoolset kriitilist piirkonda.
Lisa 5 abil leitakse muutuja z véartused 2zpr, ja Zgrp, kusjuures

(a/?,ﬁl,ﬁg) = Za/2,7y, iy = Zkrp (5.4.17)

ja
PO 1
(1 - 01/2, ni, 77,2) = Zl—a/2,?L1, Ne — - = Zkrv- (5418)
Za/2, g, P
Kui 2* < 2 V2% > 2zpyp, siis hiipotees Hy liikatakse tagasi. Kui
Zkro < 2% < Zppp, siis on hiipotees Hj selle alternatiivse H; korral kooskolas
valimitega. Paketi SWP kasutamisel leiame

Zkry = FInv(a /2,11, M2),  2krp = FInv(l — /2,701, N2). (5.4.19)

Naide 1. Olgu X; ja X5 kaks normaaljaotusega juhuslikku suurust disper-
sioonidega 0% ja o3. On voetud valimid vastavalt mahtudega ny = 30 ja ng = 20.

Nende pohjal on leitud s = 12 ja s2 = 8. Kontrollime olulisuse nivool o = 0.02

hiipoteesi Hy : 07 = 03.

Leiame
. (5.4.14) 57

2
52

z = 1.5.
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1. Kui H; : DX; > DXo, siis kasutatakse parempoolset kriitilist piirkonda.
Paketi SWP30 kasutamisel leitakse

Zky = FInv(1 — 0.02,29,19) ~ 2.51.

Kuna z* < 2z, siis on hiipotees Hy selle konkureeriva H; korral kooskdlas
valimitega.

2. Kui H; : DX, # DX,, siis kasutatakse kahepoolset kriitilist piirkonda.
Lisa 5 abil leitakse muutuja 2z viartused zx,, ja 2grp, kusjuures

(001, 29, 19) (5]4917) 20.01;29;19 ~ 2.90 =~ Zkrp

ja
4. 1
(0.99;29;19) ") 20 0. 20:10 =

=~ ~0.39 = zipy-
20.01;19;29  2.99

Suuruste zgry ja 2grp tdpsemad védrtused saadakse (5.4.19) abil
Zkro = FInv(0.01,29,19) ~ 0.38, 2k, = FInv(0.99,29,19) ~ 2. 86.

Et zgro < 2% < Zgrp, siis on hiipotees Hy selle konkureeriva H; korral kooskolas
valimitega. &

2° Olgu uurimisel [ normaaljaotusega suurust Xy, vastavalt dispersioonidega
o2 (k=1;2;...;1) ja voetud sdltumatud valimid mahtudega n,...,n;. Piisti-
tame hiipoteesi Hy : o = 0? (k=1;...;1). Konkureerivaks valime hiipoteesi
H, = H,. Hiipoteesi H, kontrollimiseks kasutame Bartletti testi, mis on raken-
datav, kui ny, >3 (k=1;...;1). Selle testi korral kasutatakse statistikut

. s (e — DI (5°/57)

q = )
1 1 1 1
1+— (> _
+3(l—1)( kzl’nk—l nl—i—...—i—nl—l)

millel on x?-jaotus vabadusastmete arvuga [ — 1. Seejuures on s; suuruse Xy,
valimi dispersioon ja

(5.4.20)

l
1
) 2
= NE S, - 5.4.21

7’7,1—|—...+7’Ll—lk§::1 kk ( )

Hiipotees Hy liikkatakse tagasi, kui ¢* > ¢q,1-1, kusjuures (o, I — 1) — ¢q,1-1
leitakse arvuti voi y2-jaotuse tabeli abil (vt Lisa 3).
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Naiide 2. Olgu uurimisel neli normaaljaotusega suurust Xy, dispersioonidega
0% (k=1;2;3;4). On voetud valimid mahtudega vastavalt n; = 10, ny = 16,
ng = 12, ngy = 20. Eelnevalt on leitud s? = 8, s2 = 11 , 53 = 9, s = 17.
Kontrollime Bartletti testi abil olulisuse nivool o = 0.02 hiipoteesi

Hy: o} = 0% (k=1;2;3;4).
Olgu H; = Hy. Kuna

5.4.21) (5.4.20)

52 O% 13.037, ¢* =~ ' 5.7824

ja Lisa 3 abil
(0027 3) — q0.02;3 = 9.84
voi SWP3 abil
ChiSquarelnv(0.98,3) = 9.8374,

siis ¢* ~ 5.7824 < go.02;3 = 9.8374 ja Hp vastab valimitele. &

5.4.4 Otsustused jaotusseaduste kohta

Kontrollime hiipoteesi Hy : juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks on just
sellise kujuga F(z). Olgu H; = H,

1° Esitame Pearsoni x2-kriteeriums valimi jaotuse ja teoreetilise jaotuse eri-
nevuse kohta. Olgu n valimi maht ja m variatsioonrea klasside arv. Olgu n =
ni + ...+ n.,, kus ng nditab, mitu elementi on k-ndas klassis. Seega wy =
Ly Olgu k-ndasse klassi kuulumise toenéosus teoreetilise jaotuse pohjal py.

n
Moodustame Pearsoni karakteristiku

m

= 2wy — i) = > M, (5.4.22)

n
i1 Pk P Pk

millel on y2-jaotus vabadusastmete arvuga k = m — r — 1, kus m on empiirilise
jaotuse variatsioonrea klasside arv ja r on teoreetilise jaotuse parameetrite arv.
Pearsoni y2-kriteeriumi rakendamisel tuleb:
1) leida valemi (5.4.22) abil suurus ¢*;
2) leida antud olulisuse nivoo « korral tabelist voi arvuti abil kriitiline véértus
o,k
3) vorrelda suurusi ¢* ja ¢q.k, kusjuures juhul ¢* < g, hiipotees Hy ei ole
vastuolus valimiga ja juhul ¢* > g, 1 Ho on vastuolus valimiga.
Naiide 1. Kasutame Naites 5.1.1 saadud variatsioonrea klassideks jaotust

klassid (0;2] | (2;4] | (4;6] | (6;8] | (8;10] | (10;12]
elementide arv 6 8 11 4 0 1
sagedus (suhteline) | 6/30 | 8/30 | 11/30 | 4/30 | 0/30 1/30

Olgu olulisuse nivoo o = 0.05. Niidetes 5.2.1.1 ja 5.2.2.1 leidsime, et T = 4.633
ja 82 & 4.79, st s ~ 2.19. Kasutame teoreetilise jaotusena N (4.63;2.19). Kas
hiipotees

Hy: X ~ N(4.63;2.19)
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on kooskdlas Niites 5.1.1 esitatud valimiga?
Leiame selle normaaljaotuse korral toendosused:

plzP(—oogXSZ):(I)(ii;B)—@(W)%
=& (—1.20) — @ (—00) = @ (+00) — B (1.20) ~ 0.115
pr=P(2<X <4)=2(—0.288) — & (—1.20) ~ 0.272;
ps=P(4< X <6)=2(0.626) — (—0.288) ~ 0.347;
pa=P(6<X <8)=2(1.539) — & (0.626) ~ 0.204
ps=P(8< X <10) = & (2.452) — & (1.539) ~ 0.0 55;

pe = P (10 < X < 400) = @ (00) — ®(2.452) = 0.007.

Valemi (5.4.22) abil leiame

(6—-30-0.115)> (8 —30-0.272) L (11-30-0. 347)°
30-0.115 30-0.272 30 - 0.347

*

q:

(4—30-0.204)> (0—30-0.055)> (1 —30-0.007)

~ 7.28.
30-0.204 + 30-0.055 + 30-0.007 7.28

Kuna Lisas 3 esitatud tabeli pohjal go.o5,3 = 7.82, siis ¢* < qo.05,3. Seega
on olulisuse nivool a = 0.05 hiipotees Hy : X ~ N(4.67;2.29) Pearsoni y*-
kriteeriumi pShjal valimiga kooskdlas. &

2° Kolmogorovi kriteerium valimi jaotuse ja teoreetilise jaotuse erinevuse
jaoks. Lahtume valimi pohjal koostatud sagedustabelist

klassid (ag,a1] | (a1,a2] | <+ | (@Gm—1,Gm)
sagedus (suhteline) P1 Do . D

milles on fikseeritud klassid ja elementide suhteline sagedus igas klassis. Koos-
tame tabeli

€T ap ajy a2 ce am—1 Am,
F, () 0 D1 pr+p2 | | p1t...+DPma 1
F(x) | F(ag) | F(a1) | F(ag) | --- F(am—1) F(am)

kus F(ay) on leitud teoreetilise jaotuse jaotusfunktsiooni F'(z) abil. Leiame
Kolmogorovi statistiku

D= F - F . 4.2
Jmax |Fu(a) = Fla) (5429

On toestatud, et iga pideva juhusliku suuruse X korral

P(Dyn>A) "= P12  (—DFe Y (A>0). (5.4.24)
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Etteantud olulisuse nivool « tuleb kriitiline vaartus A, leida vorrandist
P(\) =« (5.4.25)

Esitame funktsiooni
Pl a— A,

lihikese tabeli:

o (04 |03 |02 |01 |0.060.025 | 0.01 | 0.005 | 0.001 | 0.0005

Ao | 0.89 | 0.97 | 1.07 | 1.22 | 1.36 | 1.48 1.63 | 1.73 1.95 | 2.03

Kolmogorovi kriteeriumi rakendamisel tuleb:
1) koostada punktides ax (k = 0,1,...;m) sagedustabeli pohjal funktsioonide
F,(z) ja F(z) vadrtuste tabel,
2) leida D ja A = Dy/n;
3) leida Aq;
4) kontrollida nullhiipoteesi Hy vastavust valimile antud olulisuse nivoo « korral,
st kui A < A, siis voetakse hiipotees Hy vastu ja A > A\, korral liikkatakse Hy
tagasi.

Niide 2. Kontrollime Kolmogorovi kriteeriumi abil olulisuse nivool
a = 0.05 Naite 1 variatsioonrea klassideks jaotuse korral hiipoteesi

Hy: X ~ N(4.63;2.72).

1. Koostame tabeli

x 0 2 4 6 8 10 12
F, (x) 0 0.200 | 0.467 | 0.833 | 0.967 | 0.967 1
F(xz) | 0.044 | 0.167 | 0.408 | 0.693 | 0.892 | 0.976 | 0.997

2. Leiame suurused

D =10.833 — 0.693| = 0.140, A = Dy/n = 0.140v/30 ~ 0. 77.

3. Funktsiooni P! tabeli pohjal a = 0.05 +— 1.36 = \,.
4. Kuna A < )\, siis olulisuse nivool @ = 0.05 on hiipotees Hy Kolmogorovi
kriteeriumi pohjal kooskdlas valimiga. &
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5.5 Vahimruutude meetod ja regressioonijooned

Uurime jargnevalt empiirilise soltuvuse esitamist analiiiitilise avaldisega.
1° Olgu antud juhusliku vektori (X,Y") valim (x;,y;) (i =1,...,n). Valime

funktsioonide perest
{f (z) = ZCk@k(ﬂﬁ)} ;
k=1

kus kordajad ¢; € R on konstandid ja ¢r(z) (k=1;...;m) on etteantud
soltumatud funktsioonid, funktsiooni f(z), mis véhimruutude mottes ldhendab
koige paremini antud valimit. Funktsioonide @y (x) valik soltub infost tildkogumi
kohta. Tavaliselt kasutatakse ldhendamist kas algebraliste vG6i trigonomeetriliste
poliinoomidega. Kasutatakse ka ldhendamist splainidega ja lainekestega. Arvu-
tame f(x;) (i=1,...,n), vahed y;— f(x;) ja nende ruudud

(yi — f(z:))® (i=1,...,n).

Moodustame suuruse

n m 2
gler, ... em) = Z (yz - Z%s%(%)) . (5.5.1)
k=1

=1

Méédrame kordajad ¢x (k= 1,...,m) selliselt, et g (c1, . . ., ¢, ) oleks minimaalne.
Lokaalse ekstreemumi tarviliku tingimuse pohjal

wzo G=1,...,m), (5.5.2)
st . . J
22 (yz - ch@k(%)> (—pj(@i) =0 (G =1,...,m)
ik =1 k=1
Zn; <yi - i%%(ﬁ)) pj(zi) =0 (j=1,...,m)

> < @k(xi)sﬁj(xi)> o= yipi(w) (G=1,...,m). (5.5.3)
k=1 \i=1 i=1
Lahendades siisteemi (5.5.3), saame kordajad ¢, ja valimile vastava funktsiooni
f(z) konkreetse kuju.

Kui m = 2 ja ¢1(z) = 1 ja pa(x) = x, siis saame funktsiooni f(z) = ¢; + cox
kordajate ¢1 ja c¢o leidmiseks siisteemi (5.5.3):

M=

n n
c1 I + oY x = Yy
i=1 i=1

n n
2 _
T o+ cad w = )Ty
=1 =1

1

<.
Il

=

s

C1

1=1
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1> 1
c1 + Czﬁ Z T; = o Z Yi
< n 1 ol 1 i=t g
a=Yx 4+ =Y a? = =3z
i=1 n =1 n =1
{ o Toar = (5.5.4)
1T +  cox = Ty

kus

*3\
<

n
x= i;xza y:i;yzaxz sza

Siisteemi (5.5.4) esimesest vorrandist jireldub, et punkt (Z,7) asetseb sirgel
y = ¢1 + cox. Lelame kordajad ¢y ja co, lahendades siisteemi (5.5.4). Saadud
sirget nimetatakse suuruse Y regressioonisirgeks suuruse X suhtes.

Kui m = 3, p1(z) = 1, pa(x) = x ja p3(z) = 22, siis (5.5.3) abil saame
funktsiooni f(z) = ¢1 +cox + csx? kordajate c1, ¢ ja c3 midramiseks siisteemi:

1 n
n i=1

&
NE!
8
S
I
NgE!
<

C1 Z 1 4+ c E x; +
i=1

i=1 =1 i=1
n n n n
2 3 _
cLy T + oy r + Yy x = Y ry &
=1 =1 =1 1=1

n n n n
2 3 4 _ 2
Yy, xi + cy.x + cy.xi = > xiy
= i=1 i=1 i=1
1+ T + 32 =
aT + cr? + 3’ = Ty (5.5.6)
c1r? 4+ cxd + 3zt = 22y,
kus
n n n n
1 — 1 — 1 — 1
T=—) x, ©2=— g x3, a3 = — E 3 at = — E x, (5.5.7)
=1 =1 =1 =1

?Z%Zym WZ%Z%‘% xT:%Zﬁ% (5.5.8)

Lause 1. Suuruse Y regressioonisirge X suhtes y = ¢; + cox parameetrid
1 ja co on leitavad siisteemist (5.5.4), mille kordajad on arvutatavad valemite
(5.5.5) abil. Regressiooniparabooli y = ¢1 + cox + c3z? parameetrid cq, 2 ja cs
on leitavad siisteemist (5.5.6), mille kordajad on arvutatavad valemite (5.5.7) ja
(5.5.8) abil.

Niide 1. Olgu saadud valim {(z;,v;)} (i=1,...,10)

z; | 6.21 | 3.76 | 4.16 | 3.22 | 10.6 | 5.07 | 4.60 | 2.71 | 3.57 | 2.02
y; | 10.3 ] 5.26 | 2.65 | 3.12 | 8.68 | 3.38 | 1.94 | 4.54 | 5.02 | 1.81

Leiame suuruse Y regressioonisirge y = c¢; + cex ja regressiooniparabooli
y = ¢, + cax + c3z? suuruse X suhtes. Teeme joonise.
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Valemite (5.5.7) ja (5.5.8) pohjal leiame T = 4.592, 22 = 26.377, 23 = 189.
03, 2+ =1606.1, 7 =4.67, Ty =25.676, a?y = 175.77. Siisteemile (5.5.4)
saame kuju
C1 +  4.59¢c;, = 4.67
{ 4.59¢; + 26.38c; = 25.68,

millest ¢; =~ 1.00 ja co = 0.80. Seega on regressioonisirgeks
y=1+0. 8.

Siisteemile (5.5.6) saame kuju

c1 +  459c; + 26.38¢cz =  4.67
4.59¢;1 + 26.38ca + 189.03cz = 25.68
26.38c1 + 189.03c2 + 1606.1lc; = 175.77,

millest ¢; &= —0.45 co = 1.37 ja cg =~ —0.045. Seega
y = —0.45 4 1.372 — 0.04522

on regressiooniparabool. Teeme joonise, millele kanname korrelatsioonivilja (punk-
tide (z;,y;) parv tasandil), regressiooniparabooli jimeda ja regressioonisirge
peene joonega

A
101? .

8

6 y=140.8z

4

2 ‘) o
y = —0.45 4 1.37z — 0.0452°
2 4 6 8 10 12 "

2° Olgu saadud juhusliku vektori (X,Y") valim mahuga n. Valimi elemen-
tideks on paarid (z;,y;) (¢ =1,...,m;j=1,...,1), kusjuures n;; on paari
sagedus, st selle paari esinemiste arv valimis, ja z;41 > ; ning y;41 > y;. Sel-
line olukord tekib, kui suuruste X ja Y variatsioonread on jaotatud klassidesse
ja z; ning y; on klasside keskpunktid. Kui téhistada

~ l
n] = Z?llnlj7 n; = ijlnij7 (559)
siis
n= 221”1 = Zj:lnj = Z?;Zj:lmj‘-

Iga x; (i =1,...,m) korral leitakse

Yy = (Zé’:lyjnij) /T (5.5.10)
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Saame skitseerida murdjoone tippudega (z;,y,;) (i =1,...,m). Seda murdjoont
nimetatakse suuruse Y empiiriliseks regressioonijooneks empiiriline!regressioonijoon
suuruse X suhtes. Analoogiliselt leitakse iga y; (j =1,...,1) korral

T = (it awinig) /ng. (5.5.11)
Sellisel viisil saadakse suuruse X empiiriline regressioonijoon suuruse Y suhtes
(Zj,y;) (j =1,...,1). Empiirilise regressioonijoone kuju jérgi voib aimata, kas

suuruste X ja Y vahel eksisteerib lineaarne sdltuvus voi mitte. Suuruse Y lin-
eaarset regressioonijoont X suhtes saab nagu jaotises 1° otsida kujul

Yo = C1 + Com. (5.5.12)

Seejuures madratakse parameetrid c¢; ja cg vihimruutude meetodil, minimeeri-
des suuruse

g(er,c2) =300 (61 + comi — ?i)2 n;.

Seega tuleb lahendada silisteem

0 m o~
MZO 2y (1 +cory —7)n; =0
5 dcq o i=1
MZO 22 (Cl +C2I¢*?i)ﬁﬂ¢:0
Ocy i=1
ehk
m m R o
1Y M+ e Y m = YNy,
m' wt ot (5.5.0.1)
1Y i + e Y omix? = Y iy,
i=1 =1 =1
Kuna
o (5.5.10) & . l ~ ! (5.5.9) i
.Zjlniyi = Z:lnz (ijlyjnij) /i = Zj:lyj donij = Zrl Y5>
1= 1= i=
m R _ (5510) m R 1 . m l
2Ny, = niT; (Zj:lyjnij> [T = 303751 Ty
i=1 i=1 i=1

sy (5.5.0.2)
le + CQIz = @7 .0.U.
kus
_ 1m J— 1m y _ 1y - 1 m l
= ﬁi;nixi’ T ﬁi;nimi’ vy= ﬁzj=1”jyj, Y = Ei;qu”ijfﬂiyj.
(5.5.15)

Analoogiliselt saab leida suuruse X lineaarse regressioonijoone Y suhtes

Ty = dy + doy, (5503)
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lahendades siisteemi

|
8

{d1 +oday (5.5.0.4)

dly + d2? = Iy,
kus
1y i _1m
*Ej:ﬁljij Y :EZJ lnjyj’ Y :EZ:EJ 1M TilYs-

= S 7=
- (5.5.0.5)

:\'—‘

Sonastame tuletatu.

Lause 2. Kujul (5.5.12) on otsitava suuruse Y lineaarse regressioonijoone
X suhtes parameetrid ¢; ja co leitavad siisteemist (5.5.14), mille kordajad on
arvutatavad valemite (5.5.15) abil. Kujul (5.5.16) on otsitava suuruse X lineaar-
se regressioonijoone Y suhtes parameetrid d; ja ds leitavad siisteemist (5.5.17),
mille kordajad on arvutatavad valemite (5.5.18) abil.

Niide 2. Olgu saadud juhusliku vektori (X,Y") valim mahuga n = 150.
Leiame suuruse Y empiirilise regressioonijoone y = a(x) suuruse X suhtes ja
suuruse X empiirilise regressioonijoone & = b(y) suuruse Y suhtes. Leiame su-
uruse Y lineaarse regressioonijoone X suhtes ja suuruse X lineaarse regres-
sioonijoone Y suhtes. Teeme joonise. Seejuures on valimi elementideks paarid
(xi,y;) (t=1,...,7; 7 =1,...,5), kusjuures paaride sagedused n;; on esitatud
jargnevas tabelis, st (z;, ;) — ny;

X
Y n;j
25 30 35 40 45 50 95

13 3 2 7 1 0 1 0 14
23 5 13 4 12 4 0 0 38
33 2 4 13 9 15 6 4 93
43 0 3 5 10 6 9 2 35

53 0 0 0 2 2 5 1 10

~

n =
n; 10 22 29 34 27 21 7 150

Valemi (5.5.10) abil leiame funktsiooni x; — 7, (i = 1;...;7) tabeli

U, | 2200 | 2664 | 2852 | 33.00 | 3522 | 41.10 | 38.714
T 25 30 35 40 45 50 55
Valemi (5.5.11) abil leiame funktsiooni y; — Z; (j =1;...;5) tabeli
T 33.57 34.61 41.13 42.71 47.50

Yj 13 23 33 43 53
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Valemite (5.5.15) abil leiame
T =39.57, 7= 32.27, 22 = 1628.8, 7y = 1318. 4.

Seega saame siisteemi (5.5.14) kujul

Cc1 + 39.57¢cy = 32.27
39.57¢c; + 1628.8c; = 1318.4,
millest ¢; = 6.225 ja ¢y ~ 0.658 ning
Yo = 6.225 + 0.658 x.
Valemi (5.5.18) abil leiame tdiendavalt, et y2 = 1153.3. Saame siisteemile
(5.5.17) kuju
dy + 32.27ds = 39.57
32.27d; + 1153.3dy = 1318.4,
millest d; =~ 27.61 ja ds =~ 0.37 ning
Ty R 27.61+0.37y.
Teeme joonise
v -y = 27.6140.370y

53 o o o o

yu = 6.225 + 0.658

y = a(x)
33

13 o o

25 40 55 o
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5.6 Ulesanded

1. On antud valim

{2.8, 3.5, 3.7,
2.1, 3.3, 3.5,
2.5, 3.4, 2.7,
3.0, 3.0, 2.3,

2.3, 2.0, 3.8, 2.3,
3.6, 3.0, 2.3, 3.4,
2.0, 2.8, 2.9, 2.6,
3.1, 3.4, 3.3, 2.8,

2.6, 2.8, 2.3, 2.0, 3.2, 3.0,

3.1, 2.5, 2.7, 2.5, 2.6, 1.8,

2.1, 3.1, 2.8, 2.4, 2.0, 3.1,

2.6, 2.7, 2.8, 2.4}.

Jarjestage see valim vadrtuste kasvamise jargi, koostage sageduste tabel, skit-
seerige sageduste poliigoon, leidke empiiriline jaotusseadus ja empiiriline jaotus-
funktsioon Fyy(x) ja selle graafik. Jaotage variatsioonrida klassidesse ja koostage
klasside sagedustabel, suhteliste sageduste tabel ning histogramm. Leidke klas-

sidele vastav empiiriline jaotusfunktsioon FsAO(x) ja skitseerige selle graafik.
V:

{1.8, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.1, 2.1, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.4,

2.4, 2.5, 2.5, 2.5, 2.6, 2.6, 2.6, 2.6, 2.7, 2.7, 2.7, 2.8, 2.8,
2.8, 2.8, 2.8, 2.8, 2.9, 3.0, 3.0, 3.0, 3.0, 3.1, 3.1, 3.1, 3.1,
3.2, 3.3, 3.3, 3.4, 3.4, 3.4, 3.5, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8},

w;, |18 20212324 [25]26]27]28]29

ni [1 [4 [2 [5 |2 [3 [4 [3 |6 |1

w;, | 3.0 | 31|32 333435363738

ng |4 [4 [1 [2 |3 [2 [1 [1 |1
AT

6

5

4

3

2

1 X

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

2, |18 [20 |21 |23 [24 [25 [26 |27 |28 |29
p; [ 0.02 [ 0.08 | 0.04 | 01 | 0.04 | 0.06 | 0.08 | 0.06 | 0.12 | 0.02
2, |30 |31 |32 |33 |34 |35 |36 |37 |38
p; | 0.08 [ 0.08 | 0.02 | 0.04 | 0.06 | 0.04 | 0.02 | 0.02 | 0.02
x (—00; 1.8] | (1.8;2.0] | (2.0;2.1] | (2.1;2.3] | (2.3;2.4]
Fr(x) | 0 0.02 0.12 0.14 0.2
x (24;25] | (2.5;2.6] | (2.6;2.7] | (2.7;2.8] | (2.8;2.9]
Fr(z) | 0.28 0.34 0.42 0.48 0.6
x (2.9;3.0] | (3.0;3.1] | (3.1;3.2] | (3.2;3.3] | (3.3;3.4]
F(z) | 0.62 0.70 0.78 0.80 0.8
x (34;35] | (3.5;3.6] | (3.6;3.7] | (3.7;3.8] | (3.8;+00)
F(z) | 0.90 0.94 0.96 0.98 1
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1 Moo () e
0.875 Pk
0.75 Play
0.625 -
0.5 -
0.375 Din
0.25 <€
0.125 - .
18 2.0 22 24 26 28 3.0 3.2 3.4 36 3.8
klass (1.6;2] | (2:24] | (24;2.8] | (2.8;32] | (3.2;3.6] | (3.6;4]
ki 5 9 16 10 8 2
k,
P = Z 0.1 0.18 0.32 0.2 0.16 0.04
P /h 0.025 | 0.045 | 0.08 0.05 0.04 0.01
o/
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01 —] =
1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 3.6 4.0
A
‘Fso(x)
11 ——
0, z <20, 0.8 | -—
0.1, 2.0 < z < 2.4,
028, 24<az<28, 067 -~
Fi(x) =4 06,28 <z<32,
0.8, 3.2 < z < 3.6, 0.28 | -~
0.96, 3.6 < = < 4.0, 01+ —<— P
1,40<z 2 24283236 4

2. Leidke valimi

{4.32, 3.62, 0.91, 5.62, 0.18, 2.96, 9.91, 10.42, 6.72, 2.14,
5.26, 2.65, 3.13, 8.69, 3.39, 1.42, 1.95, 4.57, 5.03, 1.82}
keskmine, dispersioon ja standardhélve.

V: T =4.24, s>~ 8.29, s ~ 2.88.
3. Olgu variatsioonrida esitatud kujul

z; | 1|3 |4]6]|7
ng | 213|672

Leidke valimi keskmine, dispersioon ja standardhélve.
V: T =4.55, 52~ 3.21, s~ 1.79.
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4. Kasutades rekursiivseid valemeid (5.2.1.1) ja (5.2.2.7), leidke Néites 5.1.1
esitatud valimi keskmine ja dispersioon.

5. Kondensaatori t66iga on juhuslik suurus, mis allub normaaljaotusele N (a;8) .
Fikseeriti 30 kondensaatori t66iga. Saadi valim. Leidke siindmuse s? € [60; 70]
toendosus. V: P (s? € [60;70]) ~ 0.23.

6. Uldkogumi juhuslik suurus X allub normaaljaotusele N (a, o) . Saadakse valim
mahuga 20, mille korral = 5 ja s = 16. Leiame siindmuse a < 4 toeniosuse.
V: P(a<4) ~ 0.1447.

7. Olgu vektori (X,Y) korral sooritatud 8 sdltumatut katset, mis andsid valimi

{(Z4), (1;3), (-1;2); (1;1), (=23),(0;1),(2;3),(1;2)}
Leidke valimi kovariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks. V:
2.0 0.357 1.0 0.24
1.125 )~ 1.0 '

8. Olgu vektori (X1, X2, X3, X4) korral sooritatud 8 sdltumatut katset, mis and-
sid valimi

i 1 2 3 4 5 6 7 8
7 1 2 0 -1 3 2 2 1
s 1 4 1 0 7 3 3 0
3 1 6 -1 -2 24 7 6 2
za 0 15 2 3 25 15 14 2

Leidke valimi kovariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks. V:

1.64 2.61 8.75 9.57

. 5.70 18.41 20.50
(K3 0) =

Tk s Tm 67.98 66.64 |’
80. 86
1.0 0.85 0.83 0.83
(e )= 1.0 0.94 0.96
ThosTm /) 1.0 0.90
1.0
9. Juhuslik suurus X, valimiga {z1,...,2,}, allub eksponentjaotusele tihe-

dusega f(z) = Aexp (—Az)1(z) (A >0). Leidke A* suurima tGepéra meetodil.
VA =1/7.

10. Juhuslik suurus X, valimiga {xi,...,z,}, allub geomeetrilisele jaotusele
parameetriga p, st P(X =k) = (1—p)" 'p (k€ N). Leidke p* suurima
toepédra meetodil. V: p* = 1/7.

11. Juhuslik suurus X, valimiga {z1,...,2,}, allub Kaptayni jaotusele tihe-
dusega

) = L exp (~ (gta) — 0/ (20%))
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kus g(x) on diferentseeruv funktsioon, mille korral g’(x) > 0. Leidke a* suurima
toepira meetodil, kui o on teada. V:a* = =>"7_, g(zx).
n

12. Juhuslik suurus X, valimiga {z1,...,z,}, allub Kaptayni jaotusele. Leidke

1
o* suurima tdepéra meetodil, kui a on teada. V:o* =4/=>"}_, (9 (zx) — a)’.
2k

13. Juhusliku suuruse X valimi {z1,...,z50} korral T = 8.1 ja s = 2.3. Leidke
usaldusnivoole 0.95 vastav keskvaartuse EX usaldusvahemik.
V: P(EX € (7.46;8.74)) =~ 0.95.
14. Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse X valimi {1, ..., 250} korral on
T = 8.1 ja s = 2.3. Leidke usaldusnivoole 0.95 vastav keskvéidrtuse EX usaldus-
vahemik. Vorrelge tilesannete 13 ja 14 vastuseid sisuliselt.
V: P (EX € (7.45;8.75)) ~ 0.95.
15. Olgu antud normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse X valimi {z1,..., 22}
dispersioon s?> = 16. Leidke dispersiooni DX usalduspiirkond usaldusnivoo
B =0.98 korral. V: P (DX € (8.40;39.84)) ~ 0.98.
16. Olgu DX = 9, DY = 4. On leitud T = 6 ja § = 7.5 soltumatute valimite
{z1,...,230} ning {y1,...,y20} korral. Kontrollige hiipoteesi Hy : EX = EY
Gigsust olulisuse nivool 0.05, kui: 1) H; : EX # EY; 2) H; : EX > EY;
3) H; :EX < EY. V: 1) hiipotees Hy liikatakse tagasi Hy : EX # EY korral
(16*| =~ |—2.12| > Oy, ~ 1.96) ; 2) hiipoteesi Hy ei liikata tagasi H; : EX > EY
korral (6* &~ —2.12 < 0k, = 1.65); 3) hiipotees Hj liikkatakse tagasi H; : EX <
EY korral (6* = —2.12 < —0, =~ —1.65).

17. Vorreldi kahe korvpalluri vabavisete tabavust meistrivGistlustel. Esimene
neist tabas kuuekiimne kaheksal viskel iiheksakiimne kolmest, teine neljakiimne
kolmel seitsmekiimne kuuest. Kontrollige hiipoteesi Hy : p1 = p2, kus p; ja
p2 on vastavalt esimese ja teise korvpalluri tabamise tGendosus igal vabaviskel,
olulisuse nivool 0.04, kui Hy : p; # pe. V: hiipotees Hj liikkatakse tagasi
(160%] ~ [2.25| > Oy, ~ 2.05).

18. Viis jahilaskurit sooritasid voistlustel igaiiks sada lasku. Nende tabamuste
arvud olid vastavalt 98, 85, 93, 89 ja 95. Uurige olulisuse nivool 0.025 hiipoteesi
Hy : p1 = p2 = p3 = py = ps, kus p; on i-nda laskuri tabamise tGenédosus igal
lasul. V: hiipotees Hy liikatakse tagasi (¢* =~ 14.13 > go.025.4 ~ 11.14).

19. Olgu kahe normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse X ja Y valimid vasta-
valt {z1,...,230} ja {y1,...,y40}, kusjuures s2 = 6 ja 52 = 8. Kontrollige
hiipoteesi Hy : DX = DY olulisuse nivool 0.1, kusjuures H; : EX # EY. V:
hiipoteesi Hy tagasi ei liikkata (2, &~ 0.57 < 2* &~ 1.33 < 2jp ~ 1.81).
20. Olgu viie normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse Xy, (k = 1;2; 3; 4; 5) vali-
mi, iga neist mahuga sada, pohjal leitud s2, =5, s2, =6, s3, =7, s2, = 8 ja
3335 = 9. Kontrollige hiipoteesi Hy : DX; = DXy = DX35 = DX, = DXj5 oluli-
suse nivool 0.05, kui H; : koik DXj-d ei ole vordsed. V: hiipotees Hj liikatakse
tagasi (¢* =~ 15.39 > qo.05.4 = 9.49).
21.0lgu antud suuruse X variatsioonrea klassideks jaotus

klass (12;14] | (14;16] | (16;18] | (18;20] | (20;22] | (22;24]

keskpunkt 13 15 17 19 21 23

sagedus 7 12 22 29 21 9
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Kontrollige olulisuse nivool 0.05 nii Pearsoni kui ka Kolmogorovi kriteeriumi abil
hiipoteesi Hy : X allub normaaljaotusele. Kontrollime hiipoteesi: juhusliku suu-
ruse X jaotusfunktsiooniks on just sellise kujuga F(z). V: Pearsoni kriteeriumi
jargi ei ole Hy vastuolus valimiga (¢* = 1.52 < gg.05;3 = 7. 81) , Kolmogorovi kri-
teeriumi jérgi ei ole Hy vastuolus valimiga (D+y/n = 0.256 < 1.36 = X\g.05) -

22. Katsetulemused on vormistatud tabeli kujul

k|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

TE | 7.35 ] 3.87 | 5.47 | 2.11 | 2.84 | 4.96 | —0.17 | 4.11 | 2.99 | 4.94

Yr | 7.58 | 1.18 | 3.49 | 4.96 | 1.38 | 9.41 | 3.55 1.15 | 1.65 | 5.47

Leidke punkthinnangud z, 7, s2, sé k3, ja kovariatsioonimaatriks ning korrelat-
sioonimaatriks. Leidke usaldusnivoole § = 0.7 vastavad keskvaartuste EX ja EY
usalduspiirkonnad. Leidke Y regressioonisirge ja regressiooniparabool X suhtes.
Kandke joonisele korrelatsioonivili, regressioonisirge peene ja regressioonipara-
bool jimeda joonega. V: 7T = 3.85, 7 ~ 3.98, 52 ~ 4. 26,

9 . 4.26 2.59 1.0 0.44
s, = 8.23, ki, = 2.59, 323 ) 1.0 > ,
P(EX € (3.17;4.52)) = P(EY € (3.04;4.92)) ~ 0.7,
y=1.6440.6lz, y = 3.45 — 0. 86z + 0. 2122,

y =3.45 — 0.86z + 0. 21 2>

y=164+0.61z

v e o @

23. On antud juhusliku vektori (X,Y") ldhtevalim

r; 6.2 44521361 39]|50,]24]4.6)|4.0]5.0
yi | 6.5 143545745 |71 |52|44]|45]|5.8

Leidke: arvkarakteristikute EX, EY, DX, DY, o4, 0y, K3 4, 7z 4 nihketa hinnan-
gud 7, 7, 82, 82, sq, sy, K3 .y T2, TEGTEssioonisirge y = ax + b ja regressiooni-
parabool y = az? + bz + ¢ (vihimruutude mattes); keskvidrtuse EX usaldusva-
hemik [ usaldusnivool 8 = 0.9; keskvddrtuse EX usaldusvahemik usaldusnivool
B = 0.9, kui on teada lisaks, et X allub normaaljaotusele; DX usaldusvahemik
usaldusnivool 8 = 0.95, kui lisaks on teada, et X allub normaaljaotusele. Skit-
seerige korrelatsioonivéli ja regressioonisirge ning regressiooniparabool. Kont-
rollige: hiipoteesi Hy : EX = EY, vottes 0, =~ s, ja o, = s, olulisuse nivool
0.05, kusjuures Hy : EX # EY’; hiipoteesi Hy : DX = DY olulisuse nivool 0.1,
kusjuures X ja Y on normaaljaotusega ja H; : DX # DY.

V: T=4.43,7=5.34, s2 ~ 1.08, si ~0.91, s, ~1.04, s, = 0.95,

Ty = 24.06, K%, ~ 0.45, 1%, ~ 0.45;
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y=3.50+0.42z, y =8.23 — 1.92z + 0.272%; lp.o ~ (3.89;4.97),
l(),g ~ (3 83; 5. 03) y l()'95 ~ (0 51; 3. 59);

by y=8.23—1.92z +0.2722
7
y=3.50+0.42z
6
5
4
X
2 3 4 5 6 7

|0%| = |—2.04| > O, ~ 1.65 = hiipotees Hy liikatakse tagasi,
Zgro ~ 0.32 < 2" = 1.18 < 23, = 3. 18 = hiipotees Hy on dige.

24. Katsetulemused on vormistatud tabeli kujul

r; | 62]162]32|68|41|58|84|71|68]58]|35]|6.3
y; | 4146|5058 6037|3745 |48 |41 40| 5.1

Leidke esitatud valimi kovariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks.
Leidke vihimruutude meetodil regressioonijooned y = ax + b, y = ax? + bx + c,
y=ax®+bx® +cx+dja y=azx*+ b+ cx? + dx + e. Skitseerige korrelat-
sioonivili ja regressioonijooned.

V- 236 —0.24 1 —-0.20
' 0.59 ’ 1 ’

[ ]
Y = ¢59.6 4+ 50.7z — 14.422% + 1.7623 — 0.08z*

///_\ T ° - //‘_\:1‘:

y=>53—-0.1z
y = 3.0 + 0.8z — 0.08x2

: :

y =10.8 — 3.7z + 0.72% — 0.0423
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5.7 Lisad

Lisa 1. Kombinatoorika

Lihtsad tihendid

Y (e =cy.,

Mitu elementi
n n n
on pohihulgas?
Mitmeelemendilisi
alamhulki k k n
moodustatakse?
Kas elementide jérjestus ) . .
) ] el jaa jaa
pohihulgas on oluline?
Ulimalt mitu korda
voib iihte elementi 1 1 1
alamhulgas votta?
Kombinat- Variat- P tat
. ermutat-
Uhendite sioonid n sioonid n . .
. . . sioonid n
nimetused elemendist elemendist .
elemendist
k kaupa k kaupa
Mitu erinevat iithendit C,’f Vf P,
saab moodustada?
ok = () _ n! :n(n—l)---(n—k—i—l)
m\k k' (n —k)! k!
K ogqk_ o 1) (n—
P,=V'=nl=1-2-.-n,
Ol=1, Cl=V2=1, Ci'+Ch=Chy,
dock=om, M (-1)Fck=0, Y kCF=2"""n,
k=0 k=0 k=1
(D) kCr =0, > Cry =Gt
k=0

k=0 k
n

> CnCr=Chin
k=0
Fz+1)=aT(x),

ra =1,

def Hoe
(m>n), T'(x)= / e 'ttt (x> 0),
0

F'n+1)=n! (neN).
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Kordumistega iihendid

n elementi,
n erinevat n erinevat nende seas
elementi, elementi, on vaid k
Mitu elementi igat neist igat neist erinevat,
on pohihulgas? suvaline suvaline i-ndat k;
arv arv eksemplari,
k 1 k 1 n
eksemplare eksemplare Sk =n
i=1
Mitmeelemendilisi
alamhulki k k n
moodustatakse?
Kas elementide .
e . . . . eristatavuse
jarjestus pohihulgas ei jaa . .
. piires jaa
on oluline?
Ulimalt mitu korda
voib iihte elementi k k ki,..., kn
alamhulgas votta?
Kordumis- Kordumis- .
Kordumis-
tega tega
.. . . . tega
Uhendite kombinat- variat-
. . . . . permutat-
nimetused sioonid n sioonid n . ]
. . sioonid n
elemendist elemendist .
elemendist
k kaupa k kaupa
Mitu erinevat
ithendit saab Ik Wk P, (k1,... kn)
moodustada?
k k k k n!
FTL:Cnﬁ»kfl’ ann, Pk(klvakn):W
k!
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Lisa 2. Funktsiooni ®(x) = \/%/ e~t*/2dt tabel
Jo

b'e D (x) b'e D (x) b'e D (x) b'e D (x)
0.00 | 0.0000 | 0.58 | 0.2190 | 1.16 | 0.3770 | 1.74 | 0.4591
0.02 | 0.0080 | 0.60 | 0.2257 | 1.18 | 0.3810 | 1.76 | 0.4608
0.04 | 0.0160 | 0.62 | 0.2324 | 1.20 | 0.3849 | 1.78 | 0.4625
0.06 | 0.0239 | 0.64 | 0.2389 | 1.22 | 0.3888 | 1.80 | 0.4641
0.08 | 0.0319 | 0.66 | 0.2454 | 1.24 | 0.3925 | 1.82 | 0.4656
0.10 | 0.0398 | 0.68 | 0.2517 | 1.26 | 0.3962 | 1.84 | 0.4671
0.12 | 0.0478 | 0.70 | 0.2580 | 1.28 | 0.3997 | 1.86 | 0.4686
0.14 | 0.0557 | 0.72 | 0.2642 | 1.30 | 0.4032 | 1.88 | 0.4699
0.16 | 0.0636 | 0.74 | 0.2703 | 1.32 | 0.4066 | 1.90 | 0.4713
0.18 | 0.714 | 0.76 | 0.2764 | 1.34 | 0.4099 | 1.92 | 0.4726
0.20 | 0.0793 | 0.78 | 0.2823 | 1.36 | 0.4131 | 1.94 | 0.4738
0.22 | 0.0871 | 0.80 | 0.2881 | 1.38 | 0.4162 | 1.96 | 0.4750
0.24 | 0.0948 | 0.82 | 0.2939 | 1.40 | 0.4192 | 1.98 | 0.4761
0.26 | 0.1026 | 0.84 | 0.2995 | 1.42 | 0.4222 | 2.00 | 0.4772
0.28 | 0.1103 | 0.86 | 0.3051 | 1.44 | 0.4251 | 2.10 | 0.4821
0.30 | 0.1179 | 0.88 | 0.3106 | 1.46 | 0.4279 | 2.20 | 0.4861
0.32 | 0.1255 | 0.90 | 0.3159 | 1.48 | 0.4306 | 2.30 | 0.4893
0.34 | 0.1331 | 0.92 | 0.3212 | 1.50 | 0.4332 | 2.40 | 0.4918
0.36 | 0.1406 | 0.94 | 0.3264 | 1.52 | 0.4357 | 2.50 | 0.4938
0.38 | 0.1480 | 0.96 | 0.3315 | 1.54 | 0.4382 | 2.60 | 0.4953
0.40 | 0.1554 | 0.98 | 0.3365 | 1.56 | 0.4406 | 2.70 | 0.4965
0.42 | 0.1628 | 1.00 | 0.3413 | 1.58 | 0.4429 | 2.80 | 0.4974
0.44 | 0.1700 | 1.02 | 0.3461 | 1.60 | 0.4452 | 2.90 | 0.4981
0.46 | 0.1772 | 1.04 | 0.3508 | 1.62 | 0.4474 | 3.00 | 0.4986
0.48 | 0.1844 | 1.06 | 0.3554 | 1.64 | 0.4495 | 3.10 | 0.4990
0.50 | 0.1915 | 1.08 | 0.3599 | 1.66 | 0.4515 | 3.20 | 0.4993
0.52 | 0.1985 | 1.10 | 0.3643 | 1.68 | 0.4535 | 3.30 | 0.4995
0.54 | 0.2054 | 1.12 | 0.3686 | 1.70 | 0.4554 | 3.40 | 0.4997
0.56 | 0.2123 | 1.14 | 0.3729 | 1.72 | 0.4573 | 3.50 | 0.4998
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Lisa 3. x2-jaotus. Funktsiooni (o, n) — ¢q n, kus fq+°o fv, (y)dy = «, tabel

tfy,, (V)
Y
n\a| 0.99| 0.98| 0.95| 0.90| 0.80| 0.70| 0.50| 0.30| 0.20| 0.10| 0.02| 0.01
1 | 0.00] 0.00] 0.00] 0.02] 0.06] 0.15] 0.45] 1.07| 1.64] 2.71] 5.41] 6.64
2 | 0.02] 0.04] 0.10] 0.21] 0.45] 0.71] 1.30] 2.41] 3.22] 4.60] 7.82] 9.21
3 [ o011 0.18] 0.35] 0.58] 1.00] 1.42] 2.37] 3.66] 4.64] 6.25| 9.84] 11.3
4 | 030 043] 071 1.06] 1.65] 2.20] 3.36] 4.88] 5.99] 7.78]| 11.7] 13.3
5 | 055 075] 1.14] 1.61] 2.34] 3.00] 4.35] 6.06] 7.29] 9.24] 13.4] 15.1
6 | 0.87| 1.13] 1.63] 2.20] 3.07] 3.83] 5.35] 7.23] 8.56] 10.6| 15.0] 16.8
7 | 1.24] 1.56] 2.17] 2.83] 3.82] 4.67] 6.35] 8.38] 9.80] 12.0] 16.6] 185
8 | 1.65| 2.03] 2.73| 3.49] 4.59| 5.53] 7.34] 9.52] 11.0] 13.4| 182] 20.1
9 | 209 2.53] 3.32| 4.17] 5.38| 6.30] 8.34] 10.7] 12.2] 14.7] 19.7] 217
10 | 2.56] 3.06| 3.94] 4.86| 6.18] 7.27| 9.34] 11.8] 13.4] 16.0] 21.2] 232
11 | 3.05] 3.61] 4.58] 5.58] 6.99] 8.15| 10.3] 12.9] 14.6] 17.3] 22.6] 24.7
12 | 3.57] 4.18] 5.23] 6.30| 7.81] 9.03| 11.3] 14.0| 15.8] 18.5] 24.1] 262
13 | 4.11] 4.76] 5.80] 7.04| 8.63] 9.93| 12.3] 15.1] 17.0] 19.8] 255 27.7
14 | 4.66] 5.37] 6.57| 7.79] 9.47] 10.8] 13.3] 16.2] 18.1] 21.1] 26.9] 29.1
15 | 5.23] 5.98] 7.26] 8.55| 10.3] 11.7] 14.3] 17.3] 19.3] 22.3] 28.3] 306
16 | 5.81] 6.61] 7.96] 9.31| 11.1] 12.6] 15.3] 18.4| 20.5] 23.5] 20.6] 32.0
17 | 6.41] 7.26] 8.67] 10.1] 12.0] 13.5] 16.3] 19.5| 21.6] 24.8] 31.0] 33.4
18 | 7.02] 7.91] 9.39] 10.9] 12.9] 14.4| 17.3] 20.6| 22.8] 26.0] 32.3| 34.8
19 | 7.63] 8.57] 10.1] 11.6] 13.7] 15.3| 18.3] 21.7| 23.9] 27.2] 33.7] 362
20 | 8.26] 9.24] 10.8] 12.4] 14.6] 16.3] 19.3] 22.8] 25.0] 28.4] 35.0] 37.6
21 | 8.9 | 9.92] 11.6] 13.2] 15.4] 17.2] 20.3] 23.9] 26.2] 29.6] 36.3] 38.9
22 | 9.54] 10.6] 12.3] 14.0] 16.3] 18.1] 21.3] 24.9] 27.3] 30.8] 37.7] 40.3
23 | 10.2] 11.3] 13.1] 14.8] 17.2] 19.0] 22.3] 26.0] 28.4] 32.0] 39.0] 41.6
24 | 10.9] 12.0] 13.8] 15.7] 18.1] 19.9] 23.3] 27.1] 20.6] 33.2] 40.3] 43.0
25 | 11.5] 12.7] 14.6] 16.5] 18.9] 20.9| 24.3] 28.2| 30.7] 34.4] 41.7] 443
26 | 12.2] 13.4] 15.4] 17.3] 19.8] 21.8] 25.3] 29.2| 31.8] 35.6] 42.9] 456
27 | 12.9] 14.1] 16.1] 18.1] 20.7] 22.7] 26.3] 30.3]| 32.9] 36.7| 44.1] 47.0
28 | 13.6] 14.8] 16.9] 18.9] 21.6] 23.6] 27.3] 31.4] 34.0] 37.9] 45.4] 483
29 | 14.3] 15.6] 17.7] 19.8] 22.5| 24.6] 28.3] 32.5] 35.1] 39.1] 46.7] 49.6
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Lisa 4. Studenti jaotus. Funktsiooni (o, n) — tq.n, kus

/f'a,n

ta,n

ta,n
fr, (t)dt = 2 / fr (1)t = a,
0

., (1)

tabel
n\a 011]1021]03 |04 |05 ]06 |07 |08]09 ]| 095 098] 0.9
1 0.16]| 0.32]| 0.51| 0.73| 1.00| 1.38] 1.96| 3.08| 6.31| 12.7| 31.8| 63.7
2 0.14] 0.29| 0.44| 0.62| 0.82| 1.06| 1.34| 1.89| 2.92| 4.30| 6.96| 9.92
3 0.14] 0.28| 0.42| 0.58| 0.76| 0.98| 1.25| 1.64| 2.35| 3.18| 4.54| 5.84
4 0.13]| 0.27| 0.41| 0.57| 0.74| 0.94| 1.19| 1.53| 2.13| 2.78| 3.75| 4.60
5 0.13] 0.27| 0.41| 0.56| 0.73| 0.92| 1.16| 1.48| 2.01| 2.57| 3.36| 4.03
6 0.13]| 0.26| 0.40| 0.55| 0.72| 0.91| 1.13| 1.44| 1.94| 2.45| 3.14| 3.71
7 0.13]| 0.26| 0.40| 0.55| 0.71] 0.90| 1.12| 1.41| 1.89| 2.36| 3.00| 3.50
8 0.13]| 0.26| 0.40| 0.54| 0.70| 0.89| 1.11| 1.40| 1.86| 2.31| 2.90| 3.35
9 0.13] 0.26| 0.40| 0.54| 0.70| 0.88| 1.10| 1.38| 1.83| 2.26| 2.82| 3.25
10 0.13] 0.26| 0.40| 0.54| 0.70| 0.88| 1.09| 1.37| 1.81| 2.23| 2.76| 3.17
11 0.13] 0.26| 0.40| 0.54| 0.70| 0.88| 1.09| 1.36| 1.80| 2.20| 2.72| 3.11
12 0.13]| 0.26| 0.39| 0.54| 0.69| 0.87| 1.08| 1.36| 1.78| 2.18| 2.68| 3.05
13 0.13| 0.26| 0.39| 0.54| 0.69| 0.87| 1.08| 1.35| 1.77| 2.16| 2.65| 3.01
14 0.13] 0.26| 0.39| 0.54| 0.69| 0.87| 1.08| 1.34| 1.76| 2.14| 2.62| 2.98
15 0.13]| 0.26| 0.39| 0.54| 0.69| 0.87| 1.07| 1.34| 1.75| 2.13| 2.60| 2.95
16 0.13] 0.26| 0.39| 0.53| 0.69| 0.86| 1.07| 1.34| 1.75| 2.12| 2.58| 2.92
17 0.13]| 0.26| 0.39| 0.53| 0.69| 0.86| 1.07| 1.33| 1.74| 2.11| 2.57| 2.90
18 0.13] 0.26| 0.39| 0.53| 0.69| 0.86| 1.07| 1.33| 1.73| 2.10| 2.55| 2.88
19 0.13]| 0.26| 0.39| 0.53| 0.69| 0.86| 1.07| 1.33| 1.73| 2.09| 2.54| 2.86
20 0.13]| 0.26| 0.39| 0.53| 0.69| 0.86| 1.06| 1.32| 1.72| 2.09| 2.53| 2.84
25 0.13]| 0.26| 0.39| 0.53| 0.68| 0.86| 1.06| 1.32| 1.71| 2.06| 2.48| 2.79
30 0.13]| 0.26| 0.39| 0.53| 0.68| 0.85| 1.05| 1.31| 1.70| 2.04| 2.46| 2.75
40 0.13]| 0.25]| 0.39| 0.53| 0.68| 0.85| 1.05| 1.30| 1.68| 2.02| 2.42| 2.70
60 0.13]| 0.25]| 0.39| 0.53| 0.68| 0.85| 1.05| 1.30| 1.67| 2.00| 2.39| 2.66
120 | 0.13| 0.25| 0.39| 0.53| 0.68| 0.84| 1.04| 1.29| 1.66| 1.98| 2.36| 2.62
o0 0.13] 0.25| 0.38| 0.52| 0.67| 0.84| 1.04| 1.28| 1.64| 1.96| 2.33| 2.58
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Lisa 5. Fisheri jaotus. Funktsiooni (&, n,m) — 2zq n,m, kus
Iz, (2)
P(Zpm > Zanm) =
+00
:/ Iz, (2)dz = a,
Za,n,m
tabel a = 0.05 korral

m\n 1 2 3 4 6 8 10 12 15 20 30 0

1 161 | 200 | 216 | 225 | 234 | 239 | 242 | 244 | 246 | 248 | 250 | 254
2 18.5| 19.0| 19.2| 19.2| 19.3| 19.4| 19.4| 19.4| 19.4| 19.4| 19.5| 19.5
3 10.1| 9.55| 9.28| 9.12| 8.94| 8.85| 8.79| 8.74| 8.70| 8.66| 8.62| 8.53
4 7.71] 6.94| 6.59| 6.39| 6.16| 6.04| 5.96| 5.91| 5.86| 5.80| 5.75| 5.63
5 6.61| 5.79| 5.41| 5.19| 4.95| 4.82| 4.74| 4.68| 4.62| 4.56| 4.50| 4.36
6 5.99| 5.14| 4.76| 4.53| 4.28| 4.15| 4.06| 4.00| 3.94| 3.87| 3.81| 3.67
7 5.59| 4.74| 4.35| 4.12| 3.87| 3.73| 3.64| 3.57| 3.51| 3.44| 3.38| 3.23
8 5.32| 4.46| 4.07| 3.84| 3.58| 3.44| 3.35| 3.28| 3.22| 3.15| 3.08| 2.93
9 5.12| 4.26| 3.86| 3.63| 3.37| 3.23| 3.14| 3.07| 3.01| 2.94| 2.86| 2.71
10 4.96| 4.10| 3.71| 3.48| 3.22| 3.07| 2.98| 2.91| 2.85| 2.77| 2.70| 2.54
11 4.84| 3.98| 3.59| 3.36| 3.09| 2.95| 2.85| 2.79| 2.72| 2.65| 2.57| 2.40
12 4.75| 3.89| 3.49| 3.26| 3.00| 2.85| 2.75| 2.69| 2.62| 2.54| 2.47| 2.30
13 4.67| 3.81| 3.41| 3.18| 2.92| 2.77| 2.67| 2.60| 2.53| 2.46| 2.38| 2.21
14 4.60| 3.74| 3.34| 3.11| 2.85| 2.70| 2.60| 2.53| 2.46| 2.39| 2.31| 2.13
15 4.54| 3.68| 3.29| 3.06| 2.79| 2.64| 2.54| 2.48| 2.40| 2.33| 2.25| 2.07
16 4.49| 3.63| 3.24| 3.01| 2.74| 2.59| 2.49| 2.42| 2.35| 2.28| 2.19| 2.01
17 4.45| 3.59| 3.20| 2.96| 2.70| 2.55| 2.45| 2.38| 2.31| 2.23| 2.15| 1.96
18 4.41| 3.55| 3.16| 2.93| 2.66| 2.51| 2.41| 2.34| 2.27| 2.19| 2.11| 1.92
19 4.38| 3.52| 3.13| 2.90| 2.63| 2.48| 2.38| 2.31| 2.23| 2.16| 2.07| 1.88
20 4.35| 3.49| 3.10| 2.87| 2.60| 2.45| 2.35| 2.28| 2.20| 2.12| 2.04| 1.84
21 4.32| 3.47| 3.07| 2.84| 2.57| 2.42| 2.32| 2.25| 2.18| 2.10| 2.01| 1.81
22 4.30| 3.44| 3.05| 2.82| 2.55| 2.40| 2.30| 2.23| 2.15| 2.07| 1.98| 1.78
23 4.28| 3.42| 3.03| 2.80| 2.53| 2.37| 2.27| 2.20| 2.13| 2.05| 1.96| 1.76
24 4.26| 3.40| 3.01| 2.78| 2.51| 2.36| 2.25| 2.18| 2.11| 2.03| 1.94| 1.73
25 4.24| 3.39| 2.99| 2.76| 2.49| 2.34| 2.24| 2.16| 2.09| 2.01| 1.92| 1.71
30 4.17| 3.32| 2.92| 2.69| 2.42| 2.27| 2.16| 2.09| 2.01| 1.93| 1.84| 1.62
40 4.08| 3.23| 2.84| 2.61| 2.34| 2.18| 2.08| 2.00| 1.92| 1.84| 1.74| 1.51
60 4.00| 3.15| 2.76| 2.53| 2.25| 2.10| 1.99| 1.92| 1.84| 1.75| 1.65| 1.39
120 | 3.92| 3.07| 2.68| 2.45| 2.17| 2.02| 1.91| 1.83| 1.75| 1.66| 1.55| 1.25
e’} 3.84] 3.00| 2.60| 2.37| 2.10| 1.94| 1.83| 1.75| 1.67| 1.57| 1.46| 1.00
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ja a = 0.01 korral

m\n| 1 2 3 4 6 8 10 12 15 20 00

1 4052 | 5000 | 5403 | 5625 | 5859 | 5982 | 6056 | 6106 | 6157 | 6209 | 6366
2 98.50 99.00 99.17| 99.25| 99.33| 99.37| 99.40| 99.42| 99.43| 99.45| 99.50
3 34.12| 30.82| 29.46| 28.71| 27.91| 27.49| 27.23| 27.05| 26.87| 26.69| 26.13
4 21.20| 18.00| 16.69| 15.98| 15.21| 14.80| 14.55| 14.37| 14.20| 14.02| 13.46
5 16.26| 13.27| 12.06] 11.39| 10.67| 10.29| 10.05] 9.89 | 9.72 | 9.55 | 9.02

6 13.75| 10.92| 9.78 | 9.15 | 847 | 810 | 7.87 | 7.72 | 7.56 | 7.40 | 6.88

7 12.25] 9.55 | 8.45 | 7.85 | 7.19 | 6.84 | 6.62 | 6.47 | 6.31 | 6.16 | 5.65

8 11.26| 8.65 | 7.59 | 7.01 | 6.37 | 6.03 | 5.81 | 5.67 | 5.52 | 5.36 | 4.86

9 10.56 8.02 | 6.99 | 6.42 | 5.80 | 5.47 | 5.26 | 5.11 | 4.96 | 4.81 | 4.31

10 10.04| 7.56 | 6.55 | 5.99 | 5.39 | 5.06 | 4.85 | 4.71 | 4.56 | 4.41 | 3.91

11 9.65 | 7.21 | 6.22 | 5.67 | 5.07 | 4.74 | 4.54 | 4.40 | 4.25 | 4.10 | 3.60

12 9.33 | 6.93 | 595 | 541 | 4.82 | 4.50 | 4.30 | 4.16 | 4.01 | 3.86 | 3.36

13 9.07 | 6.70 | 5.74 | 5.21 | 4.62 | 4.30 | 4.10 | 3.96 | 3.82 | 3.66 | 3.17

14 8.86 | 6.51 | 5.56 | 5.04 | 4.46 | 4.14 | 3.94 | 3.80 | 3.66 | 3.51 | 3.00

15 8.68 | 6.36 | 542 | 489 | 4.32 | 4.00 | 3.80 | 3.67 | 3.52 | 3.37 | 2.87

16 8.53 | 6.23 | 5.29 | 4.77 | 420 | 3.89 | 3.69 | 3.55 | 3.41 | 3.26 | 2.75

17 8.40 | 6.11 | 5.18 | 4.67 | 4.10 | 3.79 | 3.59 | 3.46 | 3.31 | 3.16 | 2.65

18 8.29 | 6.01 | 5.09 | 4.58 | 4.01 | 3.71 | 3.51 | 3.37 | 3.23 | 3.08 | 2.57

19 8.18 | 5.93 | 5.01 | 4.50 | 3.94 | 3.63 | 3.43 | 3.30 | 3.15 | 3.00 | 2.49

20 8.10 | 5.85 | 4.94 | 4.43 | 3.87 | 3.56 | 3.37 | 3.23 | 3.09 | 2.94 | 2.42

21 8.02 | 5.78 | 4.87 | 4.37 | 3.81 | 3.51 | 3.31 | 3.17 | 3.03 | 2.88 | 2.36

22 795 | 5.72 | 482 | 431 | 3.76 | 3.45 | 3.26 | 3.12 | 2.98 | 2.83 | 2.31

23 7.88 | 5.66 | 4.76 | 4.26 | 3.71 | 3.41 | 3.21 | 3.07 | 2.93 | 2.78 | 2.26

24 7.82 | 561 | 472 | 422 | 3.67 | 3.36 | 3.17 | 3.03 | 2.89 | 2.74 | 2.21

25 7.77 | 5.57 | 4.68 | 4.18 | 3.63 | 3.32 | 3.13 | 2.99 | 2.85 | 2.70 | 2.17

26 7.72 | 553 | 4.64 | 4.14 | 3.59 | 3.29 | 3.09 | 2.96 | 2.81 | 2.66 | 2.13

27 7.68 | 5.49 | 4.60 | 4.11 | 3.56 | 3.26 | 3.06 | 2.93 | 2.78 | 2.63 | 2.10

28 7.64 | 545 | 4.57 | 4.07 | 3.53 | 3.23 | 3.03 | 2.90 | 2.75 | 2.60 | 2.06

29 7.60 | 542 | 4.54 | 4.04 | 3.50 | 3.20 | 3.00 | 2.87 | 2.73 | 2.57 | 2.03

30 7.56 | 5.39 | 4.51 | 4.02 | 3.47 | 3.17 | 2.98 | 2.84 | 2.70 | 2.55 | 2.01

40 731 | 518 | 431 | 3.83 | 3.29 | 299 | 2.80 | 2.66 | 2.52 | 2.37 | 1.80

60 7.08 | 498 | 413 | 3.65 | 3.12 | 2.82 | 2.63 | 2.50 | 2.35 | 2.20 | 1.60

120 | 6.85 | 4.79 | 3.95 | 3.48 | 2.96 | 2.66 | 2.47 | 2.34 | 2.19 | 2.03 | 1.38

00 6.63 | 4.61 | 3.78 | 3.32 | 2.80 | 2.51 | 2.32 | 2.18 | 2.04 | 1.88 | 1.00
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