1 Sissejuhatus toendosusteooriasse

1.1 Juhuslik siindmus ja selle toendosus
1.1.1 Naturaalarvu faktoriaal

Definitsioon. Naturaalarvu n faktoriaaliks nimetatakse koikide naturaalar-
vude korrutist 1-st n-ni, st

n!l=1-2-3-...-(n—1)n
Seega
1'=1
201=1-2=2
31=1-2-3=6

41=1-2-3-4=24
5!=1:2-3-4-5=120
6!=1-2-3-4-5-6="720
MN=1-2-3-4-5-6-7=>5040
8!1=1-2-3-4-5-6-7-8=40320
9=1-2-3-4-5-6-7-8-9=362880
100=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 3628800
Eraldi juurde defineeritud suuruseks on

or=1

mis teooriaga on igati kooskdlas.
Faktoriaalidega arvutamisel on sageli kasulik méned tegurid eraldi vilja

kirjutada nagu

100=10-9'=10-9-8!=10-9-8-7!

jne.

Niide 1. Arvutame 8! — 71 =871 -7 =71(8 = 1) =7 7!

21! 21-20-19!
Niide 2. Arvutame — = #

o1 = o] =21-20 =420



1.1.2 Permutatsioonid

Definitsioon. Hulga permutatsioonideks nimetatakse hulga elementide koik-
voimalikke erinevaid jdrjestusi.

n-elemendilise hulga permutatsioonide hulka téhistatakse P,.

Vaatleme kolmeelemendilist hulka A = {a;b;c}. Selle hulga permutat-
sioonid on a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,a,b
¢, b, a. Neid on kokku 6 ehk

P3=6=3!

Lisades hulka neljanda elemendi d, st vaadeldes hulka B = {a;b;c;d},
saame kolmeelemendilise hulga elementide igale permutatsioonile neljanda
elemendi d paigutada neljale erinevale kohale. Kolmeelemendilise hulga esim-

ese permutatsiooni korral d,a,b,c a,d,b,c a,b,d,c a,b,c,d.

Samamoodi saab neljanda elemendi lisada neljale erinavale kohale {ilejadnud
viies kolmeelendilise hulga permutatsioonis. Neljaelemendilise hulga permu-
tatsioone on seega Py =4 - 3! =4l

Lisades hulka viienda elemendi, saame viienda elemendi lisada igas nel-
jaelemendilise hulga permutatsioonis viiele erinevale kohale, st viieelemendi-
lise hulga permutatsioone on P; = 5 - 4! = 5! Arutlust jatkates saame, et
n-elemendilise hulga permutatsioone on

P, =n!

Niide 3. Mitu erinevat formaalset sona saab moodustada tihtedest A,
A, A B,SjaS?

Formaalse sona all moistame tdhtade suvalist jirjestust, niiteks AA-
ABSS. Kokku on kuus téhte, mille jarjestamiseks on Ps voimalust. Need
ei ole siiski koik erinevad, sest kolme A omavahelise jdrjestuse muutmine ei
tekita uut formaalset sona. Samuti ei teki uut formaalset S-de omavahelise
jarjestuse muutmisel.

A-de jdrjestusi on P3 ja S-de jérjestusi P,. Seega on kuue tidhe koikvoi-
malike jérjestuste sees P3P, iihesugust ja erinevaid formaalseid sonu saab

moodustada
Ps 720

PP 6-2

Nende hulgas on ka iiks sisulise tdhendusega sona SAABAS.

Niide 4. Mitu viiekohalist arvu saab moodustada numbritest 0, 1, 2, 3
ja4?

Antud viit numbrit on véimalik jirjestada Ps erineval viisil. Nende hulgas
jarjestused, milles esimeseks numbriks on 0 nagu 01234, ei ole viiekohalised
arvud. Neid on parajasti nii palju, kui on véimalusi nulli taga nelja iilejadnud
numbrit jérjestada, st Py. Seega viiekohalisi arve on voimalik moodustada

60

Py — Py =50 — 41 = 120 — 24 = 96



Voib arutleda ka teisiti. Viiekohalise arvu moodustamiseks on esimesele
kohale voimalik valida nelja numbri 1, 2, 3 voi 4 hulgast, st neli véimalust. Ule
jaab 4 numbrit, mida on esimese valitud numbri jirele voimalik jirjestada
P, erineval viisil ja kokku saame

4-Pp=4-24=96

erinevat viiekohalist arvu.

1.1.3 Kombinatsioonid

Vaatleme viieelemendilist hulka {a,b,c,d, e}. Selle hulga elementide kombi-
natsioonid iithe kaupa on iiheelemendilised alamhulgad {a}, {b}, {c}, {d} ja
{e}.

Kombinatsioonid kahe kaupa on {a, b}, {a, c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d},
{b,e}, {c,d}, {c,e} ja {d, e}, st kaheelemendilised alamhulgad, mis erinevad
iiksteisest vihemalt iihe elemendi poolest.

Kombinatsioonid kolme kaupa on {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a,c,d},
{a,c,e}, {a,d, e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d,e} ja{c,d, e}, st kolmeelmendilised
alamhulgad, mis erinevad iiksteisest vihemalt iihe elemendi poolest.

Kombinatsioonid nelja kaupa on {a, b, ¢, d}, {a, b, c, e}, {a,b,d, e}, {a,c,d, e}
ja {b,c,d, e}, st neljaclemendilised alamhulgad, mis erinevad iiksteisest vé-
hemalt iihe elemendi poolest.

Ainsaks kombinatsiooniks viie kaupa on hulk ise.

Kui hulgas on n elementi, on sellest voimalik moodustada iihe-, kahe-,
kolmme, ..., n-elemendilisi alamhulki.

Definitsioon. Kombinatsioonideks n elemendist k kaupa (1 < k < n)
nimetatakse n-elemendilise hulga k-elemendilisi alamhulki, mis erinevad iiks-
teisest vihemalt iihe elemendi poolest.

Eespool veendusime, et kombinatsioone viiest elemendist iihekaupa on 5,
kahekaupa ja kolmekaupa on 10, neljakaupa 5 ja viiekaupa 1. Kombinatsioo-
nide arvu n elemendist k kaupa tihistatakse C¥ ja see leitakse valemist

On = Tiln = R)1

Kontrolliks leiame 51 54l
1 9 9=
G=tm = 7O

, 5 5.4.3

Cs=o3~ 2.3 W0

ja
5! 5!
5_ 9 9
O = 5o T T
Niide 5. Maleturniiril osaleb 8 méangijat. Leiame, mitu partiid méngi-
takse turniiril, eeldusel, et iga osaleja méangib iga vastasega iihe partii.



Partiisid méngitakse turniiril nii palju, kui on voimalik moodustada eri-
nevaid paare 8 méngija hulgast, st kui on kombinatsioone 8 elemendist (mén-
gijast) kahekaupa. Arvutame

8  8.7-6
2 _ _
08_2!751_ 2.6

Seega méngitakse sellel turniiril 28 partiid.

Niide 6. Leiame, mitmel viisil on malelauale voimalik paigutada kolme
etturit.

Malelaual on 64 ruutu. Erineva paigutuse saame, kui vihemalt iihe et-
turi paigutame uuele ruudule. Kokku on erinevaid paigutusi niipalju kui on
kombinatsioone 64 elemendist (ruudust) kolmekaupa. Arvutame

64! 646362 61!

C3, = -
647 3161! 6-61!

=64-21-31 =41664

Seega on kolme etturit voimalik paigutada malelauale 41664 erineval viisil.

1.1.4 Variatsioonid

Vaatleme viieelemendilist hulka {a, b, c,d,e}. Selle hulga elementide variat-
sioonid kahekaupa on {a, b}, {b,a}, {a,c}, {c,a}, {a,d}, {d,a}, {a, e}, {e,a},
{b ¢}, {c, b}, {b,d}, {d, b}, {b,e}, {e; b}, {c, d}, {d, ¢}, {c, e}, {e,c}, {d, e} ja
{e,d}, st 20 kaheelamendilist alamhulka, mis erinevad iiksteisest elementide
endi voi nende jarjestuse poolest.

Definitsioon. Variatsioonideks n elemendist k£ kaupa (1 < k < n) ni-
metatakse n-elemendilise hulga k-elemendilisi alamhulki, mis erinevad iiks-
teisest vihemalt iihe elemendi voi elementide jérjestuse poolest.

Variatsioonide arvu n elemendist k& kaupa tihistatkse V¥ ja see leitakse
valemist

n!
V= ——
" (n—k)!
Kinnituseks leiame
5! 5! 5-4.3!
V2 = == = =20
T (5-2)! 3 3!

Niide 7. Leiame, mitmel viisil on voimalik malelauale paigutada kunin-
gat, lippu ja etturit.

Kui oleme kolm ruutu vilja valinud ja kolm malendit neile paigutada, siis
néiteks kuninga ja lipu vahetamine annab meile uue paigutuse, st tulemus
sOltub sellest, millises jérjekorras malendid kolmele vélja valitud ruudule pai-
gutada. Seega on voimalusi kuninga, lipu ja etturi paigutamiseks malelauale

64! 64!  64-63-62-61!

7 — 64- 63 - 62 = 249984
(64 —3)! 61! 61!

3 _
Vo1 =



Kuningat, lippu ja etturit on voimalik paigutada malelauale 249984 erineval
viisil.
Naiide 8. Leiame, mitu erinevat neljakohalist arvu on véimalik moodus-
tada numbrimérkidest 0, 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.
Numbrimérke on 7, st saame valida seitsmest nelja kaupa. Erinev numb-
rimérkide jarjestus tekitab erineva arvu. Neid arve on
4 7! 7! 5040

= = — 7:4
Vi (7—-4)! 3! g o0

Nende 840 hulgas on ka numbrite jérjestused Ozzx, mis ei ole neljakohalised
arvud. 0-le jargnevale kolmele kohale on voimalik valida 6 erineva numbri-
mérgi hulgast ja neid valikuid on

3 6! 6! 720

Vg = =—=—=120
67 6-3)! 31 6

Jarelikult on numbrimérkidest 0, 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 voimalik moodustada
840 — 120 = 720 erinevat neljakohalist arvu.

1.1.5 Katse ja siindmus
Katse ja siindmuse moisteid selgitame néidete varal.

1. Katse: viskame miinti ithe korra; siindmus: viskamise (katse) tagajérjel
tuleb vapp.

2. Katse: viskame taringut iihe korra; siindmus: viskamise (katse) taga-
jarjel tuleb kuus silma.

3. Katse: viskame téringut iithe korra; siindmus: viskamise (katse) taga-
jarjel tuleb paarisarv silmi.

4. Katse: Valime opperithmast juhuslikult kaks iilidpilast; siindmus: mo-
lemad valitud iiliopilased on meessoost.

5. Katse: tombame kaardipakist juhuslikult kolm kaarti; stindmus: tom-
matud kaartide hulgas on iiks risti, iiks poti ja iiks ruutu.

Koik nendes néidetes kirjeldatud siindmused on juhuslikud suindmused, st
katse tagajirjel need voivad toimuda, aga voivad ka mitte toimuda. Kui
visata miinti {iks kord, siis vapp voib tulla, aga voib ka mitte tulla. Kui visata
taringut iihe korra, siis kuus silma v&ib tulla, aga voib ka mitte tulla. Kui
valida opperithmast juhuslikult kaks {iliopilast, siis valituks voivad osutuda
mehed, kuid valitud voivad olla ka naised ja valituks voivad osutuda tks
mees ja iiks naine.

Juhuslikke stindmusi hakkame tdhistama suurte tdhtedega (nagu hulki)
A, B, C, ... . Vajaduse korral indekseeritult A;, Ao, As, ... . Siindmusi defi-
neerime jarmisel viisil:



A - miindi viskamisel tuleb vapp;

B - taringu viskamisel tuleb kuus silma;

C - téaringu viskamisel tuleb paarisarv silmi.

Kaks darmuslikku stindmust on véimatu sindmus ja kindel sindmus.

Stindmus - tdringu viskamisel tuleb seitse silma - on voimatu slindmus,
sest taringul puudub seitse silma. Voimatut siindmust tdhistatakse

0

Stindmus - taringu viskamisel tuleb {iks kuni kuus silma - on kindel siind-
mus, sest iiks nendest silmade arvust téringu viskamisel kindlasti tuleb. Kind-
lat stindmust téhistatakse

Q

Stindmuse saab lahutada elementaarsindmusteks. Niites siindmuse "t&-
ringu viskamisel tuleb paarisarv silmi'saab lahutada kolmeks elementaar-
stindmuseks: taringu viskamisel tuleb kaks silma, neli silma v6i kuus silma.

Kui eeldada, et kaardipakis on 36 kaarti, siis siindmuse - kolme kaardi
juhuslikul tombamisel tuleb iiks risti, iiks poti ja iiks ruutu - saab lahutada
elementaarsiindmusteks: tuleb risti kuus, poti kuus ja ruutu kuus, tuleb risti
kuus, poti kuus ja ruutu seitse jne. Neid elementaarsiindmusi on kokku 9 -
9-9="729.

Stindmused - miindi viskamisel tuleb vapp - ja - tdringu viskamisel tuleb
kuus silma - on ise elementaarsiindmused.

1.1.6 Siundmuse toeniosus

Olgu slindmus A - tiringu viskamisel saadakse paarisarv silmi.

Koiki elementaarsiindmusi, mis saavad tiringu viskamisel toimuda on
6, st taringu viskamisel tuleb iiks, kaks , kolm, neli, viis v6i kuus silma.
Paarisarv silmade tulekuks soodsad elementaarsiindmused on: tuleb kaks,
neli voi kuus silma, st siindmuse toimumiseks soodsaid elementaarsiindmusi
on kolm.

Siindmuse toimumise toenfosus on siindmuse toimumiseks sood-
sate elementaarsiinmuste arv jagatud koikide elementaarsiindmus-
te arvuga. Seega siindmuse - tiringu viskamisel saadakse paarisarv silmi -
toimumise toendosus on

3 1

6 2
Siindmuse A toimumise toendosust tdhistatakse P(A). Kui koiki katse
tagajdrjel toimuvaid elementaarsiindmusi on n ja siindmuse A toimumiseks
soodsaid elementaarsiindmusi on m, siis

P(A) =

m
n




Voimatu siindmuse toimumiseks soodsaid elementaarsiindmusi ei ole, st
nende arv on m = 0 ja voimatu sindmuse toendosus

0
Z =0
n

Kindla siindmuse korral on koik elemetaarsiindmused iihtlasi siindmuse
toimumiseks soodsad, st soodsate elementaarsiindmuste arv m = n ja kindla
stindmuse toendosus

PO ="=1

n

Uldiselt on siindmuse toimumiseks soodsaid elementaarsiindmusi mitte vé-
hem kui 0, ja mitte rohkem, kui on koéiki elementaarsiindmusi, st

0<m<n

Jagades viimaseid vorratusi koikide elementaarsiindmusete arvuga n, saame

0< <1
n
st igasuguse juhusliku stindmuse A toimumise tdendosus on 0 ja 1 vahel

paiknev suurus, st

0< P(4) <1

Naiide 1. Leiame toendosuse, et Tahtede A, A, K aj K juhulikul ritta-
ladumisel saadakse sona K AAK.

Olgu siindmus B - saadakse sona KAAK. Koiki elementaarsiindmusi
on nii palju, kui on vbéimalusi nelja tdhe jdrjestamiseks, st n = 4! = 24.
Arvestades sellega, et sonas KAAK kahe A ja kahe K iimberjirjestamine
sona ei muuda, on soodsaid elementaarsiindmusi selle sona tekkeks m =
2!- 2! = 4. Siindmuse B toendosus

4 1
P(B) = 1= %

Niide 2. Karbis on 12 kollast ja 10 valget tennisepalli. Karbist voetak-
se juhuslikult kaks palli. Leiame tdenfosuse, et molemad voetud pallid on
kollased.

Olgu siindmus C' - molemad voetud pallid on kollased. Et karbis on kokku
22 palli on kahe palli votmiseks (st kdiki elementaarsiindmusi) n = C3, = 231
voimalust. Soodsaid elementaarsiindmusi selleks, et molemad oleksid kolla-
sed, on nii palju, kui on voimalik valida 12 kollase tennispalli hulgast kahte,
st m = C%, = 66. Seega siindmuse C - mélemad vetud pallid on kollased -
toendosus on

2
P(C):%:?:O,Q%

Vastus on iimardatud kolme kohani peale koma.



Niide 3. Raamaturiiulil on 15 eestikeelset ja b inglisekeelset raamatut.
Riiulilt voetakse huupi kolm raamatut. Leiame toenéosuse, et voetud kolme
raamatu hulgas on 2 eestikeelset ja 1 inglisekeelne raamat.

Olgu siindmus A - voetud kolme raamatu hulgas on 2 eestikeelset ja 1
inglisekeelne raamat.

Kokku on riiulil 20 raamatut. Kéiki elementaarsiindmusi on nii palju, kui
on voimalik valida 20 raamatu hulgast kolme, st n = Cj, = 1140. Soodsaid
elementaarsiindmusi selleks, et voetud kolme raamatu hulgas oleks 2 eesti-
keelset raamatut ja 1 inglisekeelne raamat on m = C%; - C3 = 105 -5 = 525.
Jarelikult siindmuse A toendosus

525 35
P(A) = 1120 — 76 = 0,461

Definitsioon. Siindmuse A vastandsindmuseks nimetatakse siindmust,
mis seisneb siindmuse A mittetoimumises.

Siindmuse A vastandsiindmust tdhistatakse A.

Kui siindmus A - téringu viskamisel tuleb 6 silma, siis siindmus A -
taringu viskamisel ei tule 6 silma, st tuleb kas 1, 2, 3, 4 voi 5 silma.

Kui siindmus B - opperithmast juhuslikult valitud kaks {iliopilast on mo-
lemad naissoost, siis B - vihemalt iiks valitutest on meessoost, st valitute
hulgas on iiks meessoost voi on molemad meessoost.

Kui siindmus C - korvpalluri sooritatud vabavisetest vihemalt iiks tabab,
siis C' - iikski vabavise ei taba.

Olgu A juhuslik siindmus. Olgu koikide elementaarsiindmuste arv n ja
siindmuse A toimumiseks soodsate elementaarsiindmuste arv m. Sellisel ju-
hul siindmuse A toimumiseks (st A mittetoimumiseks) soodsate elementaar-
siindmuste arv on n —m. Vastandsiindmuse tdendosus

pAy =" Ty pa

n n n

Siit saame, et

P(A)+P(A) =1

st stindmuse ja selle vastandsiindmuse toeniosuste summa vordub
1-ga.
Kui saadud vordus kirjutada

P(A) =1 - P(A)

siis ndeme, et stindmuse tGendosuse arvutamiseks saab kasutada vastand-
stindmuse toenédosust.

Niide 4. Vaagnal on 15 lillat ja 10 kollast ploomi. Vaagnalt voetakse
juhuslikult neli ploomi. Leiame toendosuse, et nende hulgas on vihemalt iiks
lilla ploom.



Tahistame siindmuse A - véetud nelja ploomi hulgas on vihemalt iiks
lilla. Selle stindmuse toenfosuse otse arvutamist oleks selleks vaja teha palju
arvutusi. Saab lihtsamalt, kui votame appi vastandsiindmuse A - voetud
ploomide hulgas ei ole iihtegi lillat, st koik neli on kollased.

Koiki elementaarsiindmusi ehk ko6iki voimalusi 25 ploomi hulgast nelja
valimiseks on n = Cj; = 12650. Siindmuse A toimumiseks soodsaid elemen-
taarsiindmusi on nii palju, kui on voimalusi valida 10 kollase ploomi hulgast
nelja, st m = Cf, = 210. Saame A tdeniosuse

210

P(A) = 15650

=0,017
ja selle abil siindmuse A tdenéosuse

P(A)=1-P(A)=1-0,017 = 0,983

1.1.7 Siindmuste algebra

Vaatleme kahte siindmust A ja B.

Definitsioon 1. Siindmuste A ja B summaks nimetatakse siindmust, mis
seisneb siindmuse A voi stindmuse B toimumises (sh nende koostoimumises).

Stindmuste A ja B summat tdhistatakse A + B. Konekeeles - toimub A
voi toimub B.

Kui A on siindmus - mérklaua tulistamisel tabatakse kiimnesse ja B on
stindmus - mérklaua tulistamisel tabatakse iiheksasse, siis A + B - mérklaua
tulistamisel tabatakse kiimnesse voi iiheksasse.

Kui A on siindmus - tiringu viskamisel tuleb paarisarv silmi ja B - tdringu
viskamisel tuleb kolmega jaguv arv silmi, siis A + B on siindmus - téringu
viskamisel tuleb 2, 3, 4 voi 6 silma.

Kui A on stindmus - kaardipakist juhuslikult tdmmatud kaart on &rtu ja
B - kaardipakist juhuslikult tommatud kaart on pilt, siis A+ B on siindmus
- kaardipakist juhuslikult tomatud kaart on drtu voi pilt (sh drtu pilt).

Definitsioon 2. Siindmuste A ja B korrutiseks nimetatakse siindmust,
mis seisneb siindmuste A ja B samaaegses toimumises.

Stindmuste A ja B korrutist tdhistatakse AB. Konekeeles - toimub A ja
toimub B.

Kui A on stindmus - tiringu viskamisel tuleb paarisarv silmi ja B - tiringu
viskamisel tuleb kolmega jaguv arv silmi, siis AB on siindmus - tdringu
viskamisel tuleb 6 silma.

Kui A on slindmus - kaardipakist juhuslikult témmatud kaart on drtu ja
B - kaardipakist juhuslikult tommatud kaart on pilt, siis AB on siindmus -
kaardipakist juhuslikult tomatud kaart on artu pilt.

Kehtivad viited
1. A+Q=0Q



2. A=A

3. A+0=A
4. Ap =10
5 A+ A=Q
6. AA=1(

1.2 Toendosuste arvutamine
1.2.1 Siindmuste korrutise toeniosus

Definitsioon 1. Kahte siindmust nimetatakse soltumatuteks, kui tei-
se slindmuse toendosus ei soltu sellest, kas esimene siindmus toimus voi ei
toimunud.

Definitsioon 2. Kahte siindmust nimetatakse séltuvateks, kui teise stind-
muse toendosus soltub sellest, kas esimene siindmus toimus voi ei toimunud.

Niide 1. Esimeses kastis on 4 kollast ja 6 valget tennisepalli, teises kastis
10 kollast ja 2 valget tennisepalli. Kummasti kastist voetakse juhuslikult iiks
pall. Defineerime siindmused

A - esimesest kastist voetakse kollane pall;

B - teisest kastist voetakse kollane pall.

Need kaks siindmust on soltumatud, sest esimesest kastist kollase palli

4
votmise toendosus P(A) = — = — ei soltu sellest, kas teisest kastist voeti

kollane pall v6i mitte. Samuti ei soltu teisest kastist kollase palli votmise

toendosus P(B) = % = % sellest, kas esimesest kastist voeti kollane pall voi
ei voetud.

Niide 2. Kastis on 4 kollast ja 6 valget tennisepalli. Kastist voetakse
jargemodda kaks palli. Defineerime siindmused

A - esimene kastist voetud pall on kollane;

B - teine kastist voetud pall on kollane.

Need kaks siindmust on soltuvad, sest kui stindmus A toimus, jai kasti
jarele 9 palli, millest 3 on kollased ning tdendosus selleks, et ka teine pall on

1
kollane P(B) = — = —. Kui aga siindmus A ei toimunud, st esimene voetud
pall oli valge, jai kasti alles 9 palli, millest 4 on kollased ning tdendosus
selleks, et teine pall on kollane on P(B) = g Teise siindmuse B toendosus

soltub sellest kas siindmus A toimus voi ei toimunud.

Teoreem 1 (Soltumatute siindmuste korrutise toeniosus). Kui
A ja B on sdltumatud siindmused, siis nende korrutise tdéen#dosus vordub
toendosuste korrutisega:

| P(AB) = P(A)P(B)|
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Niide 3. Esimeses kastis on 4 kollast ja 6 valget tennisepalli, teises kastis
10 kollast ja 2 valget tennisepalli. Kummasti kastist voetakse juhuslikult iiks
pall. Leiame téendosuse, et molemad voetud pallid on kollased.

Defineerime siindmused

A - esimesest kastist voetakse kollane pall;

B - teisest kastist voetakse kollane pall.

Sel juhul siindmus - moélemad voetud pallid on kollased - on AB (so
toimub A ja toimub B). Teoreemi jérgi

P(AB) = P(A)P(B) =

1
3

ot DN
| Ut

1
st toendosus selleks, et molemast kastist voetud pallid on kollased, on 3"

Niide 4. Miinti visatakse jirgemo6dda kaks korda. Leiame tdenéosuse,
et vahemalt iihel korral tuleb vapp.

Stindmus - vihemalt iihel korral tuleb vapp - on kolme siindmuse summa
(esimesel korral tuleb vapp ja teisel ei tule voi esimesel korral ei tule vapp ja
teisel tuleb voi moélemal korral tuleb vapp). Seepérast on lihtam stindmuse
toendosust arvutada, kasutades vastandsiindmuse toendosust.

Olgu stindmus A - vihemalt iihel viskel tuleb vapp, siis vastandsiindmus
A - molemal viskel vappi ei tule (mdlemal viskel tuleb kiri).

Téahistame siindmused B - esimesel viskel tuleb kiri - ja C' - teisel viskel

1 1 —
tuleb kiri. Nende toendosused P(B) = 3 ja P(C) = 3 Siindmus A = BC

ja teoreemi jargi

P(A)= PB)P(C) = 55 = 1
ning B L3
P(A)=1-PA)=1- ="

Toendosus, et vihemalt iihel viskel tuleb vapp, on 1

Teoreem 2 (Soltuvate siindmuste korrutise toendosus). Kui A ja
B on soltuvad siindmused, siis nende korrutise toenéosus

| P(AB) = P(A)P(B/A)]

kus P(B/A) on tinglik téendosus, st sindmuse B téendosus tingimusel, et
siindmus A toimus.

Niide 5. (vt Néide 2) Kastis on 4 kollast ja 6 valget tennisepalli. Kastist
voetakse jirgemodda kaks palli. Arvutame tdendosuse, et molemad pallid on
kollased.

Téahistame siindmused

A - esimesena kastist voetud pall on kollane;

B - teisena kastist voetud pall on kollane.
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Siis AB on siindmus - molemad pallid on kollased, so siindmus, mille
toendosus tuleb arvutada.

2 1
Siindmuse A tdéendosus P(A) = R ja tinglik tdendosus P(B/A) = 3

Seega Teoreemi 2 pohjal

pAB) =2.1_ 2
5 3 15
Teoreemi 2 véite saab kirjutada ka
| P(AB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B)| (1.1)

1.2.2 Teineteist vilistavate siindmuste summa toeniosus

Definitsioon. Kahte siindmust A ja B nimetatakse teineteist vilista-
vateks, kui iihe siindmuse toimumine vilistab teise toimumise ja vastupidi.

Voib 6elda ka teisiti: kui likski siindmuse A toimumiseks soodne elemen-
taaarsiindmus ei ole soodne B toimumiseks ja vastupidi.

Jéreldus.

Niide 1. Kaardipakist (36 kaarti) tommatakse juhuslikult iiks kaart.
Olgu siindmus A - see kaart on ruutu - ja B - see kaart on drtu. Siindmuse A
toimumiseks on soodasaid elementaarsiindmusi 9 (tdmmatud kaart on ruu-
tu 6, ..., ruutu dss). Siindmuse B toimumiseks on ka 9 elementaarsiindmust
(tommatud kaart on &rtu 6, ..., drtu #ss). Ukski A toimumiseks soodne ele-
mentaarsiindmus ei ole soodne B toimumiseks ja vastupidi. Slindmused A ja
B on teineteist vilistavad.

Olgu A ja B teineteist vilistavad siindmused. Olgu katse tagajérjel koiki
toimuvaid elementaarsiindmusi n, siindmuse A toimumiseks soodsaid ele-
mentaarsiindmusi m; ja siindmuse B toimumiseks soodsaid msg. Sel juhul
siindmuse A + B (toimub A v6i toimub B) toimumiseks soodsaid elemen-
taarsiindmusi on my + meo ning A + B toimumise tdendosus on

P(A+B) =072 _ T M2 _ pogyy p(p)
n n n
Jarelikult kehtib.

Teoreem. Teineteist vilistavate slindmuste summa téendosus on vordne

nende siindmuste tdendosuste summaga

|P(A+ B) = P(A) + P(B)| (1.2)

Niide 2. Kaardipakist (36 kaarti) tommatakse juhuslikult iiks kaart.
Olgu siindmus A - see kaart on ruutu - ja B - see kaart on drtu. Leiame
tdendosuse, et kaardipakist juhuslikult tommatud kaart on punane.

Stindmus - kaardipakist juhuslikult tommatud kaart on punane - on A+
B, st kaart on ruutu véi kaart on drtu. Koiki elementaarsiindmusi on 36,
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molema siindmuse A ja B toimumiseks soodsaid elementarsiindmusi on 9.

9 1 9 1
Stindmuste A ja B toendosused on P(A) = 6 =1 ning P(B) = 36 =1
Seega siindmuse A + B toendosus on
1 1
P(A+ B)=P(A)+ P(B) = 14-1:5

1.2.3 Teineteist mittevilistavate siindmuste summa toeniosus

Definitsioon. Siindmusi nimetatakse teineteist mittevilistavateks, kui
ithe stindmuse toimumine ei vilista teise toimumist, st need voivad toimuda
ka samaaegselt.

Niide 1. Kaardipakist , milles on 36 kaarti, tommatakse juhuslikult iiks
kaart. Defineerime stindmused A - see kaart on artu, B - see kaart on pilt.
Stindmused A ja B ei ole teineteist vilistavad, sest kaart saab samaaegselt
olla nii artu kui ka pilt, st artu pilt.

Oletame, et katse tagajirjel toimuvate koikide elementaarsiindmuste arv
on n, siindmuse A toimumiseks soodsate elementaarsiindmuste arv my, siind-
muse B toimumiseks soodsate elementaarsiindmuste arv mg ning stindmuste
A ja B samaaegseks toimumiseks (siindmuse AB toimumiseks) soodsate ele-
mentaarsiindmuste arv mg. Sellisel juhul on siindmuse A + B toimumiseks
soodsate elementaarsiindmuste arv my + mo — ms.

Toodud néites 1 on kéiki elementaarsiindmusi 36, siindmuse A toimu-
miseks soodsaid elementaarsiindmusi 9, siindmuse B toimumiseks soodsaid
elementaarsiindmusi 16 ja siindmuste samaaegseks toimumiseks (stindmuse
AB - kaart on &rtu pilt) soodsaid elementaarsiindmusi 4. Siindmuse A + B
toimumiseks soodsaid elementaarsiindmusi on 9 4+ 16 — 4 = 21.

Péordume iildjuhu juurde tagasi. Stindmuse A + B toenéosus

P(ALB) = MMy my g

n n n n

Arvestades sellega, et mo_ P(A), m2 _ P(B) ja — = P(AB), saame
n n

teoreemi.
Teoreem. Teineteist mittevilistavate siindmuste summa toendosus on
nende siindmuste tGendosuste summa miinus nende korrutise téendosus, st

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)

Kui stindmused A ja B on soltumatud, siis

|P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)| (1.3)

Et toodud niites 1 siindmused A ja B on soltumatud, siis A + B - kaart
on drtu voi pilt - toendosus on
9 16 9 16 21 7

PA+B)=—+4—— .2 =2 "
A+B) =553 36 36 36 12
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Stindmuste A ja B summa A + B on peale selle, et toimub siindmus
A voi siindmus B (mis ei vilista nende samaaegset toimumist), sonastatav
ka: toimub vihemalt iiks siindmustest A v6i B. Toimub vihemalt iiks neist
tdhendab ju samuti, et toimub A v6i toimub B vo6i toimub AB.

Niide 2. Uliopilased Piibeleht ja Vestmann lahendavad teineteisest sol-
tumatult tdendosusteooria iilesannet. Toendosus, et Piibeleht lahendab iiles-
ande 0Oigesti, on 0,7 ja toendosus, et Vestmann lahendab iilesande éigesti, on
0,8. Leiame toendosuse, et vihemalt {iks neist lahendab iilesande Gigesti.

Ulesande lahendame kahel viisil. Esiteks, olgu

siindmus A - Piibeleht lahendab iilesande Gigesti

ja stindmus B - Vestmann lahendab iilesande oigesti.

Siis on siindmus A + B - vihemalt iiks neist lahendab {ilesande oigesti.
Selle toendosus on valemi (1.3) jargi

P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(A)P(B) = 0,7+0,8—0,7-0,8 = 0,94

Teine lahendus. Jadme esimese lahenduse téhistuste juurde. A + B vas-
tandsiindmus, kumbki ei lahenda {ilesannet oigesti, st Piibeleht ei lahenda
iilesannet digesti ja Vestmann ei lahenda iilesannet digesti, on A- B ning selle
toendosus

P(A-B) = P(A)P(B)=0,3-0,2=0,06

Seega antud siindmuse toendosus

P(A+B)=1-P(A-B)=1-0,06=0,94

1.2.4 TAiistoendosuse valem

Oletame, et meil on n siindmust A, Ao, ..., A, , mis on paarikaupa
teineteist vilistavad ja millest iiks toimub kindlasti, st

AZ'A]' = @, kui 17&]
ja
> A=0
i=1

Sellist siindmuste siisteemi nimetatakse taielikuks siindmuste stisteemiks.
Oletame, et siindmus B toimub iihe siindmustest A1, Ao, ..., A, toimu-
mise tagajirjel. Siis

P(B) = P(BY) = P(BY. A) =3 P(BA) = 3" P(A)P(B/A)
=1 =1 =1

sest kui siindmused Aq, Ag, ..., A, on paarikaupa teineteist véletavad, siis
on seda ka siindmused BA1, BAs, ..., BA,.
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Seega oleme saanud valemi

n

P(B) =Y P(4)P(B/A;) (1.4)

=1

mida nimetatakse tdistoendosuse valemiks.

Niide. Firma autopargis on 5 BMW-d, 10 Audit ja 20 Opelit. Toe-
ndosus, et BMW Idbib tehnoiilevaatuse, on 0,98, toendosus,et Audi 1dbib
tehnotilevaatusae, on 0,95 ja tdendosus, et Opel ldbib tehnoiilevaaatuse, on

0,92. Arvutame toenfosuse, et firma autopargist juhusliult valitud auto ldbib
tehnoiilevaatuse.

OLgu siindmused

Ay juhuslikult valitud auto on BMW;
Ay juhuslikult valitud auto on Audi;d
Aj juhuslikult valitud auto on Opel.

Need moodustavad téieliku stindmuste siisteemi, kusjuures P(4;) = — =

2 . 4
,P(A2)=§Ja P(A3) = -.

Olgu siindmus B - auto ldbib tehnoiilevaatuse.
Edasi tinglikud toendosused. Toendosus, et auto ldbib tehnoiilevaatuse,

eeldusel et see auto on BMW P(B/A;) = 0,98. Samuti P(B/A2) = 0,95 ja
P(B/A3) = 0,92. Seega téistoendosuse valemi (1.4) jargi

| =

P(B) = P(A1)P(B/A1)+ P(A2)P(B/Az) + P(A3)P(B/As) =

_ 098+2 O95+4 0,92 =0,937
- 7 ’ 7 ’ 7 ’ -

1.2.5 Bayesi valem

Eeldame jille, et siindmused A1, Ao, ..., A, moodustavad téieliku siind-
muste siisteemi ja et siindmus B toimub iihe nendest toimumise tagajérjel.
Tingliku toendosuse valemi (1.1) jargi igai =1, 2, ..., n korral

P(B)P(Ai/B) = P(Ai) P(B/A:)
millest tinglik toendosus

P(A;)P(B/A;)

Asendades P(B) téistoendosuse valemist (1.4), saame nn Bayesi valemi
P(Ai)P(B/A:)

Z P(A;)P(B/A;)
=1

P(A;/B) = (15)
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Bayesi valemi kasutamise puhul nimetataske siindmusi Ay, Ao, ..., A,
hiipoteesideks. Seega Bayesi valemi abil arvutatakse hiipoteesi A; tGendosust,
eeldusel, et siindmus B on toimunud.

Niide. Laual on kaks iihesugust hoiukarpi. Uhes on 10 2-eurost miinti,
teises on b 2-eurost ja 5 iiheeurost miinti. Juhuslikust karbist voeti juhuslik
miint, see osutus 2-eouroseks. Leiame tdendosuse, et miint voeti karbist, kus
kéik kiimme miinti on 2-eurosed.

Téahistame hiipoteesid:

Aq - valiti karp, kus kéik miindid on 2-eurosed;

Ay - valiti karp, kus on 5 kahe- ja 5 ttheeurost miinti.

Stindmus B - miint osutus 2-euroseks.

Antud tdhistustes peame arvutama P(A;/B), st 2-euroseks osutunud
miint valiti karbist, kus koik on 2-eurosed. Et kardid on iihesugused, siis

1 1
P(A) = 5 ja P(Ag) = 3 Kaheeurose miindi votmine karbist, kus koik on
2-eurosed, on kindel siindmus, st P(B/A;) = 1 ja kaheeurose miindi votmise

toendosus karbist, kus pooled on 2-eurosed, on P(B/A;) = 7 Bayesi valemi
jargi

- P(A1)P(B/A;) —
P(A1/B) = P(Al)P(B/Ai) +P(A;)P(B/A2) a
%-1 2

1+4.173

N[

1.2.6 Bernoulli valem

Eelmistes punktides vaatlesime siindmust, mis toimus voi ei toimunud
ithe katse tagajirjel. Kiesolevas punktis eeldame, et tehakse n jarjestikust
soltumatut katset ja koikidel katsetel on siindmuse toimumise toenéosus
vordne.

Oletame, et tehakse 5 katset, igal katsel on siindmuse A toimumise toe-
niiosus p ja mittetoimumise toenfosus ¢ = 1 — p, st P(A) = p ja P(A) = q.
Stindmus A toimub 5-st katsest kahel korral, kui esimesel kahel korral siind-
mus toimub ja iilejddnud kolmel korral ei toimu, st toimub siindmus

AAAAA

Samuti toimub siindmus A viiest katsest kahel korral, kui toimuvad siind-
mused

AAAAA, AAAAA, AAAAA,
AAAAA, AAAAA, AAAAA,
AAAAA, AAAAA ja AAAAA
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Katsed on soltumatud, seega toendosuste korrutamise teoreemi pohjal
P(AAAAA) = P(A)P(A)P(A)P(A)P(A) = ppagq = p*q’

Ilmselt on ka iilejazinud 9 siindmuse tdensiosused p?q>. Et kdik need 10 siind-
must on paarikaupa teineteist vilistavad, siis téenfosus, et siindmus toimub
viiest katsest kahel korral on

P(AAAAA + ...+ AAAAA) = P(AAAAA) + ...+ P(AAAAA) = 10p%¢®

Kordaja 10 saaksime ka jargmiselt arutledes. Viiest katsest valida neid
kahte, mille korral siindmus toimub, on parajasti nii palju kui C’g = 10.
Téhistades toendosuse, et siindmus toimub 5-st katsest kahel korral Ps o,
saame

P55 = C3p°q’®

Analoogilisel viisil arutledes jouame tulemuseni, et tGendosus selleks, et siind-
mus toimuks n katsest k-1 korral (0 < k& < n), on arvutatav Bernoulli valemi

Py =Crptq" " (1.6)

abil.

Niide. Korvpallur tabab vabaviske téendosusega 0, 8. Arvutame tdenéo-
suse, et korvpallur tabab 6-st vabaviskest viiel korral.

Antud iilesandes n =6, k =5, p = 0,8 ja ¢ = 0,2. Seega toendosus

Pss=C§-0,8°0,207°=6-0,8°-0,2 = 0,393

Lisaks arvutame tdendouse, et korpallur tabab kuuest vabaviskest neljal
korral. Sellisel juhul muud andmed on endised, ainult et k& = 4. Arvutame

Ps4=Ci-0,8%0,201 =15.0,8".0,22 = 0,246

1.2.7 Toendoseim siindmuse toimumiste arv

Eelmise punkti niitest selgus muuhulgas, et toendosus selleks, et siind-
mus toimuks taetud katsete arvu korral erinev arv kordi, on iildjuhul erinev.
Kaéesolevas punktis piistoitame kiisimuse: "Milline slindmuse toimumiste arv
on suurima tdendosusega?"

Oletame, et suurima toendosusega siindmuse toimumste arv on k, so
nouame, et
Pn,kJrl < Pn,k

ja et
Pn,k—l < Pn,k

Esimene tingimustest tahendab (1.6) jérgi, et

n! k+1 n—k—1 n!

(k‘i—l)!(n_k_l)!p q < mpkqn_k
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Jagades selle vorratuse mélemaid pooli korrutisega n!p*q®*~1, saame

p q
Gt Dln—k—1) = H(n—k)!

Korrutades selle vorratuse molemaid pooli korrutisega (k+1)!(n—k)!, saame
p(n—k) < q(k+1)

ehk
np—q < k(p+q)

Et aga p+ ¢ = 1, siis saame tingimuse
np—q<k

Tépselt samal viisil arutledes, saaksime vorratusest P, —1 < P, tingi-
muse

k<np+p
Seega toendoseima siindmuse toimumiste arvu k saame tingimustest
np—q<k<np+p (L.7)

Naiide. Leiame eelmise punkti néites vaadeldud olukorras korpalluri suu-
rima toendosusega tabavate vabavisete arvu.

Selles ndites n = 6, p = 0,8 ja ¢ = 0,2. Seega suurima tdeniosusega
tabavate vabavisete arvu saame (1.7) jargi

6-0,8-0,2<k<6-0,8+0,8

ehk
4,6 <k <5,6

st k = 5. Seega antud tingimustel viie vabaviske tabamine ongi suurima
toendosusega.

1.3 Statistiline toendosus

Uurime mingi stindmuse A toimumist katse tagajirjel. Kordame kat-
set n korda ja oletame, et siindmus toimub k katsel. Stindmuse toimumise
suhteliseks sageduseks nimetatakse suhet

P*(A):%

Téaringut visati 10 korda. Kuus silma ei tulnud kordagi. Kuue silma esinemise

0
suhteline sagedus on — = 0. Téringut visati 100 korda. kuus silma tuli
n

10 korda, kuue silma esinemise suhteline sagedus on 100 = 0,1. Taringut
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visati 10000 korda. kuus silma tuli 1661 korda, kuue silma esinemise suhteline

1661
=0,1661.
% 10000 O ) o
Kui siindmus toimub koikidel katsetel, siis on k = n ja suhteline sagedus

on 1. Kui siindmus ei toimu {ihegi katse tagajarjel, siis k = 0 ja suhteline
sagedus on 0. Uldiselt on suhteline sagedus ratsionaalarv, mis kuulub 15iku
[0; 1].

Kindla siindmuse suhteline sagedus on 1, sest kindel siindmus toimub
igal katsel. Kuid sellest, et siindmuse suhteline sagedus on 1, ei jireldu, et
tegemist on kindla sindmusega.

Samuti on voimatu siindmuse suhteline sagedus 0. Sellest aga, et siind-
muse suhteline sagedus on 0, ei jareldu, et siindmus on voimatu.

Suhtelisel sagedusel on omadus: kiillalt pika katseseeria korral on siind-
muse toimumise suhteline sagedus ligikaudu vordne siindmuse toimumise
toendosusega. Seepérast kiillalt pika katseseeria tulemusel saadud suhtelist
sagedust nimetatakse siindmuse toimumise statistiliseks toendosuseks.

Inglise matemaatik Carl Pearson viskas miinti 24000 korda ja vapp tuli
12012 korda. Vapi tuleku suhteline sagedus on

sagedus on

12012 0. 5005
21000 ~
On teada, et vapi tuleku toenfosus on 0,5, seega nii pika katseseeria puhul
erineb suhteline sagedus siindmuse toendosusest viga viikese suure vorra ja
seda suhtelist sagedust voib votta statistilise tdendosusena.
Sageli esitatakse statistilist toendosust protsentides, seega Pearsoni poolt
saadud vapi tuleku statistiline toendosus on 50,05%.

1.4 Juhuslik suurus
1.4.1 Juhusliku suuruse jaotus

Katse tagajirjel voivad toimuda mitmed erinevad siindmused, st katse
tagajirg on juhuslik suurus. Kui tiringut veeretada iihe korra, siis silmade
arv on juhuslik suurus, mis véib omandada vaartusi 1-st 6-ni. Juhuslik suurus
omandab konkreetse vidrtuse on juhuslik siindmus. Téringu veeretamisel
juhuslik suurus - silmade arv - omandab vidrtuse 2 on juhuslik siindmus -
taringu veeretamisel saadakse kaks silma.

Juhuslikke suurusi tdhistatakse suurte tdhestiku 1opu tdhtedega X, Y,
Z, U,V jne.

Defineerime juhusliku suuruse X - téringu viskamisel saadav silmade arv.
Siis X = 2 tadhendab, et tdringu viskamisel saadav silmade arv on 2, so
sindmus X = 2 on juhuslik siindmus - tiringu veeretamisel tuleb 2 silma.
Selle tdendosus
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Juhuslikku suurust X, mis v6ib omandada 16pliku hulga eraldiseisvaid
vaartusi x1, x2, ..., Ty, nimetetakse diskreetseks juhuslikuks suuruseks. Tarin-
gu veeretamisel saadav silmade arv on tiiiipiline diskreetne juhuslik suurus.

Juhusliku suurust, mis v6ib omandada niisuguseid vadrtusi, et iga kahe
mis tahes vGimaliku vidrtuse vahel voib see juhuslik suurus omandada veel
mingi vadrtuse, nimetatakse pidevaks juhuslikuks suuruseks. Pidevaks juhus-
likuks suuruseks on koikvoimalikud mootmistulemused. Néiteks, erinevad
iiliopilased méodavad sama silindrikujulise detaili 1abimodotu. Modtmistule-
mus on juhuslik suurus. Uks iilidpilane saab tulemuseks 2,50 cm, teine 2,60
cm, kolmas aga voib saada mootmistulemuseks 2,54 cm. Pole vilistatud, et
neljas iiliopilane saab mootmistulemuseks 2,56 cm jne.

Definitsioon 1. Juhusliku suuruse jaotuseks ehk jaotusseaduseks nime-
tatakse eeskirja, mis igale juhusliku suuruse viértusele seab vastavusse selle
vidrtuse omandamise tGendosuse.

Diskreetse juhusliku suuruse jaotust saab esitada tabelina voi graafikuna,
mida nimetatakse jaotuspoliigooniks. Pideva juhusliku suuruse jaotus esita-
takse reeglina kas jaotusfunktsioonina voi jaotustihedusena.

Vaatleme {ihte diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduse koostamist.

Niide 1. Riiulil on 18 pooleliitrist veepudelit, neist 10 Bonaqua ja &8
Vichy pudelit. Riiulilt voetakse huupi 4 pudelit. Koostame nende hulka sat-
tuvate Bonaqua pudelite arvu kui juhusliku suuruse jaotusseaduse.

Olgu juhuslikuks suuruseks X nelja pudeli hulgas olevate Bonaqua pude-
lite arv. See diskreetne juhuslik suurus voib omandada viartused 0, 1, 2, 3 ja
4. Arvutame nende vadrtuste omandamise toendosused. TGenédosus selleks,
et juhuslik suurus omandab védrtuse 0, st véetud 4 pudeli hulgas pole iihtegi
Bonaqua pudelit:

4
px—go G T
Cis 3060 306
Toen#osus selleks, et juhuslik suurus omandab védartuse 1, so voetud nelja
pudeli hulgas on iiks Bonaqua pudel:
P(X =1) = 0110405’ _ 10 - 56 _ 28
Clg 3060 153

Toen#osus selleks, et juhuslik suurus omandab viirtuse 2, so voetud nelja
pudeli hulgas on kaks Bonaqua pudelit:

_CHCE 4528 T

P(X =2 -
( ) ci, 3060 17

Toendosus selleks, et juhuslik suurus omandab viartuse 3, so voetud nelja
pudeli hulgas on kolm Bonaqua pudelit:

C3Cs 120-8 16
P(X = — 10~'8 — _ -
x=3) Cls 3060 51
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Toendosus selleks, et juhuslik suurus omandab véédrtuse 4, so koik voetud
neli on Bonaqua pudelid:

Cf 210 7

p(X:4):%:7:7

Cis 3060 102
Tulemused koondame tabelisse, mille {ilemisse ritta kirjutame juhusliku suu-
ruse voimalikud védrtused ja alumisse ritta nende vidrtuste omandamise
toendosused.

X 0 1 2 3 4
p| T[T T
306 | 153 | 17 | 51 | 102

Saadud tabel kujutab endast juhusliku suuruse jaotusseadust, st tabel kor-
raldab vastavuse juhusliku suuruse voimalike vadrtuste ja nende omandamise
toendosuse vahel. Kui liita alumises reas olevad tdendosused kokku, on tu-
lemuseks 1. See on loomulik, sest koik siindmused on paarikaupa teineteist
valistavad ja iiks neist toimub kindlasti.

Teiseks selle juhusliku suuruse jaotusseaduse esitusviisiks on graafiline
esitus ehk jaotuspoliigoon. Abstsissteljele kanname juhusliku suuruse X voi-
malikud vairtused ja ordinaatteljele vastavad toendosused.

Uldjuhul eeldades, et diskreetsel juhuslikul suurusel on n véimalikku
vaartust x1, za, ..., xp ja pi on toendosus, et X omandab vadrtuse xy, kus
k=1, 2, ..., n, so

pr = P(X = zy)

siis juhusliku suuruse jaotusseadus on

X |x1 | 29| ... | Tp
P lp|p2]|..|pn

ja selles tabelis koikide toendosuste summa vordub iihega, so
PL+p2+...+py=1

Viimane on koikide diskreetsete juhuslike suuruste jaotuste ithine omadus ja
selle abil on voimalik kontrollida jaotusseaduse koostamise oigsust.
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Diskreetse juhusliku suuruse voimalike vidrtuste arv ei pruugi olla loplik,
vaid saab olla ka loenduv. Vaatleme jargmist naidet.

Niide 2. Laskur tulistab mérklauda, kusjuures igal lasul on méargi ta-
bamise toendosus 0,7. Laskur tulistab kuni esimese moodalasuni. Koostame
tabavate laskude arvu kui juhusliku suuruse X jaotuse.

Toen#osus, et tabamuste arv on 0, st laskur laseb esimese lasu margist
modda

P(X=0)=0,3

Toendosus, et tabamuste arv on 1, st laskur esimese lasuga tabab mark-
lauda ja teise laseb mooda

P(X=1)=0,7-0,3

Toen#osus, et tabamuste arv on 2, st laskur esimese ja teise lasu tabab
ning kolmanda laseb mddda

P(X=2)=0,7-0,7-0,3=0,7%-0,3

Selliselt jatkates saame, et tdendosus selleks, et tabamuste arv on k, st
laskur esimese k lasuga tabab maérklauda ja k£ + 1 korral laseb modda, on

P(X =k)=0,7%.0,3

Selle juhusliku suuruse jaotustabel on

X[ 0 1 2 k
P0,3[0,7-0,3]0,7-0,3]...]07%-0,3

Alumise rea summa -
> 0,7%.0,3
k=0

on geomeetriline rida, mis on koonduv, sest 0,7 < 1 ja selle summa

= 0,3
o7 03=—"""=1
k=0

1-0,7

1.4.2 Juhusliku suuruse jaotusfunktsioon

Jargmiseks juhusliku suuruse jaotuse esitamise viisiks on selle juhusliku
suuruse jatousfunktsioon.

Definitsioon. Juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks F'(x) nimeta-
takse toendosust, et juhuslik suurus X omandab viirtuse, mis on viiksem
kui x, st

F(x)=P(X <) (1.8)
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Niide 1. Koostame eelmise alampunkti Néites 1 vaadeldud juhusliku
suuruse jaotusfunktsiooni. Esiteks, kui x < 0, siis

Flz)=P(X <z)=0

Teiseks, kui 0 < x < 1, siis

7
F(z)=—
@)= 556
Kolmandaks, kui 1 < x < 2, siis
7 28 7

Flg) = 4+ =° _
@) =306+ 153 = m

Neljandaks, ui 2 < z < 3, siis

77 21
F = — _— = —
@) =51t 7 =5
Viiendaks kui 3 < z < 4, siis
21 16 95
F = — _— = —
(@) =31 51 = 102
Lopuks kui = > 4, siis
95 7
F = — _—
@) = 102 + 102

Viimase vadrtuse 1 oleksime saanud ka arutlusega, et mis tahes 4-st suurema
x vadrtuse korral on X < x kindel siindmus. Seega vaadeldava juhusliku
suuruse jaotusfunktsioon on

0, kui <0
?TEG? kui 0<zx<1
=, kul 1<zx<2

_ 1 =
Fz) = % kui 2 <z <3
i, kui 3<a<4

1, kui >4

Uurime jaotusfunktsiooni omadusi.
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Jaotusfunktsiooni definitsiooni tottu kuuluvad koik selle viartused 16iku
[0; 1], st

Omadus 1. 0 < F(z) <1

Valides kaks reaalarvu z; ja xo selliselt, et 1 < x2, saame siindmuse
(X < x9) kirjutada kahe teineteist vélistava sindmuse summana

(X <m)=(X <)+ (x1 <X < x2)
ja valemi (1.2) pohjal

F(zo) = P(X <22) =P(X <z1)+P(r1 < X <m2) = F(x1)+P(z; < X <
(1.9)
Et P(z1 < X < x9) >0, siis

F(l’l) S F(ZEQ)

st
Omadus 2. Jaotusfunktsioon on monotoonselt kasvav funktsioon.
Omaduste 2 ja 1 jargi on jaotusfunktsioon monotoonselt kasvav tokes-
tatud funktsioon. Monotoonselt kasvaval ja tokestatud funktsioonil on piir-
protsessides x — 0o ja x — —oo olemas loplik piirvadrtus, st kehtib.
Omadus 3.

mlggo F(z)=1
ja
lim F(z)=0
T——00

Vordusest (1.9) saame
Jareldus. Toendosus selleks, et juhusliku suuruse X viartused kuuluvad
poolldiku [z1; x2)

P(l‘l <X < SIZQ) = F(l’g) — F(371) (1.10)

Niitid on voimalik korrektselt defineerida pidev juhuslik suurus.

Definitsioon 3. Pidevaks juhuslikuks suuruseks nimetatakse juhuslikku
suurust X, mille jaotusfunktsioon F'(z) on pidev funktsioon.

Nidide 3. Funktsioon

0 kui z<1
rz—1 i
F(z)= 5 kui 1<2<3

1, kui >3

on ilmselt mingi pideva juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon, sest koik jao-
tusfunktsiooni omadused 1. - 3. on tdidetud ja funktsioon on pidev kogu
arvteljel.
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Kui F(x) on pidev funktsioon, siis (1.10) pohjal

P(X=z1)= lim P(z; < X <z)= lim (F(z) — F(z1)) =0

T—T1 Tr—T1

Niisiis, pideva juhusliku suuruse mis tahes iiksikvidrtuse omandamise
toendosus on 0. See aga ei tdhenda seda, et siindmus (X = x;) on voimatu.

Jarelikult pideva juhusliku suuruse X korral saame arvutuseeskirja (1.10)
asemel kirjutada

P(ZEl <X < 1‘2) = F(l’z) —F(:El)
aga ka
P(l‘l SXS:EQ):F(QSQ)—F(JJl)

st pideva juhusliku suuruse toendosuse arvutamisel pole oluline jilgida, kas
otspunktid kuuluvad hulka voi mitte.

1.4.3 Pideva juhusliku suuruse jaotustihedus

Jaotusfunktsioon on iiks pideva juhusliku suuruse jaotuse defineerimise
voimalus. Kui jaotusfunktsioon F'(z) on diferentseeruv, va loplikus arvus
punktides, siis jaotusfunktsiooni tuletist

fz) = F'(x)

nimetatakse pideva juhusliku suuruse jaotustiheduseks.

Niide 1. Eelmise alampunkti Néites 3 vaadeldud jaotusfunktsioon ei
ole diferentreeruv ainult kahes punktis x = 1 ja « = 3. Selle tuletis, so
vaadeldava juhusliku suuruse jaotustihedus on

0 kui z<1
1
flx) = §kuil<m§3
0, kui z >3

Vaatleme jaotustiheduse omadusi. Et F'(x) on monotoonselt kasvav funkt-
sioon, siis

Omadus 1. Jaotustihedus on mittenegatiivne, f(z) > 0.

Omadus 2. Jaotusfunktsioon

Flz) = / F)da (1.11)

Téestus. Paratu integraali definitsioonist ja sellest, et F'(z) on jaotusti-
heduse f(x) algfunktsioon

xT

M——o0 M——o0 M M——o0

]f(x)dx: lim jf(x)dx: lim F(x)
—o0 M
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Viimane vordus jireldub jaotusfunktsiooni 3. omadusest.
Omadus 3. Siindmuse (21 < X < x2) tdendosus

P(z1 < X <x9) = /f(a:)da: (1.12)

Viimane vordus jareldub vahetult sellest, et vasak pool on F'(zq) — F(x1)
ning Newton-Leibnizi valemist.

Omadus 4. -
/ f(z)dz =1

See vordus jareldub omadusest 2, sest

00 N
/f(:v)d:r=Nliinoo / fx)de = lim F(N)=1

Viimane vordus jareldub jélle jaotusfunktsiooni 3. omadusest.

Geomeetriliselt tdhendab omadus 4 seda, et jaotustiheduse graafiku ja
z-telje vahele jdava kovertrapetsi pindala on alati vordne 1-ga.

Omadus 3 geomeetriline sisu: téendosus P(zr; < X < x2) on vordne selli-
se kovertrapetsi pindalaga, mis on alt piiratud x-teljega, {ilalt jaotustiheduse
f(x) graafikuga, vasakult sirgega = x; ja paremalt sirgega = = z5.

Niide 2. Olgu juhusliku suuruse X jaotustihedus

asinz, kui 0 <z <m
0 kui x<0vol z>m

fz) =

Maé&drame konstandi ¢ ning arvutame toendosuse, et juhusliku suuruse véiar-
. . T
tus paikneks vahemikus g; —

Kordaja a médrame jaotustiheduse 4. omadusest

/ f(z)dx = /asinxdw =1
—o0 0
ehk

—acosx| =1

millest 2a = 1 ehk a = %
Toendosuse P (g <X < g) leiame (1.12) abil
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1.5 Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Juhusliku suuruse jaotus, st diskreetse juhusliku suuruse jaotustabel voi
jaotusfunktsioon ning pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon voi jaotus-
tihedus iseloomustavad seda juhuslikku suurust taielikult.

Taetud vaatevinklist lihtudes aga on jaotusseduse ndol informatsiooni
liiga palju. Seepérast kasutatakse jaotuse iseloomustamiseks juhuslikku suu-
rust iseloomustavaid arvulisi néitajaid - juhusliku suuruse arvkarakteristi-
kuid. Neid on kahte tiilipi: paiknemist iseloomustavad arvkarakteristikud (nt
juhuliku suuruse keskvéértus) ja hajuvust iseloomustavad arvkarakteristikud
(nt juhusliku suuruse dispersioon)

1.5.1 Juhusliku suuruse keskviirtus

Olgu diskreetse juhusliku suuruse X jaotus antud tabelina

X |z1 | 22| oo | Ty
P lp|p2]| .| pn

Selle keskviartus leitakse valemist

EX =) zip (1.13)
k=1

st keskvadrtus kujutab endast juhhusliku suuruse véértuste kaalutud kesk-
mist, kusjuures iga vdirtuse kaaluks on selle omandamise tGenéosus.

Juhul kui diskreetsel juhuslikul suurusel on loenduv arv véartusi, leitakse
selle keskvdaruts valemiga

o
EX =Y s (1.14)
k=1

Siin tuleb eeldada, et rida on absoluutselt koonduv, st rida

[e.e]

> |l

k=1

on koonduv. Vastasel korral juhuslikul suurusel keskviirtust ei eksisteeri.
Kui pideva juhusliku suuruse X jaotustihedus on f(z), siis selle kesk-
vidrtus leitakse valemiga

EX = /xf(x)dx (1.15)

Ka siin tuleb eeldada, et paratu integraal on absoluutselt koonduv.
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Niide 1. Leiame alampunkti 1.7.1 Niites 1 toodud juhusliku suuruse
keskvaartuse.

7 28 7 16 7
EX=0-—+4+1.-—4+92. — R
0 306 * 153 * 17 3 51 + 102

Keskvididrtus on 2,222 vaatamata sellele, et sellist vadrtust antud juhuslik
suurus omandada ei saa.
Naiide 2. Leiame juhusliku suuruse, mille jaotustihedus on

= 2,222

1. .
fla) = §smx, kui 0<zx<m
0 kui t<0v0l z>m

keskvaartuse.
Valemi (1.15) jérgi

s ™
1 1
EX = /m . §sinmdx = 2/avsinacdur:
0 0
Integreerime ositi, valides © = x ja dv = sinzdz. Siis du = dx ja v = — cosx

ning
Ky

s 1 '
+ [ cosxzdx 25 T +sinx
0
0

1
EFX = 3 —ICoST

T
) _T
0 2
Vaatleme keskvadrtuse omadusi.
Omadus 1. Konstandi keskvédirtus on vordne selle konstandiga

Ec=c¢

Konstantne juhuslik suurus omandab ainult iihe vadrtuse c toendosusega 1,
so selle keskvadrtus on toepoolest ¢-1 = c.

Omadus 2. Kahe juhusliku suuruse X ja Y summa keskviirtus on vord-
ne nende keskvadrtuste summaga

E(X+Y)=EX+FEY
Omadus 3. Konstantse teguri saab tuua keskviirtuse ette
E(cX)=cEX

Toestuseks mérgime, et kui juhuslik X suurus omandab véartuse x, siis
juhuslik suurus ¢X omandab vddrtuse cx ja valemi (1.15) abil

B(cX) = 70 cef(z)dz = c 733 f(a)dae = cEX

Omadus 4. Kui X ja Y on soltumatud juhuslikud suurused, siis

E(XY)=EX-EY
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1.5.2 Juhusliku suuruse dispersioon ja standardhilve

Niide 1. Olgu antud juhuslikud suurused X ja Y jaotusseadustega

X[ 14758 YT 14758
P0,1]0,4]0,4]0,1 Pl0,4[0,1]01]04

Juhuslikel suurustel on samad voimalikud vaartused. Arvutame molema
juhusliku suuruse keskvaértuse

EX=1-0,1+4-0,4+5-0,4+8-0,1=4,5

EY =1-0,4+4-0,1+5-0,1+8-0,4=4,5

Selgus, et nende juhuslike suuruste keskvidrtused on ka vordsed. Jaotustest
on aga niha, et X keskviirtusele ldhemal olevate vidrtuste tdendosused on
suured ja keskvidrtusest kaugemal asuvate vidrtuste toendosused viikesed.
Juhusliku suuruse Y puhul on olukord vastupidine. Juhusliku suuruse Y
vaartused on rohkem hajutatud keskvdartuse iimber kui juhusliku suuruse
X véadrtused.

Definitsioon. Juhusliku suuruse X hdlbeks nimetatakse juhuslikku suu-
rust X — FX.

Koostame néites 2 antud juhusliku suuruse X hélbe jaotusseaduse. Hilbe
voimalikud véartused on 1 — 4,5 = —3,5,4—-4,5=-0,5,5—-0,5 = 0,5
ja 8 — 0,5 = 3,5. Kui juhuslik suurus X omandab véirtuse 1 toendosusega
0,1, siis hdlve X — FX omandab viértuse —3, 5 sama toendosusega. Jitkates
arutlust samal viisil, saame hélbe jaotuse

X—EX]|-35]-0,5]05]3,5
P 0,1 | 0,4 |0,4]0,1

Hélbe kui juhusliku suuruse keskvéirtus on
E(X-FX)=-3,5-0,1-0,5-0,440,5-0,443,5-0,1=0

Hélbe keskvdartus on 0. See pole juhus, sest mis tahes juhusliku suuruse X
hilbe keskvaartus on keskvidrtuse omaduste (eelmise alampunti omadused
2 ja 1) pohjal

E(X —EX)=E(X +(-EX))=EX+ E(-EX)=EX —EX =0

mille tottu halbe keskvddrtus ei kolba juhusliku suuruse hajuvuse iseloo-
mustamiseks. Juhusliku suuruse védrtuste hajutatust keskviirtuse timber
iseloomustab juhusliku suuruse dispersioon.
Definitsioon. Juhusliku suuruse dispersiooniks nimetatakse hilbe ruudu
keskvadrtust.
DX = E(X — EX)?
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Dispersiooni omadused.
Omadus 1. Konstantse suuruse dispersioon Dc = 0.
Toepoolest, keskviadrtuse 1. omaduse pohjal

E(* — (Ec)*) = E(c* - *) = E(0) =0

Omadus 2. D(cX) = ?DX.
Toestuseks kasutame keskvidrtuse 3. omadust, mille jargi

D(cX) = E((cX)*~(E(cX))?) = BE(¢*X*~*(EX)?) = E(*(X*—(EX)?) = DX

Omadus 3.
DX = EX? — (EX)? (1.16)

Selle toestamiseks kasutame keskvidrtuse omadusi 1. - 3.

E(X —EX)* = E(X?-2X-EX +(EX)*) =E(X? -2EX-EX + (EX)* =
E(X?) —2(EX)* + (EX)* = B(X?) — (EX)?

Dispersiooni saab arvutada definitsiooni abil, kuid iildjuhul arvutatakse
dispesioon valemi (1.16) jérgi.
Omadus 4. Kui juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud, siis

D(X +Y)= DX + DY

Niide 2. Selleks, et leida néites 1 antud juhuslike suuruste X ja Y disper-
sioone, koostame esmalt juhuslike suuruste X ja Y ruutude jaotuse. Nende
koostamisel arutleme jérgmiselt. Kui juhuslik suurus X omandab viartuse
1 toensosusega 0,1, siis X2 omandab vidrtuse 1 samuti toensiosusega 0,1.
Kui X omandab viirtuse 4 tdendosusega 0,4, siis X? omandab viirtuse 16
samuti toendosusega 0,4 jne.

X2 1] 16 1] 25 | 64 Y2 1 |16 | 25 | 64
P l0,1]04]04]0,1 Plo4]0,1]0,1]04

Leiame

EX?=1-0,14+16-0,44+25-0,4+64-0,1=22,9 ja
DX =22,9—4,5% =265

Teiseks leiame FY? =1-0,4+16-0,14+25-0,1+64-0,4 = 30,1 ja
DY =30,1—-4,52=9,85

Juhusliku suuruse Y dispersioon on oluliselt suurem juhusliku suuruse X
dispersioonist.
Definitsioon. Juhusliku suuruse X standardhdlbeks nimetatakse ruut-

juurt dispersioonist
ox =VvDX
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Niide 3. Leiame néites 2 antud juhuslike suuruste standardhalbed

ox =4/2,65=1,63
ja
oy =+/9,85=3,14
Niide 4. Eeldades, et niites 1 toodud juhuslikud suurused X ja Y on

soltumatud, leiame nende summa X + Y dispersiooni. Selles koostame koi-
gepealt summa jaotuse

X+Y 2 ) 6 8 9 10 12 13 16

P |0,04|0,17 0,17 | 0,04 | 0,16 | 0,04 | 0,17 | 0,17 | 0,04

Selgitame kahe néite varal, kuidas on saadud selle tabeli alumises reas
olevad toendosused.

Summa X +Y =2 kui X =1jaY =1ning et X jaY on s6ltumatud,
siis

P(X=1)(Y=1)=P(X=1)P(Y=1)=0,1-0,4=0,04

Summa X +Y =9 kui X =1jaYy =8vii X =4jaYy =5voi X =5
jaY =4 vdi X = 8 jaY = 1. Need paarid on paarikaupa teineteist vi-
listavad siindmused. Kasutades teineteist vélistavate siindmuste toensdosuste

liitmisteoreemi ja taas kord soltumatute siindmuste toenfdosuste korrutamis-
teoreemi, saame

P(X+Y =9 = P(X=1)P(Y =8)+P(X=4)P(Y =5)+
+ P(X=5)P(Y =4)+P(X=8)P(Y =1) =
— 0,1-0,4+0,4-0,140,4-0,1+0,1-0,4=0,16

Edasi leiame summa ruudu keskviirtuse

E(X+Y)? = 4-0,04+25-0,17+36-0,174 640,04+ 81-0,16 +
+ 100-0,04 + 144 0,17 4+ 169 - 0,17 4 256 - 0,04 = 93,5

Keskvaartuse 2. omaduse pohjal
E(X4+Y)=EX+EY =4,5+4,5=9
ning (1.16) jargi
DX +Y)=93,5-81=12,5=2,65+9,85=DX + DY

Loomulikult ei saa Naidet 4 votta dispersiooni Omadus 4 toestusena, see
on siiski pelgalt ainult iiks ndide.
Naiide 5. Leiame juhusliku suuruse, mille jaotustihedus on

1

—sginz, kui 0<z <7
fl@)=q 277 T

0 kui z<0voi z>m
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dispersiooni ja standardhélbe.
Leiame valemi (1.15) abil X? keskviiiirtuse kasutades kaks korda ositi
integreerimise valemit

™

1
EX? = /m2-2sinwdx:

0
™
= 3 —x“cosx| + | 2xcosxdx | =
o9

1 i 2 i

= 3 7r2+2/:):cos:rd:c :7;+/xcosxdx:
0 0
2 ~ 0 2

= 7T——i—acsinav —/sinxdx:W—Q

2 0 2

Niiiid valemist (1.16) saame, arvestades eelmise alampunkti Néites 2 saa-
dud sama juhusliku suuruse keskvaartust,

2

2 2 _
DX:1—2—(5) _ T8
2 2 1

ning lopuks standardhélve
1
ox =VDX = 5\/71'2 -8

1.5.3 Juhusliku suuruse mood ja mediaan

Lisaks keskvédrtusele kasutatakse toenédosusteoorias veel kahte juhusli-
ku suuruse viartuste paiknemist iseloomustavat arvkarakteristikut moodi ja
mediaani.

Definitsioon 1. Diskreetse juhusliku suuruse X moodiks M,X nimeta-
takse selle juhusliku suuruse vaéartust, mille omandamise tdendosus on suu-
rim.

Definitsioon 2. Pideva juhusliku suuruse X moodiks nimetatakse selle
juhusliku suuruse véédrtust, mille korral jaotustihedus omab maksimumi.

Voib juhtuda, et moodisid on rohkem kui iiks. Samuti on voimalik, et
mood puudub.

Definitsioon 3. Juhusliku suuruse X mediaaniks M. X nimetatakse selle
juhusliku suuruse védrtust zo, mille korral P(X < zg) = P(X > o).

Sellest definitsioonist jareldub, et pideva juhusliku suuruse X korral

P(X < M,X)=P(X > M.X)=0,5
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st sirege x = M. X jaotab jaotustiheduse graafiku ja x-telje vahelise piirkonna
kaheks pindvordseks osaks, millede pindalad on 0, 5.

Naiide. Leiame juhusliku suuruse, mille jaotustihedus on

1
—sginz, kui 0<z <7
f(z) 2 T
0 kui 2 <0voi z>m
moodi ja mediaani.
1
Leiame z vadrtuse, mille korral jaotustihedus f(z) = —sinx omab va-
hemikus (0; 7) maksimumi. Vorrandil, jaotustiheduse tuletis f'(z) = = cosx
vordub 0-ga, st

2
by == O
5 cos T

on vahemikus (0; 7) tdpselt liks lahend x = E, seega antud juhusliku suuruse
mood

MX =2
2
Mediaani laiame tingimusest P(X < M.X) = 0,5 ehk

MeX

1
/ isinmda: =0,5

0

Pérast vorduse korrutamist 2-ga saame

M.X
/ sinzdx =1
0
ehk
M.X
—CcoSsX =1
0
st

—cosM. X +1=1
ning vorrandil

cosM.X =0

on vahemikus (0;7) jille ainsaks lahendiks
Mx =1
2

Antud juhusliku suuruse jaoks langevad mood ja mediaan kokku. Uldju-
hul ei pruugi see nii olla.
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1.6 Klassikalised jaotused

Kbigepealt vaatleme diskreetsete juhuslike suuruste jaotusi.

1.6.1 Binoomjaotus

Oletame, et sooritatakse n soltumatut katset, kus igal katsel on siind-
muse toimumise téendosus P ja mittetoimumise toendosus ¢ =1—p
Definitsioon. Binoomjaotusega juhuslikuks suuruseks X nimetatakse
juhuslikku suurust, mis omandab taisarvulisi vadrtusi 0, 1, 2, ..., n, mille
omandamise toendosused leitakse Bernoulli valemi abil,st

P(X =k) = Poi = Ciptg" ™"

Ndide. Korvpallur tabab vabaviske toenédosusega 0,8. Koostame 6-st
vabaviskest tabavate visete arvu kui juhusliku suuruse X jaotusseaduse.
Punkti 1.2.6 néites oleme juba leidnud P55 = 0,393 ja FPs4 = 0,246.
Lisaks leiame
Psg=C§-0,8%0,2076 =0,8° = 0,262

Ps3=C3-0,8%,273 = 200,512 0,008 = 0,082

Pso=C2.0,8%0,20"2 = 15-0,64 - 0,0016 = 0,015

Ps1=Cj-0,8%0,2071 =6-0,8-0,00032 = 0,00154
Pso=C§-0,8%,2079 = 0,2% = 0,00006

Antud juhuslik suurus on binoomjaotusega, sest voimalike viértuste toenédo-

sused on arvutatud Bernoulli valemi abil, ja selle jaotus on
X 0 1 2 3 4 5 6
P | 0,00006 | 0,00154 | 0,015 | 0,082 | 0,246 | 0,393 | 0,262
Alumise rea summa ei ole tapselt 1 imardamisvigade tottu.
Allpool kasutame Newtoni binoomvalemit: iga naturaalarvulise n viir-
tuse korral

(p+q)" ZCﬁp’“qn g (1.17)

Leiame binoomjaotusega juhusliku suuruse X keskvéértuse. Binoomjao-
tusega juhusliku suuruse X korral pr = CXpFqg" = seega valemi (1.13) jargi

n
EX = Z k - Cﬁpkq”_k
k=0

Selles summas 1. liige on 0, seega
—k
EX = Zkku lp q"
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ehk parast k-ga taandamist ja summerimisindeksi nihutamist

n ' n—1
n:

|
EX = k n—k _ n k+1 n—k—1 _
;(k—l)!(n—k)!p 1 kzzok!(n—k:—l)!p 1

= ”—1 k n—k—1
- ”sz| e -

ehk valemi (1.17) tottu

EX =np(p+q)" ' =np

sest p+q = 1.
Dispersiooni leidmiseks avaldame X? keskviirtuse, kasutades eelnevaga
sarnaseid teisendusi

Zle a lpq EQk; i 'pq =

n—1

|
= k —k _ k 1##& n—k—1 _
Z —1 Pl kzo( My s LA
n—1
_ k- n! k1 n—k—1 (n=D" ok onk1 _
- gk!(n—k—l)p e +”pzk' k1P
n—1 nl
_ : k+1 n—k—1 n—1 __
n—2 n!
_ : k’+2 n—k—2 _
2 i — k- 21" e =

n2 n 2
B k n—k—2
= n— 1 g k' )'p q +np =

= (n’p* —np )(P+Q) +np=n2p2 —np’ +np
ja valemi (1.16) pohjal
DX =n’p* + np(1 — p) — n’p* = npq
Binoomjaotusega juhusliku suuruse standardhélve on
ox = \/npq

Leiame punkti alguses oleva niite juhusliku suuruse, 6-st vabaviskest
tabavate visete arv, keskviartuse, dispersiooni ja standardhélbe.
Selles néites n =6, p=0,8 ja g = 0,2. Seega

EX =6-0,8=4,8
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ja

DX =6-0,8-0,2=0,96

ox =+/0,96 = 0,98

1.6.2 Poissoni jaotus

Poissoni jaotus on diskreetse juhusliku suuruse jaotus, mida kasutatak-

se binoomjatuse asemel, kui katsete arv on oluliselt suurem kui siindmuse
toimumiste arv antud katseseerias ehk kui binoomjaotuses n on suur ja p
vaike. Poissoni jaotust kasutatakse eeldustel:

Juhuslik suurus X on siindmuse toimumiste arv mingis ajavahemikus
ja omandab vaartusi 0, 1, 2, ...

Katsed on séltumatud, so siindmuse toimumine ei mojuta jargmise
siindmuse toimumise toendosust.

Stindmuse toimumiste arv ajalihikus ei soltu iihiku asukohast, vaid
ainult selle pikkusest.

Kaks siindmust ei saa samaaegselt toimuda samal ajahetkel, so igas
lopmatult viikeses ajaiihikus kas stindmus toimub véi ei toimu.

Stindmuse toimumise tdendosus mingis ajaithikus on vordeline ajaiihi-
ku pikkusega.

Uks kuulus ajalooline Poissoni jaotuse praktiline kasutamine toimus Prei-
si armees. Nimelt, Poissoni jaotuse abil hinnati, kui palju ratsaarmee sédu-
reid hukkub aastas hobuste kabjalookide tagajarjel.

Poissoni jaotusega juhuslikud suurused on veel néiteks

Maad tabavate rohkem kui 1-meetrise labimdoduga meteoriitide arv
aastas.

Erakorralise meditsiini osakonda saabuvate patsientide arv 22:00 ja
23:00 vahel.

Eeldame, et n on suur ja tdéendosus p viike ning keskviirtus FX = np =
A on konstant. Preisi armee ajaloolise ndite puhul on sédurite arv suur,
toendosus hobuse kabjaldogist surma saada viike ja keskmine kabjal6dgist
aasta jooksul hukkunud sédurite arv konstantne.

Suurust A nimetatakse ka Poissoni jaotuse parameetriks. Toendosus sel-
leks, et antud ajavahemikus siindmus toimuks k-1 korral on

PUN

(1.18)
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Niide. Teatud joel toimuvad ulatuslikud iileujutused keskmiselt iiks
kord 100 aasta jooksul. Arvutame toendosuse, et 100 aastase ajavahemiku
jooksul ulatuslikud iileujutused toimuvad 0, 1, 2 voi 3 korda.

Et keskmine iileujutuste arv 100 aasta jooksul on 1, siis A = 1. Valemi

(1.18) jiirgi
1k: . 6_1

Siit toendosus, et 100 aasta jooksul {ileujutusi ei toimu

-1
P(X =0) = 60—, —e 1 =0,368

Toendosus, et 100 aasta jooksul toimub iileujutus ithe korra

P(X=1)=— =¢1=0,368

Toendosus, et 100 aasta jooksul toimub iileujutus kaks korda

6—1

P(X =2)= 5 =0,184

Toendosus, et 100 aasta jooksul toimub iileujutus kolm korda

6_1
P(X =3) = - = 0,061

Poissoni jaotusega juhusliku suuruse keskvéértuse ja dispersiooni leid-
misel kasutame funktsiooni e® arendust astmereaks (Maclaurini reaks)

. 2 23 = b
e :1+x+§+§+”'zzﬁ (1.19)
k=0
)\k
Poissoni jaotuse puhul on p = ge*)‘, seega keskvidrtuse arvutamise

valemi (1.14) jargi

N S M
EX = Zkﬁe —e kz(k_l)!—
=1

k=0 =
00 Ak+1 o0 )\k
_ - _ -
= ety A€ > o
k=0 k=0

Niiiid valemi (1.19) jérgi
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Dispersiooni leidmiseks leiame esmalt jille X2 keskvidrtuse

EX?

—-A - k2)‘k _ A = k2/\k —_
=0 =1

N o A N o° plan
- k - k+1)——
P U PP

zz:kA%T*%‘Ae }E:Zﬁ':

k=1 k=0

o \k+1 © Ak
-\ Y
€ 1)1 + Ae Zﬁ

k=1 k=0

Kasutades valemit (1.19), saame

ning dispersioon

EX? =X e e+ he e = A2 4\

DX =X 4+ X=X\ =)\

Niisiis, Poissoni jaotuse kaks pohikarakteristikut, keskvaértus ja dispersioon,
on vordsed.

1.6.3 Uhtlane jaotus

Uhtlast jaotust vaatleme nii diskreetse kui ka pideva juhusliku suuruse

korral.

Diskreene juhuslik suurus X on iihtlase jaotusega, kui koigi n vidrtuse
omandamise tdendosused on vordsed, so

1
P(X:xk):g, kuik=1,2, ..., n

Niide 1. Taringu veeretamisel saadav silmade arv on iihtlase jaotusega
juhuslik suurus, selle jaotus on

(1.20)

X|1]2|3|4|5]6
pl LI} E
6 6 616
Pidev juhuslik suurus X on iihtlase jaotusega, kui selle jaotustihedus
defineeritakse:
0, kui x < a
1
flz)=< —— kuia<z<b
b—a
0, kuixz >b
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Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse jaotusfunksiooni leiame valemi (1.11)
abil. Kui a < z < b, siis

i 1 1 i r—a
F(x):/b—adxzb—a/dx:b—a

Seega lihtlase jaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsioon avaldub

0, kuix <a
Flz) = z:z kuia <z <b (1.21)
1, kuiz > b

Toendosus, et iihtlase jaotusega juhuslik suuruse on vahemikus (x1;x2) C
[a; b], on
Tro — T
b—a

P(z1 < X <x9) = F(x2) — F(11) =
Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse keskvidrtus

1 22" 1 (¥ a®\ b+a
, b—al\2 2/) 2

b
1
EX = dx = - —
/xb—am b—a 2

Edasi leiame X2 keskvairtuse

3 3

b_ 1 b ad _b2+ab+a2
b—a N 3

a

Seega iihtlase jaotusega juhusliku suuruse dispersioon on

b +ab+a® bV +2ab+a®  (b—a)

DX = 3 A T 12

ning standardhélve
b—a

ox >3

Niide 2. Trammide intervall teatud trammiliinil on 4 minutit. Reisija,
kes trammiliikluse graafikut ei tea, satub ooteplatformile juhuslikul ajahet-
kel. Olgu juhuslik suurus X aeg, kui kaua reisija peab trammi tulekut oota-
ma. Leiame ooteaja keskviirtuse ja dispersiooni nig tGenéosuse, et reisija ei
pea trammi ootama iile 1 minuti.

Tegemist on iihtlase jaotusega juhusliku suurusega, sest koikidel ajahet-
kedel on reisija joudmine ooteplatformile vordse tdendosusega. Selle juhusliku
suuruse jaotustihedus on

1
f(:v):Z kui 0 <z <4
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Ooteaja keskviirtus on

4
EX — 4+0 -9
2
minutit, dispersioon
_ )2
DX = 7(4 0) = 4
12 3

ja tdendosus, et riesijal ei tule oodata iile tthe minuti

1-0 1
P(O<X§1):T0:f

1.6.4 Normaaljaotus

Normaaljaotus on loodus- ja sotsiaalteadustes enim kasutatav jaotus.
Juhuslik suurus on normaaljaotusega, kui seda mojutavad paljud tegurid,
kuid koikide tegurite mdju on seljuures viike ning domineerivad tegurid puu-
duvad.

Normaaljaotusega on igasugused mootmistulemused, mootmisvead jne.

Normaaljaotus on kaheparameetriline jaotus. Téhistades parameetrid a
ja o, kus a on mis tahes reaalarv ja ¢ > 0, on normaaljaotusega juhusliku
suuruse X jaotustihedus

1 _@a?
e 202

fz) =

oV 2w

Kui @ = 0 ja ¢ = 1, siis nimetatakse juhuslikku suurust X normeers-
tud normaljaotusega juhuslikuks suuruseks. Normeeritud normaaljaotusega
juhusliku suuruse jaotustihedus

1 a2

(A 2

Edasistes arutlustes votame ilma toestuseta teadmiseks, et

o0

/ e dr = /7 (1.22)

—00

Selle valemi abil saab néidata, et normeeritud normaljaotusega juhusliku
suuruse jaotustihedus on tdepoolest mingi juhusliku suuruse jaotustihedus,
sest tehes pératus integraalis
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i, saame dt = d—x ehk dz = v/2dt tottu

V2

muutuja vahetuse t =

\)

yi 1T . 1T . 1
dr = — V2t = — At = — =1
/ap(x) x %277/6 V2 = /e \/77\/7?

Samamoodi, tehes paratus integraalis

_ (cl;fa,)2

oof(a;)daczl OOe 202 dx
[z ]

) T—a
muutuja vahetuse t = , saame, et

o2
/OO fz)dz =1

Normaaljaotusega juhusliku suuruse X jaotustiheduse tuletis on

x—a _@-a?

_ e 202
o3/ 27

Tuletis vordub 0-ga, kui z = a. Kui z < a, siis f'(z) > 0 ja kui z > a, siis

fl(z) =

1
f(z) < 0. Seega on jaotustiheduse graafikul punktis <a; —— | maksimum.
oV 2w

Sealjuures o suurenedes maksimum viaheneb ja vastupidi.

Normaaljaotusega juhusliku suuruse graafikut nimetatakse Gaussi kéve-
raks. Selle maksimumpunkti leidsime, lisaks on see kdver siimmeetriline sirge
x = a suhtes.

Normeeritud normaaljaotuse jaotustiheduse graafiku maksismumpunkt
on ( 0; —= | ja graafik (nagu iga paarisfunktsiooni graafik) on stimmeetri-
V2T

line y-telje suhtes. Seega y-telg jaotab selle jaotustiheduse graafiku ja x-telje
vahelise piirkonna pindala kaheks vordseks osaks, st

0
1 22 2

1 T P 1
0
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Leiame normaaljaotusega juhusliku suuruse X keskvéirtuse

EX 1 ety / ¥
= 20 xTr = Tr—Qa a 20 x€r =
oV 27T 0\/
(== 3)2 4 1 (== (32 p
= x — a 20 €T 20 X

oV 2w oV 2w

Esimese liidetava jagame punkti a kaheks
oo
_(z—a)? _(z—a)?
202 dl‘ = 20

: (
T—
oV 2T
— 0

ja teeme molemas muutuja vahetuse t =

! (
—
oV 2T
— 00

(x —a)? ) _ 2(x —a)dx
552 Sel juhul dt = 552

ehk (x — a)dr = o%dt. Leiame rajad: kui x = a, siis t = 0, ja kui 2 — o0,

siis t — 00. Seega

1’—@

=

oo

o —t
= ——— [ e 'dt
V2T

0

Seega keskvéirtus

EX =

Selles pératus integraalis teeme muutuja vahetuse t =

ov/2td ning

EX =

millest (1.22) tottu

Dispersiooni

a
e
oV 2m
—0oQ

_ (z—a)?
202 dx =

. 17

—t 2 —t 2

e ‘odt + /e o°dt =
o\/27r/ a\/27ro

oo

o0

+U/et
V2T

0

_(z—a)?
202 dx

1
oV 2
—0oQ

—a millest dx =

V2’

42 \/> . a 2
oV2dt = — e ' dt
VT /

EX =a




. . rT—a .
arvutamiseks kasutame jille muutuja vahetust ¢ = 7 , millest £ — a =
o
o2t ning dr = Uﬂtd, millest

o0

o0
1 202
DX = / 2022 ov/2dt = 2 / et dt
27 N3
—00

oV2r

—0o0
Saadud integraali integreerime ositi, valides

u=t ja dv = te "

Siis ]
du=dt ja v= et
2
ja
20% | t © 17
o 2
DX ="—|—Z¢t + = / e Vdt
N3 2 oo 2
—o0
Et t 1 t
. L —t2 ot v
t—lg:rl:noo 26 o 2 tl}:l:moo et2 0
siis valemit (1.22) rakendades
20% 1
DX =27 . 2 \/x=o>

/2

Jarelikult normaaljaotusega juhusliku suuruse standardhélve
ox =0

Seega tdhendavad normaaljaotusega juhusliku suuruse parameetrid a ja
o vastavalt selle juhusliku suuruse keskvadrtust ja standardhélvet.

1.6.5 Normaaljaotusega juhusliku suuruse vahemikku kuulumise
toendosus. Laplace’i funktsioon

Normeeritud normaaljaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on

x x
1 2 1 2 1 2
F(I‘) = E / 6_%dt = E 6—%dt "‘ E /e—tzdt
— 00 0

Kasutades vordust (1.23) saame viimase kirjutada

\o

8

x

L1t
—4+— e
2 or

0



Funktsiooni

1 ’ t2
q)(l') = \/%/G_th
0

nimetatakse Laplace’s funktsiooniks. Laplace’i funktsioon on paaritu funkt-
sioon, sest kasutades integraalis
/ iy
2
0

muutuja vahetust uw = —t, saame dt = —du t6ttu

o(-a /“z=<x>

Laplace’i funktsiooni viidrtused leitakse tabelist (vt Lisa 1).
Normeeritud normaaljaotusega juhusliku suuruse jatosfunktsioon on niiiid
kirjutatav

ﬁ\

F(x) :%4—(1)@)

Toendosus selleks, et normeeritud normaaljaotusega juhusliku suuruse véar-
tused kuuluvad vahemikku (z1;z2) on arvutatav Laplace’i funktsiooni vaar-
tuste abil, sest

P(z1 < X <x9) = F(xa) — F(11) = % + O(x2) — (% + &(x1))

ehk
P(.Tl <X < xg) = @(Ig) — (I)(.Il)

Normaaljaotusega juhusliku suuruse, mille parameetrid on a ja o, jaotus-
funktsioon on

(ta

202 dt

F(x) =

o/ 271'

— a’ saame du = @ ehk
o

t
Kui selles integraalis teha muutuja vahetus u =

i , jarelikult

/ _2du::1+¢<$_a>
2 o

x
dt = odu. Vastav iilemine raja on

F(x) =

l\?\»—\

m/
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Seega toendosus selleks, et sellise normaaljaotusega juhusliku suuruse
vadrtused kuuluvad vahemikku (z1;x2) on

1 — 1 —
P(x1<X<:c2):2+<I><x2a “)—2—<1><”51 “)

ehk

Pla1 < X < 22) :@(“_a) @(xl_a) (1.24)

o o
Leiame tdendosuse, et normaaljaotusega juhuslik suuruse X véértus eri-
neb keskvéirtusest a vihem kui € vorra

P(|X —al|<e)=P(-e<X—-a<e)=Pla—-e<X<a+e)

Valemi (1.24) pohjal

P(!X—a|<e)_q><a+5_a>_¢<a—a—a>

g o

ehk, arvestades sellega, et Laplace’i funktsioon on paaritu,

P(IX —a| < ) = 20 (S) (1.25)
Niide 1. Firmas toodetakse kuullaagreid, kuuli nominaalne diameeter
on 10 mm. Kuulide diameeter on juhuslik suurus X, mis allub normaaljaotu-
sele keskvidrtusega 10 mm, standardhilbega 0,2 mm. Kuul loetakse praak-
tooteks, kui selle diameeter iiletab 10,3 mm vo6i on alla 9,7 mm. Leiame
toendosuse, et kuul osutub praaktooteks.
Toendosus, et kuul osutub praaktooteks on

P(X —a|>0,3=1—P(|X —a| <0,3
Valemi (1.25) pohjal

0,3
P(X —al <0,3 =2 <072> = 26(1,5) ~ 2- 0,433 = 0, 866

Y

Seega toendosus, et kuul osutub praaktooteks on
P(|X —al|>0,3=1-0,866=0,134

Normaaljaotusega juhusliku suuruse keskmiseks veaks nimetatakse sellist
suurust F, et
P(|X —a|<E)=0,5

st P((E <X —a< E)=0,5 ehk

Pa-E<X<a+<E)=0,5
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Geomeetriliselt tdhendab see, et jaotustiheduse graafiku, z-telje ja sirgete
x = a—F ning ¢ = a+ FE vahele jaava piirkonna pindala on 0, 5, st moodustab
poole jaotustiheduse graafiku ja x-telje vahele jadva piirkonna pindalast.

Valemi (1.25) pohjal

20 (E) =0,5
ag
o <E> =0,25
ag

Laplace’i funktsiooni tabelis on viédrtused ®(0,67) = 0,24857 ja ®(0,68) =
0,25175. Seega

E

— =10,675

o
ehk keskmine viga avaldub standardhélbe kaudu

E =0,6750¢ (1.26)

Niide 2. Lennuk lendab 20 km laiuses 6hukoridoris. Lennutrajektoori
sdilitamisel tehtav siistemaatiline viga on 0,5 km ja keskmine viga 2 km. Kui
suur on téendosus, et lennuk satub viljaspoole 6hukoridori?

Juhuslikuks suuruseks X on lennutrajektoori hilbed, mis alluvad nor-
maaljaotusele, mille keskvédrtuseks on siistemaatiline viga a = 0, 5. Valemist
(1.26) saame

2=0,6750

millest
o~ 2,96

Stindmus - lennuk satub véljaspoole 6hukoridori - on siindmuse - lennuk piisib
ohukoridoris - vastandsiindmus. Toenéosus, et lennuk piisib chukoridoris on

10-0,5 —-10-10,5
P(-1 X <1 = ¢ —— ) - ——2") =
(10 <X <10) ( 2,96 > < 2,96 )
= ®(3,21) + ®(3,55) = 0,49933 + 0,49980 ~ 0,99913
Seega toendosus, et lennuk satub véljaspoole chukoridori, on

1-0,9991 = 0,00087
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1.7 Toendosusteooria piirteoreemid

Toendosusteooria piirteoreemid seovad massiliselt esinevate juhulike néh-
tuste teoreetilisi ja eksperimentaalseid karakteristikuid. Piisavalt pikkade
katsete seeriate korral saab hakata tegema kiillaltki tSepéraseid oletusi jérg-
nevate katsete tulemuste kohta.

1.7.1 TsSebosSevi teoreem

Vaatleme juhuslike suuruste jada
X1, Xoy ooy, Xy, o (1.27)

Definitsioon. Juhuslike suuruste jada (1.27) koondub téendosuse jargi
reaalarvuks c, kui iga kui tahes viikese € > 0 korral
lim P(| X, —¢|<e)=1
n—oo
Viimane tingimus tdhendab sisuliselt seda, et kiillalt suure n vddrtuse korral
on siindmuse |X,, — ¢| < € mittetoimumine viga viikese toendosusega.

Tsebosevi teoreem. Kui juhuslikud suurused Xy (K =1, 2, ...) on
soltumatud ja tokestatud dispersioonidega DXy < d (k =1, 2, ...), siis iga

e > 0 korral
1 < 1 &
nan;OP<nkZIXk—n;EXk <5>:1

st juhuslike suuruste aritmeetiline keskmine koondub tden#osuse jargi nende
juhuslike suuruste keskvéartuste keskmiseks.
Kui kéikide juhuslike suuruste keskvéartused on vordsed, st EXp = EX,
siis T8ebogevi teoreem viidab, et
< E> =1

Teoreem. Oletame, et on sooritatud n soltumatut katset ja siindmus A
toimub selles katseseerias m korda. Siindmuse A toendosus igal katsel olgu
p. Siis iga kui tahes viikese € > 0 korral

. 1<
nlggop<nkzlxk—EX

1.7.2 Bernoulli teoreem

lim P(‘%—p‘<€>:1

n—o0

st siindmuse toimumise suhteline sagedus koondub toen&osuse jirgi selle
siindmuse toimumise toendosuseks.
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Teoreemi viite voib kirjutada ka
lim P(‘m—p‘ >5> —0
n—o00 n

st mida pikem on katsaeseeria, seda viiksmaks muutub téenfosus, et siind-
muse toimumise suhteline sagedus erineb siindmuse toendosusest iikskoik kui
viikese suuruse vorra.

1.7.3 Tsentraalne piirteoreem

Kui juhuslikud suurused X (kK =1, 2, ..., n) on soltumatud ja iihe-
suguse jaotusega, siis on nende juhuslike suuruste summa

n
DX
k=1
samuti mingi juhuslik suurus. Selle keskva#rtus on

Ezn:Xk
k=1

standardhéilve

Juhuslik suurus

(1.28)

on antud juhuslike suuruste normeeritud summa.
Teoreem. Kui juhuslikud suurused Xy (k =1, 2, ..., n) on soltumatud
ja iihesuguse jaotusega ning iga k = 1, 2,..., n korral eksisteerivad E X,

DX}, ja B|X), — EXy|? (kolmandat jirku absoluutne keskmoment), siis
n n

X -EYN, :

lim P | —oo < &=t L x| =— [ eTat (1.29)
n—oo n

by x, =

k=1

Vordusmargist vasakul pool olev tdendosus on normeeritud summa (1.28)

jaotusfunktsioon. Vordusmargist paremal pool on aga normeeritud normaal-
jaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsioon.
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Seega viidab tsentraalne piirteoreem, et juhuslike suuruste normeeritud
summa jaotusfunktsioon koondub normeeritud normaaljaotusega juhusliku
suuruse jaotusfunktsiooniks.

Tsentraalne piirteoreem annab teoreetilise pohjenduse normaaljaotuse
kasutamiseks, kui juhuslik suurus on mojutatud paljude erinevate tegurite
poolt (n — o00), kusjuures iga iga iiksiku teguri moju juhuslikule suurusele
on tiihine.

1.7.4 Moivre-Laplace’i integraalne piirteoreem

Tsentraalses piirteoreemis on juhusliud suurused X7, Xo, ... , X, ild-
juhul mis tahes jaotusega. Kui aga eeldada, et need juhuslikud surused on
ithesuguse jaotusega ja omandavad ainult kaht voimalikku viartust 0 ja 1,
saame tsentraalse piirteoreemi erijuhu, nn moivre-Laplace’i integraalse teo-
reemi.

Moivre-Laplace’i integraalne piirteoreem. Kui k£ on siindmuse toi-
mumiste arv n soltumatu katse korral ja igal katsel on siindmuse toimumise
toendosus p, siis

lim P <a < k\/%;’ < 6) = ®(8) - ®(a)

Teisendame vorratusi
k—mnp

<p
Vv 1Pq
ay/npq < k—np < By/npq

a <

ehk
np + ay/npqg < k < np + B/npq
Téhistades np + a,/npq = k1 ja np + B/npq = ko, saame, et
ki —np
0= —"
v 1pq
ja

ko —mnp
v pq

ning Moivre-Laplace’i integraalne piirteoreemi viitest saame

. ko —np> <k1 —np>
lim Pki <k <hky) =@ =—F ) -0 — 1.30
A i ? < Vnpg Vnpg (130)

Mirkus. Stindmuse toimumiste arv n katse korral on binoomjaotusega
juhuslik suurus. Jarelikult voimaldab Moivre-Laplace’i integraalne piirteo-
reem arvutada binoomjaotusega juhuslikum suuruse antud vahemikku kuu-
lumise toendosust, kasutades selleks Laplace’i funktsiooni ehk sisuliselt nor-
meeritud normaaljaotusega juhuslikku suurust. Piisavalt pika katseseeria, st
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piisavalt suure n viartuse korral

Hh<k<kﬁ%@<%%$>—@<i%§? (1.31)

Niide. Korvpallur tabab vabaviske toendosusega 0,7. Nédala jooksul
sooritab ta 2000 vabaviset. Arvutame tdendosuse, et ta tabab rohkem kui
1000 ja vdhem kui 1420 vabaviset.

Kasutades valemit (1.31) on n = 2000, p = 0,7, k1 = 1000 ja ko = 1420.
Seega np = 1400, npq = 420 ning

1420 — 1400> <1000 — 1400>

V420 V420
= $(0,98) — D(—19,52) = 0,33646 + 0,5 ~ 0, 84

P(1000 < k < 1420) ~ @(

1.7.5 Laplace’i lokaalne piirteoreem

Bernoulli valemiga
Poj = Chp*q" ™"

arvutatakse téendosus, et juhuslik stindmus toimub n katsest k-1 korral eel-
dusel, et igal katsel on siindmuse toimumise toendosus p. Kui n on suur,
on tegemist viga mahukate arvutustega. Neid on véimalik viltida kasutades
Laplace’i lokaalset piirteoreemi.

Laplace’i lokaalne piirteoreem.

. ]thk
lim >
n—00 1 _ (k—np)

2npq
V2mnpq €

Siit saame tGendosuse arvutamiseks ligikaudse valemi

=1

Vorreldes seda normaaljaotuse jaotustihedusega

1 _(z—a)?

J@) = — e 5

CoV2r

nédeme, et ligikaudse vorduse paremal pool on normaaljaotuse jaotustihedus
parameetritega a = np ja o0 = /npq.

Ligikaudset valemit on mugavam kasutada kujul

1 1 =2 k—mnp

——e 2z, kusx =
N N

Naiide. Toen#osus, et supermarketisse saabunud maasikakastis on rikne-
nud marju, on 0,1. Kui suur on toendosus, et 300-st saabunud kastist 20-s
esineb riknenud marju?

(1.32)

~
nk ~
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Antud néites, n = 300, £k =20, p = 0,1 ja ¢ = 0,9. Arvutame np = 30,
/npg = /30-0,9 = 33,
20— 30 10
xr= =

3v3 3v3

ning valemi (1.32) jargi arvutatav téendosus

1
P. ~
300,20 3Von

Mairkus. Arvestades sellega, et antud n#ites m on suur ja p on viike,
saaksime toendosuse arvutamiseks kasutatda ka Poissoni jaotust. Valemis
(1.18) A = 30 ning

100
e 227 = 0,012

Ak 3020
P(X=k)~ e =

—30 _

1.8 Juhuslik vektor

Juhuslike ndhtuste uurimisel ei ole paljudel juhtudel piisav vaadelda
ainult iihte juhuslikku suurust, vaid tuleb kasutada kahte, kolme v6i enamat
juhuslikku suurust. Naiteks punkt, kuhu maandub pall tenniseviljakul on
kahe juhusliku koordinaadiga - abstsissi ja ordinaadiga.

Mitme juhusliku suuruse samaaegsel kisitlemisel kasutatakse juhuslikku
vektorit. Juhuslikuks vektoriks nimetatakse vektorit, mille komponendid on
juhuslikud suurused. Juhusliku vektori uurimisel ei piisa ainult selle kompo-
nentide kui juhuslike suuruste uurimisest, vaid on vaja ka nende koordinaa-
tide vahelisi soltuvusi.

Kahemootmeline juhuslik vektor (X,Y) on vaadeldav ka tasandi juhus-
liku punktina, mille kohavektoriks on (X,Y).

Kolmemaootmeline juhuslik vektor (X, Y; Z) on vaadeldav juhusliku punk-
tina, mille kohavektoriks on (X,Y, Z), ruumis.

Edasises piirdume kahemo66tmeliste juhuslike vektorite uurimisega.

1.8.1 Diskreetse juhusliku vektori jaotus

Juhusliku vektori koordinaadid omandavad viértuse on siindmus, millel
on toendosus. Kui vektori juhuslik komponent X omandab vaidrtuse x; ja
komponent Y omandab véartuse y;, siis vektorit (z;,y;) nimetatakse juhus-
liku vektori realisatsiooniks.

Definitsioon 1. Diskreetseks juhuslikuks vektoriks nimetatakse juhus-
likku vektorit, mille realisatsioonide hulk on 16plik voi ddrmisel juhul loen-
duv.

Kui tegemist on diskreetse juhusliku vektoriga, mille realisatsioonide hulk
on loplik, siis komponent X omadab vaértusi x;,¢ =1, 2, ..., m, ja kompo-
nent Y vadrtusi yj, j =1, 2, ..., n. Tahistades siindmuse (X = z;,Y = y;)
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toendosuse
P(X =2;,Y = y;) = pij

on diskreetse juhusliku vektori jaotusseadus esitatav tabelina

X\Y | vi | v2 |...| n
T P11 P12 | --- | Pin
x2 P21 D22 <ee | D2n
Tm Pm1 Pm2 cee Pmn

Sellel tabelil on omadu
m n
DI
i=1 j=1
sest koik stindmused (X =z;,Y =y;)i=1,2, ..., m,j=1,2, ..., non

paarikaupa teineteist vilistavad ja iiks neist realiseerub kindlasti. Sealjuures

n n
PX=u)=Y P(X=2,Y=y;) = pi
j=1 J=1

ja
P(Y=y)) =) P(X=uz,Y=y;)=> pj
i=1 =1

1.8.2 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon

Definitsioon 1. Juhusliku vektori jaotusfunktsiooniks nimetatakse tGe-
naosust
F(z,y)=P(X <z,Y <y)

Geomeetriliselt tdhendab juhusliku vektori jaotusfuntsioon juhusliku punkti
(X,Y) sattumise toendosust xy-tasandi puntihulka, mis jaavad IIT veeran-
disse tipuga (z,y)

Jaotusfunktsiooni omadused.
e 0< F(z,y) <1

e Jaotusfunktsioon on monotoonselt kasvav molema argumendi jargi.
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Toepoolest, valides néiteks kaks X vadrtust xq ja xo selliselt, et x1 <
xg, saame siindmuse (X < z2,Y < y) kirjutada teineteist vélistavate
siindmuste summana

(X <z, Y <y)=(X<z,Y <y)+(x1 <X <z2,Y <y)
Seega
P(X <z, Y <y)=P(X <z,Y <y)+ P(r1 < X <22,Y <)

ehk
F(za,y) = F(z1,y) + P(z1 < X <22,Y <)

jaet P(z1 < X <mo,Y <vy) >0, siis F(xa,y) > F(z1,y).

e Tahistades komponendi X jaotusfunktsiooni Fi(z) ja komponendi Y
jaotusfunktsooni F»(y), kehtivad vordused

Jim F(z,y) = Fi(2)
ja
lim F(z,y) = Fa(y)

st kui juhusliku vektori iiks argument kasvab tokestamatult, siis juhus-
liku vektori jaotusfunktsioon ldheneb teise komponendi jaotusfuntsioo-
nile.

e lim F(z,y)= lim F(z,y)=0
y——00

T——00

o lim  F(z,y)=1
(@) —(00,00)
Definitsioon 2. Juhusliku vektorit (X,Y) nimetatakse pidevaks, kui
selle jaotusfunktsioon F'(z,y) on pidev molema argumendi jargi.

1.8.3 Juhusliku vektori jaotustihedus

Jaotusfunktsiooni saab kasutada nii diskreetse kui ka pideva juhusliku
vektori jaotuse kirjeldamiseks. Pidevate juhuslike vektorite jaotuse iseloo-
mustamiseks sobib paremini juhusliku vektori jaotustihedus.

Definitsioon. Kui pideva juhusliku vektori jaotusfunktsioonil on olemas
2

teist jarku segatuletis , siis seda nimetatakse juhusliku vektori (X,Y)

oxdy
jaotustiheduseks ja tahistatakse

?F

flz,y) = 920y
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Funktsiooni z = f(z,y) graafikuks on pind ruumis, mida nimetatakse jao-
tuspinnaks. Teades jaotustihedust, saame arvutada toendosuse selleks, et ju-
huslik punkt asuks piirkonnas D valemiga

P((X,Y)e D)= //f(x,y)dxdy
D

Geomeetriliselt tdhendab see sellise koversilindri ruumala, mis pealt on pii-
ratud jaotuspinnaga z = f(x,y), alt zy-tasandi piirkonnaga D ja mille moo-
dustaja on paralleelne z-teljega.

Jaotusfunktsioon F'(z,y) on téendosus, et juhuslik punkt asub xy-tasandi
III veerandis tipuga (x,y), st

F(z,y) = /xd:v/yf(ﬂzy)dy (1.33)

Juhusliku vektori jaotustiheduse omadused.
Omadus 1. Jaotustihedus on mittenegatiivne funktsioon

f(z,y) >0

See jareldub jaotustiheduse definitsioonist ja sellest, et juhusliku vektori jao-
tusfunktsoon on monotoonselt kasvav molema argumendi jargi.

Omadus 2. - -
/dx/f(a?,y)dy—l

See jéreldub vordusest (1.33) ja juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadu-
sest lim F(z,y)=1

(z,y)—(00,00)
Geomeetriliselt tdhendab omadus 2 seda, et jaotuspinna ja zy-tasandi
vahelise piirkonna ruumala vordub 1-ga.

Niide. Juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus ruudus 0 < z < %, 0<

y < g on f(z,y) = asin(xz+y) ja viljaspool seda ruutu f(z,y) = 0. Mddrame

kordaja a ja leiame jaotusfunktsiooni.
Viljaspool ruutu on f(z,y) = 0, seega Omadus 2 jargi

a/dx/sin(a:+y)dy: 1

0 0

(VB
[VE]

Arvutame seesmise integraali

(VB

3

. ™ .
/81n(x+y)dy = —cos(z+y)| = —cos <x+ 5) + cosx = sinx + cosz
0

0
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ning vilise integraali

2
(sinz + cosz)dr = (—cosz +sinz)| =1+1=2
0

o\
[ME]

Seega 2a = 1, millest a = %

Kui z < 0 voi kui y < 0, siis ilmselt F(z,y) = 0. Samuti kui > 1 voi
y>1,siis F(z,y) = 1. Kui0 <z < gja() <y< g,siis flx,y) = %sin(m+y)
ning

x

Flaz,y) = % / do /y sin( + y)dy

0 0

Integreerimisel tuleb arvestada, et iilemine raja y on konstant, aga samas on
seesmist integraali arvutades on y muutuja.

y
= cosx — cos(x + )
0

y
/sin(ac +y)dy = —cos(z +y)
0

Viimases on niitid y konstant ja
1 [ 1
F(z,y) = 5 /[cos r—cos(z+y)]|dr = i[sin x—sin(z+y)]
0

T

L. . .
=3 [sin z4-sin y—sin(z+y)]

0
) T T R L
Kui0<x < 5 jay > 5 saame komponendi X jaotusfunktsiooni

1
Fi(x) = §[sinx+sing — sin(x + g)] =1+sinx —cosx

jakui z > g ja0<y < g, saame komponendi Y jaotusfunktsiooni
Fy(y) =1+ siny — cosy

1.8.4 Juhusliku vektori komponentide jaotustihedused. Tinglikud
jaotusseadused

Olgu f(z,y) juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus. Jaotusfunktsiooni
omaduste pohjal saame komponendi X jaotusfunktsiooni

Yy—0o0

Fi(z) = lim F(z,y) = / da /Oof@,y)dy
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ja komponendi Y jaotusfunktsiooni

By(y) = lim F(z,y) = /dx/fa:y

T—00

Diferentseerides esimest vordust muutuja x jirgi, saame komponendi X
jaotustiheduse

fi(z dFl / f(z,y)d (1.34)

ja diferentseerides teist vordust muutuja y jérgi, saame komponendi Y jao-
tustiheduse

foly dF2 /fﬂcy (1.35)

Viimaste valemite abil saab leida juhusliku vektori komponentide jaotusti-
hedusi, teades juhusliku vektori jaotustihedust.

Vastupidine iilesanne ei ole iildjuhul {iheselt lahenduv. Juhusliku vekto-
ri komponentide jaotustihedused iseloomustavad kumbagi juhusliku suurust
iiksikult, kuid ei iseloomusta nende omavahelisi seoseid.

Seega, kui juhusliku vekstori komponendid on séltuvad, ei saa juhusliku
vektori jaotusseadust iseloomustada ainult vektori komponentide jaotussea-
duste kaudu. See toob meid tingliku jaotusseaduse moiste juurde.

Definitsioon. Vektori iihe koordinaadi tinglikuks jaotusseaduseks ni-
metatakse selle koordinaadi jaotust tingimusel, et teine koordinaat omandab
kindla vaartuse.

Komponendi X tinglikku jaotusfunktsiooni tingimusel, et Y = y téhis-
tatakse F'(x/y) ja tingliku jaotustihedust f(z/y). Komponendi Y tinglikku
jaotusfunktsiooni tingimusel, et X = z tahistatakse F(y/x) ja tingliku jao-
tustihedust f(y/x).

Komponendi X tinglik jaotustihedus leitakse seosest

f(z,y)
flz/y) = 1.36
I =) 1
Komponendi Y tinglik jaotustihedus leitakse seosest
[,y
fly/z) = (z,9) (1.37)

fi(x)

Viimased vordused saab kirjutada

fla,y) = file)f(y/x) = fay) f(z/y) (1.38)

st juhusliku vektori jaotustiheduse leidmiseks on vaja teada ithe komponendi
jaotustihedust ja teise komponendi tinglikku jaotustihedust.
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Kasutades valemeid (1.34) ja (1.35), saame vordustest (1.36) ja (1.37)

f(z,y)
f@ly) = = (1.39)
W) =T e
ja
fz,y)
fy/z) = -~ (1.40)
oo flz,y)dy
Tinglikel jaotustihedustel on koéik jaotustiheduse omadused, sealhulgas
[ /s =1
ja

70 fly/x)dy =1

1.8.5 Soltumatud ja soltuvad juhuslikud suurused

Definitsioon. Juhuslikku suurust X nimetatakse séltumatuks juhus-
likust suurusest Y, kui juhusliku suuruse X jaotusseadus ei soltu sellest,
millise vadrtuse omandab juhuslik suurus Y.

Samamoodi saab defineerida juhusliku suuruse Y séltumatuse juhuslikust
suurusest X.

Kui soltumatud juhuslikud suurused X ja Y on pidevad, siis juhusliku
suuruse X tinglik jaotustihedus ei soltu Y vaértustest, st tinglik jaotustihe-
dus on vordne komponendi X jaotustihedusega

fx/y) = hi(z)

Kui aga juhuslik suurus X soltub juhuslikust suurusest Y, siis

fx/y) # fi(z)

Lause. Kui juhuslik suurus X on soltumatu juhuslikust suurusest Y, siis
ka juhuslik suurus Y on soltumatu juhuslikust suurusest X.
Toepoolest vordusest (1.38) saame

fi(@) f(y/z) = fa(y) fr(z)

millest jareldub, et
fy/z) = fa(y)

Teoreem. Pidevate juhuslike suuruste X ja Y soltumatuseks on tarvilik
ja piisav, et juhusliku vektori (X,Y’) jaotustihedus avalduks komponentide
jaotustiheduste korrutisena

f(z,y) = fi(z) fa(y)
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Niide. Olgu juhusliku vektori (X,Y") jaotustihedus
1
flay) = m2(1+ 22 + y? + 22y?)
Kas X ja Y on soltumatud voi soltuvad juhuslikud suurused.

Et veenduda juhuslike suuruste X ja Y soltumatuses, piisab vektori jao-
tustiheduse teisendamisest kujule

T = i+~ =i+ a?) 0+ 9)

Vektori komponentide jaotustihedused

1
fi(z) = A1+ 22

ja .
fa(y) = m

Sellise jaotustihedusega juhuslikke suurusi nimetatakse Cauchy jaotusega
juhuslikeks suurusteks.

1.8.6 Juhusliku vektori arvkarakteristikud

Juhusliku vektori jaotusseadus iseloomustab juhuslikku vektorit tiieli-
kult. Katseandmete jargi aga ei pruugi jaotusseadus alati olla méadratav. See-
parast kasutuatakse sageli juhusliku vektori arvkarakteristikuid, mis teatud
madral annavd ka ettekujutuse jaotuseadusest.

Diskreetse kahemdootmelise vektori (X;Y) jaotusseadusega

X\Y | w1 | w2 || Un
T P11 P12 | --- | Pin
x2 D21 p22 | --- | D2n

Tm | Pml | Pm2 | --- | Pmn
komponentide X ja Y keskvidrtused arvutatakse valemitega

m n
EX =) =) pij (1.41)
=1 =1

Ja n m
EY =3 y; > vy (1.42)
=1 =1

Pideva kahemodtmelise vektori (X;Y) komponentide X ja Y keskvadr-
tused arvutatakse valemitega

EX = 7$f1(:v)d:r = /ooxda; 7f(:c,y)dy (1.43)
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ja
EY = /yfz(y)dyz /ydy/f(sv,y)dﬂf (1.44)

Niide 1. Diskreetse juhusliku vektori (X;Y") jaotusseadus on

XY 2 3 4

1 001 0 0.2

3 |01 02 01

5 0 02 01

Arvutame komponentide X ja Y keskvéirtused ja dispersioonid.
Koigepealt leiame valemi (1.41) jargi

EX=1-0,34+3-0,445-0,3=3,0
siis sama valemi jargi
EX%2=1%2.0,34+3%2.0,4+5%-0,3=11,4

Seega
DX =11,4—3,02=2,4

Edasi valemi (1.42) jargi
EFY =2.0,24+3-0,4+4-0,4=3,2
Sama valemi abil
EY?=2%.0,2+3%-0,4+4%-0,4=10,8
ja 1opuks dispersiooni
DY =10,8 — 3,22 = 0,56

Niide 2. Juhusliku vektori (X;Y') jaotustihedus kolmnurgas = > 0,
y<1ljay>xon f(z,y) = 8zy ja viljaspool seda kolmnurka f(x,y) = 0.
Leiame komponendi X keskvairtuse ja dispersiooni.

Esiteks leiame komponendi X jaotustiheduse

L 1

filz) = /8xydy =dzy?| =4z — 423
= x
seejirel valemi (1.43) abil X keskvdirtuse
/ 4o 425\ '8
EX:/az(4x—4x3)dx: B = —
3 5 )|, 15




ja X2 keskvidrtuse

1
4 6
EX? = /x2(4:1: — 423)dx = <x4 — g)
0

Komponendi X dispersioon on seega

1 21
DX =EX? - (EX)?=- - sy 1L
3 \15 225

Definitsioon 1. Juhusliku vektori (X,Y") kovariatsiooniks nimetatakse
komponentide X ja Y hélvete korrutise keskviartust

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] (1.45)

Diskreetsete juhuslike suuruste X ja Y kovariatsioon arvutatakse vale-
miga
m n
cov(X,Y) =YY (ai — EX)(y; — EY)py; (1.46)
i=1 j=1

ning pidevate juhuslike suuruste kovariatsioon valemiga

cov(X,Y) = / / (x — EX)(y— EY)f(x,y)dzdy (1.47)

-0 —00
Keskviirtuse omadusi kasutades saame

cov(X,Y) = E[(X—-EX)Y -EY)=E(XY—-X-EY-Y -EX+EX-EY)=
= E(XY)-EX-EY —EY -EX +EX-EY

ehk
cov(X,Y)=FE(XY)—-EX - -EY (1.48)

Juhusliku vektori kovariatsioon iseloomustab peale juhuslike komponentide
hajuvuse ka nende vastastikust méju. Selle méju tugevuse hindamiseks ka-
sutatakse dimensioonita suhet.

Definitsioon 2. Juhuslike suuruste X ja Y korrelatsioonikordajaks ni-
metatakse suhet

Tay = 22 (1.49)
0z0y

Definitsioon 3. Juhuslikke suurusi X ja Y nimetatakse mittekorrelee-
ruvaiks, kui nende kovariatsioon (st ka korrelatsioonikordaja) vordub 0-ga.

Kehtib viide.

Lause. Soltumatud juhuslikud suurused X ja Y on mittekorreleeruvad.
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Selle lause viide jareldub vahetult soltumatute juhuslike suuruste kesk-
vidrtuse omadusest E(XY) = EX - EY.

Osutub, et juhuslike suuruste mittekorreleeruvus on tarvilik nende juhus-
like suuruste soltumatuseks, kuid mitte piisav. Juhuslikud suurused X ja Y
voivad olla mittekorreleeruvad ja samal ajal s6ltuvad. Vaatleme selle kohta
néidet.

Niide. Olgu juhuslik vektor (X,Y") iihtlase jaotusega ringis raadiusega
r, keskpunktiga koordinaatide alguses, st

1 c2 2 2
== kui * 4y <r
f(‘rvy) - { 0, kui 172 4 y2 > 7“2 (150)

Leiame koigepealt komponentide X ja Y jaotustihedused. Valemi (1.34)
jargi
Nt
/ L2
—dy = —5Vr?—=x
R A
N
kui |z| <7 ja fi(z) =0, kui |z| > r. Valemi (1.35) jérgi

fi(z) =

N
1 2
f2(y) = / ﬁda: = ;) r2 —y?
—/r2—y2

kui [y| <7 ja fo(y) =0, kui |y[ > .
Valemi (1.36) jargi leiame komponendi X tingliku jaotustiheduse
I R——
% /12— 2 212 — 2

kui |z| < /1?2 —y? ja f(z/y) = 0, kui |z| > /r? — y2. Valemi (1.37) jargi

leiame komponendi Y tingliku jaotustiheduse

1
1
€Tr) = 7”,2 =
fly/z) Ry N

kui ly| < Vr? — 22 ja f(z/y) =0, kui |y| > V7?2 — 2. lmselt
fxly) # hi(z)

ega ka
fly/z) # fa(y)

st juhuslikuud suurused X ja Y on séltuvad.
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Komponentide X ja Y kovariatsiooni arvutamiseks kasutame valemit
(1.47). Selleks arvutame esiteks komponendi X keskvéaartuse

oo
/xfl( )dx = m mdm
—o0 ~r
Kui selles integraalis thea muutuja vahetus ¢t = r2 — 22, saame dt = —2xdx
ehk xdr = ——. Kui x = —r , siis t = 0 ning kui « = r, siis samuti ¢ = 0.

Parast muutuja vahetust

o0 1 0
/ zfi(x)dr = —Q/ﬁdt =0
r
—o00 0
Arvutades komponendi Y keskvdirtuse, saame samuti
oo
/ yfa(y)dy =0
—o0o

Jarelikult valemi (1.47) pohjal

cov(X,Y) //myda: y = // rydxrdy

kus D on ring z2 + y? < r2. Kahekordse integraali arvutamiseks teisendame
selle polaarkoordinaatidesse x = pcos g, y = psinp ja |J| = p. Siis

cov(X,Y) /dcp/p cos p sin pdp

Seesmine integraal
.
4
. 3 r .
cos<psmcp/p dp = 4 cosysing
0

Kui vilises integraalis
27

1
—32 cos p sin wdy

4
4
teha muutuja vahetus ¢t = sin ¢, saame dt = cos pdy tottu

?”2

cov(X,Y) tdt =

:]
O\o

st juhusliku vektori komponendid on mittekorreleeruvad.
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2 Matemaatilise statistika elemendid

2.1 Matemaatilise statistika pohimoisted

Matemaatiliseks statistikaks nimetatakse matemaatika haru, mis uurib
statistiliste andmete pohjal jarelduste tegemise meetodeid. Nimetame mo-
ningad matemaatilise statistika suunad: katseplaneerimine, statistiliste hii-
poteeside kontrollimine, statistilised hinnangud, statistilised otsustused jne.
Toendosusteooria on matemaatilise statistika teoreetiline alus. Matemaatili-
ses statistikas on kasutusel toenfosusteooria terminoloogia ja meetodid.

2.1.1 Matemaatilise statistika pohimoisted

Uldkogumiks nimetatakse kdikide uuritavate objektide hulka. Uldkogu-
miks voib olla niiteks Eesti rahvastik, koik Eesti iiliopilased, iihe tehase
poolt valmistatud teatud méotmetega autorehvid, mingi taimeliik, loomaliik
(Eestis, Euroopas, terves maailmas) jne.

Uldkogumi uurimine on iihel juhul kulukas (mille tdttu kogu rahvastiku
uurimine viiakse 1dbi mitte sagedamini kui iiks kord kiimne aasta jooksul)
voi sootuks voimatu (kui katsetada koiki tehase poolt toodetud autorehve,
pole midagi miiiia).

Selle tottu voetakse iildkogumist mingi alamhulk, nn valim. Statistiliste
otsuste tegemiseks peab valim olema piisavalt suur ja see ei voi olla tendents-
lik, st peab esindama iildkogumit. Niiteks kui uuritakse Eesti {iliopilasi, siis
peab valimis olema erinevatest rahvustest tiliopilasi, molemast soost opilasi,
linnast ja maalt parit iiliopilasi, koikide maakondade iiliopilasi, iiliopilasi eri-
nevate sissetulekutega perekondadest jne.

Matemaatilise statistika pohiiilesandeks on valimi pohjal jarelduste tege-
mine {ildkogumi kohta.

Uldkogumit uuritakse valimi abil teatud tunnuse seisukohalt. Kui uuri-
takse Eesti iiliiopilasi, voib tunnuseks olla {ilidpilase pikkus, kaal, kinga num-
ber, korgema matemaatika hinne, elukoha kaugus koolist, silmade vérv, va-
nemate péritolu, opilase rahulolu kooliga jne.

Tunnuseid jaotatakse kvantitatiivseteks ja kvalitatiivseteks. Kvantitatiiv-
sed tunnused on mdéodetavad, st iseloomustatavad arvudega. Nendeks on
néiteks iiliopilase pikkus, kaal, kinga number, matemaatika hinne jne.

Kvantitatiivsed tunnused jaotuvad diskreetseteks ja pidevateks tunnus-
teks. Opilase kaal ja pikkus on pidevad tunnused, kinga number ja mate-
maatika hinna aga diskreetsed tunnused.

Kvalitatiivsed tunnused on omakorda jaotatavad ordinaalseteks ja no-
minaalseteks. Ordinaalsed tunnused on mingil moel loogiliselt jarjestatavad
tunnused. Néiteks iilidpilase rahulolu oma oppekavas pakutuga voib anda
hinnanguks olen vdga rahul, olen rahul, neutraalne, ei ole rahul voi pole
ildse rahul. Nominaalseid tunnuse tulemusi omavahel ei saa vorrelda. No-
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minaalseteks tunnusteks on néaiteks iiliopilase sugu, silmade vérv, vanemate
paritolu.

Tunnuseid hakkame tdhistama sarnaselt tdenfosusteoorias vaadeldus ju-
husliku suurusega téhestiku 16pu suurte tdhtedega X, Y, Z, U, V, W.

Jargnevaid moisteid vaatleme niite varal. Oletame, et dpetaja Kobra
seisis iihe kuu jooksul igal koolipdeva hommikul kooli sissepddsu juures ja
registreeris esimesse tundi hilinejate arvu. Opetaja Kobral oli kuu aja pérast
jargmine tulemuste rida

17,6, 11, 14, 10, 18, 7, 16, 17, 22, 14, 4, 12, 14, 20, 12, 6, 19, 14,12, 15.

Olgu tunnus X - hilinejate arv. Rida, mis saadakse tunnuse viértuste
registreerimisel nende esinemise jarjekorras, nimetatakse statistiliseks reaks.
Objektide (antud niites koolipdevade) arvu statistilises reas nimetatakse va-
limi mahuks. Niites on valimi maht n = 21, st vaadeldavas kuus on 21
koolipédeva.

Variatsioonreaks nimetatakse korrastatud statistilist rida, kus tulemused
on toodud kasvavas jirjekorras.

Tunnuse X - hilinejate arv - variatsioonrida on

4,6,6, 7,10, 11, 12, 12, 12, 14, 14, 14, 14, 15, 16, 17, 17, 18, 19, 20, 22.

Variatsioonrea pohjal moodustame sagedustabeli, milles {ilemisse ritta
kirjutame tunnuse vidrtused ja alumisse nende véiirtuste sagedused f;. Esi-
mene vadrtus 4 esineb variatsioonreas iihe korra, st selle sagedus on f; =1,
teine vadrtus 6 esineb variatsioonreas 2 korda, st selle sagedus on fo = 2, ...
, seitsmes vadrtus 14 esineb variatsioonreas 4 korda, st selle sagedus f; =4
jne.

| X [4]6[7|10[11[12]14 |15 |16 17 |18 |19 ] 20 | 22 |
[frfelifrfrfsfafrfrf2 ]t

Kui tunnuse vaartusi on palju, siis vadrtused jaotatakse vddrtuste klassi-
desse. Klasside arvu m voib maé#rata klassifitseerija, kuid, kui vadrtused ei
anna head ideed klasside arvu valikuks, voib kasutada reeglit m = 1+ logyn
ja timardada tulemus ldhima tdisarvuni. Meie néites oleks klasside arv on
m=1+logy21 =5,39 =~ 5.

Klassi ulatuseks on loomulik valida variatsioonreas esineva suurima vaar-
Tmazr — Tmin

6
2

tuse ja vdhima vddrtuse vahe jagatud klasside arvuga . See

iimardatakse alati iilespoole, selleks, et koik tunnuse vadrtused ,]n;giiksid moo-
—4 = 3,6, st klassi
ulatuseks valime 4 iihikut. Et aga kogu variatsioonrea ulatus on 18 {ihikut,
viide klassi klassi ulatusega 4 mahub 20 iihikut, votame esimeseks vadrtus-
te klassiks poolldigu [3;7), vaatamata sellele, et viartust 3 variatsioonreas
ei ole. Moodustame viie klassiga sagedustabeli, kus iilemisse ritta kirjutame
vaartuste klassid ja alumisse ritta klassi kuuluvate tunnuse védrtuste arvu,
sageduse.

dustatud klassidesse. Meie naites on klassi ulatus
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| X | [3;7) | [7;11) | [11;15) | [15519) | [19;23] |
R 2 8 |5 3 |

Vadrtuste klassideks on poolldigud, sest iga tunnuse vaédrtus voib kuuluda
ainult iihte klassi. Tunnuse vadrtus 7 kuulub teise vairtuste klassi, tunnuse
vaartus 11 kuulub kolmandasse vadrtuste klassi jne. Erandiks on viimane
vadrtuste klass, mis on 16ik, st sisaldab moélemat oma otspunkti. Meie niite
puhul see ei ole oluline, sest védrtust 23 nagunii variatsioonreas ei ole.

Kui sagedustabelis klassi kuulumise sagedused asendada suhteliste sage-
dustega, siis saame tunnuse jaotustabeli.

| X | 3;7) | [7;11) | [11;15) | [15;19) | [19;23] |
FEEEEE- R -
n 7 21 21 21 7

Jaotustabelil on samasugune omadus, nagu juhusliku suuruse jaotusta-
belil: kui koik alumises reas olevad suhtelised sagedused kokku liita, saame
tulemuseks {ihe.

Edasi vaatleme statistilise andmestiku graafilist esitamist. Jaotustabeli
pohjal koostame histogrammi, so tulpdiagrammi, kus abstsissteljel on véar-
tuste klassid ja ordinaatteljel suhtelised sagedused.

Kui soovitakse ndha, kui suure osa moodustavad erinevad vairtuste klas-
sid koikide vadrtuste hulgas, kasutatakse graafilise esitusena sektordiagram-
mi. Iga klass kujutatakse sektorina, mille kesknurk moodustab 360-st kraa-
dist suhtelise sageduse suuruse osa. Klasse [3;7) ja [19;23) kujutavate sek-

1
torite kesknurk on = 360° = 51,4°, klassi [7;11) kujutava sektori kesknurk
2 8
on - 360° = 34, 3°, klassi [11; 15) kujutava sektori kesknurk on T 360° =
5}
137, 1° ning klassi [15;19) kujutava sektori kesknurk on o1 360° = 85, 7°.

2.1.2 Empiiriline jaotusfunktsioon

Oletame, et uurime teatud objektide Gldkogumit valimi abil ja valimi
maht on n. Uldkogumi empiiriliseks jaotusfunktsiooniks ninetatakse fukt-

siooni f
Fa)y=3% %
m=3 4
x;<x
Mida suurem on valimi maht, seda tédpsemalt iseloomustab valimi pohjal
koostatud empiiriline jaotusfunktsioon tildkogumi jaotusfunktsiooni F(z).
Kehtib teoreem.
Teoreem. Valimi mahu tokestamatul kasvamisel koondub empiiriline
jaotusfunktsioon toendosuse jargi tildkogumi jaotusfunktsiooniks, st

lim P(|F*(z) — F(x)| <e) =1

n—oo
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iga € > 0 korral.
Empiirilisel jaotusfunktsioonil on sarnased omadused juhusliku suuruse
jaotusfunktsioooniga.

e 0 < F*(z) <1,
e F*(x) on monotoonselt kasvav, st kui xo > 1, siis F*(x2) > F*(z1);
o F*(x) =0, kui x < zpn ja F*(x) =1, kui > Zpge-

Empiirilise jaotosfunktsiooni graafik on treppjoon. Kooostame eelmise
punkti néites toodud tunnuse X - hilinejate arv klassifitseeritud jaotustabeli
pohjal empiirilise jaotusfunktsiooni.

(0, kuiz <3
1
1 kuid <z <7
> kui 7 <2z <11
—,  kui x <
Fa) = 21
13
T kui 11 <2 <15
1
2—513, kui 15 <2 <19
1, kui z > 19

2.1.3 Keskviirtuse, dispersiooni ja standardhilbe punkthinnan-
gud

Punkthinnanguid saame vaadelda kvantitatiivsete tunnuste puhul. Punkt-
hinnangud jagunevad paiknemist ja hajuvust iseloomustavateks. Paiknemist
iseloomustavad aritmeetiline keskmine (keskvéirtus), mood ja mediaan. Ha-
juvust iseloomustavad dispersioon ja standardhélve.

Uldkogumi keskviirtuse hinnanguks on valimi aritmeetiline keskmine.
Kui valimi variatsioonrida on

T1,X2,T3,-..,Tn

st valimi maht on n, siis aritmeetiline keskmine on

n
D i
i=1

Keskvidrtuse punkthinnang on valimist soltuv juhuslik suurus!
Keskviartuse punkthinnang sagedustabeli jargi, kus on m erinevat vaar-
tust,

T =

S
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‘X ‘:cl ‘:pg ‘3:3 ‘ ‘xm ‘
| fi | f1 | f2 | fs e

leitakse valemiga

T =

S

> wifi (2.1)
=1

Siin koikide sageduste summa vordub valimi mahuga, st

ft+fot+t...+fm=n

Eelmises punktis vaadeldud niite tunnuse X - hilinejate arv - keskvadrtus
on

44+6-24+7+10+114+12-34+14-44+15+16+17-24+ 18+ 19 + 20 + 22

E:

21

Kui arvutatakse aritmeetiline keskmine klassifitseeritud sagedustabelist, siis
valitakse arvutamisel klassi esindajaks klassi keskmine, st, kui klass on pool-
. . . - a+b

16ik [a;b), valitakse arvutamiseks vadrtus x = ——. Arvutades sama kesk-

vidrtuse klassifitseeritud sagedustabelist, saame tulemuseks

. .24 13- 17 - 21 -
j:5 3+9-2+ 32i3+ 7.5+ 3:13’571

mis monevorra kiill erineb eelmisest tulemusest, kuid suhteliselt vihe.
Mis tahes parameetri hinnang peab olema nihutamata, st hinnangu kesk-
vaartus peab vorduma hinnatava parameetriga. Keskvadrtuse puhul

Erxr=FEX

Seda tuleb moista nii: keskvddrtuse punkthinnang x on valimist soltuv ju-
huslik suurus ja selle juhusliku suurus keskvdartus vordub iildkogumi kesk-
vaartusega.

Tunnuse X mood M, X on tunnuse suurima sagedusega vadrtus. Eelmise
punkti ndite tunnuse mood on M, X = 14, sest selle sagedus on 4 ja koikide
teiste viartuste sagedus on viiksem. Tunnusel voib mood ka puududa ning
tunnusel véib olla ka mitu moodi, st mitu viartust, millel on suurim sagedus.

Tunnuse X mediaan M.X on tunnuse viartus, millest suuremaid ja vaik-
semaid on vordselt. Eelmise punkti néite tunnuse mediaan M. X = 14, sest
variatsioonreas vidrtusest 14 on 10 eespool ja 10 tagapool.

Juhul, kui variatsioonreas on paarisarv vadrtusi, siis on mediaan vordne
kahe keskmise vadrtuse aritmeetilise keskmisega. Néiteks, kui tunnuse Y -
iiliopilase pikkus - variatsioonrida on

159,162,164, 165, 167,168,170, 171

165 + 167
siis tunnuse Y mediaan M.Y = + = 166.
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Olgu valimi variatsioonrida on
L1, X2,X3,-.-,Tn

Tunnuse hilveteks nimetatakse vahesid z; — T ja hélvete ruutudeks nende
ruutusid (z; — Z)2. Tunnuse dispersiooni hinnanguks D*X nimetatakse hl-

vete ruutude keskvaartust

n

prx =L > (zi—7)?

n -
=1
Teisendades saame
1 n
D*X = =) (2} - 2Tw; +7°) =
ni4
1 — 1 — 1 &
_ 2 _ o= . - =2 _
= nZ;x’ anz;x,—FnZ;a: =
1= 1= 1=

= 22272+ 7% =22 — 72

Kui tunnuse X valimi sagedustabel on

‘X ‘1‘1 ‘$2
| fi | A f2 | /3

leitakse dispersiooni hinnang valemiga

D*X =22 — 72 (2.2)

kus
72 =

S|

m

2
Zmi fi
i=1

ja T arvutatakse valemi (2.1) abil.
Osutub, et dispersiooni hinnang D* X ei ole nihutamata hinnang. Nimelt,
on voimalik toestada, et
n—1

E(D*X) = DX
n

so D*X on nihutatud hinnang. Nihutamata hinnanguks on

n
82:

D*X (2.3)

n—1
Standardhélbeks nimetatakse ruutjuurt dispersioonist

s=Vs2
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Oletame, et tunnuse vidrtused (naiteks opilase pikkus) on sentimeetrites.
Sellisel juhul ka aritmeetiline keskmine on sentimeetrites. Tunnuse vidrtuste
ruudud on ruutsentimeetrites, ruutsentimeetrites on ka vairtuste ruutude
keskvaartus ja keskvadrtuse ruut. Jarelikult on hajuvust iseloomustav suurus
- dispersioon - ruutsentimeetrites. Standardhélve, kui ruutjuur dispersioonist
on aga sel juhul sentimeetrites nagu juhusliku suuruse vdartused, st sama
moodtmega nagu juhusliku suuruse vadrtused.

Leiame eelmise punkti néites vaadeldud tunnuse X - hilinemiste arv -
dispersiooni ja standardhélbe. Arvutuste mahu kokkuhoiu mottes kasutame
selleks klassifitseeritud vadrtuste sagedustabelit. Keskviirtuseks saime T =
13,571. Leiame ruutude aritmeetilise keskmise

52.349°.24132.84172.5+212.3

o
v 21

= 207,476

dispersiooni nihutatud hinnangu
D*X = 207,476 — 13,571% = 23,304

dispersiooni nihutamata hinnangu

21
2
= — 23,304 = 24,469
S 20 ) Y

ja standardhélbe nihutamata hinnangu

s = /24,469 = 4,95

Variatsioonikordaja kasutamine hajuvuse iseloomustamiseks on vajalik
selleks, et erinevastes mootihikutes saadud standardhélbeid omavahel vor-
relda (néiteks kui iiks tunnus on Gpilase pikkus, teine kaal, kolmas kinga
number).

Variatsioonikordajaks v nimetatakse tunnuse standardhélbe ja aritmee-
tilise keskmise suhet, st

v =

SRS

Variatsioonikordaja iseloomustab kui suur on hajuvus tunnuse mootiihiku-
tes aritmeetilise keskmise {ihe iihiku suhtes. Variatsioonikordaja on iihikuta
suurus ja see esitatakse tavaliselt protsentides. Tunnuse X - hilinemiste arv
- variatsioonikordaja on

483
YT 13,571

= 0,36 = 36%

2.1.4 Keskviirtuse vahemikhinnang

Valimi pohjal leitud keskvddrtuse punkthinnang on juhuslik ja ei ole
alust arvata, et see on vordne ildkogumi keskviirtusega. Seetottu kasuta-
takse lisaks keskvairtuse punkthinnangule keskvaartuse vahemikhinnangut.
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Vahemikhinnang on valimi pohjal leitud vahemik, millesse hinnatav para-
meeter, so lildkogumi keskviartus kuulub ette antud téendosusega. Seda ette
antud toendosust nimetatakse usaldusnivooks , ja tihistatakse 8. Reeglina
antakse ette usaldusnivoo 0,9 vo6i 0,95 voi 0,99.

Olgu 7 valimi pohjal arvutatud keskviirtuse punkthinnang ja a iildko-
gumi, so hinnatava parameetri, keskvidrtus (mis ei ole teada). Keskvaartuse
stimmeetriliseks usalduspiirkonnaks nimetatakse vahemikku

(T—¢e;T+¢)
mis katab hinnatava keskviirtuse tGendosusega 3, st
P(lz—a|l<e)=p

Keskvairtuse punkthinnang on valimist séltuv juhuslik suurus, seepéirast
kasutame selle jaoks tahistust X.

2.1.5 Normaaljaotuse keskviirtuse usaldusvahemik, kui standard-
hilve on teada

On voimalik toestada, et kui juhuslik suurus on normaaljaotusega, siis ka
selle keskvadrtuse punkthinnang kui juhuslik suurus X on normaaljaotusega
ja iildkogumi keskviirtuse a usaldusvahemik leitakse seosest

P(X —a| <¢) =2 <U&)>

Siin juhusliku suuruse X dispersioon on
— 1o 1 ¢ DX

Seega standardhélve

=\ f_\/DX_i
o(X)=VDX = N

B

Jarelikult
P(X —a| <) =2 <€0”> .y (2.4)

Niide. Oletame, et iiliopilane moodab teatud vedeliku keemistempe-
ratuuri (kraadides Celsiuse jargi) ja saab 6 erinevat tulemust 102,5; 101,7;
103,1; 100,9; 100,5 ja 102,2. Ulidpilane teab, et selle vedeliku keemistempera-
tuuride standardhélve on 1,2 kraadi. Milline on keskva#rtuse usaldusvahemik
usaldusnivool 0,95.
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Arvutame valimi keskvaartuse

102,5 + 101,7 + 103, 1+ 1 1 102,2
__ 102,5+101,7 + 103, Jg 00,9+100,5+102,2 |\ o)

Suuruse € leiame valemi (2.4) abil

20 (8\/6> —0,95

1,2

millest

1,2

o (5‘/6> — 0,475

Laplace’i funktsiooni viértuste tabelist

V6
1,2

= 1,96

st € = 0,96. Seega keskvidrtuse usalduspiirkond usaldusnivool 0,95 on
(101,82 — 0,96; 101,82 4+ 0,96) = (100, 86; 102, 78)

st keemistemperatuuride keskvairtus jaidb toendosusega 0,95 just nimelt sel-
lesse vahemikku. Kui téendosust suurendada, siis peab loomulikult suuren-
dama ka usaldusvahemikku.

2.1.6 Normaaljaotuse keskviirtuse usaldusvahemik, kui standard-
hilve ei ole teada. Studenti jaotus

Vaatleme normaaljaotuse keskvidrtuse usalduspiirkonna leidmist, kui
iildkogumi standardhélve ei ole teada.

Eelmises punkti saime, et o(X) = \%. Niiiid asendame tundmatu o
n

tema hinnanguga s ja moodustame juhusliku suuruse

X—-a_ X-ayn
Co(X) s (2:5)

Juhuslikku suurust T nimetatakse Studenti jaotusega juhuslikuks suuruseks
vabadusastmete arvuga k = n—1, kus n on valimi maht. Téhistame Studenti
jaotusega juhusliku suuruse T voimalikke vadrtusi t. On voimalik tGestada,
et valimi mahu kasvades ldheneb Studenti jaotuse jaotustihedus s (f) nor-
meeritud normaaljaotuse jaotustihedusele

R

im s = = e

k—o0 K v 2m
ja, nagu ka normeeritud normaaljaotuse jaotustihedus, on ka Studenti jaotuse
jaotustihedus paaarisfunktsioon.
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Keskviartuse usalduspiirkonna leidmiseks laheme valemis
P(X —al<2)=8

iile Studenti jaotusele

P(|X — a|\{f < &"\éﬁ) = P(|T| < 6@) =0

2.1.7 Kahe tunnuse vordlemine. Korrelatsioon ja regressioon

Olgu mingi valim, mida uurime mitme tunnuse seisukohalt. Korrelat-
stoon on tunnuste vastastikune moju, mille tottu {ihe tunnuse vaartuste
muutused kutsuvad esile ka teise tunnuse vadrtuste muutused.

Korrelatsioonanaliitisi kasutatakse tunnuste vahelise seose olemasolu, tu-
gevuse ja iseloomu mootmiseks. Suurusi vaadeldakse siimmeetriliselt, s.t. ei
eeldata, et iiks tunnustest on pohjus, teine tagajirg.

Korrelatsioon kahe tunnuse vahel tdhendab seda, et iihe tunnuse suure-
matele vidrtustele vastavad sagedamini teise tunnuse suuremad (positiivne
korrelatsioon) voi viiksemad (negatiivne korrelatsioon) vaiartused. Kui seost
ei ole, on korrelatsioon null.

Oletame, et meil on iihe klassi opilased. Esimeseks tunnuseks olgu opilase
pikkus, teiseks opilase kaal ja kolmandaks matemaatika kursusehinne. Voib
oletada, et opilase pikkus kaalu mojutab, st {ildjuhul pikem opilane kaalub
rohkem. Samas opilase kaal matemaatika kursusehinnet vaevalt et eriti mo-
jutab. Seega voib eeldada, et oOpilase pikkus ja kaal on omavahel tugevas
korrelatsioonis, aga kaal ja matemaatika kursusehinne on norgas korrelat-
sioonis.

Oletame, et meil on iihe valimi kaks tunnust X ja Y. Kandes tunnuse
X viadrtused abstsissteljele ja tunnuse Y véidrtused ordinaatteljele, saame
punktihulga koordinaattasandil, mida nimetatakse korrelatsiooniviljaks.

Néitena vaatleme iilesandes 108 toodud kahte tunnust: X - liblika tiibade
siruulatus (mm) - ja Y - liblika kaal (g). Kanname koordinaatteljestikku
punktid, mille abstsiss on tiibade siruulatus ja ordinaat kaal.

Saadud korrelatsioonivéljas on 15, mitte 18 punkti, sest kolm vadrtuste
paari (23;16), (24;20) ja (25;18) esinevad korrelatsiooniviljas kahekordselt.
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Kahe tuunuse vahelise korrelatsiooni tugevust iseloomustab linecarne
korrelatsioonikordaja. Tahistame tunnuse X aritmeetilise keskmise ja stan-
dardhilbe T ja o, ning tunnuse Y aritmeetilise keskmise ja standardhélbe
vastavalt 7 ja o,. Lineaarne korrelatsioonikordaja arvutatakse valemist

TY-T-y
Oy - Oy

r =

kus korrutise aritmeetiline keskmine leitakse valemist

T1Y1 +T2ys + ... + TpYn
n

y:

Lineaarsel korrelatsioonikordajal r on jargmised omadused
o —1<r<;

e Kuir > 0, on tegemist positiivse korrelatsiooniga, st iihe tunnuse vaar-
tuste suurenemine tingib teise tunnuse vidrtuste suurenemise;

e Kui r < 0, on tegemist negatiivse korrelatsiooniga, st iihe tunnuse
vadrtuste suurenemine tingib teise tunnuse vadrtuste vihenemise;

e kui tunnused on soltumatud, siis r = 0;

e kui || < 0,3, loetakse korrelatsiooni norgaks;

e kui 0,3 < |r| <0,7, loetakse korrelatsiooni keskmiseks;
e kui |r| > 0,7, loetakse korrelatsiooni tugevaks.

Arvutame {ilesande 108 kahe tunnuse, liblika tiibade siruulatuse ja kaalu,
vahelise korrelatsioonikordaja. Teame, et T = 23,78, 0, = 1,78, ¥y = 18 ja
oy = 2,08. Lisaks arvutame iilesandes 108 toodud tabeli alusel korrutise
aritmeetilise keskmise

25-19+23-16+26-19+...4+25-18

Y 18 )

ning seejirel lineaarse korrelatsioonikordaja

| 431,2-23,78- 18

=0,8535
1,78-2,08 ’

mis tdhendab seda, et liblika tiibade siruulatuse ja kaalu vahel on tugev
positiivne korrelatsioon.

Regressioonsirgeks nimetatakse sirget, mis korrelatsiooniviljas olevat punk-
tihulka tervikuna teatud mottes koige paremini iseloomustaks. Olgu regres-
sioonsirge vorrand y = kx + b, kus k on sirge tous ja b algordinaat. Tous
ja algordinaat leitakse sellise ndude jargi, et korrelatsiooniviljas olevate y
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vadrtuste y; ja regressioonsirgel x vastavate vaartuste x; korral arvutatud 3
vadrtuste 7; vahede ruutude summa

(i —50)° + (2 —52)° + ..+ (Yn — Un)?

oleks vihim. Kui lahtuda sellest ndudest, on voimalik nididata, et regressioon-
sirge tous k leitakse valemist

O-CC
ja algordinaat b valemist
b=vy—kT

Kui asendada algordinaat regressioonsirge vorrandisse, saame
y=kr+7y—kx
Kui selles votta x vadrtuseks aritmeetiline keskmine %, saame
y=kx+y—kr=179

st regressioonsirgel vddrtusel T vastab vadrtus y ehk regressioonsirge {iheks
punktiks on punkt koordinaatidega (T;7).

Leiame kahte tunnust - liblika tiibade siruulatust ja kaalu - iseloomustava
regressioonsirge vorrandi. Koéigepealt leiame tousu

| 431,2-23,78- 18

b 1,782

= 0,997

ja seejarel algordinaadi
b=18—-0,997-23.78 = —5,72
Seega on otsitav regressioonsirge vorrand
y=0,997z — 5,72

Joonestame uuesti korrelatsioonivilja ja sellesse leitud regressioonsirge. Sirge
joonestamisel iitheks punktiks on Py (Z;y) = P1(23,78; 18). Teise punkti abst-
sissiks votame 27 ja arvutame vastava ordinaadi y = 0,997-27—5,72 = 21, 2,
st teine punkt on P»(27;21.2). Kumbki punkt P; ja P5 korrelatsioonivilja ei
kuulu.
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T

Lisa 1

1 2
Laplace’i funktsiooni ®(x) = Nz /e_2dt vadrtuste tabel
T
0
| $0.00 | 0.0l | +0.02 | +0.03 | +0.04 | +0.05 | +0.06 | +0.07 | +0.08 | +0.09
0.0 | 0.00000 | 0.00399 | 0.00798 | 0.01197 | 0.01595 | 0.01994 | 0.02392 | 0.02790 | 0.03188 | 0.03586
0.1 | 0.03983 | 0.04380 | 0.04776 | 0.05172 | 0.05567 | 0.05962 | 0.06356 | 0.06749 | 0.07142 | 0.07535
0.2 | 0.07926 | 0.08317 | 0.08706 | 0.09095 | 0.09483 | 0.09871 | 0.10257 | 0.10642 | 0.11026 | 0.11409
0.3 | 0.11791 | 0.12172 | 0.12552 | 0.12930 | 0.13307 | 0.13683 | 0.14058 | 0.14431 | 0.14803 | 0.15173
0.4 | 0.15542 | 0.15910 | 0.16276 | 0.16640 | 0.17003 | 0.17364 | 0.17724 | 0.18082 | 0.18439 | 0.18793
0.5 | 0.19146 | 0.19497 | 0.19847 | 0.20194 | 0.20540 | 0.20884 | 0.21226 | 0.21566 | 0.21904 | 0.22240
0.6 | 0.22575 | 0.22907 | 0.23237 | 0.23565 | 0.23891 | 0.24215 | 0.24537 | 0.24857 | 0.25175 | 0.25490
0.7 | 0.25804 | 0.26115 | 0.26424 | 0.26730 | 0.27035 | 0.27337 | 0.27637 | 0.27935 | 0.28230 | 0.28524
0.8 | 0.28814 | 0.29103 | 0.29389 | 0.29673 | 0.29955 | 0.30234 | 0.30511 | 0.30785 | 0.31057 | 0.31327
0.9 | 0.31594 | 0.31859 | 0.32121 | 0.32381 | 0.32639 | 0.32894 | 0.33147 | 0.33398 | 0.33646 | 0.33891
1.0 | 0.34134 | 0.34375 | 0.34614 | 0.34849 | 0.35083 | 0.35314 | 0.35543 | 0.35769 | 0.35993 | 0.36214
1.1 | 0.36433 | 0.36650 | 0.36864 | 0.37076 | 0.37286 | 0.37493 | 0.37698 | 0.37900 | 0.38100 | 0.38298
1.2 | 0.38493 | 0.38686 | 0.38877 | 0.39065 | 0.39251 | 0.39435 | 0.39617 | 0.39796 | 0.39973 | 0.40147
1.3 | 0.40320 | 0.40490 | 0.40658 | 0.40824 | 0.40988 | 0.41149 | 0.41308 | 0.41466 | 0.41621 | 0.41774
1.4 | 0.41924 | 0.42073 | 0.42220 | 0.42364 | 0.42507 | 0.42647 | 0.42785 | 0.42922 | 0.43056 | 0.43189
1.5 | 0.43319 | 0.43448 | 0.43574 | 0.43699 | 0.43822 | 0.43943 | 0.44062 | 0.44179 | 0.44295 | 0.44408
1.6 | 0.44520 | 0.44630 | 0.44738 | 0.44845 | 0.44950 | 0.45053 | 0.45154 | 0.45254 | 0.45352 | 0.45449
1.7 | 0.45543 | 0.45637 | 0.45728 | 0.45818 | 0.45907 | 0.45994 | 0.46080 | 0.46164 | 0.46246 | 0.46327
1.8 | 0.46407 | 0.46485 | 0.46562 | 0.46638 | 0.46712 | 0.46784 | 0.46856 | 0.46926 | 0.46995 | 0.47062
1.9 | 047128 | 0.47193 | 0.47257 | 0.47320 | 0.47381 | 0.47441 | 0.47500 | 0.47558 | 0.47615 | 0.47670
2.0 | 0.47725 | 0.47778 | 0.47831 | 0.47882 | 0.47932 | 0.47982 | 0.48030 | 0.48077 | 0.48124 | 0.48169
2.1 | 0.48214 | 0.48257 | 0.48300 | 0.48341 | 0.48382 | 0.48422 | 0.48461 | 0.48500 | 0.48537 | 0.48574
2.2 | 0.48610 | 0.48645 | 0.48679 | 0.48713 | 0.48745 | 0.48778 | 0.48809 | 0.48840 | 0.48870 | 0.48899
2.3 | 0.48928 | 0.48956 | 0.48983 | 0.49010 | 0.49036 | 0.49061 | 0.49086 | 0.49111 | 0.49134 | 0.49158
2.4 | 0.49180 | 0.49202 | 0.49224 | 0.49245 | 0.49266 | 0.49286 | 0.49305 | 0.49324 | 0.49343 | 0.49361
2.5 | 0.49379 | 0.49396 | 0.49413 | 0.49430 | 0.49446 | 0.49461 | 0.49477 | 0.49492 | 0.49506 | 0.49520
2.6 | 0.49534 | 0.49547 | 0.49560 | 0.49573 | 0.49585 | 0.49598 | 0.49609 | 0.49621 | 0.49632 | 0.49643
2.7 | 0.49653 | 0.49664 | 0.49674 | 0.49683 | 0.49693 | 0.49702 | 0.49711 | 0.49720 | 0.49728 | 0.49736
2.8 | 0.49744 | 0.49752 | 0.49760 | 0.49767 | 0.49774 | 0.49781 | 0.49788 | 0.49795 | 0.49801 | 0.49807
2.9 | 0.49813 | 0.49819 | 0.49825 | 0.49831 | 0.49836 | 0.49841 | 0.49846 | 0.49851 | 0.49856 | 0.49861
3.0 | 0.49865 | 0.49869 | 0.49874 | 0.49878 | 0.49882 | 0.49886 | 0.49889 | 0.49893 | 0.49896 | 0.49900
3.1 | 0.49903 | 0.49906 | 0.49910 | 0.49913 | 0.49916 | 0.49918 | 0.49921 | 0.49924 | 0.49926 | 0.49929
3.2 | 0.49931 | 0.49934 | 0.49936 | 0.49938 | 0.49940 | 0.49942 | 0.49944 | 0.49946 | 0.49948 | 0.49950
3.3 | 0.49952 | 0.49953 | 0.49955 | 0.49957 | 0.49958 | 0.49960 | 0.49961 | 0.49962 | 0.49964 | 0.49965
3.4 | 0.49966 | 0.49968 | 0.49969 | 0.49970 | 0.49971 | 0.49972 | 0.49973 | 0.49974 | 0.49975 | 0.49976
3.5 | 0.49977 | 0.49978 | 0.49978 | 0.49979 | 0.49980 | 0.49981 | 0.49981 | 0.49982 | 0.49983 | 0.49983
3.6 | 0.49984 | 0.49985 | 0.49985 | 0.49986 | 0.49986 | 0.49987 | 0.49987 | 0.49988 | 0.49988 | 0.49989
3.7 | 0.49989 | 0.49990 | 0.49990 | 0.49990 | 0.49991 | 0.49991 | 0.49992 | 0.49992 | 0.49992 | 0.49992
3.8 | 0.49993 | 0.49993 | 0.49993 | 0.49994 | 0.49994 | 0.49994 | 0.49994 | 0.49995 | 0.49995 | 0.49995
3.9 | 0.49995 | 0.49995 | 0.49996 | 0.49996 | 0.49996 | 0.49996 | 0.49996 | 0.49996 | 0.49997 | 0.49997
4.0 | 0.49997 | 0.49997 | 0.49997 | 0.49997 | 0.49997 | 0.49997 | 0.49998 | 0.49998 | 0.49998 | 0.49998

i)




