1.2 Piirvaartus

1.2.1 Jada piirvéaartus

Reaalarvude hulga ja arvtelje punktide hulga vahel on iiksiithene vastavus.
Edaspidi kasutame samas tdhenduses moisteid reaalarv a ja arvtelje punkt
a. Kahe reaalarvu a ja b vaheliseks kauguseks on |b — a|. Samuti on |b — af
arvtelje punktide a ja b vaheliseks kauguseks.

Definitsioon 1.1. Punkti a iimbruseks nimetatakse suvalist vahemikku
(a — &;a + ), st vahemikku, mis on punkti a suhtes siimmeetriline.

Olgu vaatluse all jada

Yi, Y2, Y3, --o5 Yny --en (]‘1)

Definitsioon 1.2. Reaalarvu b nimetatakse jada (1.1) piirvaartuseks,
kui V € > 0 korral leidub niisugune jada indeks N, et niipea, kui n > N, siis
lyn — b < €.

Definitsiooni kohaselt on reaalarv b jada (1.1) piirvédrtuseks, kui V¢ > 0
korral on voimalik leida niisugune jada liige, parast mida on koik jada liikmed
reaalarvule b ldhemal kui e

Definitsioonis esitatud tingimuse |y, —b| < € saab esitada —¢ < y,—b < ¢
ehk

b—e<y,<b+e.

Viimane tingimus on samavéérne sellega, et jada liige y,, kuulub b timbrusesse,
st y, € (b—e;b+¢). Seega on voimalik jada piirvadrtuse definitsioon 2 timber
sonastada iimbruse moistet kasutades.

Definitsioon 1.2’. Reaalarvu b nimetatakse jada (1.1) piirvaartuseks,
kui iga timbruse (b—¢€; b+ ¢) korral leidub niisugune jada indeks N, et niipea
kuin > N, siis y, € (b—¢;b+¢).

Viimase definitsiooni kohaselt on reaalarv b jada (1.1) piirvéértuseks, kui
V timbruse (b — £;b + ¢) korral on véimalik leida niisugune jada liige, parast
mida koéik jada liikmed kuuluvad b timbrusesse.

Naiide 1.1. Vaadeldes jada

n .
n+1" "

*

3. .
)47"'7

[GVRI

1.
27

paneme téhele, et mida kaugemale jadas minna, seda 1-le lahedasema suuruse
saame.
Uurime, mitmendast liikmest alates on jada liikmed 1-le l&hemal kui

e =0,01, st |—— — 1| < 0,01.
n-+1




Teisendades saame, et

1
< 0,01 ehk < 0,01.
+1

Siit n+ 1 > 100, st n > 99.

Jarelikult on pérast 99. liiget (st alates 100.-st liikmest) koik vaadeldava
jada litkmed 1-le 1dhemal kui 0,01.

Uurime, mitmendast liikmest alates on jada liikmed 1-le l&hemal kui

e =10,001, |—— — 1| < 0,001.
n-+1

Juba vaadeldud teisenduste tulemusena saame, et n > 999, st péarast 999.
liiget on jada liikmed iihele ldhemal kui 0,001.
Téiesti suvalise € > 0 korral

n
— 1| <e¢,
n+1 ’
kui
1 <
67
n+1

1 1
stn+1>—-ehkn>--—1

€ €
Reaalarvu a téisosa téhistatakse [a]. Seda tdhistust kasutades saame jareldada,

1
et koik jada liikmed, mis jargnevad liikmele indeksiga N = {—} — 1, on 1-le
€
lahemal kui e.
Asjaolu, et antud jada piirvadrtus vordub 1-ga, kirjutatakse
lim —— =1

Uldisemalt, kui jada (1.1) piirvédrtus on b, siis kirjutatakse

lim y, = b.

Jada piirvadrtuse leidmisel on seega kiisimus piistitatud ithtemoodi: mis-
sugusele reaalarvule hakkavad lahenema jada liikmed minnes selles jadas iiha
kaugemale (suurematele indeksitele).

Naide 1.2. Tiiiipiliseks jadaks, millel piirvaartus puudub, on

1, —1; 1; —1; 1; ... (=)™t (1.2)

Siin paarituarvulise indeksiga jada lilkmed on 1 ja paarisindeksiga jada liik-
med on —1.

Kui niitid oletada, et jada (1.2) piirvaértus on néiteks kahe jérjestikuse
lilkme aritmeetiline keskmine, st 0, siis jada piirvadrtuse definitsiooni koha-
selt peaks V ¢ > 0 korral alates teatud jada liikmest kehtima tingimused
|1-0] <eja|—1—0] <e, mis aga on voimatu juba néiteks € = 0,5 puhul.
Jarelikult jadal (1.2) piirvaartust ei eksisteeri.
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1.2.2 Funktsiooni piirvairtus

Jada piirvédartuse korral saame radkida ainult ithest piirprotsessist n — oc.
Funktsiooni f(z) piirvddrtust voib defineerida suvalise piirprotsessi x — a,
sealhulgas ka piirprotsessi + — 400 korral.

Funktsiooni piirviirtuse defineerimisel kasutame kaht (viikest) positiiv-
set suurust € ja é.

Definitsioon 2.1. Reaalarvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvéértuseks
piirprotsessis * — a, kui V & > 0 korral 3 niisugune § > 0, et kui |x — a| < 4,
siis | f(z) — b| < e.

Teiste sonadega, reaalarvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvidrtuseks
piirprotsessis * — a, kui funktsiooni f(x) vdirtused on arvule b kuitahes
lahedal (ldhemal kui €) vottes argumendi = vadrtused a-le piisavalt lihedalt
(lahemalt kui §). Etteantud e pohjal on voimalik leida 0.

Joonis 1.1: Funktsiooni piirvaértus

Funktsiooni piirvédartust on ka voimalik defineerida iimbruste kaudu.
Definitsioon 2.1°. Reaalarvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvéértuseks
piirprotsessis © — a, kui iga b iimbruse (b —¢; b+ ¢) korral leidub @ niisugune
timbrus (a — 0;a+9), et kui € (a — d;a + ), siis f(x) € (b—¢e;b0+¢).
Kirjutatakse sel puhul
lim f(xz) = 0.

r—a

Piirprotsessis * — oo on funktsiooni piirvdartuse definitsioon sisuliselt
jada piirvadrtuse definitsiooni kordus. Ainsaks erinevuseks on see, et jada



piirvadrtuse puhul on n taisarvuline muutuja, aga funktsiooni piirvasrtuse
korral on z reaalarvuline muutuja.

Definitsioon 2.2. Reaalarvu b nimetatakse funktsiooni f(z) piirvéértuseks
piirprotsessis * — oo, kui V € > 0 korral 4 niisugune N > 0, et kui z > N,
siis | f(z) — b| < e.

Téahistatakse

lim f(z) = 0.

r—00

Definitsioon 2.3. Reaalarvu b nimetatakse funktsiooni f(z) piirvéiértuseks
piirprotsessis © — —o0, kui V ¢ > 0 korral d niisugune N > 0, et kuiz < —N,
siis | f(z) — b| < e.

Tahistatakse

xl—i>moo f(z) =0.

Definitsioon 2.4. Oeldakse, et funktsiooni f(x) piirvisrtuseks on oo
piirprotsessis  — a, kui V N > 0 korral 3 niisugune § > 0, et kui |z —a| < 4,
siis f(xz) > N.

Tahistatakse

91613(11 f(z) = 0.

Definitsioon 2.5. Oeldakse, et funktsiooni f(x) piirvisrtuseks on —oo
piirprotsessis  — a, kui V NV > 0 korral 3 niisugune § > 0, et kui |z —a| < 6,
siis f(xz) < —N.

Tahistatakse

lim f(z) = —oc.

Tr—a

Olgu N > 0. Lopmatuse iimbruseks nimetatakse suvalist vahemikku
(N;00) ja —oo timbruseks suvalist vahemikku (—oo; —N).

Definitsioonid 2, 3, 4 ja 5 on samuti voimalik sonastada iimbruste kaudu.
Naiteks definitsiooni 4 iimbersonastus oleks jargmine.

Definitsioon 2.4’. Oeldakse, et funktsiooni f(x) piirviirtuseks on oo
piirprotsessis * — a, kui iga 16pmatuse iimbruse (N;o0) korral leidub niisu-
gune a imbrus (a — d;a + ), et kui z € (a — d;a + 0), siis f(x) € (N;00).

1.2.3 Uhepoolsed piirviirtused

Punkti a vasakpoolseks timbruseks nimetatakse suvalist vahemikku (a —¢; a)
ja punkti a parempoolseks timbruseks suvalist vahemikku (a;a + €)

Definitsioon 3.1. Reaalarvu b; nimetatakse funktsiooni f(z) vasakpool-
seks piirvédrtuseks piirprotsessis x — a, kui V b; iimbruse (by — &;b; + ¢€)
korral 3 a vasakpoolne iimbrus (a — §;a), et kui z € (a — 0;a), siis f(z) €
(bl — &, b1 + 8).



Téahistatakse
lim f(z) = b;.

Definitsioon 3.2. Reaalarvu by nimetatakse funktsiooni f(x) parem-
poolseks piirvéiédrtuseks piirprotsessis © — a, kui V by timbruse (by — &; by +¢)
korral 3 a parempoolne timbrus (a;a + §), et kui = € (a;a + 6), siis f(z) €
(by —e;by + €).

Tahistatakse

ml—igl—&- f(l’) - b2'

Teoreem 3.1. Kui funktsioonil on olemas piirvaértus piirprotsessis r —
a, siis on olemas ka molemad iihepoolsed piirvéértused ja need on vordsed.
Téestus. Oletame, et lim f(z) = b. Definitsiooni kohaselt V b timbruse
T—a

(b—e; b+-¢) korral leidub selline a timbrus (a—9; a+46), et kui z € (a—9; a+96),
siis f(z) € (b—e;b+¢). Aganii juhul z € (a—J;a) kui ka juhul z € (a;a+0)
x € (a — d;a + ). Seega V b timbruse (b — &;b + ¢) korral leidub selline a
vasakpoolne timbrus (a — d;a), et kui x € (a — d;a), siis f(z) € (b—e;b+¢)
ja leidub a parempoolne iimbrus (a;a + ¢), et kui z € (a;a + 9), siis f(x) €
(b—e;b+¢), st

lim f(z) =0
ja
xli>rcrLl+ f(fE) - b

Teoreem 3.2. Kui funktsioonil on mingis piirprotsessis olemas {ihepoolsed
piirvéartused ja need on vordsed, siis on funktsioonil olemas piirvadrtus selles
piirprotsessis.

Kui iithepoolsed piirvaértused ei ole vordsed, siis funktsioonil vaadeldavas
piirprotsessis piirvédartust ei ole.

Naiide 3.1. Leiame lim |—| ja lim u
r—0— z—04+
Kui x — 0—, siis ¢ < 0 ja |z| = —z, st u = —1. Konstantse suuruse
x

piirvadartus on vordne selle suurusega, seega

2]

Kui z — 0+, siis x > 0 ja || = z, st — = 1. Seega
T



Joonis 1.2: Uhepoolsed piirvésrtused

Uhepoolsete piirviidrtuste erinevusest jireldub, et ei ole olemas piirvéstrust

lim M
x—0

Naiide 3.2. Leiame lim arctan — ja lim arctan —.
r—0— €x r—0+ x

. .1
Kui x — 0—, siis — — —o0, seega
T
. 1 T
lim arctan — = ——.
r—0— X 2

1
Kui x — 0+, siis — — oo, seega
x

) 1
lim arctan — = —.
z—0— T 2

Siit teeme jarelduse, et pole olemas piirvéartust liII(l) arctan —
r— €T

x
ei ole madratud, kui x # 0.

Naiide 3.3. Funktsioon ik

. L . sinx . . sinzx
On voimalik toestada, et lim = 1 ja lim = 1. Seega 3
z—0— I z—0+ I
piirvaartus
. sinx
lim =1
z—0 X



Ay

———— ———

v

sin x

Joonis 1.3: Funktsioon y =
T

1.2.4 Lopmatult suured ja 1opmatult viikesed suurused

Vaatleme funktsiooni ehk muutuvat suurust y = y(x) piirprotsessis * — a
(sh x — £o00).
Definitsioon 4.1. Muutuvat suurust y nimetatakse lopmatult suureks
piirprotsessis * — a, kui
lim |y| = oo,

r—a

st lim y = oo voi limy = —o0

r—a r—a

1
Naiide 4.1. Funktsioon y = — on I6pmatult suur piirprotsessis x — 0,
x

sest
) 1
lim — = -
z—0—
ja
lim — = 0.
z—0+ o

Naiide 4.2. Funktsioon y = In x on lopmatult suur piirprotsessis x — 0+,

sest

lim Inz = —o0,
z—0+4+

ja piirprotsessis x — 00, sest
lim Inz = o0
Tr—0o0

Definitsioon 4.2. Muutuvat suurust a = a(x) nimetatakse piirprotsessi
x — a lopmatult viikeseks, kui lim oo = 0.

r—a

Teoreem 4.1. Muutuva suuruse y piirvaartus on b parajasti siis, kui see
muutuv suurus avaldub b ja lopmatult viikese suuruse o summana, st

limy=5b <= y=b+a«

r—a



Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et limy = b, st V £ > 0 korral 9 niisugune

r—a
d >0, et kui |z —a| <4, siis |y —b| <e.
Tahistades o = y — b saame, et y = b+ a ja V € > 0 korral 3 niisugune
d > 0, et kui |z —a| < 9, siis |a] < e. Piirvddrtuse definitsiooni kohaselt
lim o = 0, st a on 16pmatult viike suurus.

r—a

Piisavus toestatakse sarnaselt.

Teoreem 4.2. Kahe lopmatult viikese suuruse summa on l6pmatult
viike suurus, st kui « ja [ on Iopmatult viikesed suurused, siis ka a + 3
on lopmatult véike suurus.

Toestus. Muutuv suurus « on piirprotsessis x — a lopmatult viike suurus,
seega V € > 0 korral 3 niisugune §; > 0, et kui |z — a| < 0y, siis

3

<
ol < £

Suurus [ on piirprotsessis x — a lopmatult viike suurus, seega V ¢ > 0
korral 3 niisugune dy > 0, et kui |z — a|] < 0, siis

3
<_
8] < 5

Valides suuruseks d suurustest d; ja do vihima, st 0 = min{d;, d2} saame,
et kui |[x —a| <4, siis

3

g
o+ 81 < Jal + 18 < 5 + 2

=€
ehk valides x véartuse a-le piisavalt lahedase, ona + 3 kui tahes viike, st
a + 3 on Iopmatult viike suurus.

Mirkus. Teoreem 4.2 kehtib ka kolme, nelja voi enama lopmatult kaha-
neva liidetava korral.

Definitsioon 4.3. muutuvat suurust y nimetatakse tokestatuks punkti a
timbruses (a —d;a+0) kui 3 niisugune konstant N > 0, et V z € (a—0;a+9)
korral

ly| <N

Teoreem 4.3. Tokestatud suuruse y ja I6pmatult véikese suuruse o kor-
rutis ay on 16pmatult viike suurus.

Toestus. Eelduse kohaselt 3 selline N > 0, et punkti a imbruses |y| < N.
Et a on I6pmatult viike suurus, siis V € > 0 korral 9 niisugune 6 > 0, et kui

|z —a| < 0, siis o] < % Aga siis

3

N N =¢,

lay| = |a|ly| <



st ay on lopmatult viike suurus.

Jareldus 4.4. Konstantse suuruse ja lopmatult viikese suuruse korrutis
on lopmatult vaike suurus.

See jareldub vahetult eelmisest jéreldusest, sest konstantne suurus on
tokestatud.

Jareldus 4.5. Kahe 16pmatult véikese suuruse korrutis on lopmatult
vaike suurus, st kui a ja # on 16pmatult véikesed suurused, siis ka af on
lopmatult viike suurus.

Toestus jareldub sellest, et iga piirprotsessis + — a 16pmatult viike suu-
rus on a iimbruses tokestatud (ja tokestatud viikese suurusega ¢).

Teoreem 4.6. Lopmatult viikese suuruse ja nullist erinevat piirvaartust
omava suuruse jagatis on lopmatult véike suurus, st kui o on 16pmatult viike

«
suurus ja lim y = b ning b # 0, siis — on 16pmatult viike suurus.
r—a

Toestus™. Toestuses kasutame reaalarvude absoluutviirtuse omadust
la] — [b]] < la —b].
Kui lim y = b siis V € > 0 korral 3 niisugune 6 > 0, et kui |x — a| < ¢ siis

ly —b] <e.
Mainitud absoluutvéértuse omaduse pohjal ||y| — |b]| < €
ehk —e < |y| — |b] < e, st

| —e < |yl < |b| +¢

Siis poordvaartuste korral on taidetud tingimus

111
bl+e lyl [bl—¢

Et € on suvaline positiivne suurus, siis voime valida ¢ = 0, 1|b|, mille korral

1 1 1

< —< ,
L 1o [yl 0,98

1
st — on tokestatud suurus ja
Y

o 1
— = —
Y Y
kui lopmatult vaikese suuruse ja tokestatud suuruse korrutis on teoreemi 4.3
pohjal 16pmatult véike suurus.
Mirkus. Kahe lopmatult véikese suuruse jagatist vaatleme pohjaliku-
malt alampunktis 1.2.7.



1.2.5 Piirvaartusteoreemid

Piirvadrtusteoreemid voib jaotada kahte klassi. Esiteks tehetega seotud piirvaédrtusteoreemid
ja teiseks nn jérjestusega seotud piirvaartusteoreemid.
Alustame tehetega seotud piirvéédrtusteoreemidest. Selleks vaatleme piir-
protsessis * — a kahte muutuvat suurust y = y(z) ja z = z(z).
Teoreem 5.1. Kahe muutuva suuruse summa piirvédrtus on vordne nen-
de suuruste piirvaartuste summaga:
lim(y + z) = limy + lim z.

r—a r—a Tr—a

To6estus. Tahistame

limy = b
ja
lim z = bs

Teoreemi 4.1 pohjal eksisteerivad niisugused 16pmatult vaikesed suurused
aja B, et y=0b +«ajaz=0by+ 3. Jarelikult y + 2z = by + by + a + 3.

Teoreemi 4.2 pohjal on a + 3 lopmatult viike suurus, seega, rakendades
veel kord teoreemi 4.1, saame, et

lim(y + z) = by + b,

mida oligi tarvis toestada.

Teoreem 5.2. Kahe muutuva suuruse korrutise piirvasdrtus on vordne
nende suuruste piirvadrtuste korrutisega:

limyz = limy - lim 2.

r—a r—a r—a

Toestus. Téahistame jélle

limy = b,
ja
lim z = b2

Teoreemi 4.1 pohjal eksisteerivad niisugused 16pmatult véikesed suurused
aja f, ety =0b +ajaz=by+ [ Jarelikult yz = (b + «)(be + ), st
Yz = b1b2 + blﬁ + OébQ + Oéﬁ.

Jarelduse 4.4 pohjal on b3 ja aby 16pmatult viikesed suurused. Jarelduse
4.5 pohjal on af lopmatult viike suurus. Teoreemi 4.2 pohjal on v = b5 +
abs + af lopmatult viike suurus. Seega

yz = bibs +7,
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kus v on I6pmatult véike suurus ja teoreemist 4.1 jareldame, et

lim Yz = blbg,
r—a
mida, arvestades tahistusi, oligi tarvis toestada.
Jareldus 5.3. Konstantse suuruse saab tuua piirvdartuse ette, st kui ¢
on konstant, siis
limey =climy

r—a r—a
Toestus jareldub eelmisest teoreemist

limcy = limc- lim y

r—a r—a r—a

ja sellest, et konstantse suuruse piirvaartus vordub konstandi endaga
limc=c.

Tr—a

Jareldus 5.4. Kahe muutuva suuruse vahe piirvadrtus on vordne nende
suuruste piirvéaartuste vahega, st

lim(y — 2z) = limy — lim 2.

r—a r—a r—a

Toestuseks kirjutame

lim(y — z) = lim(y 4+ (—1)z2)

r—a r—a

Teoreemi 5.1 pohjal

lim(y 4+ (=1)z) = limy + lim(—1)z

r—a r—a r—a

ja jarelduse 5.3 pohjal

limy + lim(—1)z = limy — lim 2
Tr—a T—a Tr—a T—a
Teoreem 5.5. Kahe muutuva suuruse jagatise piirvéartus on vordne nen-
de suuruste piirvaartuste jagatisega, kui nimetaja piirvéirtus ei vordu 0-ga,
st

o Y lim y
im<* = ——
z—a z  lim z
kui lim z # 0.

Toestus*. Toestuseks tiahistame taas

limy = b,

r—a
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ja
ii_}l’r(ll z = b2 7£ 0
Teoreemi 4.1 pohjal eksisteerivad niisugused 16pmatult viikesed suurused
ajafBety=b+ajaz=>b+ 0.
Siis
y_b1+a_b1 b1—|—Oé b1

= = — _|_ —
zZ b2 + ﬁ bg b2 + ﬁ bg
Viies kaks viimast murdu iihisele nimetajale, saame
y _ ﬁ b1b2 + Oébg — b1b2 - 6[)1 _ ﬁ + OébQ — ﬂbl (1 3)
z by ba(b2 + B) by ba(ba + ) '
Viimases jagatises on lugeja aby + (—by)3 jarelduse 4.4 ja teoreemi 4.2 pohjal
Iopmatult viike suurus. Nimetaja b3 + bo/3 avaldub konstandi b3 ja 16pmatult

viike suuruse by summana. Teoreemi 4.1 pohjal on nimetaja piirvadrtus
b3 # 0. Jagatis

aby — by
ba (b2 + B)

kui 16pmatult viikese suuruse ja nullist erinevat piirvédartust omava suuruse
jagatis on teoreemi 4.6 pohjal 16pmatult viike suurus. Jarelikult vorduses

Yy . U1 . ~ Oébg — ﬁbl
1.3) avaldub suhe = konstandi — ja lopmatult vaikese suuruse —————
(13) 2 b, 1P ba(by + B)

summana. Teoreemi 4.1 pohjal

mida oligi tarvis toestada.

Jatkame nn jérjestusega seotud piirvairtusteoreemidega.

Teoreem 5.6. Mittenegatiivse suuruse piirvéddrtus antud piirprotsessis
on mittenegatiivne, st kui muutuv suurus y > 0 punkti ¢ mingis imbruses
ja 3 limy =10, siis b > 0.

r—a

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et limy =b < 0. Kuiy > 0ja b <0,

siis |y —b| > |b|. Kui valida positiivne € nii, et € < |b|, siis tingimus |y —b| < ¢
ei saa olla taidetud, {ikskoik kui a-le ldhedase x vadrtuse me ka ei valiks, st
tekib vastuolu eeldusega lim y = b. Vastuolu tekkis oletusest b < 0, jarelikult

r—a
limy=5b62>0
r—a
Teoreem 5.7. Kui punkti ¢ mingis {imbruses y > z ja on olemas piirvaartused
lim y ning lim 2z, siis lim y > lim z.
r—a Tr—a r—a r—a

Téoestus. Kuiy > z, siis y—2z > 0 ja teoreemi 5.6 pohjal ka lim(y—z) > 0

Aga siis jérelduse 5.4 pohjal lim y — lim z > 0, mis toestabki viite.

r—a
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Jargmise teoreemi jaoks vaatleme piirprotsessis x — a kolme muutuvat
suurust u = u(x), v = v(z) ja w = w(z).

Teoreem 5.8. Kui punkti a mingis iimbruses v < w < v ja d vordsed
piirvadartused lim v = b ning lim v = b, siis ka limw = b

r—a r—a r—a

Toestus. Kui v < w ja w < v, siis teoreemi 5.7 pohjal lim v < lim w ja
r—a r—a
limw < limv. Eelduse jérgi lim v = b ning lim v = b, seega
r—a T—a r—a r—a

b <limw <b,

r—a

jarelikult lim w = b, mida oligi tarvis toestada.

r—a

Teoreem 5.9. Piirprotsessis © — a monotoonselt kasvaval (kahaneval)
tokestatud suurusel on olemas 16plik piirvédartus selles protsessis.
Naiide 5.1. Funktsioon y = arctanz on kasvav piirprotsessis * — o0,

i
samuti tokestatud, sest Vz € R korral | arctan x| < 3 On olemas piirvéértus

) T
lim arctanxz = 5

T—00

sin x

1.2.6 Piirvairtus lim
z—0 X

Teoreemi 5.8 abil toestame valemi

. sinx
lim
z—0

=1 (1.4)

Koigepealt eeldame, et x > 0. Piirprotsessi  — 0 tottu voime piirduda juhu-
T
ga, kus x on teravnurk, st 0 < x < — Joonestame iihikringjoone, selles kolm-

nurga O P() teravnurgaga x, sektori O P(@) kesknurgaga x ja tdisnurkse kolm-
nurga OPR teravnurgaga = (vt joonis 1.4). On ilmne, et kolmnurga OPQ),
sektori OPQ ja tédisnurkse kolmnurga O PR pindalad rahuldavad vorratusi

Sroprg < Ssektororg < SAoPR
Arvestades sellega, et tegemist on iithikringjoonega, st OP = OQ) = 1, saame

1-h<x-12<1-PR
2 2 2

sin x

. . PR . . .
Aga sinz = — ja tanz = ——, millest h = sinz ja PR = tanx = .
1 1 cosx
Asendades need vorratustesse, saame
sinx - T - sinx
2 2 2cosx

13



Joonis 1.4:

ehk korrutamist 2-ga ja jagamist suurusega sinx > 0

T 1
<

1<~
sinz  CcoST

Minnes poordvéartustele, saame viimastest vorratustest

sinx
cosr < — <1
T

Et lim cosz = 1, siis teoreemi 5.8 tottu ka

z—0

sinx

lim =1
z—0+ X

Kui z < 0, siis —x > 0 ja toestatu pohjal

T s
—z—0+ —I
Kuid sin(—z) = —sinx ja kui —z — 0+, siis z — 0—, seega

sinx

lim =1
z—0— I
Uhepoolsed piirviidrtuste vordsuse tottu on valem (1.4) toestatud.

Naiide 6.1. Leiame lim

z—0sInx

Kirjutades viimase piirvéaartuse hH(l) o Saame teoreemi 5.5 pohjal, et
Tr—

T

14



Naiide 6.2. Leiame lim aresu

x—0

x
Olgu t = arcsin z, siis sellest, et x — 0 jareldub, et ka ¢ — 0 ja x = sint
ning néite 6.1 pohjal

. arcsinz
lim =lim— =1
z—0 T t—0 Sint
sin 3x

Naiide 6.3 Leiame lim — .
z—0 sin 4x

Jagades murru lugejat ja nimetajat suurusega z (seda voib teha, sest
x — 0, seega = # 0), saame

sin 3x

im —ZL
7—0 Sin4x

xz

Kui jagada lugejas oleva murru lugejat ja nimetajat 3-ga ja nimetajas oleva
murru lugejat ja nimetajat 4-ga, siis

3sin 3x sin 3x
3r § . 3z
o Tsindzr 4 }:lgcl) sin4x
4x 4x
Teoreemi 5.5 pohjal
sin 3x
. im
. s?n&x _ 3320 3z _ 3
i=0sindy 4, S0 dr 4
im
z—0 4x

sest kui  — 0, siis ka 3x — 0 ja 4 — 0.

1 —
Naiide 6.4 Leiame lim o oS
x—0 QEQ

Korrutades lugejat ja nimetajat suurusega 1 + cos x, saame

1—cosz)(l4+cosz) . 1—cos’x , sin?

-
1 = =
) 22(1 4+ cos x) ) 22(1 4 cosx) 220 22(1 4+ cos x)

Kirjutades viimase murru kolme teguri korrutisena ja rakendades teoreemi
5.2

. 1—coszx . sinz . sinzx . 1
lim ——— = lim - lim lim—m——=1-1-=-=
20 12 =0 x 2—0 x 3—01-4cosx 2

1
2
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1.2.7 Arve

1 n
Vaatleme jada, mille iildliige y,, = (1 + —) , st jada
n

9 64 625 \"
- =, —, .1+ = 1.
747 277 2567 7( +n> ) ( 5)
Niitame, et see jada on tokestatud ja kasvav. Newtoni binoomvalemi abil
1\" I nn-1) 1 nn—1)...(n—k+1) 1
n=(1+—| =1 —t = — 4 —
Y (+n> n n+ 2! nzjL * k! nk+
1 1 1 1 k—1
I+41+=(1-—)+...+—=(1—-—-)...(1 -
* +2!< n)+ +/<:!( n) ( n
1
2+5+
Kui k& > 2, sii 1< 1
ul = ,SIISE _W,Seega
1 1 1 ;="
y"§2+§+"'+ﬁ+”'2n—1:2+ T < 3,

st jada on tokestatud. Kasutades ¥, jaoks tehtud teisendusi, saame

1 1 1 1 k—1 1

=24 — (1 — ).+ —(1— L (1— U
Yt = 2o (1= D) e g (=) (=) HCES
Sellest, et L t=1,...,k—1 jareldub, et 1 — L <1-— . Seega
. n  n+ n n+1
a

1<1 1) (1 /€—1)<1(1 1 ) (1 k—l)

k! n’ n k! n+1""" n+1"

st y, arendis binoomvalemi jirgi on vastav liige véiksem kui y,,; arendis.

Lisaks sellele on v, arendis iiks positiivne liige pw rohkem, st y,, <

(n+1)
Ynt1 ehk jada (1.5) on kasvav.
Jarelikult on teoreemi 5.9 pohjal jadal (1.5) olemas piirvéédrtus. Seda
piirvadrtust nimetatakse Fuleri arvuks ja tdhistatakse

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

Kui x > 0 on suvaline reaalarv, siis leidub niisugune naturaalarv n, et

n < x <n+ 1, millest
1

n+1

11
<-<-
T n

16

)+



ehk

1 1 1
<l+-<1+-
n+1 T n

(o) < () < ()" e

Kui n — o0, siis tingimusest n < x < n + 1 jareldub, et ka x — o0 ja
n+1— oo.
Leiame piirvadrtused

Siit saame, et

n+1
1" 1+ -
lim 1+ zlim%zgze
n—00 n+1 n—oo | + P 1
ja
1" 1\" 1
lim (1+—) = lim [(1—1——) <1—0——>}—6~1—e
n—00 n n—00 n n
Tingimuse (1.6) tdidetuse tottu saame teoreemi 5.8 pohjal, et
: 1\"*
lim <1 + —) =e
T—00 €T
Leiame ka piirvaartuse lim (1 + —) . Selleks teeme muutuja vahetuse
T— —00 x
xr=—1—t Kuix — —o0, siis t — co. Arvutame

1 x 1 —1—t
lim (1 + —) = lim (1 + > =
T——00 T t—o0 —1—1
. 1 7(1+t) . 1 +t . 1 7(1+t)
Im ({1 — —— = lim | ———— =
t—00 1+1¢ t—00 1+1¢

1+t 1+t 1t 1
lim (—— ) =1l 1+-) (1+=
() i) (1)

t—o0
Jarelikult molemas piirprotsessis + — oo ja * — —oo on funktsiooni
Yy = (1 + %)x piirvéartus vordne arvuga e, st

1 T
lim <1+—) = (1.7)
r—+00 x

Viimast valemit saab kasutada piirvaédrtuste arvutamiseks, kui on tegemist
1°°-tiilipi madramatusega.

=€
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2 T
Naiide 6.1. Leiame lim z+3 )

z—oo \ 20 — 1

2x+3_2x—1+4_1 4

Kasut teisendusi = = =14 5—]
asutame teisendusi 5y — 1 57 — 1 + 9w — 1 + 2;;;;1 ja
x —
muutuja vahetust ¢t = — Kui x — oo, siis t — oo ja kui avaldada x uue

1
muutuja t kaudu, saame r = 2t + 7 Seega

1
lim T =lim (1+ - = lim
z—oo \ 20 — 1 t—o00 t t—o0

Naiide 6.2. Leiame liH(l] M
Tr— T

N’
1_
(1+3)

1 1
Kui z — 0+, siis — — o0, ja kui x — 0—, siis — — —o0. Seega (1.7)
x x

pohjal

lim In(1 + )
z—0 x

1 1\~
=limIn(l+2z)> = lim In <1+T) =lne=1
z—0 1t P

1.2.8 Lopmatult viikeste suuruste vordlemine

Olgu = a(z) ja f = fB(x) lopmatult viikesed suurused piirprotsessis  — a.
Kuigi mélema suuruse piirvadrtused vorduvad 0-ga, voib nende suuruste nul-
lile lihenemise kiirus olla viga erinev. See tingib vajaduse vorrelda lIopmatult
véikesi suurusi. Vordlemine toimub nende suhte piirvaartuse

. afx)
lim —=
abil.
Definitsioon 7.1. Kui
. ofx)
lim —= =0,

siis Geldakse, et a on korgemat jarku lopmatult viike suurus kui 3 piirprot-
sessis © — a.

Samuti oeldakse viimase tingimuse tdidetuse korral, et 5 on madalamat
jarku 1opmatult véike suurus kui a.

Naide 7.1. Piirprotsessis # — 0 on o = 2% kérgemat jirku lopmatult
viike suurus kui f = 22, sest

3

.z .
lim — =limz =0
x—0 172 x—0
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Definitsioon 7.2. Kui

a fl)

siis Oeldakse, et a on madalamat jirku lopmatult viike suurus kui 3 piir-
protsessis z — a.
Definitsioon 7.3. Kui

siis 0eldakse, et a ja 8 on sama jdrku 16pmatult véikesed suurused piirprot-
sessis © — a.

Naide 7.2. Suurursed a = 1 — cosz ja 8 = % on sama jirku lopmatult
vaikesed suurused piirprotsessis x — 0 , sest néite 6.4 pohjal

. 1—coszx 1
lim ——m = —
z—0 2 2

Definitsioon 7.4. Kui

siis Geldakse, et a ja 3 on ekvivalentsed 16pmatult véikesed suurused piir-
protsessis  — a ja kirjutatakse

o~

Naiide 7.3. Piirprotsessis x — 0 on a = sinx ja § = x ekvivalentsed
lopmatult vaikesed suurused, sest

sin x

lim =1
z—0
Naiide 7.4. Piirprotsessis ¢ — 0 on a = In(1 4 ) ja § = x ekvivalentsed

Iopmatult viikesed suurused, sest (néide 6.2)

lim In(1+ )
x—0 €

=1
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1.2.9 Funktsiooni pidevuse moiste

Definitsioon 8.1. Funktsiooni y = f(x) nimetatakse pidevaks punktis a,
kui on taidetud tingimused

1. 3 f(a)
2. 3 lim f(2)

r—a

3. lim f(z) = f(a)

r—a

Definitsioon 8.2. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse pidevaks piirkonnas
X, kui funktsioon on pidev selle piirkonna igas punktis.

Tahistame edaspidi fikseeritud punkti z-ga ja muutuva punkti z + Ax-
ga. Siis piirprotsess * + Axr — x on samavédrne piirprotsessiga Ar — 0
ja pidevuse punktis z kolmas tingimus on Ali«rilo f(z + Azx) = f(x). Viimase

tingimuse kirjutame Alimo f(z + Az) — f(x) = 0 ehk arvestades, et x on
fikseeritud punkt, st f(z) on kostant
lim [f(z+ Az) — f(z)] =0

Axz—0

Definitsioon 8.3. Vahet f(x+ Axz)— f(x) nimetetakse funktsiooni muu-
duks ja téhistatakse Ay, st

Ay = f(z + Az) - f(x)

Kokkuvotteks sonastame teoreemi.

Teoreem 8.1. (Funktsiooni pidevuseks tarvilik ja piisav tingi-
mus) Funktsioon on pidev punktis = parajasti siis, kui funktsiooni muudu
piirvdartus argumendi muudu l&henemisel 0-le vordub 0-ga, st

lim Ay =0 (1.8)

Axz—0

1.2.10 Elementaarfunktsioonide pidevus

Tingimuse (1.8) abil saab kontrollida pohiliste elementaarfunktsioonide pi-
devust.

Alustame funktsioonist y = x2. Fikseerime suvalise argumendi viirtuse
r € R ja anname argumendile muudu Ax. Funktsiooni muut, mis vastab
sellele argumendi muudule, on

Ay = (v + Ar)® — 2% = 22Ax + Az®
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ja

lim Ay = lim (20Az + Az?) =0,

Axz—0 Az—0
st pidevuseks tarvillik ja piisav tingimus on téaidetud, iikskoik milline argu-
mendi x € R viirtus fikseerida. Jirelikult on funktsioon y = 22 pidev kogu
médramispiirkonnas.

Teiseks kontrollime funktsiooni y = sinz pidevust. Siinusfunktsioon on
samuti médratud koikide reaalarvude hulgal. Fikseerime suvalise x € R,
ldhtudes sellest punktist anname argumendile muudu Az ja leiame sellele
vastava funktsiooni muudu

Ax — A
Ay = sin(x+Ax)—sinx:25inx+ 2:16 xcosgcjL Qx—i—x

. Az Ax
= 2sin—cos | x + —
2 2

. ™ .. . . X .. .
Kui —5 <& < g, siis |sinz| < |z|. Seega sin - on piirprotsessis Ax — 0

Ax
lopmatult véike suurus. cos |  + 5 on tokestatud suurus. Nende korrutis

on seega lopmatult viike suurus, jarelikult

lim Ay =0,

Az—0

st siinusfunktsioon on pidev kogu oma mééramispiirkonnas.

Niimoodi jatkates on voimalik néidata, et koik pohilised elementaarfunkt-
sioonid on oma mé&dramispiirkonnas pidevad.

Teoreem 9.1. Kui funktsioonid u = u(z) ja v = v(x) on pidevad punktis
x, siis

e summa u(z) + v(x) on pidev punktis x

e vahe u(z) — v(x) on pidev punktis

e konstandi kordne cu(x) on pidev punktis x
e korrutis u(x)v(x) on pidev punktis

v(x)

e (Liitfunktsiooni y = f[p(z)] pidevus). Kui u = ¢(z) on pidev punktis
x jay = f(u) on pidev vastavas punktis u, siis liitfunktsioon f[p(x)]
on pidev punktis x.

e jagatis on pidev punktis z, kui v(z) # 0.
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Toestus. Toestame esitatud vaidetest esimese ja viimase. Esimese toesta-
miseks tdhistame summa y = u(x) + v(x). Lahtudes fikseeritud punktist x
muudame argumenti Az vorra ja leiame vastava funktsiooni muudu

Ay = u(z + Azx) + v(z + Azx) — [u(x) + v(z)] = Au + Av

Funktsioonide u ja v pidevuse tottu tingimusest (1.8) Alimo Au = 0 ja

Alim Av = 0, aga siis ka piirvdirtuse omaduse tottu
z—0

lim Ay = lim Au+ lim Av=20

Az—0 Az—0 Az—0

st summa jaoks on pidevuse tarvilik ja piisav tingimus punktis x tédidetud.
Viimase viite toestamiseks fikseerime jélle iihe argumendi vairtuse x ja

léhtudes sellest muudame argumenti Az vorra. Argumendi muudule Az vas-

tab funktsiooni u = p(x) muut

Au = o((z) + Az) — p(z),

mis iihtlasi kujutab endast argumendi muutu funktsiooni y = f(u) jaoks.
Sellele argumendi muudule vastab funktsiooni muut

Ay = flu+ Au) - f(u)
Eelduse kohaselt on funktsioon u = ¢(x) pidev punktis z, seega

lim Au=0
Az—0

Samuti on eelduse kohaselt pidev punktis u funktsioon y = f(u), st

Ay B =0
Jarelikult ka

lim Ay =0,

Az—0

st liitfunktsiooni jaoks on pidevuseks tarvilik ja piisav tingimus punktis x
taidetud.

Mairkus. Teoreemis 9.1 on voib olla fikseeritud argumendiks x iikskoik
milline vadrtus summa, vahe, jne méadramispiirkonnast. Seega on pidevate
funktsioonide summa, vahe, korrutis, jagatis ja pidevatest komponentidest
koosnev liitfunktsioon pidev alati, kui see on méaératud.

Elementaarfunktsioonideks on funktsioonid, mis saadakse pohilistest ele-
mentaarfunktsioonidest aritmeetiliste operatsioonide ja liitfunktsioonide moo-
dustamise teel. Pohiliste elementaarfunktsioonide pidevusest, teoreemist 9.1
ja sellele jargnevast mérkusest teeme iihe olulise jarelduse.

Teoreem 9.2. Ko6ik elementaarfunktsioonid on oma méaaramispiirkonnas
pidevad.
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1.2.11 Funktsiooni katkevuspunktid

Definitsioon 10.1 Funktsiooni katkevuspunktiks nimetatakse punkti, milles
funktsioon ei ole pidev.

Pidevuse definitsioonist jareldub, et katkevuse pohjusteks punktis a voivad
olla funktsiooni vadrtuse puudumine punktis a, piirvadrtuse puudumine punk-
tis a, voi molema olemasolu korral nende (st vadrtuse ja piirvaartuse) erine-
vus.

Eristatakse esimest ja teist liiki katkevuspunkte.

Definitsioon 10.2 Oeldakse, et funktsioonil y = f(z) on punktis a esi-
mest litki katkevus, kui on olemas 16plikud iithepoolsed piirvéaartused

lim f(z) = b
ja
:rli>r(£1+ f(I) - b2

Oeldakse veel, et © = a on funktsiooni y = f(x) hiippekohaks, sest funkt-
siooni graafik teeb sellel kohal 16pliku hiippe.

Naiide 10.1. Kasutades néidet 3.1, saame jareldada, et funktsioonil y =
kd

x
— on punktis z = 0 esimest liiki katkevus (z = 0 on funktisiooni y = u

x
hiippekohaks), sest
lim m =-1
r—0— I
ja
lim M =1
z—0+ T
Esimest liiki katkevuse erijuhuks on korvaldatav katkevus.
Definitsioon 10.3. Oeldakse, et funktsioonil y = f(z) on punktis x = a

korvaldatav katkevus, kui puudub véartus f(a), kuid 3 lim f(z).
Teoreemi 3.2 pohjal piirvdédrtus on olemas, kui by = by.
Naiide 10.2. Funktsioon y = e

eksisteerib piirvaartus

ei ole méadratud punktis x = 0, kuid

. sinx
lim =1
z—0
Seega on sellel funktsioonil punktis x = 0 korvaldatav katkevus.
Terminit korvaldatav kasutatakse sellepérast, et defineerides punkti a

puuduva véadrtuse vorseks piirvadrtusega, st defineerides funktsiooni

o(z) = { f(z), kui z # a,

lim f(z), kui z = a
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saame pideva funktsiooni punktis a.
Definitsioon 10.4. Oeldakse, et funktsioonil y = f(x) on punktis a teist
liikt katkevus, kui vahemalt {iks iithepoolsetest piirvdartustest

lim f(x) \/ lim f(x)

T—a— r—a+

on I6pmatu voi seda ei eksisteeri.
Oeldakse veel, et x = a on funktsiooni y = f(x) lopmatuskohaks.

Naiide 10.3. Funktsioonil y = — on punktis z = 0 teist liiki katkevus
x

1
(x = 0 on funktsiooni y = — l6pmatuskohaks), sest
x

) 1
lim — = -
z—0—
ja
. 1
lim — = o0
x—0+ 2

1
Naide 10.4. Funktsioonil y = sin — on punktis z = 0 teist liiki katkevus,
x

sest, ei eksisteeri kumbagi ithepoolset piirvartust

lim sin —
r—0— €x

ega

lim sin —
z—0+ T

1.2.12 Loigul pidevate funktsioonide omadused

Vaatleme funktsiooni y = f(x) ja 16iku [a;b], mis kuulub selle funktsiooni
madramispiirkonda.

Omadus 11.1. Laigul [a;b] pidev funktsioon y = f(x) omab suurimat
vadartust ja vihimat vasrtust sellel 16igul.

Kui tdhistada suurim vadrtus M ja vdhim vaartus m, siis omaduse 1
kohaselt leidub 16igul [a; b] vihemalt iiks punkt &, milles funktsioon omandab
vaartuse M, st f(&) = M. Samuti leidub vihemalt iiks & € [a;b], milles
f(&) =m.

Omadus 11.2. Loigul [a; b] pidev funktsioon y = f(z) omab sellel 16igul
koiki vasdrtusi suurima ja viahim vaartuse vahel.

Kui g on mingi vadrtus vihima ja suurima véirtuse vahelt, st m < p <
M, siis 3 vihemalt iiks selline € € [a;b], et f(&) = p.
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Joonis 1.5: Loigul pideva funktsiooni suurim ja vihim vaértus

Jéareldus 11.3. Kui pidev funktsioon f(x) omab 16igul [a; b] negatiivseid
ja positiivseid vaartusi, siis on sellel funtksioonil vihemalt {iks nullkoht 16igul
[a; b].

Toepoolest, kui funktsioonil on negatiivseid véértusi 16igul [a; b], siis m <
0 ja kui on positiivseid vaartusi, siis M > 0. Jarelikult m < 0 < M ja
omaduse 2 jargi 3 vahemalt iiks selline £ € [a;b], et f(£) = 0.

Naide 11.1. Vorrandil

22 —3224+2=0

on 1igul [0; 2] viithemalt iiks lahend, sest funktsioon f(z) = 2® — 322 4+ 2 on
pidev kogu reaalarvude hulgal, kaasa arvatud 16igul [0;2] ja f(0) = 2 ning
f(2) =-2.

Kuigi antud kontekstis pole see oluline, on lihtne kontrollida, et selleks
lahendiks on x = 1.
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Joonis 1.6: Vaartus suurima ja vdhima vahel
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