I
Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused valjaspool sdlmi
pole teada, saabki rddkida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

d(x;) =1f(x), j=0,1,...,n
Uldisem interpolatsioonitilesanne

oD (x)) = fD(x), j=0,1,...,n, i=0,1,...



Leidub parajasti Uks dlimalt n—astme poliinoom
n
®(x) = D Lni(x)F(x),
i=0
mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

Ln,i(X) =

(X = x0)(X — X1) ... (X = Xi1)(X — Xiy1) - .-

(x — xn)

Sellist polinoomi nimetatakse Lagrange’i
interpolatsioonipoliinoomiks.

(Xi — Xo)(Xi — X1) ... (Xi — Xi—1)(Xi — Xiy1) - .-

(Xi — Xn)
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Interpoleerimisviga En(x) = f(x) — ®(x). Sélmedes Ep(x;) = 0,
j=0,1,....n

Uhtlase vorgu korral kehtib Lagrange’i interpolatsioonipolinoomi jaoks
hinnang

() — ®(x)| < [FTD )™,
kus h = x; — x;_1 on vOrgu samm.
Naitame selle hinnangu kehtivust. Selleks
1) kehtib
— Wn(X) (n+1)
kus wp(x) = (X — Xp)(X — X1) ... (X — Xn). Olgu

Wn(X)
wp(t)

Gr(x) = En(x) — En(1),
kus t € [a, b]. Onilmne, et G¢(x;)) =0,j=0,1,...,n.



Samas G(t) = Ex(t) — mg En(t) = 0. Kui t # x;, on funktsioonil G(x)
n + 2 erinevat nullkohta - nendeks on sélmed xg, X1, ..., Xp ja t. Rolle’i
keskvaartusteoreemist on teada, et iga kahe jarjestikuse nullkoha
vahel on vahemalt Uks punkt, kus Gj(x) = 0. Jérelikult on funktsioonil
G}(x) loigul n + 1 erinevat nullkohta. Kasutades taas Rolle’i

keskvéartusteoreemi, saame, et funktsioonil G/ (x) veel on I6igul [a, b]

n erinevat nullkohta. Nii jatkates jouame valja, et funktsioon Gi"""(x)
omab 16igul [a, b] vahemalt Ght nullkohta ¢, st

G"E) =o.
Leiame G"""(x).

gt (n+ 1)!En(1)
(dx) wa(t)

Bt G (€) = 0, siis A1) () — LW _ o,

Gi(x) = FMD(x) —



Siit
D () wa(1)

En(t) = —m

ning kui t = x, siis 1) on nadidatud.

2) eeldame, et vork on thtlane (st x; = xo + jh). Tahistame t = X%
siis x = xp + th.

Meil

)

Wn(X) = (X — X0)(X — X1)(X — X2) ... (X — Xp) =
= (Xo—‘rth—Xo)(Xo—l-th—Xo—h)(Xo—‘rth—Xo—Zh) ce (Xo—l—th—Xo—nh) =
=t(t—1)(t—2)...(t—n)h"".

£ o (T@Qwa(x) _ (P DO - 1)(t = 2)...(t = n)h"
n(t) = (n+ 1) (n+1)!




Et

siis

tt—1)(t—2)...(t—n)

1) <1, vte[0,n]

En(x) < |fM) ()| p™1.
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Diferentssuhe

Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhe

f(xi, xj) = f(x;-; — )f(EXi).

Funktsiooni f(x) teist jarku diferentssuhe

f(x;, xk) — f(x;, x;
f(Xi,Xj,Xk): (l ;2_)((_’ l)'
1

Uldiselt saab m—jarku diferentssuhte esitada m — 1-jarku
diferentssuhete kaudu

f(Xi+1a"'aXi+m) — f(Xi7' : 'aXi+m—1)

F(Xi, Xigts - Xigm) = ” ”
+=m — A
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Poltinoomi
O(x) = F(x0) + F(Xo, X1)(X — Xo) + F(X0, X1, X2) (X — X0)(X — X1)+

+. o+ (X0, X1y, Xn) (X — Xo) (X — X1) ... (X — Xp_1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Gthe n—astme polinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad Uht ja
sama polinoomi.
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