nttp://www.ttwee TALLINNA TEHNIKAULIKOOL
http://www.staff.ttu.ee/ math ~MATEMAATIKAINSTITUUT

http://www.staff.ttu.ee/ itammeraid Ivar Tammeraid

MATEMAATILINE
ANALUUS II

Elektrooniline 6ppematerjal

http://www.tallinn.ee TALLINN
2005



Triikitud versioon: Ivar Tammeraid, Matemaatiline analiiiis II, TTU
Kirjastus,
Tallinn, 2003, 235 lk. ISBN 9985-59-366-9

Viitenumber http://www.lib.ttu.ece TTU Raamatukogu dpikute
osakonnas: 517/075-8

© Ivar Tammeraid, 2003



Eessona

Kiesolev oppevahend on jitk autori poolt kirjutatud materjalile [22]. Aluseks
on voetud Tallinna Tehnikaiilikooli bakalaureuseoppe iiliopilastele peetud mitme
muutuja funktsiooni diferentsiaal- ja integraalarvutuse ning ridade loengud nime-
tuse all ,Matemaatiline analiitis IT”. Lisatud on paljude viidete toestused ja
néaiteiilesanded, mille esitamiseks ei jatku loengutel aega, kuid mis pakuvad hu-
vi usinamale tudengile. Seda voiks arvestada oppija, keda ei huvita antud kur-
suse slivadpe. Ta voib osa keerukamatest toestustest jatta vahele ja keskenduda
niidetele. Oppevahend pakub lisavoimalusi {iliopilase iseseisvaks t66ks. Késitle-
takse klassikalise matemaatilise analiiiisi probleeme juhul, kui s6ltumatuid muu-
tujaid on rohkem kui iiks. Samuti késitletakse moningaid arv- ja funktsionaal-
ridadega seotud probleeme. Iga peatiiki I6ppu on opitud teooria kinnistamiseks
lisatud harjutusiilesanded, mis on varustatud vastustega. Pohilised viited on
opikule [9]. Opikuid [2] ja [17] ning Gppevahendit [19] vGib kasutada selle kur-
suse pohitddedega tutvumisel. Ingliskeelseks opikuks sobib [13] ja veebist saa-
dav [25]. Kes tunneb tosisemat huvi selle kursuse vastu, leiab palju huvita-
vat lisamaterjali venekeelsest klassikast [4-6]. Téiendavaid iilesandeid leiate tile-
sandekogudest [3], [14], [20] ja [24]. Opikutega [2], [4-6], [13] ja [25] ning iilesande-
kogudega [3] ja [24] to6tamisel tekkivate tdlkeprobleemide lahendamisel on abi
matemaatikasonaraamatutest [1] ja [8]. Matemaatikaleksikonist [7] leiate teid
huvitavate matemaatiliste terminite lithikesed méaératlused. Teoreetilise mater-
jali kinnistamiseks sobivad ka teatmikud [11] ja [12] ning metoodiline mater-
jal [15]. Siivateadmisi otsiv dppur voib tdiendada oma teadmisi funktsionaal-
analiiiisi elementaarkursuse [23] ja Gpiku [16] abil. Abistavate vahenditena voib
soovitada ka monda matemaatikapakettidest, nditeks MATLAB, MAPLE,
MATHCAD voi MATHEMATICA, mis voimaldavad lihtsustada tehnilist kiilge.
MATHEMATICA paketi jaoks on olemas eestikeelne juhend [21].

Oppevahendi koostamisel on kasutatud paketti ,Scientific WorkPlace 3.0,
lithendatult SWP3.0 ehk SWP.

Téanan dotsent Frederik Vichmanni, kes tutvus Gppevahendi kisikirjaga ja
tegi kasulikke mérkusi sisu ning vormi kohta. Ivar Tammeraid

21. jaanuar, 2005
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Peatukk 1

Diferentsiaalarvutus

1.1 Mitme muutuja funktsioon

Enne mitme muutuja funktsiooniga seotud moistete defineerimist meenu-
tame olukorda iithe muutuja funtsiooni y = f(z) korral. Selle funktsiooni mééra-
mispiirkond X on z-telje koigi punktide hulga mingi alamhulk, st X C R.. Seega
on alust arvata, et vastavate probleemide lahendamisel mitme muutuja funkt-
siooni korral on funktsiooni méa#dramispiirkond mingi hulk mitmemaodtmelises
ruumis. Tapsustame mitmemootmelise ruumi moistet.

Definitsioon 1. Hulkade H;, ..., H, otsekorrutiseks ehk Cartesiuse kor-

rutiseks Hy x ... x H, nimetatakse koigi jirjendite (h1,...,h,), kus
hy € Hp (k=1,...,n), hulka. Jarjendit nimetatakse ka korteeZiks. Kui
H, = H (k=1,...,n), siis n teguri, millest igaiikks on H, otsekorrutise

H x ... x H jaoks kasutatakse ka tdhistust H".

Definitsioon 2. Aritmeetiliseks punktiruumiks (afiinseks ruumiks) Ry,
nimetatakse otsekorrutist R x ... x R, milles on n tegurit ja R on reaalarvude
hulk. Punktiruumi elemente nimetatakse selle ruumi punktideks ja arve x; nime-
tatakse punkti P (x1,...,x,) koordinaatideks.

Definitsioon 3. Aritmeetiliseks vektorruumiks R™ nimetatakse n teguri
otsekorrutist R x ... x R, milles elementide liitmine on defineeritud seosega
x+y = (z1 +y1,.-.,Zn + Yn) ja korrutamine arvuga ax = (azxy,...,ax,),
kusjuures x = (21,...,Zn), Y = (Y1,---,Yn) ja @ € R. Ruumi R"™ elemente
nimetatakse vektoriteks ja arve z; (i =1,...,n) nimetatakse vektori x koor-
dinaatideks. Ruumi R™ elementi 0 = (0, ...,0) nimetatakse nullvektoriks ehk
lihtsalt nulliks.

Rohutame, et nii ruumi R, punkti P (x1,...,x,) kui ka selle punkti P ko-
havektori x = (x1,...,x,) méidrab dra sama jarjend (z1,...,2,).

Ruumi R™ vektorite x = (z1,...,2,) jay = (Y1,-..,Yn) skalaarkorrutis

7
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xy defineeritakse seosega

def.
Xy =T1y1 4 -+ Tnln.

Ruumi R"™ vektoreid x ja y nimetatakse ortogonaalseteks, kui xy = 0. Ruu-
mi R™ vektori x pikkus |x| defineeritakse kui ruutjuur vektori skalaarruudust

def
x2 = XX, st

x| = VX2 = VXX = V2121 + ... + TpTy = (/22 + ...+ 22,

Vektorite x ja y vaheline nurk defineeritakse seosega

Xy T1Y1 + ...+ TpYn
x|yl 2P+ a2 2
Vektorite siisteem {ey,...,e,}, kus e; = (1;0;...;0), ea = (0;1;...;0),...,

e, =(0;0;...;1) jae; (i=1,...,n) on x;-telje suunaline vektorrumi R™ iihik-
vektor, on ortonormaalne, st

€€ =0 = \ 1 fuii—j,

def.{ 0, kui i #j

kus d;; on Kroneckeri siimbol. Saame
x=(21,...,2n) =21 (1;0;...;0) + ... + 2, (0;0;...;1) = x1€1 + ... + xnep.
Piirprotsessi kirjeldamisel ithe muutuja funktsiooni korral kasutame kahe z-teljel
paikneva punkti z; ja 2o vahelist kaugust |z — 21| . Uritame esitada neid prob-
leeme n-mootmelisel juhul.

Definitsioon 4. Ruumi R,, punktide P (z1,...,2,) ja @ (y1,...,Yyn) vahe-
lisekskauguseks d (P, Q) nimetatakse ruumi R"™ vektori, mille alguspunktiks on
ruumi R, punkt P ja 16pppunktiks ruumi R, punkt @Q, st

e .
PQ = (y1 —1,---,Yn — Tn), pikkust:

4(P,Q) "L PG| = v/l )P + 4 (g — w)®

Definitsioon 5. Hulka U.(P) = {Q | (Q € R,) A (d(Q,P) < ¢)} nimeta-
takse punkti P € R,, e-iimbruseks.

Definitsioon 6. Punkti P € R, nimetatakse hulga 2 C R,, rajapunktiks,
kui suvalise € > 0 korral sisaldab punkti P € R,, e-imbrus nii hulga €2 punkte
kui ka hulka Q mittekuuluvaid ruumi R, punkte.

Naiide 1. Punkt P (3; \ﬁ/2) on piirkonna
2
Y
=<1
<l

rajapunkt, sest suvalise € > 0 korral on tingimusega

2
(a:—3)2+<y—\f> <e?

2

8

o= {()

S|
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méadratud ringis nii piirkonna 2 punkte kui ka piirkonda €2 mittekuuluvaid
punkte:

2

8

+

2

Y

=<1
7>

=y

&

Definitsioon 7. Hulga Q koigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga
rajaks. Definitsioon 8. Hulka 2 C R, nimetatakse lahtiseks, kui iga P € ()

korral leidub selline e = ¢ (P) > 0, et tingimusest d (Q, P) < ¢ jareldub @ € Q.

Seega sisaldab lahtine hulk Q iga oma punkti mingit imbrust ega sisalda
ithtki hulga € rajapunkti.

Definitsioon 9. Hulka ) C R,, nimetatakse kinniseks, kui €2 sisaldab oma
raja. Definitsioon 10. Hulka {P (z1,...,z,) | d (P, A) < r} ruumis R,, nime-

tatakse lahtiseks keraks raadiusega r ja keskpunktiga punktis A(ay,...,ay).

Definitsioon 11. Hulka {P (z1,...,2,) | d(P, A) < r} ruumis R,, nimeta-
takse kinniseks keraks raadiusega r ja keskpunktiga punktis A(aq,...,an,).

Naide 2. Hulk
(@) | (@) e R A (0 -0 + (5 -8 <12)}

on lahtine ring (kera) ja

{@y) | (@y) eR)A (@ =0) + -1 <r?)}

on kinnine ring ning ringjoon

{9 | (@) e Ra) A (0 - + (-1 =12)}

on nende mélema raja, kusjuures ringjoone keskpunkt on (a, ) ja raadius r.

Definitsioon 12. Hulka
(a1,01) X oo . X (an, bn) = {(x1,. ..y zn) | (a1 <zp <D A A (an < Tp < bp)}
nimetatakse lahtiseks risttahukaks ruumis R,,.

Definitsioon 13. Hulka

[a1,b1] X ... X [an,bn] = {(z1, ..., 2n) | (a1 <21 <b))A...A(an <z <bp)}

nimetatakse kinniseks risttahukaks ruumis R,,.
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Definitsioon 14. Arvu

p(B) =11z (bi — ai)

nimetatakse risttahuka B mooduks.

Ruumi Ry korral nimetame risttahuka (ristkiiliku) mootu pindalaks ja Rg
korral nimetame risttahuka mootu ruumalaks. Uldjuhul on hulga mdodu defi-
neerimine keerukas iilesanne.

Kui n-mo6otmelise ruumi hulk on 16pliku arvu risttahukate, millel puuduvad
iihised sisepunktid, iihend, siis selle hulga m66duks nimetame iithendi kompo-
nentide mootude summat. Kui D C R, on tokestatud hulk ja A on l6pliku
arvu lihiseid sisepunkte mitteomavate ristahukate ithend, mis sisaldab hulka D,
ning C on 16pliku arvu iihiseid sisepunkte mitteomavate ristahukate thend, mis
sisaldub hulgas D, siis 4 (C) < p (4) ja

< inf u(A).
glcl%u(c)_DHéAu( )

Definitsioon 15. Kui

= inf pu(A
CSLCI%AL(C) Hof px(4),

siis ruumi R, tokestatud hulka D nimetatakse maootuvaks ja arvu

def.
p(D) =" sup p(C)
ccbD

nimetatakse hulga D maooduks.

Niiteks ruumi Ry ringi
D = {(I171'2) | (131 — a1)2 + (JL‘Q — (12)2 < 7‘2}

korral u (D) = mr2.

Ruumi R3 punkti P (1,22, x3) korral kasutame tihti tdhistust P (z,y, z),
st nimetame {imber koordinaadid: 1 — =z, zo — y, x3 — 2. Mirgime, et
kolmemdGtmelises ruumis on vorrandiga x = ¢, kus ¢ on konstant, méadratud
tasand paralleelne yz-tasandiga. Analoogiliselt on vorranditega y = ¢ ja z = ¢
madratud tasandid paralleelsed vastavalt xz- ja zy-tasandiga.

Punkti asukoha maéaaramiseks kolmemootmelises ruumis kasutatakse lisaks
ristkoordinaatidele ka silinderkoordinaate ehk silindrilisi koordinaate ja sfaér-
koordinaate ehk sfddrilisi koordinaate.

Definitsioon 16. Ruumi Rj3 punkti P koordinaate p, ¢ ja z, mida ristkoor-
dinaatidega x, y ja z seovad valemid

T =pcosy, y=psing, z=z, (1.1.1)
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nimetatakse silindrilisteks koordinaatideks.

Seejuures on ¢ ja p punkti Q(z,y,0) polaarkoordinaadid xy-tasandil. Méargime,
et silinderkoordinaatide korral on kolmemdotmelises ruumis vorrandiga p = ¢
(c—konstant) méadratud poordsilinder, mille juhtjoon zy-tasandil on ringjoon
raadiusega ¢ ja keskpunktiga nullpunktis ning mille moodustaja on paralleelne
z-teljega. Vorrandiga ¢ = ¢ on méaratud pooltasand, st {iks z-telge ldbiva tasan-
di kahest osast, milleks selle tasandi jaotab z-telg. Selle tasandi teine osa on
méadratud vorrandiga ¢ = ¢ + 7. Vorrandiga z = ¢ miaratud tasand on par-
alleelne zy-tasandiga.

Definitsioon 17. Ruumi Rj3 punkti P koordinaate p, ¢ ja 1, mida rist-
koordinaatidega z, y ja z seovad valemid

x = psincosp, y=psinysing, 2z=pcosy, (1.1.2)

nimetatakse sfadrilisteks koordinaatideks.
z
P(z,y,2)

(4

|
\
\

o) | y
\

. /@\Q(%%O)

Seejuures on v nurk, mille punkti P(z,y,z) kohavektor OP moodustab
—
z-telje positiivse suunaga, p on vektori OP pikkus ja ¢ on nurk, mille vektor

OQ moodustab z-telje positiivse suunaga.
Margime, et sfadrkoordinaatide kasutamisel on kolmemootmelises ruumis
vorrandiga p = ¢ (c—konstant) médratud sfadr keskpunktiga nullpunktis ja
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raadiusega c. Vorrandiga ¢ = ¢ on maéaédratud pooltasand. Vorrandiga ¥ = ¢
on médratud osa podrdkoonusest, mille teljeks on z-telg. Millise vorrandiga on

antud selle poérdkoonuse iilejddnud osa?
Definitsioon 18. Kui hulga Q C R,, igale punktile P (z1,...,z,) on vas-

tavusse seatud muutuja u € R kindel véértus, siis deldakse, et hulgal Q on
defineeritud n muutuja (skalaarvidirtusega) funktsioon. Seda fakti tdhistatakse

u = f(x1,...,2,) voi lihidalt © = f(P) ehk P . u. Hulka Q nimetatakse
funktsiooni mdadramispiirkonnaks ja hulka

{u| ((x1,...,20) EQDAu=f(21,...,2,)} CR
funktsiooni vdadrtuste piirkonnaks. Hulka

{1,y zn,uw) | (1, 20) EQ)Au=f(21,...,2,)} C Rpp1
nimetatakse funktsiooni graafikuks.

Et jarjend (z1,...,z,) méidrab ara vektori x = (x1,...,x,), siis on moninga-
tel juhtudel otstarbekas lisaks funktsiooni u = f (z1,...,,) lihendatud t#his-
tusele u = f (P) kasutada ka t&histust u = f (x) ja konelda vektorargumendi x
skalaarvidrtusega funktsioonist u = f (x).

Kui funktsioon on antud analiiiitilise eeskirjaga ja maaramispiirkonda ei ole
ette antud, siis funktsiooni v = f(x1,...,2,) méidramispiirkonnaks loetakse

nende punktide, mille korral see eeskiri omab motet, hulka.
Niide 3. Leiame funktsiooni v = In (1 — 2% — ... — 22 ) mééramispiirkonna.

Et logaritmitav peab olema positiivne, siis

2

l—zi—... —22>0 & 23

242l <,
st maaramispiirkonnaks on lahtine kera raadiusega 1 ja keskpunktiga nullpunk-

tis. &

Tehnilistel kaalutlustel piirdume jérgnevas pohiliselt kahe muutuja funkt-
siooni u = f(x1,z2) uurimisega. Nimetame timber muutujad:

ry — T, T2 =Y, U — 2.

Seega piirdume tavaliselt funktsiooni z = f(z,y) uurimisega.

Niide 4. Olgu 2 = [—1;1] x [—1;1]. Skitseerime funktsiooni
z=2—2%—y?

graafiku ja leiame selle pinna vorrandi nii silinder- kui ka sfadrkoordinaatides.

Skitseerime graafiku
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Minnes iile silinderkoordinaatidesse, saame

z=2—1%—y? (1<i'>1)z:2—p2.
Minnes iile sfiarkoordinaatidesse, saame
z=2—a2%—y>? (1<i>2)pcosw:2—pzsin2¢. o
Definitsioon 19. Kui funktsioon v = f (x1,...,x,) on antud vorrandiga
F(z1,...,zn,u) =0, (1.1.3)

siis 6eldakse, et see funktsioon on antud #mutamata kujul. Vorrand (1.1.3) seob
n + 1 muutujat. Kui punkt P (z1,...,z,) sobivalt ette anda, siis on suurus u
seosest (1.1.3) médratav, kuigi mitte alati iheselt. K6igi nende punktide P hulk,
mil suurus w on seosest (1.1.3) médratav, moodustab ilmutamata kujul antud
funktsiooni méaramispiirkonna ).

Kahe muutuja ilmutamata funktsiooni korral piirdume tavapéraselt vorrandiga
F(z,y,2)=0.
Naiide 5. Olgu funktsioon antud ilmutamata kujul vorrandiga

2 2 2

%+%+%—1:0. (1.1.4)
Avaldame vorrandist (1.1.4) muutuja z: z = £24/1 — i - y—Q
Et ruutjuure all olev avaldis peab olema rnittenegatiivné7 siis ?eiame méadramis-
piirkonna 2 kui vorratuse 1 — 1—2 — %2 > 0 koigi lahendite hulga:

22 g2
Q:{(x,y) 16+9§1}'
2

Uuritava funktsiooni méadramispiirkonnaks on ellipsi ——i—% = 1 poolt holmatav

xy-tasandi piirkond. Vorrandiga (1.1.4) méaératud funktsioon on kahene. Leiame



14 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

2 2 2 2
kaks haru: z = 24/1 — %i — %, z=—=24/1-— % — % Skitseerime uuritava

funktsiooni graafiku:

o L o z=2/T- 2216 - 29

2= —2/1—42/16 — y2/9

Funktsionaalset seost z = f (z, y) voib esitada ka parameetriliselt

r=

y=v(@q (pg €ICR, (1.1.5)
z=X

Seoste (1.1.5) abil on konstrueeritud tiksiithene vastavus piirkonna II ja pinna
punktide vahel. Esituste (1.1.5) paigutamine vorrandisse z = f (z,y) muudab
selle samasuseks hulgal II, st

_ Q={lzy) | @=v @) Ay=1v@a)A(paq) D}
ja
X (.a)=f(ep.a).¥p.q) (V(p,q €ll).
Funktsionaalset seost voime parameetriliselt esitada tavaliselt mitmel erine-
val viisil. Parametriseerimise oskused avardavad oluliselt arvuti kolmedimensio-
naalse graafika kasutamisvoimalusi.

Niide 6. Uurime vorrandiga (1.1.4) esitatud pinna {iht parameetrilist esi-
tust. Néitame, et parameetrilised vorrandid

x = 2cospsiny
y = 3sinpsiny (1.1.6)
z=4cosvy

kus 0 < ¢ < 27 ja 0 < ¢ < m, annavad sama funktsionaalse sGltuvuse.
Asendame muutujate x, y ja z parameetrilised esitused ldhtevorrandi vasakusse
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poolde. Leiame, et

z? N v N 2 _ (2 cos @sin1)® N (3sin @ sin)? N (4cos )’ _
4 9 16 4 9 16
2 2 S22 2. _
= cos” psin“ Y + sin” psin“ Y 4 cos“ Y =
= (cos® ¢ + sin® p) sin® ¥ + cos® ¢ = sin®p + cos®1p = 1
(V (¢ €[0;2m)) Ao € [0;]),

st selle parameetrilise esituse (1.1.6) paigutamine lihtevorrandisse muudab vor-
randi (1.1.4) samasuseks . Seega on parameetriliste vorranditega (1.1.6) esitatud
pinna punktid ka pinna (1.1.4) punktideks. Et parameetrit ¢ voime tolgendada
kui nurka, mille punkti (x,y, z) kohavektor moodustab z-telje positiivse suuna-
ga, ja parameetrit ¢ kui nurka, mille punkti (z,y, z) ristprojektsiooni (z,y,0)
kohavektor moodustab xy-tasandil x-telje positiivse suunaga, siis voimaldavad
parameetrite ¢ ja v valitud méadramispiirkonnad esitada parameetriliste vorran-
dite (1.1.6) abil selle ellipsoidi kdik punktid. &

Definitsioon 20. Pinda punktiruumis R,, vorrandiga
f(.Tl,...,.’I}n) = C,

kus C' € R on etteantud konstant, nimetatakse funktsiooni f (z1,...,z,) nivoo-
pinnaks. Juhul n = 2 nimetatakse nivoopinda mnivoojooneks . Funktsiooni

z = f (z,y) nivoopinda vorrandiga f (x,y) = C voime kisitleda kui funktsiooni
z = f (z,y) graafiku ja tasandi z = C' l6ikejoone projektsiooni zy-tasandile.
Niide 7. Leiame funktsiooni z = 22 + y? nivoojooned.
Nende vorrandid on: 22432 = C. Reaalse joone saame vaid juhul, kui C' > 0.
Olgu C = r2. Skitseerime nivoojooned r = 1;2; 3 korral

Y

o

N&ide 8. Skitseerime funktsiooni z = |z — 1] + |y + 2| graafiku ja nivoo-
jooned |z — 1|+ |y +2|=C (C=1;2;3):




16 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

Naide 9. Skitseerime SWP abil funktsiooni
2 = (cosa) (siny)  {(2.9)|(~5 <@ <5)A (=5 <y <5)}
nivoojooned (cosz) (siny) = C (C = —0.5;0;0.5) :

y
e o=12
=12
—371'/2 -T2 / - 371'/2 z

QQQ

- o

1.2 Funktsiooni piirvaartus ja pidevus

Intuitiivselt moistame me oma eelnevate teadmiste pohjal, et arvu a nime-
tame funktsiooni w = f (P) piirvidrtuseks punktis A, kui punkti P ldhenemisel
punktile A funktsiooni véértus laheneb arvule a. Paneme jargnevalt funktsiooni
piirvéédrtuse definitsiooni kirja matemaatiliselt korrektselt.

Definitsioon 1. Arvu « nimetatakse funktsiooni v = f(x1,...,25)
prirvddartuseks punktis A(ay,...,a,), kui arvu « suvalise e-limbruse
U: (o) korral leidub selline punkti A(aq,...,a,) d-Umbrus Us(A), et
f(Us (A)\A) C Uc (o). Seda fakti tdhistatakse ;iLnA f(P)=q.

Seega
(hm f(P)= a)@

P—A
&S Me>030=0():0<d(P,A) <d=|f(P)—al<e).

Kui kasutada n muutuja funktsiooni v = f(P) jaoks téhistust v = f(x), siis on
eelnev definitsioon kirja pandav kujul

(Alim0 fla+ Ax) = a) &
&S Me>030=0(e):0<|Ax| < 0= |f(a+Ax) —a| <e),
kusjuures

a=(a,...,ap),x=(T1,...,2,), Ax = (Axy,...,Ax,), x = at+Ax.



1.2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS 17

Enamik mitme muutuja funktsiooni omadusi on sarnased vastavate omadustega
ithe muutuja funktsiooni korral, néditeks lineaarsuse omadus

(Jlii“A £1(P) = oq) A (;iinA fo(P) = aQ) Acr ez €R) =

= (},EHA (c1fi(P) +c1fi(P)) = cran + Czaz) .
Samuti kehtib omadus, et punktis A piirvadrtust omav funktsioon f (P) on selle
punkti timbruses esitatav kujul f (P) = o + 7, kus

o= Jm, /(P

ja 7 on lIopmata viike suurus piirprotsessis P — A, st ;imA v = 0. Seega

(lim f(P):a) = ((f(P):aﬂ)A(};iglAy:o)).

P—A

Vaatleme jargnevalt moningaid ainult mitme muutuja funktsioonile iseloomu-
likke momente.

Definitsioon 2. Piirvaartust

lim lim ... lim f(21,...,2,) =
Tr1—a1 T2—a Ty —>0n,

= lim (lim ( lim f(xl,...,xn)>)
r1—al To—ras Tn—0n

nimetatakse korduvaks piirvidrtuseks, st jérjest voetud ithe muutuja funkt-
sioonide piirvidrtusteks, kusjuures muutuja x; (1 <i < n) jirgi piirviddrtuse
arvutamisel loetakse muutujaid =5 (k < ¢) konstantseteks.

Lause 1. Piirviartus IlirnA f (z,y) eksisteerib parajasti siis, kui f(z,y) — «

soltumata punkti P (z,y) punktile A (a,b) lihenemise viisist, kusjuures

lim lin}) f (gc,y) =aq,
1 i rT—ay—
(@yl)lin(a’b) flay)=a=q "1 o) = o (1.2.1)

y—br—a

Implikatsioon (1.2.1) ei ole pooratav.

Taoestus. Viite esimene osa jareldub funktsiooni piirvaértuse Definitsioonist
1. Viite teises osas kasutatakse kaht punkti P punktile A ldhenemise teed.
Esiteks, punkt P (z,y) laheneb punktile A (a,b) piki murdjoont PQA. Teiseks,
punkt P (z,y) ldheneb punktile A (a,b) piki murdjoont PRA. Skitseerime need
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ldhenemisteed:
Z{ Q($7b) - A(avb)
P(xv y) - R(CL, y)
0 -
Implikatsiooni (1.2.1) mittepodratavus jareldub jargmisest néitest. O

Niide 1. Uurime korduvaid piirvaédrtusi ja kahe muutuja funktsiooni
2zy/ (2* + y?) piirvédrtust piirprotsessis (z, y) — (0;0).

Leiame
2
lim lim ——?  — lim — = lim 0 =0,
z—0y—0 xr2 —+ y2 20 2 x—0
- 2xy .0 .
lim lim =lim — = lim 0 =0,

y—0z—0 2 + y2 y—0 y2 y—0
st korduvad piirvasdrtused on vordsed. Teisalt,

kasutame iileminekut polaarkoordinaatidesse
valemitega x = pcosy, y = psinp, =
kusjuures ((z, y) — (0;0)) & (p — 0)

2zy
1m —_—_ =
(z,y)—(0;0) 22 4+ y?

2pcos @ - psin 2 cos @ sin
= lim peosp - p ('02 = lim # = sin 2y,

p—0 p2cos?p+ p2sin“ @  p—0 cos? p + sin”

st tulemus jaab soltuma l&dhenemisnurgast . Lause 1 esimese osa pohjal uuri-

tavat piirvadrtust ei eksisteeri, st

. 2xy
1im —_—.
(z,9)—(0:0) x2 +y?

Seega implikatsioon (1.2.1) ei ole pooratav. &

Kahe muutuja funktsiooni piirvédrtuse uurimise kahe vottega puutusime
kokku Naites 1. Kolmas vote kasutab punktile (0;0) ldhenemist piki sirget
y = kzx.

) 2x2y3

lim YR
(z,y)—(00) % + Y
Kui ldaheneme nullpunktile piki sirget y = kz, siis

Niide 2. Leiame piirvaartuse

((z, y) — (0;0)) & (z — 0)
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ja

li = — =1 = <1/ =0
(axy)lgl(O;O) ot 4yt 220 x4t + (kx)4 a0 T+ kA L+ k4T ]

ithtlaselt £ € R suhtes. Nullpunkti ldbib ka y-telg ja ta on kirjeldatav mitte
vorrandi y = kzx, vaid x = 0 abil. Uurime ldhenemist piki seda sirget

2223 222 (ka)® 2k H 2k3

223 2.23
Y w=0=1 0% i L — im0 =0,

lim = lim ——> =
y—0 0 +yt  y—0 y*  y—0

(z,9)—(0;0) x* + y?

Uuritav kahe muutuja funktsiooni piirviirtus eksisteerib ja vordub nulliga. <

Kui kolmanda votte rakendamisel jaab tulemus soltuma ldhenemiseks kasu-
tatava sirge tousunurga tangensist k, siis Lause 1 pohjal uuritavat piirvaartust
ei eksisteeri. Lisame kaks viidet eriti usinale tudengile.

Lause 2. Kui
fla+ peosp, b+ psing) = a+ p*F(p, p),
kus A > 0ja F(p,p) =0(1) (0<p <21, 0<p<r),siis

lim f(r,y)=a < lim f(a+pcose,b+ psing) = a.
(z,y)—(a,b) p—0

Lause 3. Kui
fla+kt,b+nt) =a+t'G(t, k,n),
kus 1 > 0 ja G(t,k,n) = O(1) (0 < [t| < B, |k| < 00, |n| < 00), siis

lim f(r,y)=a < lin(l)f(a—l—pcosgo,b—kpsingp):a.
p—

(z,y)—(a,b)
Definitsioon 3. Funktsiooni v = f (x1,...,x,) nimetatakse pidevaks punk-
tis A(ai,...,an), kui
lim f(P)=f(4), (1.2.2)

st on tédidetud kolm tingimust:
L 3f(A4);
2. 3 lim f (P);
3. Jim f (P) = 1 (4).

Definitsioon 4. Funktsiooni v = f(P) nimetatakse pidevaks piirkonnas
Qp C Q C R, kui see funktsioon on pidev piirkonna 2y igas punktis.

Asjaolu, et funktsioon f(P) on pidev piirkonnas g, téhistatakse f(P) €
C(Qy). Kui P(ag+Azy,...,an +Az,), Ax = (Azq,...,Az,) ja
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Au = f (a1 + Azxq,...,a, + Axy,) — f(a1,...,a,), siis tingimus (2.2) on esi-
tatav kujul

li Axi,...,a, +Ax,) — yeespn)) =0
oA o) (f (a1 + Azy, ... 0, + Azy) — f (a1 an))

ehk kujul
lim Au =0, (1.2.3)

Ax—0

st mitme muutuja funktsioon v = f(P) on pidev punktis A parajasti siis, kui
argumendi muutude vektori lahenemisel nullvektorile funktsiooni muut ldheneb
nullile.

Naide 3. Uurime funktsiooni

92243 .
S = Trrgr K@) # 00, (1.2.4)
0. lui () = (0:0)

pidevust punktis O (0;0) .
Definitsiooni 3 k&ik kolm tingimust on rahuldatud. TGesti,

1. f(O) = [vaadake funktsiooni definitsiooni] = 0,

2. Ilimo f(P) = [vaadake Néidet 2] = 0,

3. }limo f(P)=0= f(O).
Seega on uuritav funktsioon f(z,y) pidev punktis O (0;0). &

Ka mitme muutuja elementaarfunktsioonide korral kehtib jirgmine véide.

Lause 4. Iga mitme muutuja elementaarfunktsioon on pidev oma méiramis-
piirkonna sisepunktides.

Funktsiooni 2z%y3/ (w4 + y4) médramispiirkond 2 on kogu zy-tasandi loplik
osa, v.a nullpunkt. Et hulk Q on lahtine, st ta koosneb vaid sisepunktidest, siis
on funktsioon 2x2y3/ (134 + y4) pidev hulga € igas punktis. Kui siia lisada Niites
3 saadud tulemus, siis voib viita, et eeskirjaga (1.2.4) antud funktsioon f(z,y)
on pidev kogu xy-tasandil.

Uhe muutuja funktsiooni korral on eriline osa 15igul pidevate funktsioonide
omadustel. Analoogilised omadused on ka kinnisel tokestatud sidusal hulgal
Qo C 1 pidevatel mitme muutuja funktsioonidel, kusjuures hulka 2y nimetame
sidusaks, kui iga kaht selle hulga punkti saab {ihendada sellesse hulka kuuluva
pideva joonega.
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1.3 Funktsiooni osatuletised

Vaatleme jérgnevalt mitme muutuja funktsiooni v = f(z1,...,z,) osatule-
tisi punktis P(x1,...,2,). Anname koordinaadile z; (1 <4 <n) muudu Ax;.
Olgu koordinaadi x; muudule Ax; vastav funktsiooni muut Apz,u def
f (.’L'l, [P o7 S N o7 + A.’Ei,.’ti+1, e ,.Tn) —

—f (LU], ey Li—1,T4, LL‘Z‘+1, . ,.Tn) .
Kasutades vektoreid x = (z1,...,2,) ja (Ax;)e;, saame funktsiooni muudu

A, u esitada kujul Aag,u=f(x+ (Az;)e;) — f(x).

o oo o . Aagu
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvisrtus lim ————, siis nimetatakse

Ax;—0 A.Q?i
seda piirvadrtust funktsiooni u = f(x1,...,2,) (esimest jarku) osatuletiseks
of(x1,...,x
punktis P(z1,...,z,) muutujax; (1 <i < n)jirgijatihistatakse %,
-
st '
Of(x1,...,%n) def . Apg,u
—— 2 = lim .
833i Az;—0 AJ?Z
- - ) . Of
Funktsiooni v = f(x1,...,2,) osatuletise jaoks kasutatakse siimboli 3
Ty

0 Oou 0
asemel ka tahistusi — f, =—, —u, fo., [, ja us,.
Gt G e Frue F i
Jareldus 1. Osatuletise votmisel mitme muutuja funktsioonist f muutuja
x; jargi voetakse selle muutuja jargi tavaline tuletis, kusjuures selle funktsiooni

teisi muutujaid késitletakse kui konstante.

Jéareldus 2. Kui hulgal Q méaratud funktsioonil u = f(P) eksisteerib os-

u
atuletis 3 (1 <i<n)hulga Qp C Q igas punktis, siis kujutab see osatuletis
Z;
ou
3 endast funktsiooni, mis on méaaratud hulgal €.
T

Jéareldus 3. Kui tegemist on kahe muutuja funktsiooniga z = f (x,y), siis

ox o Axz—0
T,y

)

Ax
0f(z,y) _ . f@y+Ay) -~ f(z.y)
= lim .
By Ay—0 Az
. . . 0z . 0z _ __
Naiide 1. Leiame funktsiooni z = z¥ osatuletised 7z ja a—y Vottes sellest

funktsioonist osatuletist muutuja x jargi, késitleme suurust y kui konstanti,

z
st muutub vaid astmealus, saame —— = yx¥~!. Vottes sellest funktsioonist

x
osatuletist muutuja y jérgi, kisitleme suurust z kui konstanti, st muutub vaid

astmenditaja, saame 0= zYInz. &
)
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Naiide 2. Leiame funktsiooni u = z arctan ¥ osatuletised uz, uy ja u, :

0 (z arctan Q) A 1 5
6; ox 14 (g) x 24y
0 (z arctan Q) A 1 .
u = N X/ . _z = 72— = 5>
Yy ag Jy 1+(g)2x 2+ 32
z T
u, = arctan g O
x
Et n-muutuja funktsiooni v = f(P) esimest jarku osatuletis 3 on
T

n-muutuja funktsioon, siis voime votta sellest esimest jirku osatuletise muu-
tujaz; (1 <j<n) jérgl. Saadud tulemust nimetatakse funktsiooni u = f (P)
teist jarku osatuletiseks, voetuna esiteks muutuja x; jérgi ja siis muutuja x;
jargi. Seega,

2
(o) asiisw.

8l‘i8Ij N 8l‘j 8l‘i
. . 0?u N .
Lisaks tahistusele 2.0 kasutatakse selle teist jarku osatuletise jaoks veel
LiOT
0? 0% f 0?
tahistusi U Ugows [ ja few. Kul 4 j, siis
92:07; " D0y’ axiamjf, vy Jrie, 2 faia, # Js
2
U
teist jarku osatuletist nimetatakse segaosatuletiseks. Juhul i = j kasu-
Bxiaxj
) . 0%u . Pu . .
tatakse stimboli ~———— asemel téhistust —— ja stimboli u,,,, asemel téhistust
0x;0x; Ox;

u 2 . Viimase tahistuse kasutamisel tuleb olla ettevaatlik, sest monikord soovime

muutuvast suurusest u leida ka osatuletist suuruse x? jirgi. Kolmandat jirku
osatuletised defineeritakse kui esimest jarku osatuletised teist jarku osatuletis-
test. Analoogiliselt defineeritakse (n + 1)-jarku osatuletised kui esimest jarku
osatuletised n-jarku osatuletistest.

Naiide 3. Leiame funktsiooni z = x¥ kaik teist jarku osatuletised:

2
o2 (az) =& () =y -,

02 dx \ox) Ox
0%z 0 [0z 9 - B )
0zdy — Dy (630) ~ oy (ya¥~') = 2¥" ! +ya¥ " Ina,
2
8ayazx - % (g;) = % (z¥Inz) = yz¥ tInz 4+ 2v7 1,
2
gyi:aay(az>Za(zj(xylnx):xy(lnx){ o
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Margime, et teist jarku segaosatuletised on selle funktsiooni korral vordsed,

nimelt

z
=2V 1 4+yz¥yllne = . Kehtib jargmine véide.

0x0y Oyox
Lause 1. Kui funktsiooni z = f(z,y) teist jirku segaosatuletised z,, ja zys
on pidevad punktis P(x,y), siis selles punktis 2z, = zy,.
Toestus. Olgu

w e fla+ Avy+ Ay) = fla,y+ Ay) — fa+ Az,y) + f(x,y),

kus Ax ja Ay on esialgu konstantsed. Kui

go(a:,y) d;f f(:c,y+ Ay) - f(:c,y), 1/J(37»?/) d;f f(.’L‘+ Ax,y) - f(m,y),

siis kasutades Lagrange’i keskvadrtusteoreemi, saame
w=¢(r+Az,y) —p(z,y) = ¢ (z + 1Az, y) Az, (1.3.1)

kusjuures

Po (z+0182,y) = fo(z + 01 A2,y + Ay) — fo(z + 01 A2,y) =

= fuyla+ 01 A2,y + 03 29) Ay, (1:3.3)
Yy (z,y + 02Ay) = fy(z + Az, y + 6:Ay) — fy(2,y + 2 Ay) = (1.3.4)
= fym(x+04Al',y+92Ay)Al‘ o
Seoste ahelatest (1.3.1) , (1.3.2), (1.3.3) ja (1.3.4) jareldub, et
foy(x + 0142,y + 03Ay)ArAy = f. (v + 0147,y + 0. Ay) AyAz,
fzy ((E + HlAiU»y + GSAy) = fyz (CE + 94A$71/ + 92Ay) )
kus0<8; <1 (i =1;2;3;4) ja
lim foy (@ +61Az,y + 05Ay) =
(Az,89)~(0,0) (1.3.5)

— 1 N 04Az,y + 62 Ay) .
(Mvmllr)n_}(omfy (x + 012z, y + 62 Ay)

Kui segaosatuletised f, (2,v) ja fyz (z,y) on pidevad punktis P(z, y), siis seosest
(1.3.5) jareldub Lause 1 véide fqy (2,vy) = fyz (z,y). O
Lause 1 viitega sarnane viide kehtib ka funktsiooni z = f(x,y) korgemat

jarku segaosatuletiste korral ja n-muutuja funktsiooni (n > 3) segaosatuletiste
korral.
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1.4 Funktsiooni taisdiferentsiaalid

Funktsiooni z = f(z,y) argumentide muudule (Axz, Ay) vastav funktsiooni
muut Az avaldub kujul

Az = f(x + Az, y + Ay) — f(z,y) =
= (f(z+ Az,y + Ay) — f(z,y + Ay)) + (f(z,y + Ay) — f(z,y)) =
= fo(r + 01Az,y + Ay)Az + f, (2,y + 2 Ay) Ay =
= [eeldame osatuletiste f, ja f, pidevust punktis (z,y)] =
= (fo(z,y) + o) Az + (fy(z,y) + B) Ay = fu(z,y)Az + fy(z,y)Ay + 7,

kusjuures
lim a =0, lim 5=0 (1.4.1)
(Az,Ay)—(0;0) (Az,Ay)—(0:0)
ja suurus v = aAx + Ay on korgemat jarku 16pmata viike vorreldes vektori

(Az, Ay) pikkusega 1/ (Az)® + (Ay)®. Toesti, vorratuste ahelast

ot phy | lolidel ol

IV T @ay? e+ (ayy?

<lal+108]

<

ja tingimustest (1.4.1) jéreldub, et suurus v = aAz + BAy on kdrgemat jarku
Iopmata véike vorreldes vektori (Ax, Ay) pikkusega.

Definitsioon 1. Funktsiooni z = f(z,y) nimetatakse diferentseeruvaks punk-
tis P(z,y), kui argumendi muudule (Ax, Ay) vastav funktsiooni muut

Az = f(z + Az, y + Ayf(z,y)

on esitatav kujul
Az = folz,y)Az + fy(z,y)Ay + 7, (1.4.2)

kus «y on korgemat jirku 1opmata viike suurus vorreldes vektori (Ax, Ay) pikku-
sega (Aac)2 + (Ay)2 piirprotsessis (Az, Ay) — (0;0).

Jareldus 1. Kui funktsiooni z = f(x,y) osatuletised f;(x,y) ja fy(z,y) on
pidevad punktis P (z,y), siis on funktsioon z = f(x,y) diferentseeruv punktis
P(z,y).

Toestus jareldub alajaotuse algul esitatud arutelust. Nimelt l&htudes osa-
tuletiste f, ja f, pidevusest onnestus funktsiooni muudule Az anda esitus
(142). O

Saab néidata, et igal diferentseeruval funktsioonil on olemas esimest jarku
osatuletised.

Jédreldus 2. Kui funktsioon z = f(z,y) on diferentseeruv punktis P(z,y),
siis funktsioon f on pidev selles punktis.
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Toestus. Et
lim Az = lim x,y)Azx + f,(x,y)Ay+v) =0,
oA (Az,Ay)H(O;O)(fx( y) fy(@,y) Ay + )

siis on taidetud tingimus (1.2.3), mis on tarvilik ja piisav funktsiooni f pide-
vuseks punktis P (z,y) .

Definitsioon 2. Suurust

dz = fo(z,y)de + fy(z,y)dy, (1.4.3)

kus do < Az ja dy def- Ay, nimetatakse funktsiooni z = f(z,y) tdisdiferent-

staaliks. Funktsiooni z = f(x,y) téisdiferentsiaali dz v6ib esitada kujul

B B
dz= %f(w‘,y)dw + a*yf(%@/)@

voi formaalselt kujul

0 0

0 0
kus operaatori %daj + 8—dy rakendamisel funktsioonile f(x,y) tuleb molemas

liidetavas stimboli d taha kirjutada f(x,y).

Naide 1. Leiame funktsiooni z = sin y taisdiferentsiaali. Et
T

siis 1
dz:—%cosgdx—i—fcosgdy. O
x T x x
Varreldes valemeid (1.4.2) ja (1.4.3), néeme, et funktsiooni z = f(x,y) muut
Az ja tdisdiferentsiaal dz erinevad teineteisest suuruse 7 vorra. Seejuures on -y
piirprotsessis (Axz, Ay) — (0;0) korgemat jirku lopmata viike, vorreldes suu-
rusega

\/ (Az)? + (Ay)®. Seega Az ~ dz ja valemist (1.4.3) saame ligikaudse seose
Az & fo(z,y)Az + fy(z,y)Ay, millest jareldub rakendusteks sobilik valem

fla+ Az, y+ Ay) = f(2,y) + fulz,y) Az + fy(z,y)Ay. (1.4.4)



26 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

Niide 2. Arvutame valemi (1.4.4) abil In(v/1.06 ++/0.96 — 1).

Abifunktsiooni f(z,y) = In(¢x+ ¢y —1) korral leiame osatuletised:
fulwy) =1/ (3907 (Vo + v 1)),

Twsy) =1/ (45 (Vo + 95 - 1))
Kuiz =1, Az =0.06, y =1, Ay = —0.04, siis

f(1,1)=In (\3/I+ V- 1) =0, fo(1,1)=1/3, f,(1,1) =1/4.
Valemi (1.4.4) abil saame

1 1
In(V/1.06 + v/0.96 — 1) =~ 0 + 30.06 — £0.04 = 0.01. %

Funktsiooni z = f(z,y) téisdiferentsiaal dz on nelja muutuja funktsioon
dz = dz (z,y,dz,dy) . Kui vaadelda suurusi dz ja dy kui konstante, siis dz on
vaid muutujate x ja y funktsioon ning saame leida suuruse dz taisdiferentsiaali
d(dz).

Definitsioon 3. Suurust d(dz) nimetatakse funktsiooni z = f(z,y) teist
jirku tdisdiferentsiaaliks ja tihistatakse d2z, st d?z = d (dz) . Et

d*z =d(dz) =

= (fo(z,y)dz + fy(z,y)dy), dz + (fo(z,y)dz + fy (2, y)dy), dy =

= fou(@,9) (d2)* + fyo (2, y)dyda + foy (2, y)dady + f,,(z,y) (dy)* =
= [eeldame segaosatuletiste fy, ja fyy pidevust punktis (x,y)] =

= faz(,y) (d.%‘)2 + 2fa:y(x7 y)drdy + fyy(-% Y) (dy)2 )

siis pidevate fy, ja fi, korral punktis P(x,y) saame

A%z = fou(z,y) (d2)° + 2fuy (z, y)dady + fyy(2,y) (dy)°. (1.4.5)

Viimast valemit voib esitada kujul

o o\’
2, _
d°z = <axdz+ aydy) f(z,y),

kus pirast summa ruudu leidmist tuleb igas liidetavas siimboli 92 jirele kirju-
tada f(x,y). Toesti,

o o \? o2 ) o2 2,

_ O*f(z.y) 0*f(z,y)

a f($7 y) 2
Ox2 0xdy (dy)”

2
dz)? + 2 dzdy +
(dz) 02
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Niide 3. Olgu z = 2Y. Leiame d?z.

Niites 1.3.3 leidsime vajalikud teist jarku osatuletised. Paigutame need vale-
misse (1.4.5):
d2z =y (y—1)2¥ =2 (dz)* + 2 (v~ + yz¥~'Inz) dedy + 2V (In 2)% (dy)*. O

Definitsioon 4. Funktsiooni z = f(x,y) n-jirku tdisdiferentsiaal d"z de-
fineeritakse kui esimest jarku téisdiferentsiaal (n — 1) -jarku téiisdiferentsiaalist,

st

def

dnz " (@)

Kehtib valem
d"z = Qdaﬁ—i—gd nf(m )
=5 s JY)-

Analoogilised tulemused kehtivad ka n-muutuja funktsiooni u = f(z1,...,z,)
korral. Kui téhistada

x=(21,...,2n), Ax = (Az1,...,Azy), do; = Az, du =Y fr,(x)dz;,

Au = f(x+Ax) — f(x), d"u=d (d™ 'u) (m=>2),

(Z da:l> . f(x).

Au = Z Su, (X)dz; + 7, (1.4.6)

siis

Kehtib seos

kus v on korgemat jarku Ilopmata viike suurus, vorreldes suurusega

2 . . .
Yo, (Az;)”. Kuna Au =~ du, siis saame rakendusteks sobiva valemi

f (x4 Ax) )+ Z fo, (X)A;. (1.4.7)

Kehtib jargmine véide (vorrelge seda Lausega 1.3.1).

Lause 1. Kui funktsiooni f(z,y) osatuletised f, ja f, on diferentseeruvad
punktis (x,y), siis selles punktis fzy, = fya-

1.5 Liitfunktsiooni osatuletised

1° Olgu funktsioonid z; = z;(t) (¢ =1;...;n) diferentseeruvad punktis ¢
ja funktsioon uw = f(z1,...,z,) diferentseeruv punktis P(zq (t),...,z, ().
Leiame liitfunktsiooni u|y,—g, 1y = f(z1(t),..., 20 (t)) = u(t) tuletise du/dt
punktis ¢. Et funktsioon u = f(x1,...,z,) = f(x) on diferentseeruv punktis P,
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siis argumendi x muudule Ax vastav funktsiooni v = f(x) muut Au avaldub
valemi (1.4.6) abil

Au = fol )Az; +7,

kus
T A0,
22;1 (Axi)Q
Et funktsioonid z; = z;(t) (¢ =1;...;n) on diferentseeruvad punktis ¢, siis

argumendi ¢ juurdekasvule At vastav funktsiooni x; juurdekasv Ax; avaldub

dx;
kujul Ax; = d—iAt + ay, kusjuures

Q; At—0
—

AL 0(=1;...;n).

Seega saame

Au—ZfIz (
(Zf%( d%)At‘Lme X)ai + v =
- dl‘i
— (foi(x) dt)At—HS,

kus 6 = Y7, fz.(x)a; + 7. Et kehtib vorratuste ahel

At—&—a,)—i—’y:

S
Il
_

‘2 fo —+E
<Z|fa I viRarviE
& vl
g;m ) |5 =

ja

piirvaartust omav
suurus on tokestatud | =
selles piirprotsessis
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ning o, /At A0 (i=1;...5m), v/\/ >y (Az;)? Ax0 0, siis 0/At A0,
Seega oleme toestanud jargmise vaite.

Lause 1. Kui funktsioonid z; = z;(t) (i =1;...;n) on diferentseeruvad
punktis ¢ ja funktsioon u = f(x) on diferentseeruv punktis P(z1 (), ..., z, (t)),
siis liitfunktsiooni

wimas(t) = [ (@1 (). @n (1) = f(x(2) = u(t)
tuletis punktis ¢ avaldub kujul

u

du(t) < dx;(t)
=2 hale ) (15.1)

Naiide 1. Olgu

u = x2—|—y2 +227 xr =sin2t, y=1—cos2t, z = cost.

du
Leiame tuletise —.
Kasutame valemit (1.5.1), kusjuures muutujate z1, z2 ja x3 asemel kasutame
vastavalt muutujaid x, y ja z. Saame

du dx dy dz
ar M Tt T ar T
= 2z (2cos 2t) + 2y (2sin 2t) 4+ 2z (—sint) =
= 2(2sin 2t cos 2t + 2 (1 — cos 2t) sin 2t — costsint) =
= 3sin2¢.
Mérgime, et sama tulemuseni jouame, kui kGigepealt asendada vorrandis
u = 22 4+ y% + 22 suurused 7, y ja z muutuja ¢ kaudu

U(t) = x2|w=sin2t + y2|y=1—cos 2t + 32|z=cost =

= (sin2t)® 4 (1 — cos 2t)* 4 cos® t = 4 — 3cos> ¢
ning votta siis tuletis

du d(4—3cos’t
d—?:%zficostsint:?)sin%. &
2° Olgu funktsioonid & = x(u,v) jay = y(u,v) diferentseeruvad punktis P(u, v)

ning funktsioon z = z(x,y) diferentseeruv punktis (z(P),y(P)). Leiame liit-
funktsiooni z = z (x(P),y(P)) = z(u,v) osatuletised z, ja z,. Valemi (1.4.2)
abil saame

Az = 2, Az + 2y Ay + 7,
Ax = x,Au+ ,Av + «
Ay = yuAu + yvAv + 8,
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kus
v\ (Az)? 4 (Ay)? SO0 (15.2)
a/y/ (Au)® + (Av)? G200 (1.5.3)
ja

2 (Au,Av)—(0;0)
—

B/\/ (Au)® + (Av) 0. (1.5.4)

Seega leiame

Az = zz Az + 2yAy + v =
= 2y (X AU+ T, AV + @) + 2y (YyuAu + Yy Av+ ) +v =
= (22Ty + ZyYu) AU+ (254 + 2yYn) AV + (2zae + 248 + )
ehk
Az = (23Tq + 2yYu) AU+ (25T + 2yYn) Av + 6, (1.5.5)

kus § = zza + 2,0 + . Valime seoses (1.5.5) Av = 0 ja tdhistame argumen-
di v muudule Au vastavat funktsiooni z muutu stimboliga Aa,z. Jagame siis
molemat poolt suurusega Au. Saame

AA z )
TAu T e et g
Kasutades seoseid (1.5.2), (1.5.3) ja (1.5.4), leiame valiku Av =0 korral
O | avzo |zmo 2B ty] =0 b T
Au Au ~ 1 Au Au Aul —
(Au)® + (Av)? (Au)® + (Av)?
2 2
N v VB2 (AY)" pug 0
(A0 +(ag? 1A
sest
Az)? + Ay 2 piirvaartust omav
(A2) +(49) Auz0 2 +y2 = | suurus on tokestatud | =
|Aul . .
selles piirprotsessis
(Az)* + (Ay)?
= =0(1).
Seega
B T UL ot ) = 2wt
T B0 TAG Ao \ et T A T | T R T 2y Y
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Analoogiliselt saab néidata, et z, = 2T, + 2y¥,. Oleme toestanud jargmise
vaite.

Lause 2. Kui funktsioonid z = z(u,v) ja y = y(u,v) on diferentsee-
ruvad punktis P(u,v) ning funktsioon z = z(x,y) on diferentseeruv punktis
(z(P),y(P)), siis liitfunktsiooni z = z (x(P),y(P)) = z(u,v) osatuletised aval-
duvad kujul

Zy = ZeTu + ZyYu, o = ZaTy + ZyYo. (1.5.6)

Téhistusega z = z(x,y) rohutame fakti, et me kisitleme suurust z kui muu-
tujate = ja y funktsioooni. Analoogiliselt nditab t&histus z = z(u,v), et suurus z
on muutujate u ja v funktsioon. Lisaks on z = z(x, y) eeskiri, mille jirgi seatakse
punktile P (z,y) vastavusse arv z. RGhutame, et vastavusse seadmise eeskirjad
z(z,y) ja z(u,v) on erinevad.

Niide 2. Olgu z = z(z,y), * = pcosp, y = psing. Leiame seosed osa-
tuletiste z;, 2y ja 2, 2, vahel.

Rakendame Lauset 2, kusjuures muutuja u asemel kasutame muutujat ¢ ja
muutuja v asemel muutujat p. Valemite (1.5.6) abil leiame, et

Zp = 23T + Zylp = 2z (—psing) + z, (pcos @) = xzy — Y2z,

Zp = ZpTp + ZyYp = 25 COS P + 2y sinp = ; (xzs +yzy)

ehk
Tzy — YZo = Zp
T2y + Y2y = PZp.

Viimastest seostest onnestub avaldada z, ja z :

J— 2 =
{ TYzy =Y 2 = YZo (x2 + y2) Ze = XPZp — YZp =

22z, + TYZy = TPZ,

= 2y = 2,c08p — (2,/p) sing,

2 —
{ To2y — XTYZge = T2y

2 2
= = =
yrze +y*2y = yp2, (007 2y = a2 oy

= zy = 2psin @ + (2,/p) cos . O

1.6 Ilmutamata funktsiooni osatuletised

Selles punktis uurime, kuidas leida tuletist v6i osatuletist ilmutamata funkt-
sioonist. TGestuskiigu lihtsuse huvides eeldame rohkem kui on antud viidete
toestamiseks vaja.
1° Alustame lihtsamast juhust, kui funktsioon y = f(z) on antud vorrandiga

F(z,y) = 0. (1.6.1)
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ilmutamata kujul. Olgu punkt P(z,y) funktsiooni y = f(z) graafikul ja olgu
funktsioon F' diferentseeruv punktis P. Anname muutujale = sellise muudu Az,
et  + Az kuulub funktsiooni f(x) mé&ramispiirkonda. Saame leida muutuja x
muudule Az vastava muutuja y muudu Aa,y = f(x + Az) — f(x). Sel korral

F (x4 Az,y+ Aazy) =0. (1.6.2)

Olgu argumentide (z, y) muuduvektorile (Az, Aa,y) vastav kahe muutuja funkt-
siooni F' (z,y) muut

Uhelt poolt on seoste (1.6.1) ja (1.6.2) pohjal AF = 0. Teisalt eeldusel, et
funktsioon F' on diferentseeruv punktis (x,y) , leiame seose (1.4.2) pdhjal

AF = F; (z,y) Az + Fy (z,y) Aazy + 7,

kusjuures suurus -y on korgemat jarku IGpmata viike, vorreldes suurusega

\/(AI)2 + (Aasy)®. Seega

millest leiame, et

AAacyzin(xay)i v
Az Fy(z,y) (Az)Fy(z,y)’
kusjuures
‘ v ‘ B 1| ' \/(Asc)2 + (Anay)? N S
(Az) Fy (z,y) \/(Am)2+(AA1y)2 |Az| |Fy (z,y)| —
2
1+ (AAmy)
|7‘ . Az Aa:O 0
N \/(A$)2+(Am;y)2 |y (2, y)]
Saame
J = lim Aaay _ o (_Felzy) gl _ F(zy)
Az—0 Az Az—0 Fy (.27, y) (Ax) Fy (l‘, y) Fy (x, y) '

Vormistame toestatud tulemuse.

Lause 1. Kui funktsioon y = f(z) on antud ilmutamata kujul vérrandiga
(1.6.1) ja P(z,y) on selle vorrandiga esitatud joone punkt ja funktsioon F on
diferentseeruv punktis P ja selles punktis F}, # 0, siis

dy  Fi(z,y)

= Fay) (1.6.3)
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ehk lihidalt y' = —F, /F,.
Uurige, millistel tingimustel

de  F,(z,y)

@_ Fx(sc,y)

Niide 1. Olgu y = f(z) antud ilmutamata kujul vorrandiga 224y —xy = 0.
Antud juhul F (z,y) = 2% +y* —zy. Et funktsioonid F,, =2z —y ja F, = 2y—x
on pidevad koikjal, siis Jarelduse 1.4.1 pohjal on F'(x,y) koikjal diferentseeruv.
Kuna 2y — 2z # 0 = F, # 0, siis Lause 1 abil saame

;o @By -ay), 22—y
YT T @),

s WoEE0. 0
Y

Formaalselt (kontrollimata mingi piisava tingimuste komplekti taidetust)
voime Niite 1 lahendada ka teisiti. Diferentseerime seose 2% + 2 — xy = 0
molemat poolt muutuja x jargi, vaadeldes muutujat y muutuja x funktsioonina
y = y(x). Saame

2042y —y—ay' =0 = y =(y—22)/ 2y —2).
2° Olgu funktsioon z = f(x,y) antud ilmutamata kujul vorrandiga
F (z,y,z) =0. (1.6.4)

Olgu P(z,y,z) vorrandiga z = f(x,y) esitatud pinna punkt ja funktsioon F
diferentseeruv punktis P. Anname muutujale 2 muudu Az. Kui Q (z + Az, y)
kuulub funktsiooni f(z,y) mé#dramispiirkonda, siis saame leida argumendi x
muudule Az vastava funktsiooni z muudu

Asz:f(x—i—Ax,y)—f(x,y).

Kehtib seos
F(x+ Az,y,z+ Apzz) = 0. (1.6.5)

Olgu
AF =F (z+ Ax,y,z+ Apzz) — F (2,9, 2).

Seoste (1.6.4) ja (1.6.5) pohjal AF = 0. Kui funktsioon F' on diferentseeruv
punktis (z,y, ), siis kehtib valemi (1.4.6) pohjal seos

AF = F, (z,y,2) A + Fy (2,y,2) - 0+ F. (2,9, 2) Apzz + 7,

kusjuures suurus y on korgemat jarku lGpmata viike, vorreldes suurusega
\/(A:E)2 +02 4 (Aag2)”. Seega saame

Fp(z,y,2) Az + F, (2,9, 2) Apez +7 =0,
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millest téiendaval eeldusel F, (z,y, z) # 0 avaldame

Anoz _ Fo(wyz) v 1 (1.6.6)
AJJ Fz(-’lf,y,Z) Asz(xvy’Z). a

Et

LoD Viaaf + (ase2)"
Ax \/(Ax)Q 4 (Angz)? |Ax|
_ ol ) +< -
V(A2 + (Ax,2)? g
siis seose (1.6.6) pohjal saame

lim AAIZ—— lim M— lim —1- :%—_M
Az—=0 Ar  Ax—0F, (1,y,2) Ar—0Ax 8z F,(z,9,2)

= 0,

2
AAZL’Z > Ax—0

Analoogiliselt toestatakse, et

0z Fy(z,y,z2)

dy  F.(z,y.2)
Formuleerime saadud tulemuse.

Lause 2. Olgu funktsioon z = f(x,y) antud ilmutamata kujul vorrandiga
(1.6.4). Olgu P(z,y, z) selle vorrandiga esitatud pinna punkt. Kui funktsioon F'
on diferentseeruv punktis P ja selles punktis F, # 0, siis

F:L’ (x7y7 Z)
F.(z,y, z)

ehk lihidalt z, = —F,/F; ja z, = —F,/F,.
2 2

Naiide 2. Olgu % + % — 22 = 0. Leiame z, ja z,.

Fy (iL’,y,Z)

F. (.1, 2) (1.6.7)

fl’(xvy):_ fy(‘r’y):_

Veenduge Lause 2 tingimuste téidetuses. Valemite (1.6.7) abil leiame soovi-
tud osatuletised
2z/4  «x 2y/9 y

T T Ty, T T T 92" ¢

Niide 3. Olgu F' (z,y, z) = 0. Néitame, et z, -y, =1 ja y, - 25 - v, = —L.

Veenduge Lause 2 tingimuste tdidetuses. Kirjapilt =, eeldab selle {ilesande
korral vaikimisi, et = z(y, z). Kasutades valemi (1.6.7) modifikatsiooni vaadel-
dava juhu jaoks, leiame, et x, = —F,/F,. Et kirjapilt y, eeldab vaikimisi
y = y(x, z), siis jouame tulemuseni y, = —F,/F,. Seega saame

Ty Yo = (—Fy/Fp) (= F/Fy) =1,



1.7. PINNA PUUTUJATASAND JA NORMAAL 35

st esimene noutud seostest on toestatud. Kirjapildid y, ja z, eeldavad vastavalt
soltuvust y = y(z,2) ja soltuvust z = z(z,y). Lelame, et y, = —F./F, ja
2y = —F,/F,. Seega saame

Yz " Zg - Ty = (_Fz/Fy) (_Fw/Fz) (_Fy/Fw) = -1,

st ka teine seostest on toestatud. &

1.7 Pinna puutujatasand ja normaal

Olgu pind ¥ antud vorrandiga z = f(z,y), kusjuures f(z,y) on diferentseeruv
funktsioon. Saab tdestada, et funktsiooni f(z,y) diferentseeruvus punktis 7'(x, y)
on tarvilik ja piisav pinna ¥ puutujatasandi olemasoluks punktis P(z, y, f(x,y)).
Meie piirdume selle puutujatasandi vorrandi leidmisega. Valime sel pinnal veel
punktid

Q(z+Az,y, f(x+Ax,y)), R(z,y+ Ay, f(z,y+ Ay)).

Pinna ¥ puutujatasandi punktis P (x,y, f(x,y)) saame punkte P, @ ja R labi-
va l6ikajatasandi piirseisuna, punktide @) ja R piiramatul ldhenemisel punk-
tile P. Olgu S (&,7m,¢) selle loikajatasandi suvaline punkt. Punkt S on selle

l6ikajatasandi punkt parajasti siis, kui vektorid PS = E—z,n—y,s— flz,y)),
— —
PQ = (Az;0; f(z + Az,y) — f(z,y)), PR = (0;Ay; f(z,y+ Ay) — f(z,y))
on komplanaarsed, st nende vektorite segakorrutis on null. Seega leiame, et
-z n—y <— flz,y)
Ax 0 Apgz =0,
0 Ay AAyZ

kus Apgz = f(x + Az,y) — f(z,y) ja Aayz = f(z,y + Ay) — f(z,y). Peale
lihtsustamist saame vorrandiks

—(Aa22) (Ay) (€ — ) = (Bay2) (Az) (n —y) + (Az) (Ay) (¢ — f(z,y)) =0

ehk
AAJCZ AAyZ

Vaotame viimase seose molemast poolest piirviirtuse, valides piirprotsessiks (Az, Ay) —
(0;0) . Soovitud puutujatasandi vorrandiks on

s— flz,y) = fu(z,y) (=) + fy (z,9) (n —y) (1.7.1)

<_f(may): (£_$>+

ehk
fe (@ y) (§—2)+ fy (x,y) (n—y) — (s — f(z,y)) =0.

Viimasest vorrandist on leitav vorrandiga z = f(x,y) antud pinna normaal-
vektor punktis P(z,y, f(z,y)) : n= (fs (z,y), fy (z,y),—1). Et vektor n on
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punktis P pinna normaali (normaalsirge) sihivektor, siis soovitud normaali
vorranditeks on
{-= n—y _<— f(=y)

fl‘ (‘T,y) - fy (:C,y) B -1 ’
kusjuures S (€,7,¢) on selle normaalsirge suvaline punkt. Kui aga P on pinna
fikseeritud punkt, niiteks P(a,b, f(a,b)), siis puudub vajadus kolmiku (&, 7,<)
kasutamiseks. Sel korral anname punktis P(a,b, f(a,b)) pinnale z = f(z,y)
puutujatasandi ja normaali vorranditele vastavalt kuju

z— [f(a,b) = fu(a,b) (x —a) + fy (a,b) (y = b) (1.7.3)

(1.7.2)

ja
r—a  y—b 7Z*f(a,b)
fo(a,0) — fy(a,0) -1 (1.7.4)

Sonastame viimased tulemused.

Lause 1. Kui pind ¥ on antud vorrandiga z = f(x,y) ja f(z,y) on dife-
rentseeruv punktis A(a,b), siis (1.7.3) on pinnale punktis P(a,b, f(a,b)) puu-
tujatasandi vorrandiks ja (1.7.4) normaali vorranditeks.

Niide 1. Olgu antud pdérdparaboloid vorrandiga z = x2+y?2. Leiame sellele
pinnale punktis P (—2;3;13) tommatud puutujatasandi ja normaali vorrandid.

Punkt P asub poérdparaboloidil. Leiame f; (z,y) = 2z, f, (z,y) = 2y,
fz(—2,3) = —4 ja f, (—2,3) = 6. Et funktsioonid 2z ja 2y on pidevad punktis
A(—2; 3), siis funktsioon f(x,y) on Jarelduse 1.4.1 pdhjal diferentseeruv punktis
A. Rakendame Lauset 1. Soovitud puutujatasandi vorrandiks on valemi (1.7.3)
pohjal

z—13=—-4(xz+2)+6(y—3)
ja normaalsirge vorranditeks (1.7.4) pohjal

r+2 y—3 =z-—13

—4 6 -1 ¢

Kui pind ¥ on antud ilmutamata vorrandiga F (z,y,z) = 0, kusjuures F
on diferentseeruv funktsioon, ja F, (z,y,z) # 0, siis Lause 1.6.2 pohjal z, =
—F,/F, ning z, = —F,/F,. Seega (—F,/F,, —F,/F,, —1) on pinna ¥ nor-
maalvektor punktis P (z,y,z). Ka (F,, F,, F,) on pinna normaalvektor punk-
tis P. Miks? Seega on Lause 1 modifikatsiooniks ilmutamata funktsiooni korral
jargmine vaide.

Lause 2. Kui A(a,b,c) on vorrandiga F (x,y, z) = 0 esitatud pinna punkt,
st F (a,b,c) =0, ja funktsiooni F (x,y, z) esimest jarku osatuletised on pidevad
punktis A ning

F?(a,b,c) + F} (a,b,c) + FZ (a,b,¢) # 0, (1.7.5)
siis

Fy (a,b,¢)(x —a)+ Fy(a,b,c) (y—b) + F, (a,b,¢c) (z —¢) =0 (1.7.6)
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on pinna puutujatasandi vorrand punktis A ja

r—a y—b z—c
= = . 1~ .7
Fa: (a,b,c) Fy (a,b,c) FZ (CL,b,C) ( 7 )

normaali vorrandid punktis A.

Toestus. Tingimuse (1.7.5) pohjal on funktsiooni F' vihemalt iihe esimest
jarku osatuletise vaédrtus punktis A (a, b, ¢) nullist erinev. Olgu F, (a,b,c) # 0.
Kui asendame vorrandis (1.7.3) suurused f(a,b), fy (a,b) ja f, (a,b) vastavalt
suurustega ¢, —F; (a,b,¢) /F; (a,b,¢) ja —Fy (a,b,c) /F; (a,b, c), on tulemuseks

£y (a,b,¢) Fy(a,b,¢)

Z_C:_i(x_a)_in(a,b,c)

Fz (a7 b, C) (y - b) )

millest pédrast molema poole korrutamist suurusega F (a,b,c) ja teisendamist
saame vorrandi (1.7.6). Analoogiliselt saadakse valemist (1.7.4) valem (1.7.7).
Kuidas toestada Lauset 2 juhul F, (a,b,c) = 0 A F,(a,b,¢) # 0 voi juhul
F.(a,b,c) =0AF,(a,b,c) #0? O

Niide 2. Niitame, et pinna \/z + ,/y + /z = y/a iga puutujatasand 1Gikab
koordinaattelgedel 16igud, mille pikkuste summa on a.

Seega F(z,y,2) = V& + /y + /z — \/a. Veenduge, et on téidetud Lause 2
eeldused. Kasutame vorrandi (1.7.6) analoogi, vottes puutepunktiks P (z,y, 2)
ja puutujatasandi suvaliseks punktiks S (£,7,¢) :

1 1
Leiame osatuletised F, (x,y,z) = m, Fy(z,y,2) = m ja F,(z,y,2) =
1
NG ja paigutame vorrandisse (1.7.8):
1 1 1

— (£ - —(n— —(c—2)=0.

N AR Ry TRV
Laikepunktis z-teljega on & = 0 ja n = 0 ning neil tingimustel saame ¢ méérata

viilmasest vorrandist:

1 1 1
m(O—x)‘i‘ﬁ(O—y)‘f’ﬁ

== (o +Vy+Vz)Vz

Seega on I6igu pikkuseks z-teljel (\/z + (/¥ + /z) y/z. Analoogiliselt saame
1oikude pikkusteks a-teljel ja y-teljel vastavalt (vz+ ¥+ z)Vz ja
(vVz 4+ /y + V=) /y. Leiame nende pikkuste summa

(Vo + Vi +V2) Vo + (Vo + Vi +Vz) i+ (Vo + Vi + vVE) Ve =
= (Vo +vy+vz) (Ve + i+ Vz) = Vava=a,

mida oligi vaja naidata. O

(c—2)=0=
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1.8 Taylori valem

Definitsioon 1. Funktsiooni z = f(z,y) nimetatakse n korda diferent-
seeruvaks punktis P(z,y), kui selle funktsiooni kdik (n — 1)-jarku osatuletised
on diferentseeruvad punktis P.

Uurime, kuidas leida n + 1 korda diferentseeruva funktsiooni f(x,y) véér-
tust punktis Q(z + Az,y + Ay), st suurust f(x + Az, y + Ay), kui teame selle
funktsiooni ja tema osatuletiste vidrtusi punktis P(x,y). Kui suurused z, y, Ax
ja Ay on fikseeritud, siis abifunktsioon

g(t) = fz+tAx,y +tAy)

on vaid muutuja ¢ funktsioon, kusjuures ¢(1) = f(z + Az,y + Ay) ja
9(0) = f(z,y). Funktsiooni f(z,y) n + 1 korda diferentseeruvusest punktis
P(x,y) jareldub funktsiooni ¢g(¢t) n + 1 korda diferentseeruvus punktis 0, kus-
juures valemi (1.5.1) abil saame

g (t) = falz +t Az, y + t Ay)Az + fy(z +t Az, y + t Ay)Ay,
g"'(t) = foa(z +t Az, y +t Ay) (AJU)2 + 2fpy(x +t Az, y + t Ay) Az Ay+

+fyy(x +t Az, y + 1 Ay) (Ay)Q, AU

k
g®) (t) = (iAm—&-aayAy) flz+tAz,y+tAy) (0<k<n+1)

ja
k

g*) (0) = (;CAx + aayAy) flxry) (0<k<n).

Et funktsiooni g(t) n-jairku Maclaurini valem on kujul

g(t) = Zn: g(k;,m) t* + g((j:) gf)t"“ 0<6<1), (1.8.1)
k=0 ’ ’

siis

~ g™ (0) gV (0)

f(x—i—A%y—kAy)zg(l):];J o Y 0<o<1),
mille abil jouame n-jarku Taylori valemini
f(z + Az +A)—zn:i ROYNSUN kf(x )+ R (2,y)  (1.8.2)
?y y _kzok! &r ay y 7y n 7y b
kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) jaoks, kusjuures
By = (Ppat P20\ Fet0hmysoay) 0<6<)
Y= i \as St T eyt * oY 4 '

(1.8.3)
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Lause 1. Kui funktsioon f(z,y) on n + 1 korda diferentseeruv punktis
P(z,y), siis kehtib n-jarku Taylori valem (1.8.2), mille ja&kliige Ry, (z,y) aval-
dub kujul (1.8.3).

Erijuhul n = 1 saame tulemuseks
f(x+Az,y+ Ay) = f(z,y) + fo(z,y) Az + fy(2,y) Ay + R1 (2,y), (1.8.4)
kus
_ 1 2
Rl (Iay) - E(fmz(x‘i’an,y‘i’eAy) (A’I) + (185)

2 0y (@ + 0 Az, y + 0 Ay) AzAy + f(z + 0 A,y + 0 Ay) (Ay)?).

Varrelge valemeid (1.4.4) ja (1.8.4).
Niide 1. Naites 1.4.2 leidsime valemi (1.4.4) abil, et

In(V/1.06 + v/0.96 — 1) ~ 0.01.

Hindame viga.
Leiame abifunktsiooni f(z,y) = In (¢/z + ¢y — 1) teist jirku osatuletised

1 3¢z +2yy—2

fxm(x7y):_9\3/1'75(\3/5+\4/gf1)2’
fay(@,y) = — !

N LT (G -0
fyy(z,y) = . SVr AV -3

OV (-1

Valemi (1.8.5) abil saame

1 39T+ 0.06-0+2¢1—004-0—2
9¢/(1+ 0.06-0)° (VT +0.06-0+ ¢T—0.04-0—1)°
2 (0.06) (—0.04)
128/(1+ 0.06-0)* (YT+ 0066+ VT —004-6—1)"{/(1-0.04-0)°
1 39T+ 0.06-0+4V1—004-0—3 )
- - - - (—0.04)%).
16¢/(1-0.04-0)7 (V1+0.06-0+ V1 -0.04-0 1)

0.06%+

1

Rl (17 1) = 9!

Et 0 < 8 < 1 korral

1< V/140.06-0</1+0.06<1.06

ja

0.96 <Vv0.96 <+vV1—-0.04-60<1, 096 < +v0.96 < vV1—0.04-0<1,
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siis
(3-1.064+2-2)

18-1- (1+ v/0.96 — 1)
0.06 - 0.04 3-1.06+4—3

+ + 0.
121 (1+ /096 — 1) V0.963  32¢/0.967 (1 + v0.96 — 1)°
3.18 , 0,06 -0.04 .
< ————1(0.06)" + + 0.04%2 < 1.1 x 1073,
15-v096 0t 1 oee T 32 Voow

Leiame ka arvuti abil In(v/1.06 + v/0.96 — 1) = 9.4148 x 1073,

IRy (1,1)] < (0.06)* +

042 <

1.9 Lokaalne ekstreemum

Oeldakse, et mitme muutuja funktsioonil f(P) on punktis A lokaalne maksi-
mum  (lokaalne miinimum), kui punkti A kiillalt véikeses iimbruses on
f(P) < f(A) (f(P)> f(A)). Kui diferentseeruval mitme muutuja funktsioonil
u= f(x1,...,2,)on punktis A (ai,...,a,) lokaalne ekstreemum (lokaalne mak-
simum voi lokaalne miinimum), siis ka ihe muutuja x; funktsioonil
f (z1,a2,...,ay,) on kohal z1 = a1 lokaalne ekstreemum. Seega peab iihe muutu-

0
ja funktsiooni ekstreemumi tarviliku tingimuse pohjal a—f (z1,...,2,) punktis
Z1

A vorduma nulliga. Analoogilise arutelu pohjal jouame tingimusteni, et ka funk-
tsiooni u = f (21, ..., z,) llejidnud esimest jirku osatuletised peavad punktis A
vorduma nulliga. Jarelikult on diferentseeruva funktsiooni ekstreemumpunktis
taidetud tingimused

of
8171'

(1,...,2p) =0 (i=1,...,n). (1.9.1)

Definitsioon 1. Punkti, milles on téidetud tingimused (1.9.1), nimetatakse
funktsiooni u = f (x1,...,x,) statsionaarseks punktiks. Naide 1. Leiame funk-

tsiooni z = 2 + y? statsionaarsed punktid. Koostame selle funktsiooni korral
ststeemi (1.9.1). Et z, = 2z ja z, = 2y, siis

20 =0
2y=10

ja antud funktsioonil on ainult iiks statsionaarne punkt, O (0;0). &

Niide 2. Leiame funktsiooni z = 2 — y? statsionaarsed punktid.
Koostame selle funktsiooni korral siisteemi (1.9.1). Et z, = 2z ja z, = —2y,

siis
20 =0
—2y=0

ja ka sel funktsioonil on ainult iiks statsionaarne punkt ja nimelt O (0;0).
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Osutub, et funktsiooni iga statsionaarne punkt ei ole ekstreemumpunkt. Skit-
seerime funktsiooni z = 22 — y? graafiku

Tegu on sadulpinnaga ja punkt O (0;0) on selle sadulpunkt, milles funktsioon
omandab muutuja x jargi lokaalse miinimumi ning muutuja y jérgi lokaalse mak-
simumi. Jérelikult punkt (0;0) ei ole funktsiooni z = 22 — y? ekstreemumpunkt.
¢

Leiame jargnevas piisavad tingimused selleks, et kaks korda pidevalt dife-

rentseeruval funktsioonil z = f(x,y) oleks lokaalne ekstreemum stasionaarses
punktis P (z,y). Seoste (1.8.4) ja (1.8.5) pohjal leiame, et

flz+Az,y + Ay) = f(z,y) + fo(z,y) Az + fy(z,y)Ay + R1 (z,y) =

B [ Fenze } = (@) + B,

kus

1
R = E(fm(x +0Az,y+0Ay) (Ax)Q +
+2fuy (4 0 Az, y + 0 Ay)AzAy + foy(z + 0 Az, y + 0 Ay) (Ay)?).

Uurime téhistuse A = foo(x,vy), B = foy(z,y) ja C = fyy(z,y) korral
suuruse
a = A(Az)® + 2BAzAy + C (Ay)?

mérki. Kui A%+ B2+C? # 0, siis teist jirku osatuletiste fy., foy ja fyy pidevuse
korral punktis (z,y) on suurused R; ja « kiillalt viikeste vektorite (Az, Ay)
korral samamérgilised. Kui A = 0 ja B # 0, siis suurus « ei séilita vektori
(Az, Ay) nullist erinevate vidrtuste korral mérki. Miks? Olgu A # 0. Sel juhul
on suurusele a voimalik anda kuju

a=A

B B, \* C B, \’
(Az)® + QAJ?ZAy + (AAy> + 1 (Ay)® — (AAy>

B . \?> AC - B? )

=A
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B 2
Et (Am + AAy) > 0, siis selleks, et suurus « séilitaks vektori (Az, Ay) nullist

AC — B?
A2
AC — B2 AC — B2
CT > 0, st AC' — B? > 0. Tdesti, kui suurus CT
B, \* AC-B?
ne, siis (Ax + Ay + Ac- B (Ay)? omandab vektori (Az, Ay) erinevate

erinevate véaértuste korral méarki, peab (Ay)? olema mittenegatiivne.

Seega on negatiiv-

A A?
vadrtuste korral nii positiivseid kui ka negatiivseid viartusi, st suurus « ei siilita
méirki. Kui AC — B? = 0, siis moningate kui tahes viiikeste vektorite (Ax, Ay)
korral on @ = 0 ja meil ei ole voimalik médrata suuruse R; maérki. Jarelikult
suudame suuruse o mirki médrata juhul, kui AC — B% > 0.
Vormistame saadud tulemuse.

Lause 1. Kui funktsiooni z = f(x,y) osatuletised f.z, fzy ja fyy on pidevad
selle funktsiooni statsionaarses punktis S (a,b) ja A = fus (a,0), B = fuy (a,b)
ning C = f,, (a,b), siis

AC — B? <0 = punktis (a,b) ei ole lokaalset ekstreemumit
AC —B*>0 A A>0 = punktis S (a,b) on lokaalne miinimum,
AC —B?*>0 A A< 0 = punktis S (a,b) on lokaalne maksimum.
Néites 1 on punkt O (0;0) statsionaarne. Leiame, et fyo = 2, foy = 0 ja
fyy = 2. Seega A =2, B =0 ja C =2 ning AC — B> = 4. Lause 1 pohjal on
funktsioonil z = 22 + y? punktis O (0; 0) lokaalne ekstreemum. Et A > 0, siis on
tegemist lokaalse miinimumiga.
Niites 2 on punkt O (0;0) statsionaarne. Leiame, et fyz = 2, foy = 0 ja

fyy = —2. Seega A =2, B=0 ja C = —2 ning AC — B> = —4. Lause 1 pohjal
ei ole funktsioonil z = 22 + y? punktis O (0;0) lokaalset ekstreemumi.

1.10 Tinglik ekstreemum

Kasitleme jargnevalt tinglikku ekstreemumdiilesannet, nn lisatingimustega ekst-
reemumdilesannet. Probleemiks on leida funktsiooni

u= f(z1,...,2,) (1.10.1)

ekstreemumpunktid piirkonnas, mis on méaratud tingimustega
.................. (1.10.2)

kusjuures m < n. Edaspidi piirdutakse tingliku ekstreemumi tarvilike tingimuste
esitamisega juhul, kui funktsioonid f ja F; (1 <4 < m) on vaadeldavas piir-
konnas diferentseeruvad. Tingliku ekstreemumi piisavate tingimuste uurimine on
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keerukam probleem ja sellega me jargnevas iildjuhul ei tegele. Vastuse kiisimuse-
le, kas leitud punktis on tegemist tingliku ekstreemumiga v6i mitte, saame
sageli anda ldhtudes iilesande sisust. Kui vaadeldavas piirkonnas on punkte,
milles funktsioonid f ja F; (1 <4 <m) on mittediferentseeruvad, siis tuleb
neis punktides esitatud probleemi téiendavalt uurida.

Alustame lihtsamate erijuhtude 1° ja 2° kisitlusega.
1° Uurime funktsiooni z = f(z,y) ekstremaalseid vadrtusi joone

F(x,y)=0 (1.10.3)

punktides. Lause 1.6.1 tingimustel on vorrandist F(z,y) = 0 avaldatava funkt-
siooni y = y(x) korral

Fo(z,y (x))
/ I
y () = — =20 (1.10.4)
Fy(z,y (z))
Joone (1.10.3) punktides saame {ihe muutuja funktsiooni
2ly=y(@) = f(2,y (2)),
mille lokaalse ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks on
fol,y (@) + fy(z,y (2)y'(x) = 0. (1.10.5)
Seostest (1.10.4) ja (1.10.5) onnestub elimineerida suurus y'(x). Saame tulemu-
seks ( (=)
Foz,y (x
falz,y (2) = fy(z,y (2)) 77—~ =0
! Fy(z,y(z))
ehk

folw,y (@) _ Folw,y(x)) (1.10.6)

fy@,y (@) Fy(z,y (@)
Lisatingimusel (1.10.3) funktsiooni z = f(z,y) voimalike tinglike ekstreemum-
kohtade, st funktsiooni z|,—,,) statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb seega
lahendada vorrandisiisteem

fa(z,y(2) _ Fu(z,y(2))
fy(@y () Fy(z,y(z)) (1.10.7)
F(z,y) = 0.

Siisteemini (1.10.7) voib jouda ka abifunktsiooni

(e, y,\) S f(e,y) + A (2, ), (110.8)
kus A on abimuutuja, statsionaarsete punktide leidmisel. Nimelt,
®,=0

®,=0 , (1.10.9)
®) =0



44 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

st
J2(z,y) + AFy(z,y) =0
fy(@,y) + AFy(z,y) =0 . (1.10.10)
F(z,y)=0

Elimineerides siisteemi (1.10.10) kahe esimese vorrandi abil abimuutuja A ja
lisades stisteemi kolmanda vorrandi, jouame siisteemini (1.10.7).

Lause 1. Funktsiooni z = f(x,y) tinglik ekstreemum lisatingimusel (1.10.3)
voib olla abifunktsiooni (1.10.8) statsionaarses punktis.

Naiide 1. Leiame funktsiooni z = zy tingliku ekstreemumi lisatingimusel
r—y—1=0.

Moodustame abifunktsiooni ® = zy+ A (x — y — 1) korral siisteemi (1.10.9):

T—-A=0 & A=z = vy =1 — 12
r—y—1=0 x—y=1 y= y=

Leidsime abifunktsiooni & statsionaarse punkti P (1/2,—1/2), kusjuures
z|p = —1/4. Osutub, et

ﬂ max z, sup =z = +090,
z—y—1=0 rz—y—1=0
i = =—1/4.
o7 =2l =1
Toesti, tasandi x —y —1 = 0 ja sadulpinna z = xy 16ikejooneks on parabool, mis
avaneb z-telje positiivses suunas. Kui lisatingimusest x — y — 1 = 0 avaldame
muutuja y, lelame y = x — 1. Asendades selle avaldise funktsiooni z avaldisse,

Saame
2

Zlymp—1 =z (z—1)=2" -z
ja
dZ|y:m—l
dz

Funktsiooni z|,—,_1 statsionaarses punktis # = 1/2 on lokaalne (ka globaalne)
miinimum. Kontrollige! Funktsiooni z|y—,—1 véirtused on iilalt tSkestamata.

&

Niide 2. Leiame funktsiooni z = 22432 tingliku ekstreemumi lisatingimusel

22 2 22 42
T + e 1 = 0. Moodustame abifunktsiooni ® = 22 + y2 + ) <4 + 9 1)

korral stisteemi (1.10.9):

=2x — 1.

A

2\ 2
2y+7y—0 & y<2+ A =0

9 9

x2+y2 , 2y
TTg 1= LA Y

479 T
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Lahendame viimase silisteemi. Kuna A = —9 = = = 0 A y = %3, siis saame kaks
punkti P; (0; —3) ning P> (0;3). Et y =0 = A\ = —4, x = £2, siis saame veel
kaks punkti P (—2;0) ja P;(2;0). Leiame funktsiooni z = x? + y? viiirtused
neis punktides:
Z|p1 = 9, 2:|p2 = 9, Z‘p3 = 4, Z|p4 =4.
22 2
Ellipsi T + 9 1 = 0 punktide hulk on kinnine tokestatud hulk. Sellisel hulgal

omandab pidev funktsioon ekstremaalsed vidrtused. Seega,

= max z AN 3 m:)in Z.
2 2
4% 1=0 4% 1=0

Et voetud osatuletised on pidevad vaadeldavas piirkonnas, siis ekstremaalsed
vadrtused saavutatakse statsionaarsetes punktides. Statsionaarseid punkte on
neli, kusjuures punktides P; ja P, saavutatakse vaartus 9 ning punktides P; ja
P, vaartus 4. Seega,

max z=z|p, =z|p, =9,

min z=zlp, =z|p, = 4. &
1'2 y2
7+7—1:0

2° Uurime funktsiooni u = f(z,y, z) ekstremaalseid vdértusi pinna

F(z,y,2) =0 (1.10.11)
punktides. Lause 1.6.2 tingimustel on vorrandist F(z,y,z) = 0 avaldatav
z = z(z,y), kusjuures

ze(x,y) = —Fp(z,y, 2(z,9)/ F.(z,y, 2(x,y)), (1.10.12)

zy(xa y) = _Fy(x7 Y, Z(‘T7 y))/FZ(l’, Y, Z($, y))
Pinna (1.10.11) punktides saame kahe muutuja funktsiooni
u|z=z(:c,y) = f(xa Y, Z(xa y))v

mille statsionaarsed punktid leitakse siisteemist

fo(@,y, 2(2,9)) + fo(x,y, 2(2, ) 22 (2, ) = 0

Seoste (1.10.12) abil elimineerime siisteemist (1.10.13) suurused z,(z,y) ja
zy(x,y). Tulemuseks on slisteem

Fy(z,y,2(7,y))

Fo sy
2@, 9) = oy, 2 ) G TS < 0

fx(x,y, Z($7y)) - fz(l', Y, Z(x7y))



46 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

ehk
fo(@,y, 2(z,y)) _ Fo(z,y, 2(z,y))
fo(zy, 2(x,y) Fzga:,y,zgx,ygg
y($ Y,z ( y)) Fy z,Y,z\T,Y
fe(@y, 2(x,y)  Fu(z,y,2(2,y))

Lisatingimusel (1.10.11) funktsiooni v = f(z,y,z) voimalike tinglike ekstree-
mumkohtade, st funktsiooni u|,—.(,,,) statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb
seega lahendada vorrandisiisteem

fo(2,y,2) _ Fu(2,y,2)

fzngya Z; F2§x7y7 Z;
Ty, y,2)  Fy(z,y,z (1.10.14)
fZ(xayvz) FZ(.’E,y,Z)
F(z,y,2) =
Siisteemini (1.10.14) voib jouda ka abifunktsiooni
kus A on abimuutuja, statsionaarsete punktide leidmisel. Leiame, et
P, =0
¢, =0
B, =0 ° (1.10.16)
P, =0
st
fo(@,y,2) + AFe (2,9, 2) = 0
fy(x,y,2) + AFy(2,y,2) =
1.10.17
Fo(2y.2) + AF. (a,y.2) = (11047

F(z, )_0

Elimineerides siisteemi (1.10.17) kahest esimesest vorrandist abimuutuja A ja
siis selle silisteemi teisest ning kolmandast vorrandist A ning lisades vorrandi
(1.10.11), jouame siisteemini (1.10.14). Sénastame saadud tulemuse.

Lause 2. Funktsiooni u = f(z,y, z) tinglik ekstreemum lisatingimusel (1.10.11)
voib olla abifunktsiooni (1.10.15) statsionaarses punktis.

Niide 3. Leiame funktsiooni u = 22432422 tingliku ekstreemumi lisatingimusel
x —1y+2z+2 = 0. Kasutame Lauset 2. Lahendame abifunktsiooni ® = 2% 432 +
22 + A(z — y + 2 + 2) korral siisteemi (1.10.16):

20+ A=0 x=-X\/2
2y—A=0 - y=A/2
224+ A2=0 z=—=A\/2
r—y+z2z+2=0 r—y+2+2=0

= -N2-X2-X/242=0=X=4/3
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jax = —-2/3 ,y =2/3 ning z = —2/3. Leiame punkti P(—2/3;2/3;-2/3),
milles funktsiooni vaartuseks on 4/3. Uuritav funktsioon saavutab antud tasandi
punktides kui tahes suuri vaértusi. Jarelikult,

2 2 2 2 2 2
max o+ y +z N su ¢+ Yy  +27) = +oo.
r—y+2+2=0 ( Y ) x—y+zI—)&-2=O ( Y )
Et igas punktis on selle pideva funktsiooni védrtused mittenegatiivsed, siis selle
funktsiooni korral leidub tasandil z — y + 2z + 2 = 0 punkt, milles funktsioon
saavutab minimaalse vadrtuse. Kasutatavad osatuletised on meid huvitavas piir-
konnas pidevad. See minimaalne véértus saavutatakse statsionaarses punktis. Et
statsionaarseid punkte on vaid {iks, siis saavutatakse tinglik miinimum punktis
P
: 2 2 2
= =4/3.
. (®+y*+2°) =ulp=4/ O

Niide 4. Leiame funktsiooni u = 22432 —2? tingliku ekstreemumi lisatingimusel
r—y+z2+2=0.

Kasutame Lauset 2. Lahendame abifunktsiooni

P=o?+y -2+ Nz—y+2+2)

korral siisteemi (1.10.16):

20+ A=0 x=-\/2

2y—A=0 y=A/2

—2z4A=0 s=)\2
r—y+z2z+2=0 r—y+2+2=0

= —A2-M2+7/242=0=\=4

jax=—-2,y =2 ning z = 2. Leidsime punkti P(—2;2;2), milles funktsiooni
vadrtuseks on 4. Osutub, et uuritav funktsioon ei saavuta selles punktis ekst-
remaalset vadrtust. Kui tasandi z — y + z + 2 = 0 punkt ldheneb 16pmatusele
nii, et x = y, siis funktsiooni vadrtused lahenevad pluss I6pmatusele. Kui aga
tasandi punkt ldheneb 16pmatusele nii, et x = —y, siis funktsiooni vairtused
lahenevad miinus 16pmatusele. Antud {ilesande korral ekstremaalsed viartused
puuduvad. Seega

max « AP min w A supu =-+oo A inf = —o00.
r—y+2+2=0 r—y+2+2=0 z—y+2+2=0 r—y+2+2=0

Antud tulemuseni voib jouda ka teisel teel. Uurime kahe muutuja funktsiooni
Upe—gry2 =22+ 9y — (—z+y— 2)2 =2zxy —4r +4y — 4
ekstremaalseid vaartusi. Et

8u|z:7w+y72 o 2y_4 au‘z:7w+y72

= =2 4
Ox ’ oy T+
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siis funktsiooni u\zz,ﬂy,g ainsa statsionaarse punkti maarame siisteemist

20—4=0
20 +4=0
Leiame, et selleks punktiks on P(—2;2). Rakendame Lauset 1.9.1. Et

au|z:7m+y72

dy

82u|z:79:+y72

dzxdy

82U|z:71+y72

0x?

=0, =2, =0,

siis A = C' = 0ja B = 2 ning AC—B? = —4 < 0, st punktis P ei ole funktsioonil
U] y=—z1y—2 lokaalset ekstreemumit. Méargime, et kuigi funktsioonil u|,=—_ 44,2
puuduvad ekstremaalsed vaartused, eksisteerivad

inf w|,=—piy—2 = —00, SUP U|z=—yiy—2 = +00. o

Niide 5. Konstrueerime poolkerasse, mille raadius on R, maksimaalse ruum-
alaga risttahuka. Olgu tegemist kera 22 +y? + 22 < R? {ilemise poolega (z > 0).
Valime zy-tasandil risttahuka pShja tippudega (z,v,0), (—z,y,0), (z, —y,0) ja
(—z, —y,0) . Ristahuka {ilemised tipud (z,y, 2) , (—z,y, 2), (z,—y, 2) ja (—z, —y, 2)
valime sfidril 22 + y? + 22 = R?, st iilemiste tippude koordinaadid rahuldavad
selle sfddri vorrandit. Seega lahendame tingliku ekstreemumi iilesande: leiame
funktsiooni V' = (2z) (2y) z tingliku ekstreemumi lisatingimusel 22 + y? + 2% =
R?. Moodustame abifunktsiooni (1.10.15) korral siisteemi (1.10.16) ja lahen-
dame selle. Seega leiame, et

<I>:4xyz+/\(x2+y2—|—22—R2),

ja
dyz+2X x =0 A= 2yz/x
dez+2My=0 +A = —2zz/y
dry+2Xz2=0 < A=2xy/z =
22+ 1% 4+ 2% = R? 22442 + 2% = R?
2yz  2xz
ry (y—2)(y+z)z2=0
= 20z _ 20y e (@-y(zty)r=0 =
y > 22 442 4 22 = R?
2? +y* + 2* = R?
r=y==z RV3
2yt 2=R2 CPTYTET T3
4R3/3
ning V = \f &

9
Sonastame tulemuse punkti alguses esitatud tingliku ekstreemumiilesande

korral.
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Lause 3. Funktsiooni u = f(x1,...,x,) tinglik ekstreemum lisatingimustel
(1.10.2) voib olla abifunktsiooni

m

(21, i A, Am) = f(@1, o 2n) + 3 NiFi(1, . 2,)  (110.18)
=1

statsionaarses punktis. Statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb lahendada vorrandisiisteem

{ P, =0 (1<i<n)

oy =0 (L<h<m) (1.10.19)

Niide 6. Leiame funktsiooni u = 22+y%+22 tingliku ekstreemumi lisatingimus-
telz—y+2+2 =0 jaz+y = 1. Kasutame Lauset 3. Lahendame abifunktsiooni
(1.10.18) korral vorrandisiisteemi (1.10.19). Leiame, et

O (z,y, 2 ) =22+ + 22+ A (@ —y+z2+2) tp(zt+y—1)

ja
®, =0 204+ A+pu=0 x=-1/6
¢, =0 2y —A+u=0 y="7/6
¢,=0 & 224A=0 =< z=-2/3
O, =0 r—y+z2+2=0 A=4/3
¢, =0 r+y—1=0 w=-1
T . . 17 2
ning tinglik ekstreemum v6ib olla punktis P (— 6; 6; — 3) . Kas on ekstreemuum

ja milline? Et vorranditega © —y + 2+ 2 = 0 ja z +y = 1 mé#ratud tasandid ei
ole paralleelsed, siis nad 16ikuvad piki sirget. Kui aga selle sirge punkt ldheneb
I6pmatusele, siis uuritava funktsiooni v = 2% + 3% + 22 vidrtused lihenevad
pluss I6pmatusele. Seega ei eksisteeri antud iilesande korral funktsiooni tinglikku
maksimumi, kiill aga eksisteerib tinglik miinimum. Miks? Et kasutatavad osatu-
letised on pidevad meid huvitavas piirkonnas ja statsionaarseid punkte on vaid
iiks, siis selles punktis saavutab uuritav funktsioon tingliku miinimumi. Seega
leiame, et

3

(2 +y*+2%) =ulp==

min ,
r—y+2+2=0, z+y=1 2

sup (1:2 + y2 + 22) = +o00.
z—y+2z2+2=0,z+y=1

Kui esitatud arutelu tehnilise poole pealt kirja panna, siis punkt (0;1; —1) on
tasandite 15ikesirge {iks punkt ja sirge sihivektoriks on s = (—1;1;2). Varrandid

r=—1
y=1+1¢
z=—-142¢

on selle 16ikesirge parameetrilised vorrandid. Uurime ithe muutuja funktsiooni

u(t) =ul o=t =(=1)"+ 1+ + (1420 =6 — 2t +2
y=1+t
z=—1+42t
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d 1 2
kiiitumist. Bt d—i‘ =126-2jal2 -2 =0t = - ning Kg =12 > 0, siis

kohal t = G on funktsioonil lokaalne miinimum. Seega saame tulemuseks, et

3
; 2.2 .2) _ 2
w—y-&-z-igl:HOl, z+y=1 (sc Tyt ) - U|P 2’
sup (x2 +y? + 22) = +o00. &
r—y+2z+2=0, z+y=1
1.11 Globaalne ekstreemum
Uurime diferentseeruva funktsiooni v = f(z1,...,2,) ekstremaalseid véér-

tusi kinnisel sidusal tokestatud hulgal Q. Téhistame siimboliga 02 selle hulga
raja. Funktsiooni f diferentseeruvusest hulgal €2 jareldub selle funktsiooni pide-
vus sel hulgal. Et kinnisel sidusal tokestatud hulgal pidev funktsioon omandab
sel hulgal vihima ja suurima vairtuse, siis

3 max  f(z1,...,zn) A I min  f(z1,...,2z,).

(21,000 ) E (T1,0000Tn)E

Kinnisel sidusal tokestatud hulgal 2 diferentseeruv funktsioon saab ekstremaal-
se vadrtuse omandada kas hulka € kuuluvas funktsiooni f statsionaarses punktis
voi hulga ) rajapunktis. Seega tuleb

1) leida koik hulka € kuuluvad funktsiooni f statsionaarsed punktid P;
(1 <4< k) jaarvutada neis funktsiooni vaartused f(P;) (1 <i<k);

2) leida raja 09 punktid P; (k+1 <4 <m), milles funktsioon f v&ib
omandada ekstremaalse viértuse, ja arvutada neis funktsiooni vidrtused f(P;)

(k+1<i<m);

i (P Py
3) leida 1$I_<nmf( ;) ja 1I§Tl%§nf( )

Niide 1. Leiame funktsiooni z = 22 — y? ekstremaalsed viirtused sirgetega
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y=xz+1,y=2(x—1) jaz+y=—1 midratud kolmnurgas

Yy

B(3;4)

C(1/3,-4/3)

1 4
Leiame kolmnurga tipud: A (—1;0), B (3;4), ja C (3; —3> . Statsionaarse

punkti leiame siisteemist:

Zz =0 20 =0 z=0

{ zy =0 ﬁ{ —2y=0 <j{ —y=0 = P (0:0).
Statsionaarne punkt P; kuulub kolmnurka ABC. Leiame, et z|p, = 0. Kolm-
nurga ABC raja jaotame kolmeks osaks: 16igud AB, BC ja C'A. Igal neist
16ikudest uurime funktsiooni kditumist eraldi. Esiteks valime 16igu AB. Selleks
tuleb uurida funktsiooni z|,—,11 = 2? — (z + 1)* = —22 — 1 ekstremaalseid
vadrtusi 16igul [—1; 3] . Loigul diferentseeruv ithe muutuja funktsioon omandab
ekstremaalsed vadrtused kas sellesse 16iku kuuluvas statsionaarses punktis vGi
16igu otspunktides. Et

dzly=s+1
dx

siis tuleb leida funktsiooni z|y—,1 védrtused 16igu [—1; 3] otspunktides, st funkt-
siooni z vadrtused punktides P> (—1;0) = A ja P3(3;4) = B: z|p, =1 ja
z|p, = —7. Analoogiliselt leiame 15igu BC korral, et

= —2 # 0 = statsionaarseid punkte ei ole,

2ly—2(z—1) = 22— (20 -2)* =322+ 8z —4
ja

dz]y—o(a_ 411
M:—6x+8/\ —6br+8=0=2=;¢€ |53,
dx 3

4 2 4 1 4 5
P - = = P = —= , = ——,
4<3,3)7 Z|P4 3a 5<37 3>7 Z‘PO 3



52 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

dz|y=—1—
Loigu AC korral leiame, et z|y—_1_, = —1 — 2z ja Bly=1-0 = —-2+#0, st
' i
statsionaarseid punkte ei ole ning 16igu mélemad otspunktid on juba késitletud.
Tulemuseks saame, et

12.1£5Z|P£ = Z|P3 =T, 112?‘%(52‘131 = Z|P4 = g

Seega on kolmnurgas ABC funktsiooni z = 22 — y? vihim viidrtus —7 ja suurim
vadrtus 4/3 ning funktsioon omandab need vastavalt punktides P3(3;4) ja

4 2
P4<3;3>' &

1.12 Valjateooria pohimoisted

Olgu u = f(z,y,2) ja F = (X(2,9,2),Y (2,9, 2), Z(x,y,2)) . Ocldakse, et
funktsioon f méérab skalaarvilja ja vektorviairtustega funktsioon F vektorvilja,
st f seab igale punktile P (z,y, z) funktsiooni f mé#ramispiirkonnast vastavusse
skalaari ja F seab igale punktile P (z,y, z) funktsioonide X, Y ning Z mééramis-
piirkondade iihisosast vastavusse vektori. Skalaarvélja néiteks sobib tempera-
tuurivéli ja vektorvélja néiteks kiiruste véli.

Definitsioon 1. Vektorit (fi(z,v, 2), fy(z,y,2), f-(z,y,2)) nimetatakse
skalaarvilja f gradiendiks punktis P(z,y,z) ja tdhistatakse grad f, st

(grad f) (,9, 2) L (ful,9,2), fy(2,9,2), f-(2,9,2)) (1.12.1)

ehk lihidalt grad f = (fz, fy, f-)-
Naiide 1. Olgu u = cos Z . Leiame grad u.
x
Vastavalt Definitsioonile 1 saame

z z oz z 1

gradu = (uy, Uy, u;) = ( si in —, —— sin Z) R
Ty

——sin—, — s
w2y ayay? xy’ wy

Definitsioon 2. Skalaari X, (z,y,z) + Y, (x,y, 2) + Z.(z, y, z) nimetatakse
vektorvillja F divergentsiks punktis P(x,y, z) ja téhistatakse div F, st

(dAivF) (2, 2) S X (2,9, 2) + Yy (2,9, 2) + Z. (2, 2) (1.12.2)
ehk lihidalt divF = X, +Y, + Z,.
Niide 2. Kui F = (xy, —x2 4 23, %) , siis

. x x
dlvF:y—i—O—Z—g:y—Z—g. &
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Definitsioon 3. Vektorit

(Zy(xvya Z) - }/z(mvya Z)7Xz($7y7 Z) - Zx(xa Y, Z),Yw(l',y, Z) - Xy(l',y, Z))

nimetatakse vektorvilja F rootoriks punktis P(z,y,z) ja téhistatakse rot F,
st det
(rot F) (z,y,2) = (1.12.3)

= (Zy(xvywz) - Y;((E,y,Z),XZ(QT,y7Z) - ZI(SU,y,Z),Yw(CE7y,Z) - Xu($7yaz))
ehk lithidalt rot F = (Z, — Y2, X, — Zy, Yy — X)) .

Niide 3. Kui F = <acy, —x? + 23, @> , siis
z

rot F = (E —322,0— y,—2x — x) = (f — 322, —y,—Sx) .
z z z z

Definitsioon 4. Hamiltoni operaatoriks ehk nablaoperaatoriks nimetatakse

operaatorit [ —, g, g ja tdhistatakse stimboliga V, st
oxr’ Oy’ 0z
def. (O O O
==, =, = |- 1.124
v (3x’ oy’ 82) ( )

Lause 1. Hamiltoni operaator voimaldab gradienti, divergentsi ja rootorit
kirja panna kujul

grad f=V f, divF =VF, rotF =V x F. (1.12.5)

Toestus. Suurust V f Kkasitleme kui vektorit, milles V iga koordinaati on

funktsiooniga f 1&bi korrutatud, ja siimbolite — korrutised funkt-
z

0 o
oz oy " 8
af o 9]
—f, —f ja —f Suurust V F vaatleme kui vektorite
ox’ Oy 0z
V ja F skalaarkorrutist. Kui vektorid on antud koordinaatkujul, siis vektorite
skalaarkorrutis on vastavate koordinaatide korrutiste summa,

o o0 0 oX oY 0Z

siooniga f olgu vastavalt

Olgu i, j ja k vastavalt z-telje, y-telje ja z-telje suunalised tihikvektorid. Et

i j k
o o0 0
F = _— _— _ =
VX or Oy 0z
X Y Z
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+ (Ym(‘rvyv Z) - Xy(‘rvyv Z)) k=
= (Zy(z,y,2) — Yi(z,y,2), Xo(2,y, 2) — Zp(2,y,2), Ya(z, ¥, 2) — Xy(2, ¥, 2)),

siistot F =V x F. g
Definitsioon 5. Laplace’i operaatoriks nimetatakse operaatorit V? ja téhis-

tatakse siimboliga A\, st

AV

Seega

o o0 0 g 0 0
A_v'v_<az’ay’az>'(ax’ay’az>_
02 0? 0?
T o o

Lause 2. Kehtib seos

divgrad f= Af.

Toestus. Leiame, et

divgrad f =div (fo, fy, f2) = fao + fyy + fozr O

Lause 3. Kui kasutada tdhistust v = g(x,y,2), ¢ = () ja
G = (U(w;y;2), V(xsy; 2), W(z; 95 2)) , siis

e grad(u-v) =wu-gradv + v - gradu,

o grad(p(u)) = ¢'(u)  gradu,

o VZ(uwv) = uV?v + v V2u + 2VuV,

e div (uF) =udivF + F grad u,

e rot (uF) = urotF+ (grad u) xF,

o div (Fx G)= (rotF)- G —F - (rot G).

Toestus. Toestame esimese ja viienda neist seostest. Palun toestage tile-
jadnud seosed iseseisvalt. Et

grad (u-v) = ((w0), , (w0),,, (wv), ) =
= (Uz¥ + Uy, Uy + Uy, UV + UV, ) =
=u (Uacv Vy, Uz) +v (uxa Uy, uz) =

= ugradv + v grad u,
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esimene seos peab paika. Leiame viienda seose vasaku poole

i j k

rot (uF) = Vx (uF) = Vx (uX,uY,uZ) = 82 g 82 =
x OJy Oz
uX uY uZ

= (w2), = Wr),)i- (2), - @X).) j+ (@), - (X),)k =
= (uyZ +uZy —u,Y —uY,) i— (v Z +uZy —u, X —uX,) j+
+ (upY +uYy —uy X —uX,) k

ja siis uuritava seose parema poole

urotF+ (gradu) x F =

i j k
=u(Zy-Y.)i+u (X, —-Z)j+u (Y, — X,) k+ 1;;3 1;3 uZZ =

= (uZy —uY.)i+ (uX, —uZy)j+ (uYy —uXy) k+
+ (uyZ —u,Y)i— (upZ —u X)j+ (ugY —uyX)k =
= (uyZ +uZy —u,Y —uY,)i— (ugZ + uZy —u, X —uX,)j+
+ (uzY +uY, —uy X —uX,) k.

Seega kehtib viies seos. O

Definitsioon 6. Funktsiooni u = f (z,y, z) suunatuletiseks punktis P(z,y, z)
vektori 1 = (I;,1,,1,) suunas nimetatakse suurust

f(CC—Ftlx,y‘i‘tly,Z"'tlz) - f(x7yvz)

lim (1.12.6)
0t \/ (t)? + (1) + (t.)*
ja tahistatakse stimboliga 3l (z,9,2), st
af def. .. f x+tlzay+tl 7Z+tlz 7f z,Y,z
a(‘r?yaz) = tEIgl+ ( 3 Y 5 ) 2( )
\/ (tl)” + (tly)” + (t)

Kui téhistada Q(x + tl,y + tly,z + tl;), siis P—Q) = (tly, tly,tl.) ja
‘P—Cj‘ _ \/(tlw)2 + ()% + (t1.)? ning

OF (o o (@)~ F(P)
AT g

, (1.12.7)



56 PEATUKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

kus punkt @) paikneb punktist P vektori 1 suunas ldhtuval kiirel. Seega néitab
funktsiooni f suunatuletis punktis P funktsiooni f muutumise kiirust selles
punktis vektori [ suunas.

Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis (x,y, z), siis

f(:z:+tlm,y+tly,z+tlz)ff(:c,y,Z) =

= fa: (:Evya Z) tly + fy (:Evya Z) tly + fz (x,y,z) tl, + 67
kusjuures

o o

lim = lim ———— =0,

Y N AV (FEN PR E

0
ja suunatuletis a—{ avaldub kujul

of St e,y tly, 2+ t) — f(2,y,2)

a1 (.’,E, Y, Z) = lim
ol t=0+ t 12 +12+ 12

_hmfﬂ%%ZHh+ﬁA%%Zﬁ@+fAm%2ﬁh+5_

t—0+
ty /12 + 12 + 12

_ f.L (337%2) . l.L + fy (mvyvz) : ly + fz (xvyﬂz) 'lz
\/l§+l§+l§ \/l§+l§+l§ \/zg+z§+zg
Olgu 1° vektori 1 suunaline tihikvektor, st
1 1 1
Tl =7 (g, 1y, 1) = ——== Iy, 1y, 1) =
e VEFEZ+I2
3 Iy Iy L.
Jevese Jerere feiite

= (cos a, cos (3, cos ) ,

1° =

kus suurused cosca, cos( ja cosy on vektori 1 suunakoosinused. Tuletame
meelde, et vektori suunakoosinused on koosinused nurkadest, mille see vektor
moodustab  vastavalt x-telje, y-telje ja z-telje positiivse suunaga,
kusjuures kehtib seos

cos? a + cos? B + cos® y = 1.

Seega saame suunatuletise %—{ avaldada kujul

O (2,9,2) = fo (2,9, 2) cosa + fy (2,4,2) c05 B+ f (2,9, 2) cosy =

ol
= (grad f(z,y,2)) - 1°.
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Oleme toestanud jargmise vaite.

Lause 4. Kui 1° = (cos «, cos (3, cosy) on vektori 1 suunaline iithikvektor, siis
punktis P(x,y, z) diferentseeruva funktsiooni v = f (x,y, z) suunatuletis vektori
1 suunas avaldub kujul

% (.’E,y,Z) = fw (:E7y72) cos o + fy (1‘>y72) COS/B + fz (‘T7y72) Ccos7y (1128)
ehk lithidalt )
a% = (grad f) - 1, (1.12.9)
o 1
kus 1° = m1_
Et
af ) 1
8gradf = (grad f) . (grad f) - (grad f) . m (grad f) =
1 1
- lgrad f]| (grad f) - (grad f) = lgrad f| lgrad f|* = |grad f|
ja
a —_—
’8{‘ = |(gradf) . ]0| — ’|gradf‘ |10|COS (gradf, 10) —

= |grad f| 1°

cos (471 < g 1.

siis funktsiooni suunatuletis on absoluutvaartuse poolest suurim selle funkt-
siooni gradiendi sihis, kusjuures gradiendi suunas funktsioon kasvab koige kii-
remini ja vastassuunas kahaneb koige kiiremini.

Funktsiooni v = f(z,y,z) nivoopinna f(z,y,z) = C normaalvektor selle
pinna punktis (z,y,z) avaldub kujul (fs, fy, fz). Jéarelikult on funktsiooni
u = f(z,y, z) gradient nivoopinna punktis risti seda punkti labiva nivoopinnaga.

Naiide 4. Leiame funktsiooni v = zy sin z suunatuletise punktis P (1; —2; g)
vektori 1 = (2;1; —2) suunas. Et

gradu = (ysin z,zsin z, xy cos ), (gradu) |p = (—2;1;0),
1 21 2

I° = 1<3§3;3>a

22 412 4 (—2)°

siis
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Naiide 5. Leiame, millises suunas muutub funktsioon
u = cos (zy) + sin (yz)
punktis P (2;7/4;1) koige kiiremini.

Et funktsioon kasvab gradiendi suunas koige kiiremini ja vastassuunas ka-
haneb koige kiiremini, siis leiame funktsiooni u gradiendi

gradu = (—ysin (xy) , —xsin (zy) + 2z cos (yz) , y cos (yz)) .
Seega kasvab vektori

1 1 1
— (=224 V2, -1/
(grad u)| p (9. /4:1) < " +2f,87r\f>

suunas funktsioon u punktis P koige kiiremini ja selle vektori vastassuunas ka-
haneb koige kiiremini. &

Funktsiooni f(x1,z2,...,2,) (n>2) gradient punktis P(x1,za,...,2,)
defineeritakse kujul
def.
(grad f) (X) =Vf= (fwl (X) 7f:132 (X) yore 7f:17n (X>)

ja funktsiooni f suunatuletis selles punktis vektoril = (1,15, ..., [,) suunas aval-
dub kujul

of

L (%) = fz, X)cosay + fo, (X)cOS2 + ... + fr, (X)cOS
ehk liithidalt 5

o (grad )1
. 1 .
kus x =(z1,22,...,2y,) ja 1° = ml = (cosaq,cosag,...,co8ay,) on vektori 1
suunaline iihikvektor, st
Ik
cos ap = (k=1,...,n).

VE+B+... +12
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1.13 Ulesanded

Ulesannetes 1-10 leidke funktsiooni mésramispiirkond ja kujutage see graa-
filiselt.
Loz=vVd—a2—\/y2—4 V:|z| <27y >2.
2. z=Iln(e—xz—y). Vizt+y<e.
3. z=+/zsiny.
VineZ,
(z>0N2nr<y<2n+1)m)V (2<0A 2n+ )7 <y<(2n+2)7).
x

4. z = arcsin

Vi (> 0) AUy S 0)V (y > 20)V (< 0) A ((y > 0) V (y < 22))).
5. z = y/sin(m(2? 4+ y2)).
Vian<a?+y*<2n+1AneNU{0}.

sinx
6. z=1In

. VinomeZ,
cosy

(2n7r<a;<(2n+1)7r/\2m7r—g<y<2m7r+g)\/

3
v ((2n+1)7r<:£< 2n+2)7 A 2m7r+g <y< 2m7r—|—277) .
1 1
VRZ — 22 \/Rz_yz'
Vi jz| < RAJy| < R.
8. z=In[(z—y)In(z+y)].
Viiy>zAO<z4+y<l)V l-z<y<zx).
9. z=(1/In(1 — 2% — 9?)) 4z — 2.
Vio<az?+9y2<1Az>y?/4
10. z = arccos (2 (1 +y?) —1).
V:nggl/(ler?).
Ulesannetes 11-18 leidke funktsiooni nivoojooned ja kujutage need graafiliselt.
11. z =422 + 992 V: ellipsid 22/9 + y?/4 = C2.
12. z = 42? — 9y2. V: hiiperboolid 4z? — 9y? = C.

7. z=

13.z=lz+ 1|+ |y —1].

Vilg+1ll4+ly—1=C,C=1;2;3:
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L Y
14. z = min(z,y).
1
V:min(z,y) =C, C=-1;1; 2:
34 Y
o | O=2
15. z = max(|zl, [y]). § N ER:
V: max(|z|,|y|) =C, C =1; 2; 3: c=3 —
"""""" cC=1

16. z = min(z?,y)

V: min(2?,y) =C, C = —1;1; 2:

17. z =sgn(sin(z) sin(y)) (|z] < 37) A |y| < 37).

V: sgn(sin(x)sin(y)) =C, C =1

18. z = [z] + [y], kus [z] on arvu z téisosa.

-1

Viljzg]+[y=C,C=1:

Ulesannetes 19-21 leidke funktsiooni nivoopinnad. Skitseerige.
19. w=z+y+2z—1. V:itasandid 2 +y+2z—-1=C.

20. w =22+ y?+ 2. V: pdoérdparaboloidid z2 + 3% + 2z = C.
21. w=z+ /22 +y2. V:koonused z+ /22 +y2 =C.

22. Niidake, et ¢ (z,y) = zy rahuldab seost
¢ (ax + bz, cy + dw) = acy (z,y) + bey (z,y) + adp (x,w) + bdp (z,w) .

23. Niidake, et positiivsete z, y, z ja w korral rahuldab ¢ (z,y) = (Inz) (Iny)
seost

¥ (zy, zw) = ¢ (2, 2) + ¢ (2, 0) + 9 (y,2) + ¢ (y, w).
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Ulesannetes 24 ja 25 leidke f(z,y).
22 442 22 4 o2
24. — = YA .
flx—y,z+y) 5y e

2

x xy
25. f (,x—i—y) =zy. V. ———.
Yy (z 4 1)

Ulesannetes 26-32 on esitatud pinna vorrand ristkoordinaatides. Leidke selle
pinna vorrand: 1) silinderkoordinaatides; 2) sfadrkoordinaatides.

26. r+y+z=1.

V:pcosp+ psingp+ z=1,psiny cosp + psinysinp + pcosy = 1.

27. 22+ 12+ 22 =R2%. V:p>’+22=R? p=R.

28. 224+ 9y2—22=0. V: p2 =22, Yy =7/4 V ¢ = 3n/4.

29. 22+ 2 +2=1. V: p>+2=1, p*sin® )+ pcostp = 1.

30. z=uxy. V: z= p®cospsinp, costh = psin® ) cos sin .

31. 22 =xy. V: 22 = p?cospsin g, cos? ) = sin® ¢ cos @ sin .

32. z=tan(y/x). V:z=tan(tany), pcosy = tan (tan¢).

Ulesannetes 33-36 on antud joone vorrand zy-tasandil. Leida selle joone po6r-
lemisel iimber y-telje tekkiva poordpinna vorrand. Umber z-telje? Skitseerige
saadud pinnad.

3B.ax4+y=1 V:a2+22=(1-9), 2 +22=(1-2)°.

M.zy=1. V: (332 +z2) y? =1, 22 (y2 + 22) =1.

35. y=x22. Viy==a2+22 y?+ 22 =z

36. 22 —2x +y? +4y=1. V: 4o + 422 = (1—x2—z2—y2—4y)2,
16(y2+22) = (1—x2+2x—y2—z2).

Ulesannetes 37-41 uurige funktsiooni piirvidrtust.

4 2,3 2 4
37, lim Y vio. 38 lm SV yig
(z,9)—(0,0) 372 + y2 (z,y)—(00,00) T* + Y
39. lim Y Vid 40, lim (1+4222)YE v,
(z,9)—(0,0) T° + Y (z,y)—(0,0)
41. ( %irn(O O)(\/x2y2—|—1— 1)/(2? +y?). V: 0.
m’y i 9
42. Uurige funktsiooni
Tx2y 9

0, kui 22 + 4% = 0.

pidevust punktis (0;0). V: pidev.
43. Uurige funktsiooni

Try N
f(x’y): $2+y27 kui = +y #0,

0, kui 22 + 4% = 0.
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pidevust punktis (0;0). V: katkev.
44. Uurige funktsiooni

r+y .
, kuli x —y #0;
fley) =9 z—y 7

1 kui x —y = 0.

)

pidevust punktis (0;0). V: katkev.
Ulesannetes 45-50 leidke funktsiooni esimest ja teist jarku osatuletised.

Yy
[22 — yz'
o = Y (202 +42) /1) (22 — y2)°, 2oy = —2 (2% + 2y%) [/ (22 — 2)°,

Ryy = 39552/\/ (z2 — 1/2)5'

2\" AN z (2\" z (z2\"
46.w:<) .V wzz<> In —, wy=—<> ,wzz<),
Yy Yy Yy \y Z\Y
x
z w — )
Yy

45. z = Vi zp = —xy/+/ (22 — y2)3, zy = 2% /\[ (22 — y2)3,

y B )
T 2 x
oo ) ) ol 2
Z xy Z\Y Y . Yy \Y 20y
47. z = arctan;. V: oz, = ﬁ, 2y = —W, Zpw = _(y2+x2)27
b= V2
(y* +2?) N (y* +2?) i 2ey
48. z = arccos T—i—y? V:z, = _y?Ty:r?’ Zy = W, Zopw = e +w2)27
_ y? —x? _ 2xy
x R
49. z = In\/z22+9y2. V: z, = W, Zy = ﬁ, g = (;LFW,
_ 2xy _ % — 2
)T T et
50. z = (cosx)™™Y.
V: 2, = —costm Y= gsinysin z, 2y = cos®™Y g cosyln (cosz) ,
Zpy = (COS(Siny_Q) a:) (1 — cos? x — cos? y + cos? y cos® x — sin y) ,
Zuy = — (cosCM¥=Y g cosysin ) (siny In (cosz) + 1),

. 5 . .
Zyy = cos®Y z cos? yIn® (cosz) — cos®™Y zsinyIn (cos x) .
51. Naidake, et funktsiooni

 ozy (mz—y2)/(x2+y2), kui 22 + 4% # 0,
f(xay){ 0’ kuix2+y2:0

korral f;vy(ovo) =-1ja fyw(ovo) =1, st .f;vy(ovo) a .fyw(ovo)
52. Niidake, et z = x¥y” rahuldab seost

T2y +yzy = (x+y+1nz)z.
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r—Y + . rahuldab seost
uU—v  u—y

53. Naidake, et w =

wz+wy+wu+w7j :0.
Ulesannetes 54-56 niidake, et funktsioon z = z(z, y) rahuldab seost

Zzx + 2yy = 0.

54. z=1In+\/22 +y2. 55. z = arctan Y 56. 2= arctan .
x

57. Niidake, et z = f(z? —y?), kus f(t) on suvaline diferentseeruv funktsioon,
rahuldab seost

Y2z + T2y = 0.
58. Niidake, et z = f(y/z), kus f(¢) on suvaline diferentseeruv funktsioon,

rahuldab seost

T2 +Yyzy = 0.
59. Olgu z = y/ f(2? — y?). Niidake, et suvalise diferentseeruva funktsiooni
f(u) korral

Za /T + 2y [y = 2/y.
60. Niidake, et u = 2% f(z/x;y/x), kus f (p,q) on suvaline diferentseeruv funk-
tsioon, rahuldab seost
TUy + YUy + 2u, = ku.

61. Niidake, et u = o f(2/z;y/x), kus f (p,q) on suvaline diferentseeruv kahe
muutuja funktsioon, rahuldab seost

TUy + YUy + 2u, = ku.

62. Olgu & = apcos ¢ jay = bpsin g, kus a ja b on konstandid. Leidke jakobiaan

Yo Lo V: abp.

(funktsionaaldeterminant) J (p, ¢) = ’
Yo Yo

d d
63. Teisendage vorrand @ _zrty polaarkoordinaatidesse. V: & _ p
de x—y dp

Ulesannetes 64-66 leidke ilmutamata funktsiooni z = z(z,y) esimest ja teist
jarku osatuletised.

2 2
T e+ z T
64 xQ—y2+22=a2. V: Zy = T, Zy:ga Rpx = — 3 721"!/:7?3{3
z z z z
z2—y2
z = .
vy 23 , ,
z z z z
65. L =nZ -3 Vigg=—",2y=——, 2y = 3,
z (y+2) y+=z (y+2)

B yZ2 Z2y2

= s Rpx — — .
v(y+2)° 22 (y+2)°
66. c+y+z=exp(@+y+2). Vizg=2y=—1, 250 = 2gy = 7y = 0.

Zry
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Ulesannetes 67-68 leidke ilmutamata funktsiooni z = z(w,y) esimest jirku osa-
tuletised. o — 8 )
3 9  2y—6xz B x

67. z° 4+ 3x 2z =2xy. V: zw—m,zy— 32132
68. f(x —y+z,2yz) =0. V:kui f(u,v), siis
_Julz —y+z,2y2) +yzfo(z —y + 2, 2y2)

fulz =y + z,0y2) + oy fo(r —y + 2,2y2)°
_ fulr —y+ 2, my2) — vz fu( —y + 2, 2y2)

B fulz —y+ z,2y2) + 2y fu(z —y + Z,xyz).
69. Niidake, et seosest

Zye —

2y

flex —az,cy —bz) =0,

kus ¢ (u, v) on suvaline diferentseeruv funktsioon, jireldub seos
azy +bzy = c.

70. Naidake, et f(z,y,2) =0= 2y Yo =1 A Ty Yy, -2, = —1.
71. Néaidake, et
{ y=f(z,2) dy _ feg: — [292
= = = JI2E JET
9(z,y,2) =0 dr  f.gy +9-

72. Niidake, et

=

g(z,y,2) =0 ﬁ = (f29: = 92 12)/(9y f> = [y92)-

Ulesannetes 73-75 leidke funktsiooni esimest jéarku tdisdiferentsiaal.
rdr+ydy
73 U:].n\/.’L'2+y2. VZ du:w
dy —yd
74. v =arctan 2. V:dv = %
T ety
5. u=z¥/y*.
V:du = 2¥ 1y %dx + (;Uyy*Z Inz — z:cyy’z’l) dy — ¥y * Inydz.

Ulesannetes 76-78 leidke funktsiooni esimest ja teist jirku téisdiferentsiaalid.

de —dy+d
76. w=In(x —y+2). V;dw:w
rT—y+=z
Pw = — (dff)z - (dy)2 - (d2)2 + 2dxdy — 2dxdz + 2dydz.
(—y+2)°
d d
N

s Y (dz)? — 2zy dady + 22 (dy)*

d“u =
( (w2+-y%3>
78. u=xyz. V:du=yzdr+zzdy+rydz, d*u = 2zdrdy+2y dvdz+ 2 dydz.

Ulesannetes 79-81 leidke ligikaudu, kasutades tiisdiferentsiaali.

79. In(v/1.03 ++v/0.98 —1).  V: = 0.005.
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80. v6.022 +7.972. V:~9.976

81. 1.03%9.  V: ~ 1.03.
82. Niidake, et funktsiooni z = y/22 + 32 korral d?z > 0.

83. Olgu f (z,y) = \/j Leidke df (1;1) ja d2f (1;1).

V:df (1;1) = daﬁ;dy

L d2f(1:1) = % (3 (dy)? — (dz)? — 2dxdy) .

84. Leidke funktsiooni z =

n esimest jarku Taylori arendus punkti (2;3)
rTy
imbruses.

ol e @2 2@ -2y -3+ (- 3)°
e-2) =3+ (2460 (@x—2)+3+0(y—3)°

5 25 25
85. Leidke funktsiooni z = /z +y esimest jarku Taylori arendus punkti (1;1)
iimbruses. ) ,
1 -1 2(x—1 —1 -1
V24 (x—1) _(x ) +2(x )(y )+ (y )

1
+ -
2v2 2v2 8\/(1+9(9c—1)+1+<9(y—1))3
86. Leidke funktsiooni w = xy + yz — xz teist jarku Taylori arendus punkti
(1;0; —1) tmbruses.
Vil+(z-1)—z+1)+(z-1Dy+yz+1)—(z—1)(z+1).
87. Leidke funktsiooni z = z¥ teist jarku Taylori poliinoom punkti (1;1) tmb-
ruses. Leidke selle abil ligikaudu 1.1%%2. Vi 14 (z—1) + (z—1)(y — 1),
~ 1.102. - y
88. Leidke punktis (2; —2; _Z) pinnale z = arctan; konstrueeritud puutu-

(y—1)

jatasandi ja normaali vorrandid.
w1 1 x—2 y+2 z+7/4
V: - = = -2 n 2 ) = = :
i 1 G R Lk vy V7 1
89. Leidke punktis (3; —4; 5) pinnale z = y/x2 + y? konstrueeritud puutujatasan-

di ja normaali vorrandid.
3 4 r—3 y+4 z-5

Viz—5="2(x—3)— - (y+4), - - :

‘ 5@ =3 -5w+d, 57 4/5 ~ -1
90. Leidke punktis (—1;—m;—1) pinnale z = cos(y/z) konstrueeritud puu-
z+1 y+7m  z+1

o 0 -1
91. Leidke ellipsoidi z? + 2y? + 22 = 1 puutujatasandid, mis on paralleelsed

2 1 4
tasandiga z —y+2z=0. Vi (24 —= | — — ) +2(z+—=] =0
e ey (x @) (qu@) (Z @)

92. Leidke sfadri z2 + y? + 22 = 2y puutujatasandid, mis on risti tasandiga
x+y— 2z =3, kui ka tasandiga x — 2y + z = 1.

1 2 3
V: (:v:F m) +2(y:F il 1) +3<z:F \/ﬁ> =0
93. Niidake, et pindadel z 4+ 2y —Inz = —4 ja 22 — 2y — 8z + 2z = —5 on iihine
puutujatasand punktis (2; —3;1).
94. Leidke ellipsoidi z2/a® + y?/b%® + 2%2/c* = 1 puutujatasand, mis loikab
koordinaattelgedel vordse pikkusega 16igud. V: z + vy + 2 = Va2 + b2 + 2.

tujatasandi ja normaali vorrandid. V:z+1=0,
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95. Niidake, et pinnale zyz = a® suvalises selle pinna punktis konstrueeritud

puutujatasand moodustab koos koordinaattasanditega tetraeedri, mille ruumala
ei sOltu pinnapunkti valikust.

96. Toestage, et poordpinna z = f(y/x? +y?) koik normaalsirged 16ikavad
z—telge.

Ulesannetes 97-102 leidke funktsiooni z = z(z,y) statsionaarsed punktid.

97. 2 =2 +ay+y? — 22 —3y. V:(1/3;4/3).

98. z=ay (1 —a?—y?). V:P(0;0), P>(1;0), P;(0;1), Py (—1;0),
P;5(0;—-1), Ps(0.5;0.5), P7(0.5;—0.5), Ps(—0.5;0.5), Py (—0.5;—0.5).

99. z = 2 + > — 3. V: P (0;0), P> (1;1).

100. 522 +5y? +52%2 — 22y — 202 —2yz—72=0. V: P (1;1;4), Py (—1;—1;—4).
101. z=sinz +cosy. V: P(w/2+ km;nx), kus k,n € Z.

102. 222 + 292 + 22 + 8wz — 2+ 8 =0. V: P, (=2;0;1), P> (16/7;0; —8/7) .
103. Veenduge, et funktsioonil z = 2% + zy + y? + a®/x + a®/y on punktis
(a / V3,a / \3/§) lokaalne miinimum.

104. Veenduge, et funktsioonil z = 2x2 + 42y + 2y?> — 2* — y* on punktides

(\/?, \/5) ja (—\f,—\/ﬁ) lokaalne maksimum.

Ulesannetes 105-108 leidke funktsiooni z = z(z,y) lokaalsed ekstreemumid.
105. z=a2% + a2y +y?> — 22 —3y. V:minz = 2(1/3;4/3) = —7/3.

106. z=zy(l—z—y). V:maxz=12z(1/3;1/3) =1/27.

107. z=2>+ay+y?’+2r—y+1. Viminz=2(-1;1)=0.

108. z=x+y?>—2In(zy). V:minz=2(2;1) =3 —In4.

Ulesannetes 109-112 uurige funktsiooni tinglikke ekstreemume.

109. z =exp(zy), v +y=1. V: $ri1yiglz =2(1/2;1/2) = e.

110. z=ay, 22 +y> =1.

Vi min 2=z (1/vV2;-1/V2) = 2 (-1/V2;1/V2) = —-1/2,

z24y2=
ma;clz:z(l/ﬁ;l/\/i) =z (1/vV2;1/V2) = 1/2.
r24y?=
1 1
111. z=—+ — =1 V: i =2(1/2;1/2) = 4.
e=to oty Jhin 2= 2(1/2;1/2)

112. z = cos? z + cos? y, x—y:%.

V: max/4z =2(n)8 4+ km,—7m/8 4+ k) = 1+ /2/2,
T—y=m

min/4z:z(57r/8—|—k7r,37r/8+k:7r):1—\/5/2 (kelZ).
. 2?2
113. Leidke sirgele x — 3y — 9 = 0 1dhim ellipsi 9 + = =

4
V: (3/v/5;—4/V/5), (=3/v/5;4//5) .
114. Leidke funktsiooni z = x — 2y — 3 suurim ja vdhim véértus vorratustega
0<z 0<y, z+y <1 midratud piirkonnas D.
V: ml%nz =2z(0;1) = -5, maxz = z(1;0) = —2.

1 punkt. Kaugeim?

115. Leidke funktsiooni z = 22 + 3y? — z + 18y — 3 suurim ja vihim viirtus
ruudus D = [0;1] x [0;1] . V: mgnz = 2(1/2;0) = —13/4, max z = z (1;1) = 18.



1.13. ULESANDED 67

116. Leidke funktsiooni z = 2?y(4 —x —y) suurim ja vithim viiirtus sirgetega
=0, y=0jaz+y=6mairatud kolmnurgas D. V: ngnz = 2(4;2) = —64,
maxz = z (2;1) = 4.
117. Leidke funktsiooni z = 22—%? suurim ja vahim vddrtus ringis z2+y? < 4.
V: HBDZ = 2(0;£2) = —4, max z = 2 (£2;0) = 4.
Ulesannetes 118-120 leidke grad u.
s (2) v (2(2) 2 () (5) ml).

Y T \Y Yy \y Y Y

Ty . yz xz xy

119. uw = arctan o V: Tty g aty oy 27 )
120. 22 +u?2 =92 +22. Vi (—z/u,y/u,z/u).
Ulesannetes 121-124 leidke divF ja rotF.

T Yy z 1 1 1 9 9 9
121. F=(—,=,—|. Vi—+4+—4— .
(EL2). veos Do g s sfanalyd)
122. F = (In(2? — y?), arctan (z — y) , 2yz) .
2z 1 1 2y
V: — - - )
PP 1+2 -2ty P (m 1+ (z—y)* yz’xz—y2>

123. F=grad(In(z +y—2)). V:=3/(x4+y—2)",0.
124. F =10t G, G = (m2y, Y2z, z? ) . Vi 0, (22, 22,2y — 22).

Ulesannetes 125-126 leidke funktsiooni w suunatuletis punktis A vektori AB
suunas.

125. w = 2%y?22%, A(1;-1;3), B(0;1;1). V: —22.
126. w =22 —y? + 22, A(0;1;1), B(—1;1;0). V: —v/2.
127. Leidke funktsiooni z = /22 4 y? suunatuletis punktis (—3;4) , seda punkti

labiva funktsiooni nivoojoone normaali suunas. V: 1.
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Peatukk 2

Read

2.1 Arvread

Read on aluseks paljude probleemide lahendamisel matemaatikas. Eriti liht-
ne on ridade abil leitud lahendusalgoritmide realiseerimine arvutil.

Definitsioon 1. Avaldist

o0
Zak:a1+a2+...+ak+..., (2.1.1)
k=1

kus aj (k € N) on reaalarvud, nimetatakse arvreaks. Arve aq, as, ag, ... nime-

tatakse rea litkmeteks ja suurust ay nimetatakse rea dldlitkmeks.

Jargnevalt nimetame arvrida lihtsalt reaks. Teatud juhtudel on otstarbekas
uurida rida >~ ai, st alustada rea nullindast litkmest.

Definitsioon 2. Rea (2.1.1) esimese n liikme summat S,, nimetatakse selle
rea n-ndaks osasummaks, st

n

Sn:Zak:al—l—ag—&—...—&—an. (2.1.2)
k=1

Reale (2.1.1) voime vastavusse seada selle rea osasummade jada {S,}.

Definitsioon 3. Rida (2.1.1) nimetatakse koonduvaks, kui selle rea osasum-
made jada {S,} on koonduv, st

3 lim S, =15,
n—oo
kusjuures suurust .S nimetatakse selle rea summaks. Kui ei eksisteeri 16plikku
piirvaartust
lim S,,

n—oo

siis nimetatakse rida hajuvaks.

69
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Téhistame siimboliga ¢ k6igi koonduvate ridade hulka. Asjaolu, et rida (2.1.1)
on koonduv, tdhistame liithidalt Zzozl ar € ¢, ja asjaolu, et rida on hajuv,
Y opeqar ¢ c. Juhtudel nli_)rr;oSn = 00 vOi nh—>n<’>loSn = —oo on tegemist hajuva
reaga.

Néiide 1. Uurimerea » o, 1=1+1+4...4+ 1+ ... koonduvust.
Et S, =Y p_, 1 =mn,siis

lim S, = lim n=+oc0,
n—oo n—oo
st uuritav rida on hajuv. &

Esitame kaks lihtsat naidet, mis on edaspidi olulised.

Niide 2. Arvrida .-, ¢*, kus ¢ on mingi reaalarv, nimetatakse geomeet-
riliseks reaks. Uurime selle rea koonduvust.
Et rea osasumma S,, avaldub kujul

— l+g+@P+...+¢" H(1-q 1-¢"
Sn:quqil( —
k=0

1—gq l—q’
siis
1—q" . kui |g| <1
lim S, = lim = 1—gq’ ’
Kui ¢ = 1, siis Néite 1 pohjal on tegemist hajuva reaga. Kui ¢ = —1, siis S7 = 1,
S =0, 53 =1, ... jakasel juhul on tegemist hajuva reaga. Seega geomeetriline
rida > -, ¢* koondub, kui |g| < 1, ja hajub, kui |¢| > 1. o

1
Niide 3. Arvrida >, T nimetatakse harmooniliseks reaks. Osutub, et

harmooniline rida on koonduv, kui a > 1, ja hajuv, kui a < 1. Toestame selle
edaspidi.
1
Niide 4. Uurime rea Y-, RET ) koonduvust. Koonduvuse korral leiame
rea summa. )
Selleks et lihtsustada osasumma S, = >"}'_; m avaldist, lahutame rea

uldliikme osamurdudeks

1 A B A(k+1)+Bk

Kkt k k+1 . Rkt
= A(k+1)+Bk=1 (VkeNy) = A=1AB=—1.

Jouame tulemuseni
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Et )
Jim o= i (155 ) =1
siis uuritav rida koondub, kusjuures rea summa on 1. &
: o 4 +6"
Niide 5. Uurime rea ) .~ g koonduvust.
Kuna
n—1 n—1 k n—1 k
4% + 6k 4 6\ (2.1.3)
=Y =Y (5) 2 (5) ™
k=0 k=0 k=0
4\" 6\"
1—-(=< 1-—
5 5
4 + 6
5 5
4\" 6\"
=5(1—-{< 5(1=-) -1
(=) ) ((5) )
siis lim S;, = +00. Tegemist on hajuva reaga. &
n—oo

71

1
Naiide 6. Uurime rea ) ;- ; arctan — koonduvust. Koonduvuse korral leia-

2k2
me rea summa.
Leiame osasummale S, lihtsama kuju. Nendime, et

1
S1 = arctan 3

Jargnevate osasummade leidmisel kasutame seost

r+y
_:L'y.

|zy| <1
arctanx + arctany = arctan

Leiame, et

| =
ol =+

1
8

1 1
Sy = arctan — + arctan — = arctan
2 8 1—

2
= arctan —
3

oo |

ja

1 2 1
S3 = Sy + arctan 8= arctan — + arctan =

3 18
2 + 1
_ 3 18 _ 3
= arctan 5 1 — arctan —.
3 18

Piistitame hiipoteesi

Sy = arctan (n e N),

n
n+1
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mille toestame induktsioonimeetodil. Et hiipotees on tdene n = 1 korral, siis
induktsioonibaas on olemas. Naitame induktsioonisammu lubatavust. Selleks
uurime suurust Sy41. Tulemuseks saame

S, Sy, + arct t " + arct L
n+1 = Sp, + arctan = arctan arctan ——— =
" 2(n+ 1) n+1 2(n+1)°
n 1
+ 2
n+l 2(n+1) n+1
= arctan = arctan =
1_ n_ 1 n+2
n+1 2(n+1)°
1
:arctanL,
(n+1)+1

st induktsioonisamm on lubatav ja piistitatud hiipotees on tdene. Seega

S = lim S, = lim arctan
n—oo n—oo

n T
= tanl = —.
T arctan 1 &

Rea (2.1.1) osasummad S,,_1 ja S, rahuldavad seost

Sp = Sp_1 = ap. (2.1.3)

Kui rida (2.1.1) koondub ja selle rea summa on S, siis

lim S, = lim S, 1=25 (2.1.4)

n—oo n—o0

ja seostest (2.1.3) ning (2.1.4) jareldub, et

lim a, =0. (2.1.5)

n—oo

Sonastame saadud tulemuse.

Lause 1. Koonduva rea (2.1.1) tldliige a,, rahuldab seost (2.1.5).
Seega

oo
ZakEC = lim a, =0.

n—o0
k=1

Tingimust (2.1.5) nimetatakse rea (2.1.1) koonduvuse tarvilikuks tingimuseks.
Tingimus (2.1.5) el osutu piisavaks. Néites 3 esitatud harmooniline rida on ha-
juv 0 < a < 1 korral. Ometi on selle rea korral tididetud rea koonduvuse tarvilik
tingimus (2.1.5), sest lim 1/n® <<ty

n—oo
Koos reaga (2.1.1) uurime rida

oo

> ar (m>2), (2.1.6)

k=m
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mis on ldhtereast (2.1.1) saadav m — 1 esimese liikme arajatmisel. Kui téhistada
rea (2.1.1) esimese n lilkme summat siimboliga SZ ja rea (2.1.6) esimese n liikkme
summat siimboliga S.!, siis kehtib seos

Spam—1 = (a1 + ...+ am—1) + S;". (2.1.7)
Kui rida (2.1.1) koondub ja rea (2.1.1) summa on S, siis ka

: I
nan;oSn+m_1 =6S.
Seega eksisteerib piirvidrtus seose (2.1.7) vasakust poolest piirprotsessis
n — oo. Jérelikult eksisteerib selles piirprotsessis piirvaértus ka seose (2.1.7)
paremast poolest. Et suurus a; +. . .+ a.,,—1 €l s6ltu muutujast n, siis eksisteerib
piirviidirtus lim SI!, st rida (2.1.6) on koonduv. Rea (2.1.6) koonduvusest saab

n—oo

jareldada rea (2.1.1) koonduvuse. Seega on read (2.1.1) ja (2.1.6) kas molemad
koonduvad v6i on molemad hajuvad. Analoogilise tulemuseni jouame I6pliku
arvu litkkmete juurdevGtmisel. Vormistame tulemuse.

Lause 2. Lopliku arvu liikkmete drajatmine voi lisamine ei mojuta rea koon-
duvust. Rea koonduvuse korral muutub vaid rea summa.

Olgu S koonduva rea (2.1.1) summa. Lause 2 pohjal on koonduv ka rida
> o
k=n-+1

Kui tahistada selle rea summat stimboliga R,,, siis kehtib seos
S =85,+ Ry,

kusjuures R, "= 0. Cauchy kriteerium annab tarviliku ja piisava tingimu-
se selleks, et jadal {S,} oleks 1oplik piirvddrtus. Nimelt, jadal {S,} on 16plik
piirvadrtus parajasti siis, kui vastavalt igale positiivsele arvule € leidub niisugune
naturaalarv ng, et iga naturaalarvu p puhul

|Sn+p — Snl < g,

kui n > ng. Et Spqp — Sp = 2225 1k, siis saame Cauchy kriteeriumi alusel

tarviliku ja piisava tingimuse arvrea (2.1.1) koonduvuseks.

Lause 3 (Cauchy kriteerium). Arvrida (2.1.1) koondub parajasti siis, kui
vastavalt igale positiivsele arvule € leidub selline naturaalarv ng, et iga natu-
raalarvu p puhul

|@nt1 + Gni2 + Anys + ...+ anap| <,

kui n > ng.
Selleks et defineerida tehted ridadega, vaatleme veel rida

i b (2.1.8)
k=1
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Kui kahele reale (2.1.1) ja (2.1.8) on vastavusse seatud rida

> (an +bi), (2.1.9)
k=1

siis Geldakse, et on defineeritud ridade liitmine, st ridade liitmisel saadava rea
ildliige on liidetavate iildlitkmete summa. Kui arvule v € R ja reale (2.1.1) on
vastavusse seatud rida

> ya, (2.1.10)
k=1

siis Oeldakse, et on defineeritud rea arvuga korrutamine.
Definitsioon 4. Ridade >°.7  ay ja > poobr Cauchy korrutiseks nimeta-
takse rida >, , cx, kus

k
ok =Y aby_;. (2.1.11)
=0

Niide 7. Leiame ridade Y ;o p" ja > po ¢" Cauchy korrutise Y o cx.
Kui p # g, siis valemi (2.1.11) abil saame meid huvitava Cauchy korrutise
iildliikme

k k %
Ckzzaibk i Zpl h Izqu@) =
=0

=0
k+1
(1)
4 p _ gE+L — i
1_8 q—0p
q

Kui p = ¢, siis
ck—zalbk z—sz b sz M= (k+1)p" O

Lause 4. Kui read (2.1.1) ja (2.1.8) on koonduvad, siis koondub ka rida
(2.1.9), kusjuures rea (2.1.9) summa saadakse ridade (2.1.1) ning (2.1.8) sum-
made liitmisel. Kui rida (2.1.1) koondub, siis koondub ka rida (2.1.10), kusjuures
rea (2.1.10) summaks on rea (2.1.1) summa korrutis arvuga .

Toestus. Olguread (2.1.1) ja (2.1.8) koonduvad. Kui tihistame ridade (2.1.1),
(2.1.8) ja (2.1.9) esimese n lilkme summat vastavalt siimbolitega S2, S? ja S+t
siis kehtib seos

Satb = 5o 4 §b.

Et piirprotsessis n — oo selle seose parema poole molemast liidetavast eksis-
teerib piirviartus, siis eksisteerib piirvidrtus ka vasakust poolest, st rida (2.1.9)
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on koonduv, kusjuures rea (2.1.9) summaks on ridade (2.1.1) ning (2.1.8) sum-
made summa. Seega oleme tGestanud Lause 4 esimese osa. Lause 4 teine osa
jareldub vorduste ahelast

n n
def.
Sye = Z’YakZ’YZGkZVSZ- O
k=1 k=1

2.2 Positiivsete arvridade vordlustunnused

Definitsioon 1. Kui a; > 0 (k € N), siis arvrida

> ak (2.2.1)
k=1

nimetatakse positiivseks arvreaks.
Téhistame siimboliga S? rea (2.2.1) n-ndat osasummat. Leiame, et

n

SO =5%+an1 > S

Seega on positiivse arvrea (2.2.1) osasummmade jada {S%} monotoonselt kasvav,
st S¢ T . Monotoonselt kasvav jada koondub aga parajasti siis, kui see jada on
iilalt tokestatud. Formuleerime selle tulemuse.

Lause 1. Positiivne arvrida (2.2.1) koondub parajasti siis, kui selle rea osa-

summade jada on iilalt tokestatud, ja hajub parajasti siis, kui osasummade jada
on iilalt tokestamata.

Seega
Y areces (AM>0:S1 <M (neN)),
k=1
Yardces (AM>0:50<M (neN)).
k=1

Olgu ka

i be (2.2.2)
k=1

positiivne arvrida.
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Lause 2. Kui positiivne arvrida (2.2.1) koondub ja
b < ag (k € N) s (223)

siis koondub ka positiivne arvrida (2.2.2).
Toestus. Olgu

n

Lause 1 pohjal jareldub rea (2.2.1) koonduvusest hinnang S¢ < M (n € N).
Seoste (2.2.3) pohjal saame S2 < S¢ (n € N). Seega leiame S2 < M (n € N),
st rida (2.2.2) on koonduv. O

Lause 3. Kui positiivne arvrida (2.2.2) hajub ja ridade (2.2.2) ja (2.2.1)
liikmed rahuldavad vorratusi (2.2.3), siis hajub ka positiivne arvrida (2.2.1).

Toestus. Lause 1 pohjal jareldub rea (2.2.2) hajuvusest, et jada {SZ} on
iilalt tokestamata. Jirelikult vorratustest S& < S¢ (n € N) leiame, et ka jada
{82} on iilalt tokestamata. Lause 1 pohjal on rida (2.2.1) hajuv. O

Maérkus 1. Lausete 2 ja 3 véited jadvad kehtima, kui eeldus (2.2.3) asendada
norgemaga:

b < ay, (kaoEN).

Markus 1 jareldub Lausest 2.1.2. Nimelt, rea 16pliku arvu esimeste liikmete
drajétmine ei mojuta rea koonduvust.

oo 1
Naide 1. Uurime rea ), Gy koonduvust.
1
Tegu on positiivse arvreaga, sest m >0 (ke N). Vordleme seda

k
rida geomeetrilise reaga y -, (2) . See geomeetriline rida on koonduv, sest

1
== = > < 1. Et
q 2Ja\QI 5

1 <1) (ke N)
(k+1)2k = \2 ’
siis Lause 2 pohjal on uuritav rida koonduv. O
- : oo In(k+2)
Naide 2. Uurime rea ) ,_; ——— koonduvust.
In(k+2)

> 0 (ke N). Vordleme seda

rida harmoonilise reaga o = 1 korral. Et harmooniline rida on o = 1 korral
hajuv ja

Tegu on positiivse arvreaga, sest

1 1

1 _In (k+2)
k— k

st uuritava rea ildliige on suurem kui hajuva positiivse arvrea iildliige, siis Lause
3 pohjal on uuritav rida hajuv. &

(ke N),
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Lause 4. Kui (2.2.1) ja (2.2.2) on positiivsed arvread ja eksisteerib 16plik
nullist erinev piirvdartus nende iildiikmete suhtest

lim <% =~ >0, (2.2.4)
k— o0 by,

siis read (2.2.1) ja (2.2.2) koonduvad v6i hajuvad samaaegselt, st

o0 o0
Zak €c & Zbk € ¢,
k=1 k=1

Zakgéc & Zbkgéc.
k=1 k=1

Toestus. Lahtudes jada piirvadrtuse definitsioonist, leiame

(limzkzv#O) & (V5>05|k0:k0(5):
'I'L*’OOk;

ak—v‘<5 (k>k0)>.
bi

Lause 2.1.2 pohjal voime piirduda juhuga ky = 1. Et

ag ag
— =7 <e & < ——79<¢e &
by, ‘ by
ay
&S 7 e< —<7v+e &

bx,
& (y—e)by <ar < (y+e¢)by,

siis saame tulemuseks vorratuste ahela
(v—e)bpy<ap < (y+e)by, (kEeN). (2.2.5)

Kasitleme kaht juhtu.
1° Eeldame, et rida (2.2.1) on koonduv. Olgu arv € > 0 selline, et v — & > 0.
Ahela (2.2.5) esimese vorratuse pohjal (v —e)b, < ar (k € N). Rakendame
Lauset 2. Selle pohjal koondub positiivne arvrida Y-, (v — €) by, mis aga Lause
2.1.4 pohjal koondub parajasti siis, kui koondub rida (2.2.2). Seega on rida
(2.2.2) ka koonduv.
2° Eeldame, et rida (2.2.2) on koonduv. Siis koondub ka rida, mille tildliikmeks
on (v + ) bg. Ahela (2.2.5) viimase vorratuse pohjal ar < (y+¢)b, (k € N).
Lause 2 pohjal koondub ka rida (2.2.1).

Jarelikult rea (2.2.1) koonduvusest jéreldub rea (2.2.2) koonduvus, ja vastu-
pidi, rea (2.2.2) koonduvusest jireldub rea (2.2.1) koonduvus. Seega read (2.2.1)
ja (2.2.2) kas koonduvad v6i hajuvad samaaegselt. a
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2k +1
k242

Tegu on positiivse arvreaga, sest

Naide 3. Uurime rea Y, koonduvust.

1
2 12 >0 (ke N). Vordleme seda rida

o 1 .
harmoonilise reaga Y ;- T Leiame, et

2k+1
. k242 o 2kMe ke o2kl o2
lim = lim ——= lim —m——— =

k—oo 1 k—oo k2 + 2 k—oo 1 2
ko e

oo, kui a > 1,

= 0, kui a < 1,

2, kui a = 1.

Rakendame Lauset 4. Kuna harmooniline rida on hajuv a = 1 korral, siis ka
uuritav rida on hajuv. O

T
Néide 4. Uurime rea Y, sin % koonduvust.

Tegemist on positiivse arvreaga, sest

(ke N) = (0<%§g) = (sin;—k>0).

Vordleme uuritavat rida harmoonilise reaga o = 1 korral. Leiame

. . T 7r

sin — sin — —

: 2k _ 2k _ -1’61@01}_- 2k _ T

R L R T S e

k k k

Lause 4 pohjal on uuritav rida hajuv. &
oo 3
Naide 5. Uurime rea ) ;. ; ————= koonduvust.

VE3 + 2k

Tegu on positiivse arvreaga. Vordleme seda rida harmoonilise reaga. Leiame

3 .
WY 0o, kui a > 1.5,
lim YRR gy 5 —_={ 0 kuia <15,
koo o hoooVRSTEY 4 2k 3, kui a = 1.5.

Kuna harmooniline rida on koonduv o = 1.5 korral, siis on uuritav rida Lause
4 pohjal koonduv. &

Néiide 6. Uurime rea > -, (\/E —Vk— 1) koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Vordleme seda rida harmoonilise reaga. Leiame
VE-VvE=1 (\/E—\/k—l)(x/é+\/k—1)
1~

lim =

e e (VR VEST)

lim
k—oo

=
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. 1
kh—>nolo V=20 ¢ /120 | —2a

) 1
oo, kui a > —,

= 0, kui a < —,
1, kui @ = =.
y kuia =g
- . 1 . "
Rakendame Lauset 4. Et harmooniline rida on a = 3 korral hajuv, siis ka
uuritav rida on hajuv. &

2.3 D’Alembert’i tunnus

Olgu Z;O:l ay, positiivne arvrida. Eksisteerigu 16plik piirvaértus

lim 2L — (2.3.1)

k—oo ag

Lahtudes jada piirvadrtuse definitsioonist leiame

Ve > 0 ko = ko(e) : | eH —q‘ <e (k> ko)
ay
ehk a
V5>03k0:k0(s):75<%7q<5 (k> ko)
k
voi
Ve >0 3ko=ko(e): (¢ —€)ar < a1 < (¢+¢)ar (k> ko). (2.3.2)

Et Lause 2.1.2 alusel ei mojuta 16pliku arvu rea esimeste litkmete drajidtmine
voi lisamine rea koonduvust, siis piisab vaid uurida juhtu ky = 1.

Kui g < 1, siis voime ette anda sellise arvu € > 0, et ka ¢+¢ < 1. Vorratuste
ahela (2.3.2) viimase vorratuse pohjal leiame

apr1 < (q +€) ag (k € N)
ja
ap < (q—&-a)ak_l < (q—i—E)zak_g <. < (q—l—a)k_lal (k‘ S N)
Vordleme positiivseid arvridu Y oo ; ag ja > opey (¢ + &) lay . Et
- oo o0
|q + €| < 1 Nald%Q.l.Q Z (q + 5)1671 ce Laus%2.1.4 Z (q + E)kil ay cec
k=1 k=1

ja ar < (q+¢e)" 'a; (keN), siis Lause 2.2.2 pohjal on koonduv ka rida
ket G-
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Kui g > 1, siis voime ette anda sellise arvu € > 0, et ka ¢ —e > 1. Vorratuste
ahela (2.3.2) esimese vorratuse pohjal leiame

art1 > (g—¢)ar (ke N).
Seega
ar > (q—€)ap1>(q—e)ar—s>...>(q—) " ay (keN).

Vorreldes positiivseid arvridu Y oo ap ja Y pey (@ — E)kil a1, jouame Lause
2.2.3 pohjal tulemuseni, et hinnangust aj, > (¢ — )" ' a; (k € N) ja absoluut-

vadrtuse poolest lihest suurema teguriga geomeetrilise rea 2211 (g — 5)]671 ay

hajuvusest jireldub rea > ;- a; hajuvus. Kui ¢ = 1, siis eelnevalt kasutatud
metoodika ei ole rakendatav. Sonastame tGestatud véite.

Lause 1 (d’Alembert’i tunnus). Kui positiivse arvrea > -, aj korral eksis-
teerib 16plik piirvédrtus (2.3.1), siis
1) juhul ¢ < 1 on uuritav rida koonduv,
2) juhul ¢ > 1 on uuritav rida hajuv.

o 3
Naide 1. Uurime rea > .~ o koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Et
3k 3k+1
= — = = —,
A e N Y
siis
3k+1
| k+1p)
lim Ak41 i (k +‘1). — lim 3 _
k—oo Qf k—oo 3k k—oo (k —+ 1)'3k
&
3.1.-2.3---k

3
= i = lim —=0<1
el 23k (ki 1) kem(hiD)

ja Lause 1 pohjal on uuritav rida koonduv. &

k—2)M
(3 )” koonduvust.

Niide 2. Uurime rea ), @E—

Selgitame tahistusi:

Gk-2M ™ 1.4.7...Bk—5)-3k—-2) (keN),

k- 1.3.5...(2k—3)-(2k—-1) (keN).
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Tegu on positiivse arvreaga. Kuna

wr — (3k —2)!M = B Bk+1)—2) Bk 1M
P2k — 1) TRk + ) D 2k+ 1)
siis
(3k+ 1Hm
. Ggy1 (2k+1)” . B+ 1M (2K — 1) B
Jm = = ey (BEk—2)II ks (@k+ DI Bk —2)1
(Qk_ )M
- Bk—-2)Bk+1)-1-3---(2k—1)
— 11 i
kool 3 - (2k—1)(2k+1)-1-4---(3k—2)
. 3k+1 § 51
k—>002k+ 1 2
ja uuritav rida on Lause 1 pohjal hajuv. &

. Kkt .
Naide 3. Uurime rea 2211 ek koonduvust. Tegu on positiivse arvreaga.
le

Et

gt IR N 2 b
U= Fek T M T G DD T (k4 1)leRtl
siis
(k+1)"
o 1 _ o (R DI (k+1)" ke
kgrolo ar kggo k-1 o kggo (k+ 1)!ek+1kk_1 o
klek
kDTN 1 NN
o klggo ekk—1 eklinolo 1+ k B
k—1 1\ F
1 N <1+> P2,
=—1lim |(14 = = k =1
ek—oo k k—1 oo
R e |

ja Lause 1 pohjal ei ole d’Alembert’i tunnus rakendatav. Selle rea koonduvuse
tdiendaval uurimisel kasutame Stirlingi valemit

nl ~V2mnn"e™™ (n — 00), (2.3.3)

st
n!

lim — =1.

n—oo4/2mnnne="
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Maérgime, et
— n—oo
n! —V2mnn"e™" "= oo,

n n

st suuruste n! ja v/2wnn™e~" vahe n! — v/2rnn™e~" on madalamat jarku 16p-

mata suur suurus, vorreldes suurustega n! ja v/2rnn™e~" piirprotsessis n — oo.
k—1 1

_~ oy e . . o0 . o0 .

Vérdleme positiivseid arvridu ).~ Tk 2 Y oreg Ta Leiame

kkfl
lim Fle® _ k! ~\2nkkFe " ~ lim fhta-l _
k—oo 1 (k — 00) k—oo/2rkkke—kek
koz

1 . _15a=15 1
= lim £~ ¢ .
27 k—o0 V2T
Rakendame Lauset 2.2.4. Harmoonilise rea koonduvusest o = 1.5 korral jareldub
uuritava rea koonduvus. &

2.4 Cauchy tunnus
Olgu Y77, a, positiivne arvrida. Eksisteerigu 16plik piirviértus
klingom =q. (2.4.1)
Lahtudes jada piirvadrtuse definitsioonist leiame, et

Ve >0 ko= ko(e): |&ar—ql <e (k> ko)

ja

Ve >0 3k0:k0(€)27€< Yap —qg<e (kao)
vOi

Ve >0 Fko=kole): q—e< ar <qg+e (k> ko)
ehk

Ve >0 ko =ko(e): (q—e)" <ar < (q+2)* (k>ko). (2.4.2)

Lause 2.1.2 pohjal piisab uurida vaid juhtu ky = 1. Kui ¢ < 1, siis vGime ette
anda sellise arvu ¢ > 0, et ka ¢+¢ < 1. Vordleme positiivseid arvridu Y p- | ay

jad oo (g+ £)* . Geomeetriline rida Yoreq (g + £)* on teguri ¢ + ¢, kusjuures
|g + €] < 1, korral koonduv. Kasutame vorratuste ahela (2.4.2) viimast vorratust

ar < (q+e)* (keN).
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Lause 2.2.2 alusel vOime viita, et ka rida > -, ax on koonduv. Kui ¢ > 1, siis
voime ette anda sellise arvu € > 0, et ka ¢ — e > 1. Kasutame vorratuste ahela
(2.4.2) esimest vorratust

(g—e) <ar (keN).

Vorreldes positiivseid arvridu > "o ax ja > pey (g — &), voime Lause 2.2.3
pohjal viita, et geomeetrilise rea > -, (¢ — s)k hajuvusest teguri g—e, kusjuures
lg —e| > 1, korral jéreldub rea Y -, ar hajuvus. Kui ¢ = 1, siis eelnevalt
kasutatud metoodika ei ole rakendatav. Sonastame tSestatud viite.

Lause 1 (Cauchy tunnus). Kui positiivse arvrea Y ;- , aj, korral eksisteerib
1oplik piirvadrtus (2.4.1), siis
1) juhul ¢ < 1 on uuritav rida koonduv,

2) juhul ¢ > 1 on uuritav rida hajuv.

2k+1
3k —1

Tegu on positiivse arvreaga. Rea iildiikmest on vajalik juur lihtsalt voetav.
Leiame piirvaartuse

k
Niide 1. Uurime rea Y, ( ) koonduvust.

lim
k—o0

k<2k+1)k C2%k+1 2
lim =

3k—1)  itm3k—1 3

Cauchy tunnuse pohjal on uuritav rida koonduv. &
k2
0o k+2
Niide 2. Uurime rea Y -, 3* (kil koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Et uuritava rea iildliikmest on lihtsalt voetav
k-ndat jarku juur, siis rakendame Cauchy tunnust. Leiame

E+2\ " 3
li & — ko — _
pm Vay, = lim 4 /3 <k+1) oo k4 2\
<k 1)

1+ 1 k+1 k+1
k+1

k+1
1—}-L "2
_ k+1 _3.
e

k k—oo
_ PZ
k+1

+

Cauchy tunnuse pohjal on uuritav rida hajuv. &
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kk_l
Néide 3. Uurime Cauchy tunnuse abil rea Y -, T koonduvust.
e

Tegu on positiivse arvreaga. Kui kasutada lisaks Stirlingi valemit, saame

[EF—1 [ 1 1
hm \k/a = llm v —_— = hm b —— = llm —_— =
k—oo K k—o0 k"ek k—oo Vorkk k—oo F/ /271.‘](;{“/%
lim 1
boco = [VE b 1] —1.

() (o )

Seega Cauchy tunnus ei ole rakendatav. Vaadake Néites 2.3.3 esitatud lahendust.

%

2.5 Integraaltunnus

Olgu Y 72, aj positiivne arvrida. Leidugu selline funktsioon f(z), mille
korral on taidetud tingimused

Flk) = ap, (2.5.1)
@) 20 (z e [l+) (2.5.2)
" f@) | (@ e [15+00)) (2.5.3)
Tingimusest (2.5.3) jireldub, et
FO) > f(@) > f(k+1) (@elkk+1], keN). (2.5.4)
y
fk)-mmmv 7 D
Flk 4 oo =1
A B g
k k+1 T

Integreerime vorratuste ahela (2.5.4) iga liiget muutuja z jargi 1oigul [k, k + 1].
Maaratud integraali monotoonsuse pohjal leiame

k+1 k+1 k+1
/k f(k:)dxz/k f(a:)dxz/k F(k+1)dz (ke N)
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(joonisel Sappr > Sapce > Sapcr) ehk
k+1

k+1 k+1
f(k)/k dxz/k f(x)dmzf(k+1)/ dz (keN)

k
vOi
k+1
f= [ fade= fk+1) heN).
k
Viimasest ahelast saame tingimuse (2.5.1) abil, et

k+1
akZ/ f@)dz > ar+1 (K€ N).
k

Seega kehtivad seosed

Zak>2/ f(x)da:>2ak+1 (n € N)
k=1 k=1"F k=1
ja
n+1
Sp > / flz)dx > Sp41 —ar (n€N). (2.5.5)
1

Olgu 220:1 ag € c. Et viimane tingimus on positiivse arvrea korral samavéaérne
selle rea osasummade jada {5, } tokestatusega, st IM >0:S5, <M (n € N),
siis ahela (2.5.5) esimesest vorratusest leiame, et

/ " ey < M (neN). (2.5.6)

Kuna on tdidetud tingimus (2.5.2), siis paratu integraal floo f(x) dz koondub

1n+1 f(z) da:} on iilalt tokestatud. Seega

tingimusest (2.5.6) jéreldub, et piratu integraal [ f(z)dz on koonduv. Teist-
pidi, olgu vastav pératu integraal koonduv. Et tingimuse (2.5.2) korral jireldub
pératu integraali koonduvusest tingimuse (2.5.6) tdidetus, siis ahela (2.5.5) vii-
mase vorratuse abil jouame hinnanguni

parajasti siis, kui integraalide jada {

Sn+1§M+ar1 (nGN),

mis positiivse arvrea korral on piisav selle rea koonduvuseks. Seega pératu inte-
graali [~ f(x) dz koonduvusest jireldub rea Y77 | a; koonduvus. Formuleerime
toestatud tulemuse.

Lause 1 (integraaltunnus). Kui positiivse arvrea > - ai korral on téide-
tud tingimused (2.5.1), (2.5.2) ja (2.5.3), siis rida >_ ;- ax ja piratu integraal
floo f(x) dz kas koonduvad voi hajuvad samaaegselt.
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. . 1
Niide 1. Uurime harmoonilse rea > -, —— koonduvust.

Kui a < 0, siis ei ole tdidetud rea koonduvuse tarvilik tingimus, sest

I 1 | +4oo, kui a <0,
Py 1, kui a = 0.

Seega juhul a < 0 on harmooniline rida hajuv. Juhul o > 0 rahuldab abi-
1
funktsioon f(z) = e tingimusi (2.5.1), (2.5.2) ja (2.5.3). Et

< gy Adxa¢1 Al- _ 1 o0, kui0 < a <1,
/ — = lim — £ lm [ ——— | = 1 .
1 x© A—oo J1 x% A—o0 1l -« ——, kuia>1
a—1
ja
Rl Ad
/ Y~ lim Y~ fim (InA—1Inl) =400,
1 X A—oo Jq T A—o00
siis juhul 0 < a < 1 pératu integraal hajub ja juhul o > 1 koondub. Rakendame
Lauset 1. Seega harmooniline rida Y -, T koondub, kui a > 1, ja hajub, kui
a <1. &
Vormistame Naite 1 tulemuse.
1
Lause 2. Harmooniline rida > -, T koondub, kui a > 1, ja hajub, kui
a<l1.

Niide 2. Uurime rea > -, ———————— (8 > 1) koonduvust.
"=k (Ink) (Inlnk)”
Tegu on positiivse arvreaga. Uurime vastava péaratu integraali koonduvust.

Et

+oo
/ d—xﬁ = {d(lnlnx) = (Inlnz) dz = d } =
3 a(lnz)(nlnx) z(Inz)
A
= i Inlnz) ?d(lnlnz) =
A_1>141_1003 (Inlnx) (Inlnx)

_ by 1-5 _ 1-8Y) _
=1 5ALH£OO ((hlln A) (Inln3) ) =

=(nln3)"7/(B-1),

siis koondub vastav paratu integraal. Vastavalt Lause 1 véitele on koonduv ka
uuritav rida. &

Esitame tGestuseta veel iihe tunnuse.

Lause 2 (Raabe tunnus). Kui positiivse arvrea Y - | ai korral eksisteerib

16plik piirvaartus
lim k(1—‘”“+1) =
k—o0 ag

siis
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1) juhul 7 > 1 on uuritav rida koonduv,

2) juhul 7 < 1 on uuritav rida hajuv.

. . o [ (2n—1)
Naide 3. Uurime Raabe tunnuse abil rea > .~ | | —=——

p
@ ) koonduvust.

Tegemist on positiivse arvreaga. Kuna

(o) s (- (B ()
(- () - (- (B222))

_klinio’“(l(12k1+2>p>—[<1+1’>a1~m (x—0)] =

kp P

= lim ==,
k—oo 2k +2 2

siis on uuritav rida juhul g >1 < p> 2 Lause 2 pohjal koonduv. &

2.6 Leibnizi tunnus

Definitsioon 1. Arvrida -
> (=1Fay, (2.6.1)
k=0

kus ar > 0 (k € Ny), nimetatakse vahelduvate mdrkidega reaks.

Lause 1 (Leibnizi tunnus). Kui vahelduvate mérkidega rea (2.6.1) korral on
téaidetud rea kooduvuse tarvilik tingimus ja jada {ax} on monotoonselt kahanev,
siis rida (2.6.1) on koonduv.

Toestus. Uurime rea (2.6.1) esimese 2n + 1 liikkme summat Sa,,41. Et

2n

Son+1 = Z(—l)kak =ao— (a1 —az) — (a3 —ag) — ... — (agn—1 — a2,) ,
k=0

kus agg—1 —agx > 0 (1 <k < n),siis jada {S2,4+1} on monotoonselt kahanev.
Et teisalt,

Sont1 = (ag —a1) + (a2 — az) + (ag —as) + ... + (agn—2 — a2p—1) + a2p,

kus agy, — aggp+1 >0 (0<k<n-—1),siis Sopt1 > 0. Seega on jada {Sa,+1}
monotoonselt kahanev ja alt tokestatud. Jarelikult on jada {S2,4+1} koonduv:
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Et
Son = Sont1 — Gon,

siis tingimustest lim Sy, 11 = 5 ja lim ag, = 0 saame, et
n—oo

n—oo

3 lim Sy, = S. (2.6.3)

n—oo

Seostest (2.6.2) ja (2.6.3) jareldub, et

Jlim S, =S,

n—oo

mida oligi vaja toestada. (I

Definitsioon 2. Arvrida ) -, aj nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui
koondub rida Y77 |ak] -

Kasutame tahistust

(i eac> - (i € ) |

k=0

Definitsioon 3. Koonduvat arvrida Y ., a, nimetatakse tingimisi koon-
duvaks, kui ta ei ole absoluutselt koonduv.

1
Néide 1. Uurime rea > o, (-1)F T (0 < a < 1) koonduvust.
Tegu on vahelduvate mérkidega reaga, mille korral on koonduvuse tarvilik

tingimus téidetud. Juhul 0 < o < 1 leiame, et T 1 0, kui k¥ — co. Rakendame
Leibnizi tunnust. Rida on koonduv. Et

oo

1
ja juhul 0 < @ < 1 on harmooniline rida > -, "o hajuv, siis on uuritav ri-
g1

da koonduv, kuid ei ole absoluutselt koonduv. Seega on rida Y ;- (—1) o

(0 < a < 1) tingimisi koonduv. &

- 1
Naide 2. Uurime rea ).~ , (-1)* Wk koonduvust.
n

Tegu on vahelduvate mérkidega reaga, mille korral on koonduvuse tarvilik
tingimus tdidetud. Et (1/1nk) |, siis on voimalik rakendada Leibnizi tunnust.
Leiame, et uuritav rida on koonduv. Leiame

- Pl ] = 1
S| e = S e

Et

(k>2)=>(lnlk>;>
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o0 1 . .. . o0 1
ja harmooniline rida ).~ , 7 on hajuv, siis Lause 2.2.3 pohjal » .~ , A ¢ c.
n

1
Seega on uuritav rida Yo, (—1)’C W koonduv, kuid ei ole absoluutselt koon-
n

duv. Tegemist on tingimisi koonduva reaga. &

0.3k
Niide 3. Uurime rea Y, cos (0.3k) koonduvust.

L2
Tegemist on arvreaga. Uurime selle rea absoluutset koonduvust. Et
cos (0.3km) 1
k24+1 |~ k2

1
ja harmooniline rida Z;o:o 72 on koonduv, siis koondub uuritav rida absoluut-

selt. &
Rida

o0
E Qpy = Qpo T Apy + Apy + oo+ Apy, + -0
k=0

nimetatakse rea (2.1.1) dmberjdrjestuseks. Esitame toestuseta kaks jargmist
viidet, mille tGestused leiab huviline G. Kangro dpikust [9], lk 29-32.

Lause 2 (Dirichlet’ teoreem). Absoluutselt koonduva rea iga timberjérjestus
koondub samaks summaks.

Lause 3 (Riemanni teoreem). Tingimisi koonduval real (2.1.1) leidub selline
imberjirjestus, mille summaks on suvaliselt ette antud arv voi +o00 voi —oc.

2.7 Funktsionaalread

Jargnevalt uurime ridu, millel on matemaatilises analiiiisis oluline osa funkt-
sioonide esitamisel.
Definitsioon 1. Rida

>k (x), (2.7.1)
k=0

mille litkmed uy, (z) (k € Np) on funktsioonid, nimetatakse funktsionaalreaks.

Olgu X}, funktsiooni ui () (k € No) médramispiirkond ja X = N2 X.
Fikseerime arvu & € X. Arvutame selle x korral funktsioonide wuy () vdir-
tused ja uurime saadud arvrea Y ,-,u (z) koonduvust. Kui saadud arvrida
koondub, siis 6eldakse, et funktsionaalrida koondub punktis x ja selle arvrea
summat nimetatakse funktsionaalrea summaks punktis z. Kui saadud arvrida
hajub, siis 6eldakse, et funktsionaalrida hajub punktis . Nii uurime iga x € X
korral.
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Uldjuhul lahutub hulk X kaheks alamhulgaks: hulgaks X, mille igas punktis
funktsionaalrida koondub, ja hulgaks X \ X, mille igas punktis funktsionaalri-
da hajub. Hulka X, nimetatakse funktsionaalrea koonduvuspiirkonnaks. Tule-
musena saame hulgal X, médratud funktsiooni, funktsionaalrea summa, mis
funktsionaalrea koonduvuspiirkonna X, igale punktile z seab vastavusse funkt-
sionaalrea summa selles punktis z. Olgu S(x) funktsionaalrea summa t&histus.
Seega on funktsioon S(x) madratud hulgal X..

Niide 1. Uurime funktsionaalrida Y - zk.

Antud juhul X; =R (k € Np). Seega X = N2 X = R. Fikseerime arvu
r € X. Arvutame selle x korral funktsioonide z* vidrtused ja uurime saadud
arvrea y -, x* koonduvust. Tegu on geomeetrilise reaga, mis koondub, kui
|z| < 1, ja hajub, kui |z| > 1. Seega X. = (—1;1) ja S(x)=1/(1—z). O

Néide 2. Uurime funktsionaalrea z 4+ > -, (2% — 2¥~1) koonduvust.

Leiame X; =R (k€ N), X =R ja S, (z) =z" (n € N). Iga fikseeritud
x € (—=1;1] = X, korral uuritava rea osasummade jada {z"} koondub, kusjuures

0, kuiz e (—1;1),
5(9”)_{ 1, kuiz = 1.

Uurime téiendavalt rea koonduvust vahemikus (0;1). Kui 2 € (0;1) on fik-
seeritud, siis arvjada {z"} koondub arvuks 0. Vastavalt arvjada piirvidrtuse
definitsioonile leidub suvalise £ > 0 korral selline naturaalarv ng, et

[z" =0l <e (n>mng). (2.7.2)

Kuna x € (0;1), siis seos (2.7.2) on esitatav kujul

n

" <e (n>mng)

ehk

Ine
(nlnz <lne (n>ng)) & (n > (n > no)) .
nz
Viimasest seosest selgub, et naturaalarv ng tuleb valida suurem kui suuruse
(Ing) / (Inx) tdisosa. Seega ei ole voimalik valida sellist arvu ng, mis sobiks iga
x € (0;1) korral. Jarelikult saame Néite 2 korral tulemuseks ng = ng (¢,2). <

Definitsioon 2. Oeldakse, et funktsionaalrida (2.7.1) koondub dhtlaselt
hulgal X,. C X. summaks S(x), kui suvalise € > 0 korral leidub selline natu-
raalarv ng, et

|Sn(z) — S(z)| <e (n>ngp)

iga z € X, korral, kusjuures S, (z) = S 7—0 u (2) .

Rohutame, kui funktsionaalrida (2.7.1) koondub iihtlaselt hulgal X, si-
is arv ng ei soltu argumendi z € X, valikust, vaid ainult suurusest e, st
ng = ng (€ ). Seega el koondu Néites 2 uuritav rida iihtlaselt vahemikus (0;1).
Kasutame Lauses 2.1.3 esitatud arvrea koonduvuse tarvilikke ja piisavaid tingi-
musi.
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Lause 1. Funktsionaalrida (2.7.1) koondub thtlaselt hulgal X,. parajasti
siis, kui vastavalt igale positiivsele arvule € leidub selline naturaalarv ng, et iga
p € N ja xz € X, puhul

[unt1 (2) + Untz (@) + tnss () + .. + ungyp (2)] <,

kui n > nyg.

Jéreldus 1. Kui funktsionaalrida (2.7.1) koondub {ihtlaselt hulgal X, siis
suvalise € > 0 korral leidub selline naturaalarv ng, et

IR, ()| <e (x€ Xuye, m>ngp),

kusjuures R,,(z) on rea Y po uj () summa.

Esitame kriteeriumi, mida praktikas rea iihtlase koonduvuse uurimisel tihti
kasutatakse.

Lause 2 (Weierstrassi tunnus). Kui leidub selline koonduv positiivne arv-
rida

> ax, (2.7.3)
k=0

et
lug ()] < ar (2 € Xue, k € No), (2.7.4)

siis koondub funktsionaalrida (2.7.1) tihtlaselt hulgal X,..

Toestus. Kui (2.7.3) on koonduv positiivne arvrida, siis Lause 2.1.3 pohjal
iga € > 0 korral leidub selline naturaalarv ng, et tingimusest n > ng jareldub
iga p € N korral hinnang

[@nt1 + Gnta + Anps + oo+ anap| < e
Et ax > 0, siis omandab eelmine vorratus kuju
Ap+1 + Apy2 + Aptg + ...+ Apyp <€,
millest hinnangute (2.7.4) pohjal jareldub
s (@)] + [t (@)] + [ty (@) + oo+ iy ()] <2 (V2 € Xoe)
Seega iga € > 0 korral leidub selline ng € N, et n > ng korral
[tnt1 () + Unt2 () + Unys () + ... Fupsp ()] <e (YpEN, Vo € X,0).

Rakendame Lauset 1. O

Definitsioon 3. Positiivset arvrida (2.7.3), mille liikmed rahuldavad tingi-
must (2.7.4), nimetatakse funktsionaalrea (2.7.1) majorantreaks hulgal X,,..
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k
Niide 3. Uurime rea Y -, IZ;)STJ:I iihtlast koonduvust.

1
Positiivne arvrida >~ Pl on koonduv. TGesti

teo g 44
/ * lim / Y~ lim (arctan A — 0) = T
0 +oo 0 2

22+1  a- 2241 Aot
Seega integraaltunnuse pohjal on arvrida koonduv. Kehtib hinnang

- 1
~ k241

cos kx

21 (x € R).

Rakendame Lauset 2. Uuritav funktsionaalrida koondub iihtlaselt kdigi reaal-
arvude hulgal R. &

Lause 3. Kui rea (2.7.1) liikmed uy, (x) on pidevad hulgal X,,. ja rida (2.7.1)
koondub iihtlaselt sel hulgal, siis rea (2.7.1) summa S(z) on hulgal X,,. pidev
funktsioon.

Toestus. Kui Sy,(z) = Yp—guk (z) ja Rn(x) rea Y50 uy (x) summa, st
R,(x) = pli_)n;o S, uk (z), siis

S(x) = Sp(z) + Rp(x) (z € Xye, n € N).
Jarelduse 1 pohjal leidub suvalise € > 0 korral selline naturaalarv ng, et
|Rn(2)] <e/3 (€ Xye, n>nyp).

Olgu a € Xy.. Et funktsioon S, (x), kui n pideva funktsiooni summa, on pidev
punktis a, siis vastavalt etteantud arvule € > 0 leidub selline arv 4, et

(lz —al < 6) = (|Sa(z) — Sn(a)| <e/3).
Leiame, et

1S(z) = S(a)| = [(Sn(2) + Bn(x)) = (Sn(a) + Rn(a))| <
|z—al<d, n>ng
<

< [Sn(x) = Sp(a)] + [Bn(z)] + [Rn(a)]

st funktsioon S(z) on pidev punktis a. O

Lause 4. Kui 16igul [a, b] integreeruvate funktsioonide rida (2.7.1) koondub
sel 16igul iihtlaselt, siis rida (2.7.1) voib 16igul [a, b] liikkmeti integreerida, st

/ab (i uy, (x)) dr = i/b uy, (z) dz. (2.7.5)

k=0 k=0Y9
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Toestus. Kui Sp(z) = Z;é ug (), S(z) = lim S,(2)

R,(x) = plir{.lo > or_, uk (z), siis leiame, et

S(z) = Sp(z) + Ru(x) (x € [a,b], n € N)

ning

a

Rea (2.7.1) iihtlase koonduvuse tottu saame Jérelduse 1 abil

Ve >03ng € N (n>n0):>|Rn(x)\<bia.
Seega
b b b
/Rn(m)da: S/ |Ry, ()| dz ><O/ biadxzs
ja
n>ng
<'¢,

/abS(x)dac—:z;:/abuk () dzx

mis tdahendab, et integraal fab S(z)dz on rea Y, f; uy, (z) dz n-nda osasum-

ma Y7, f; uy, (z) dz piirvddrtus piirprotsessis n — oo. Jérelikult kehtib seos
(2.7.5), kus stimboliga fab (>pegug () d tdhistatakse integraali rea (2.7.1)

summast. O

Analoogiliselt tGestatakse jargmine véide.

Lause 5. Kui rea (2.7.1) korral uj, (z) € C'la,b] (k€ Ng) ja Y, uj ()
koondub iihtlaselt 16igul [a, b] , siis funktsionaalrida (2.7.1) v&ib 16igul [a, b] liik-

meti diferentseerida, st
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2.8 Abeli teoreem

Jargnevas uurime teatavas mottes lihtsamaid funktsionaalridu.
Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

Z ar (z —a)* (2.8.1)

nimetatakse astmereaks. Suurusi ay, (k € No) nimetatakse astmerea kordajateks.

Teostame rea (2.8.1) korral muutujate vahetuse y = x —a. Tulemuseks saame
astmerea Z;O:O arpy®. Seega piisab uurida astmeridu kujul

oo
> agat. (2.8.2)
k=0

Lause 1 (Abeli teoreem). Kui astmerida (2.8.2) koondub punktis zg, siis
rida (2.8.2) koondub absoluutselt iga « korral, mis rahuldab vorratust

|z < |zo], (2.8.3)
ja hulgal
X ={z:|z|] <g¢<|zol}, (2.8.4)

kus ¢ on mingi positiivne arv, koondub rida (2.8.2) tihtlaselt. Kui astmerida
(2.8.2) hajub punktis x4, siis rida (2.8.2) hajub iga z korral, mis rahuldab
vorratust

|| > |z1] . (2.8.5)

Toestus. Lause 1 viide koosneb kolmest osast.
1.Juhul £y = 0 on Lause 1 esimene viide ilmne. Olgu rida (2.8.2) koonduv
punktis zg, kusjuures zy # 0. Arvrea koonduvuse tarviliku tingimuse pohjal

leiame, et
o0
k : k _
Zakxo €c| = | limagzy=0].
—o k—oo

Kuna iga koonduv arvjada on tokestatud, siis
<klim aral = o) = (3M > 0: |apzf| <M (k€ Np)). (2.8.6)

Fikseerime punkti z, mis rahuldab vorratust (2.8.3). Saame hinnangu

k(o

k
’akxk| < ‘akx]g’ (k € Np),

.8.6) T
< M|—
Zo

T
Zo

k
laxa®| < M ’; (k € No). (2.8.7)
0
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k
Vordleme positiivseid arvridu, mille ildliikmeteks on |akxk‘ ja M ’ . Et
Zo
z| @83) T _
— < 1, siis geomeetriline rida ).~ M |—| on koonduv. Vorratuse
Zo Zo

(2.8.7) ning Lause 2.2.2 pohjal on rida Y-, |akxk| koonduv. Seega meie poolt
fikseeritud tingimust (2.8.3) rahuldava x korral on arvrida Y - arx® absoluut-
selt koonduv. Kuna tingimust (2.8.3) rahuldava arvu x fikseerisime suvaliselt,
siis oleme tdestanud Lause 1 esimese viite.

2.Kui z kuulub tingimusega (2.8.4) mé&dratud hulka X, siis tingimusest
q < |zo| ja rea (2.8.2) koonduvusest punktis xo jareldub Lause 1 esimese
osa pohjal rea (2.8.2) absoluutne koonduvus punktis g, st positiivse arvrea
Yoo ‘aqu| koonduvus. Lisaks kehtib tingimuse (2.8.4) pdhjal hinnang

’akack| < |aqu| (reX).

Rakendame Weierstrassi tunnust. Sellest jareldub astmerea (2.8.2) iihtlane koon-
duvus hulgal X.
3.0lgu astmerida (2.8.2) hajuv punktis ;. Eeldame véitevastaselt, et leidub
selline tingimust (2.8.5) rahuldav punkt z, milles rida (2.8.2) koondub. Sel juhul
jareldub Lause 1 esimesest véitest, et rida (2.8.2) koondub punktis z; absolu-
utselt. See tulemus on aga vastuolus meie eeldusega. O

Definitsioon 2. Astmerea (2.8.2) koonduvusraadiuseks R nimetatakse suu-
rust, mis on defineeritud valemiga

R= sup |z .

SR parzkec

Seega defineeritakse astmerea (2.8.2) koonduvusraadius R kui suuruste x,
milles astmerida koondub, absoluutviartuste hulga vahim tilemine toke, kus-
juures R voib olla ka +oo.

Jéareldus 1. Arv R on astmerea (2.8.2) koonduvusraadius parajasti siis, kui
astmerida (2.8.2) koondub vahemikus (—R, R) absoluutselt ja R # +oo korral
hajub hulgal {z : |2| > R}.

Lause 2. Kui astmerea (2.8.2) korral ar, # 0 (k > ko) ja leidub 1oplik voi
I6pmatu piirviirtus

T
im ,
k—oo |ak+1|

siis astmerea (2.8.2) koonduvusraadius avaldub kujul

R = lim s

. 2.8.8
S Tl (288)

Toestus. Fikseerime rea (2.8.2) korral punkti x. Saame arvrea. Veenduge, et

\J:itl = 0 korral on Lause 2 véide ilmne. Olgu limy_. Ia‘Zi‘l\ £ 0. Uuri-

me D’Alembert’i tunnuse abil selle arvrea absoluutset koonduvust, st positiivse

limk_,oo
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arvrea Y, |axz*| koonduvust. Leiame

k+1
Ak4+1T 1
lim"c“k’:[l' W#O}:m _
koo |apah] koo @it i ]
k—oo |ak+1|
Seega koondub astmerida (2.8.2) absoluutselt, kui
1
|| <le&jz| < lim | ,
li \ak\ k—o0 |ak+1|
im
k—o0 \ak_H\
ja ei ole absoluutselt koonduv, kui
1
|| Sl fz)> limI%L
|ax] k=00 |@py1]
k—o0 \ak_H\

Jérelduse 1 pohjal avaldub astmerea (2.8.2) koonduvusraadius R valemiga (2.8.8).
Seda oligi vaja toestada. O

Analoogiliselt tdestatakse jargnev viide.

Lause 3. Kui astmerea (2.8.2) korral ar # 0 (k > ko) ja leidub 1oplik v6i

16pmatu piirvaartus
1

m ——
k—oo £ |ak|
siis astmerea (2.8.2) koonduvusraadius avaldub kujul

1
R= lim . (2.8.9)

k—oo k |@k|

Naide 1. Uurime astmerea

> 2k k
y o (2.8.10)

k=1 k

koonduvust.

Lahendusvariant A. Teostame uurimist vahetult, samm-sammult.
) ) 2k .’L‘k
1. Fikseerime arvu x. Saame arvrea » po, ——

2. Uurime saadud arvrea absoluutset koonduvust, st positiivse arvrea

o0 (oo}
2k1,k 2k &
S-S
k=1 k=1
koonduvust. Kasutame Cauchy tunnust:
2k 2
lim {/ = |gc|’C = lim 2] =2|z| < 1.
n—oo k n—oo \k/E
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1
3. Kui esimesel sammul fikseerisime arvu x nii, et 2|z| < 1, st |z| < =, siis

saadud arvrida koondub absoluutselt. Seega vahemikus (—0.5;0.5) rida (2.8.10)
koondub absoluutselt.
4. Uurime rea (2.8.10) koonduvust vahemiku (—0.5;0.5) otspunktides. Kui

x = —0.5, siis saame vahelduvate mérkidega arvrea
i 2k (—0.5)" _ i (—1)*
k k-
k=1 k=1

Rakendame Leibnizi tunnust. Saadud vahelduvate mérkidega rida on koonduv,
kuid ei ole absoluutselt koonduv, sest harmooniline rida o = 1 korral on hajuv.
Seega koondub rida (2.8.10) otspunktis © = —0.5 tingimisi. Kui z = 0.5, siis
saame hajuva harmoonilise rea

> 2k (0.5)F X1
P
k=1 k=1

Seega on astmerea (2.8.10) absoluutse koonduvuse piirkond vahemik (—0.5;0.5)
ja tingimisi koonduvuse piirkond iiheelemendiline hulk {—0.5} ning koonduvus-
piirkond on poollik [—0.5;0.5) . Rea (2.8.10) koonduvusraadius on R = 0.5.

Lahendusvariant B. Antud tilesande voime lahendada ka valemi (2.8.8) voi
(2.8.9) abil. Leiame

2k
ey & 1. k+1 1
=1 =1 =—-lim — = =
R kggo|ak+1| Pl ok+1 ek 2
k+1
ehk Vi
1 1 k1
R= " = = lim — = -
k—oo |ak| k—oo X 2k k—oo 2 2
k

Vahemiku (—0.5;0.5) otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida, nii nagu
tegime variant A korral.

Nii lahendusvariandil A kui ka B on omad eelised. Variant A lahendus on
pikem, kuid iildisem. Miks? Variant B on lithem, kuid ei ole alati rakendatav.
Miks? &

Naide 2. Uurime astmerea

(-1 = (2.8.11)

i (R (2.8.12)
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koonduvust. Kasutame varianti B. Leiame valemi (2.8.8) abil esiteks rea (2.8.12)
koonduvusraadiuse:

kk
1)
. |ak| . ’( ) k!
R = lim = lim T =
k—>oo|ak+1| k—o0 1 k41 (k+ 1) +
(k+1)!
. Kk 1 1
= lim — = lim — =
k—oo (k4 1) k—>oo( 1) €
1+E

Vahemiku (—1/e, 1/e) otspunktides uurime rea (2.8.12) koonduvust eraldi. Leia-
me, et

00 k k e} k
kK IR k
2 (D (‘) =2 i
k=1
kusjuures

k< Kasutame Stirlingi valemit

Klek ™ { k!~ V2rkkke ™ (k — o0) } -
k" 1 11

T Varkkkekek ok Vem Wk

Positiivne arvrida iildlitkmega 1/ vk kui harmooniline rida o = 0.5 korral on
hajuv. Seega on rida (2.8.12) vahemiku (—1/e,1/e) otspunktis —1/e hajuv. Va-
hemiku parempoolses otspunktis 1/e saame vahelduvate mérkidega rea, mis
on tingimisi koonduv. Jérelikult on rida (2.8.12) vahemikus (—1/e,1/e) ab-

soluutselt koonduv ja punktis x = 1/e tingimisi koonduv ning poolligus
(—1/e,1/e] koonduv. Seega on rida (2.8.11) vahemikus (—e — 1/e, —e 4+ 1/e) ab-
soluutselt koonduv ja punktis x = —e 4+ 1/e tingimisi koonduv ning poolldigus

(—e—1/e,—e + 1/¢] koonduv. <
Lause 4. Astmerida (2.8.2) voib hulgal X = {z: |z| <r < R}, kus R on

rea (2.8.2) koonduvusraadius, litkmeti integreerida voi litkmeti diferentseerida,
kusjuures koonduvusraadius ei muutu.

Toestus. Rakendame Abeli teoreemi. Selle pohjal koondub astmerida (2.8.2)
hulgal X iihtlaselt. Rea (2.8.2) liikmed on nii integreeruvad kui ka pidevalt dife-
rentseeruvad funktsioonid hulgal X. Lause 2.7.4 pohjal voib iihtaselt koonduvat
integreeruvate funktsioonide rida liikmeti integreerida. Lause 2.7.5 pohjal voib
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide rida liikmeti diferentseerida, kui saadud
rida on tihtlaselt koonduv. Olgu —r < xy < = < r, kus x( on fikseeritud punkt ja
x muutuv punkt. Loik [zg, 2] kuulub hulka X ja rida (2.8.2) koondub iihtlaselt
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ka 15igul [xo, 2] . Integreerime rida (2.8.2) 16igul [xo, z] liikmeti:
/ <Z ak.ack) dr = Z/ apz®dr = Zak/ 2Fdr =
o \k=0 k=0 "o k=0 o
= a = a
o k k+1ljx k ( k+1 k+1
= Z VT = —— (" —ag™)
k:0k+1 0 k:0k+1
Kui z¢ = 0, siis saame tulemuseks
/{L’ (Z akxk> do — Z kak 1$k+1’
0 \k=0 Pl
st leidsime astmerea
Gkt ok (2.8.13)
k
k=1
Diferentseerime rida (2.8.2) hulgal X liikmeti
i i apz® | = i i (akxk) = i kapxFL.
dx dz
k=0 k=0 k=1
Saame astmerea -
> kagat! (2.8.14)
k=1

Néitame, et nii rea (2.8.13) kui ka rea (2.8.14) koonduvusraadius on R. Seda
on lihtne teha, kui rea (2.8.2) koonduvusraadius R on leitav kas valemi (2.8.8)
voi valemi (2.8.9) abil. Rakendame rea (2.8.13) koonduvusraadiuse leidmiseks

valemit (2.8.8). Leiame

e
1 _
lim k = lim k+ lim k1] =1 x| =
k—oo| ap k—oo k k—oo \ak\ k~>oo|ak+1|
k+1
Valemi (2.8.9) abil saame
lim ——— = lim =

e ak_l‘ b—oo t/ar—1] e
k khm ( kﬂl/ |ak,1|) k
L
L\ k+1
= lim =R
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Seega on antud tingimustel ka rea (2.8.13) koonduvusraadius R. Analoogiliselt
leiame valemi (2.8.8) voi (2.8.9) abil, et ka rea (2.8.14) koonduvusraadius on R.

Uldjuhul, kui loobuda valemi (2.8.8) voi (2.8.9) kasutamisest, on lihtne posi-
tiivsete arvridade vordlustunnuse abil ndidata, et astmerea (2.8.2) liikmeti integ-
reerimisel saadud rea koonduvusraadius on suurem-vordne kui rea (2.8.2) koon-
duvusraadius ja astmerea (2.8.2) liikmeti diferentseerimisel saadud rea koondu-
vusraadius on viiksem-vordne kui rea (2.8.2) koonduvusraadius. Palun ndidake
seda! Uldjuhu tGestuse leiate G. Kangro opikust [9], Ik 70-71. O

Jéreldus 2. Astmerea (2.8.2) summa S () on selle rea koonduvusvahemikus
(=R, R) lopmata arv kordi diferentseeruv funktsioon, kusjuures

o}

S0m) ( Z k(k (k—m+1)apzt™ (m e N).

k
. . x
Niide 3. Leiame astmerea >, Ty Summa.

Teame

[ee)
<1
Exk: ,
-

k=0

st R = 1. Rida ) ;- , 2" voime Lause 4 pohjal Ioigul [0, 2], kus 0 < |z| < 1,
liikkmeti integreerida, kusjuures ka saadud rea koonduvusraadius on 1. Leiame

& T odx Lause4OO i k T odx
dx = dx =
/(Z )x /1—3: - ,;)/oxx /ol—a:

SN LR 240 o 2P In(1—2)
2571 "(-9) & ];)k+1__ P

k=0

ja

s . k
Niide 4. Leiame astmerea >, ; (—1)" kz%* summa.

Teame
o0
k 2k \z|<1 1
Z 1422’

kus R = 1. Rida >_.7, (—1)k 22* vdime Lause 4 pohjal vahemikus (—1;1) liik-
meti diferentseerida, kusjuures saadud rea koonduvusraadius on 1. Leiame

d . k d Lase4 > d k- - —2x
diz = dx1+x2 ZCT( Qk)_(1+x2)2'

k=0

Seega
i R LD A —

k=0

(L+22)*
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Korrutades viimase seose molemat poolt suurusega z/2, el muutu astmerea
koonduvusraadius. Miks? Tulemuseks on

i(q)kkx% S —

— (1+.’L’2)2

2

2.9 Taylori rida

Jéareldus 2.8.2 pohjal on astmerea
s k
> ap(z—a). (2.9.1)
k=0

summa S (x) koonduvusvahemikus (¢ — R, a + R) 16pmata arv kordi diferent-
seeruv funktsioon. Seejuures seosest

S (x) omal<r Z ax (z —a)* (2.9.2)
k=0
jéareldub

§m) () PTUSR f: k(k—1)-(k—m+1)ay (@ —a)*™ (meN).
k=m

(2.9.3)
Seoste (2.9.2) ja (2.9.3) abil saame leida astmerea (2.9.1) kordajad a;, (k € Ny).
Valides seoses (2.9.2) = a, saame S(a) = ag ehk ag = S (a)/0! Valides seoses
(2.9.3) m = 1 jax = a, lelame S (a) = 1la; ehk a; = S (a)/1! Valides seoses
(2.9.3) m = 2 ja z = a, leiame S (a) = 2lay ehk ay = S?)(a)/2! Nii jitkates
saame koik astmerea (2.9.1) kordajad aj, avaldada selle astmerea summa S(x)
abil. Saame

S(k)(a)
=T

(k’ € No)

ja

ok (g
S(x):ZS k‘!( )(x—a)k.
k=0

Seni piirdusime astmerea (2.9.1) jargi tema summa S(z) leidmisega. Jargnevas
tiritame 16pmata arv kordi diferentseeruva funktsiooni f(x) korral leida selleks
funktsiooniks koonduvat astmerida. Seame punkti ¢ mingis timbruses lGpmata
arv kordi diferentseeruvale funktsioonile f(x) vastavusse astmerea

0 £(k) (g
> ! k!( ) (z —a), (2.9.4)
k=0



102 PEATUKK 2. READ

mida nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks kohal a. Selle vastavuse jaoks
kasutatakse tdhistust

> 4(k) (g

Funktsiooni f(x) Taylori rida kohal 0 nimetatakse funktsiooni Maclauring reaks.
Osutub, et funktsiooni f(x) kui tahes korget jarku tuletiste olemasolust punk-
tis a ei jéreldu selle funktsiooni Taylori rea (2.9.4) koonduvus punkti a mingis
timbruses. Isegi siis, kui funktsiooni f(x) Taylori rida (2.9.4) koondub punkti a
mingis timbruses, ei pruugi ta koonduda funktsiooniks f(x). Uurime, millistel
tingimustel funktsiooni f(z) Taylori rida koondub punktis z funktsiooni vaar-
tuseks f(x). Funktsiooni f(z) Taylori rea (2.9.4) osasumma

Z f(’f) -

on Taylori valemi juures késitlemist leidnud Taylori poliinoom. Funktsiooni f(x)
Taylori valem kohal a on kujul

(’f)
Z f x—a)k—i—Rn,l(m),

kus
[ (a+6(z - a))

n!

R, 1(z) = (x—a)" (0<6<1). (2.9.5)

Seega kehtib viide.
Lause 1. Funktsiooni f(z) Taylori rida (2.9.4) koondub punktis z funkt-
siooni f védrtuseks f(x) parajasti siis, kui lim R,_;(x) = 0.
n—oo

Olgu R rea (2.9.4) koonduvusraadius. Fakti, et funktsiooni f(z) Taylori rida
(2.9.4) koondub hulga X = (a— R, a+ R) igas punktis  funktsiooni f vaartuseks
f(x), tahistatakse liithidalt kujul

0 (k) a .
)= ! kf ) (z—a) (reX). (2.9.6)
k=0 )

Naide 1. Leiame funktsiooni e® Taylori rea kohal —1.
Et (er)(k) = ¢”, siis f(®)(—1) = e~ !. Leiame soovitud Taylori rea

0o e . 0o 1
Zﬁ(xf(*l)) :Zﬁ( z+1)".
Valemi (9.5) abil saame, et

Ry-1(z) = Al b ICh D)) (z+1)" = e (z+1)"

n! n!
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kusjuures muutuja x fikseeritud vaartuse korral

. . e—1+9(w+1) n
lim R, 1(7) = lim —————(z+1)" = [ valemit

kasutame Stirlingi ] _

e~ 140(+1)

<(:c +1) e) "
n
lim —(z+1)"=0(1) lim ~———4%— =
n—004/2rnnne " ( ) ( )nﬂoo V2mn
| [(z+1)e| <n, kui n on piisavalt suur | 0
- iga fikseeritud viartuse x korral e

Seega koondub funktsiooni f(x) Taylori rida kohal —1 iga € R korral funkt-
siooni e” vaartuseks punktis z, st

é(z%—l)k. o

mi*?
I
(]2

>
Il

0

Lause 2. Kui

< (k) (g
f(x):zf ()(m—a)k (z € (a— R,a+ R))

k!
k=0

ja on leitud punkti a mingis {imbruses funktsiooniks f(x) koonduv astmerida
(2.9.1), siis see langeb kokku funktsiooni f(x) Taylori reaga (2.9.4), st funkt-
siooni f(x) arendus astmeritta  — a astmete jirgi on tihene.

TGestus. Olgu lisaks funktsiooni f(z) Taylori reaksarendusele (2.9.6) veel
mingi teine funktsiooni f(x) arendus astmeritta

flz) = Z ax (. — a)” (2.9.7)
koonduvusraadiusega p. Seostest (2.9.7) ja
) () = f: k(k—1)--(k—m+1)ap(x—a)™ (meN)
k=m

saame leida kordajad a,, = f(™ (a)/m! (m € Ny). O
Esitame moningate lihtsamate elementaarfunktsioonide Maclaurini reaks-
arendused:

=y o (R=00); (2.9.8)
k=0
0 xzk
cosz = kZ:o (—1)* @ (R=o0); (2.9.9)
. B % ok p2k+1 B .
sinz = (1) oD (R=00); (2.9.10)
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o x2]c
chx:kZ:O(Qk)! (R=c0); (2.9.11)
- p2k+1
sho = ’; oD (R=00); (2.9.12)
— i (—1)F*t % (R=1); (2.9.13)
k=1
(142)" = +Z (Q*IH D x (R=1). (9.14)

Viimane reaksarendus kannab binoomrea nime. Binoomrea (2.9.14) erijuhuks
a = —1 korral on geomeetriline rida

1 (17:6)*1:1+Z(_1)(_1_1)”'(_1_k+1)(fx)’“—

1—=z k!
k=1
:1—|—Zxk=Zxk (R=1)
k=1 k=0

2x
Naide 2. Arendame funktsiooni sin 3 Maclaurini ritta.

2
Rakendame Lauset 2. Asendame valemis (2.9.10) suuruse x suurusega ?ac :
9\ 2k
2 > <) o 92k+14,2k+1
g =3 0 g = X g
3 = (2k +1 — (2k + 1)132k+1

Et
<‘2;' < +oo) & (7] < 400),

. . 2% .. .
siis ka sin 3 Maclaurini reaksarenduse koonduvusraadius R on co. <
Niide 3. Arendame funktsiooni In(2 — 32?) Maclaurini ritta.
Teisendame

In(2 — 32%) = In (2(1 — 32%/2)) = In2 + In(1 — 32%/2).

Rakendame Lauset 2, kusjuures funktsiooni In(1 — 322/2) arendamisel Mac-
laurini ritta kasutame valemit (2.9.13), asendades selles suuruse = suurusega
—32%/2:

In (1 - 322/2) i ’““L/z i() %k

k=1 k=1
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Et
9 2
(|-32%/2| <1) & (|2 < ik
siis .
L /3\ " a2k 2
In(2 — 3z?) =1n2 — o) = =1/=].
n(2—-3z°)=In Z (2) ’ (R 3) &
k=1
Naiide 4. Arendame funktsiooni % Maclaurini ritta.
—x
Teisendame
~1/3
1—— .
7w (%)
23\ /3
Rakendame Lauset 2, kusjuures funktsiooni | 1 — > arendamisel Maclau-

rini ritta kasutame valemit (2.9.14), asendades selles suuruse x suurusega —z°/3 :

(5] gy e (.

1+z< ) (22 2y

k! 3

Bk —2)1 4
_1+Z 732,%! z3F.

Et
(I=2/3 < 1) & (lo < ¥3).

siis soovitud Maclaurini reaksarenduse

x T 23\ 3
= — . |1 - — =
V3—a3 V3 ( 3>
T — (3k =21 4
= s\t Z TN -
\e/g ( k=1 3%k
-2 o~ (3k —2)! 3k+1
3 2k+1/3
3 P 32k+1/3F|

koonduvusraadius on /3. &
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1
Naiide 5. Arendame funktsiooni T Taylori ritta = + 4 astmete jargi.
T —

Leiame
1 1 1 1 1 1
r—1 (x+4)—5__5'1_9c+4 __5'1_964-4 -
5 5

rakendame geomeetrilise rea
summa valemit, kusjuures 1 = (z+4\" B
(Y -

( 7 <1>(:>|3:+4|<5 k=0

2 (x+ 4

Z TRkFL =95). %

k=0

Naiide 6. Arendame funktsiooni arctan z Maclaurini ritta. Et

1 1 | geomeetriline rida, ¢ = —x2,
)

1+22  1- (—a2 |-2?| <1e |zl <1

1—
:i(—x i Y2 (R=1)

k=0 k=0

ja
/” dx "
——— = arctanux,
0 1+IE2

siis rea e (—1)" 2?* liikmeti integreerimisel leiame soovitud reaksarenduse:

i ¢ k 2k i g
arctan z = / (=1)" x*¥dx = (-1) (R=1). ¢
k=070 k=0 2k+1

2.10 Astmeridade rakendused

2.10.1 Elementaarfunktsiooni vairtuste arvutamine

Pohiliste elementaarfunktsioonide vaartuste arvutamisel arvuti abil kasu-
tatakse nende funktsioonide Maclaurini reaksarendusi.

Niide 1. Leiame suuruse 1/4/e tiipsusega 1073,
Kasutame suuruse e~ % ligikaudse viirtuse arvutamisel reaksarendust (2.9.8).

Et rida .
L5 N~ (205)7 k
=) o = (Y

k=0 ’ k=0

on vahelduvate mérkidega arvrida, kusjuures BT |, siis viga, mida me teeme

selle rea summa S asendamisel osasummaga S,,, on absoluutvéédrtuse poolest
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viiksem esimese drajietud litkme absoluutviartusest. Miks? Jarelikult dnnestub
suurus n maarata vorratusest:

<1073,
on+1 (n + 1)[ <
Et
1 1 1 1 1 1
2LFL (14 1)! 87 2241 (24 1)1 487 23+1(341)! 384
ja

1 1
241 (4 + 1)1 3840’

siis n = 4. Leiame suuruse 1/4/€ tiipsusega 1073 :

233
— ~ 0.607.
kz:: 2’%' 384 <

2.10.2 Integraalide leidmine

Naiide 2. Arvutame integraali

1 2
/ e " 2dy.
0

Funktsiooni e algfunktsioon ei ole elementaarfunktsioon. Kasutame in-
tegreeritava funktsiooni reaksarendust (2.9.8) ja liikmeti integreerimist:

—z2/2

ey 2/2 C22) g oS L [ s -
x = _Z(_)W x*dr =
0 kO kO ’
2k+1 e 1
_ _1\k
_,;( 2 K12k (2k + 1) ZO k'2k (2k+1) 4

Saadud rea abil leidke selle integraali viifirtus tipsusega 107°.
Naiide 3. Leiame reaksarenduse abil integraali
In (1 — 223
[,
x

Funktsiooni In (1 — 23@3) arendamiseks astmeritta kasutame valemit (2.9.13),
asendades selles valemis suuruse = suurusega —2x>, kusjuures

|—22%| <1 & |2 < 1/V2,
st funktsiooni In (1 — 2z%) reaksarenduse korral R = 1/+/2. Leiame

/ln(l—Qx / Z k+1( 233) ) g =
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2.10.3 Diferentsiaalvorrandite lahendamine

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis seob otsitavat funktsioo-
ni, selle tuletisi ja argumenti. Diferentsiaalvorrandi jirguks nimetatakse otsita-
va funktsiooni tuletiste korgeimat jarku selles vorrandis. Kasutame jargnevas
diferentsiaalvorrandi lahendamisel selle funktsiooni arendust astmeritta.

Naide 4. Leiame diferentsiaalvorrandi
y —y=1 (2.10.1)

algtingimust y(1) = 2 rahuldava erilahendi.
Kasutame kaht lahendusvarianti.

Variant A. Avaldame diferentsiaalvorrandist (2.10.1) suuruse y/ (iildjuhul
korgeimat jarku tuletise) ja leiame y'(1) :

Y =1+y=y(1)=1+y(1) =3

Analoogiliselt, diferentseerides eelneva funktsionaalse seose mélemat poolt muu-
tuja x jargi, leiame

y'=y =y 1)=y' (1) =3,
y/// — y// = y/// (1) _ y// (1) — 3,
yt) =y =y (1) =™ (1) =3 (n>0).

Rakendades valemit (2.9.6), saame vorrandi (2.10.1) erilahendi Taylori reana
o) k
B (x—1)
y—2+33 @
k=1

Variant B. Otsime diferentsiaalvorrandi lahendit astmerea kujul

y=> ar(x—1)" (2.10.2)
k=0

ehk
y=aot+a(z—1D4a(@—1) +a3(x—1)>+.. . +a(@—1)"+... .
Selle lahendi tuletis avaldub astmereana y' = >~ kay, (z — 1) ehk

)kfl

Y =1lay +2ay (x — 1) +3as (z — 1)° + ... + kay (z — 1 +...

Paigutades suuruste y ja y/ arendused vorrandisse (2.10.1), saame iga x korral
vahemikust (1 — R,1+ R) :

1a1+2a2(x—1)+3a3(m—1)2+...+kak(x—1)k_1+...—
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—ap—ar(z—1)—as(z—1)2 —as(z -1 - ... —ap(@—-1F - ... =1

Seda seost voib tolgendada kui kahe suuruse z — 1 astmete jérgi astmerea
vordumise tingimust. Selleks peavad koik vastavate astmete kordajad olema
vordsed, st

1(11 —ag = 1

20,2 —a; = 0

3a3 —a = 0

4a4 — as = 0 . (2103)

Seosest (2.10.2) ja algtingimusest y(1) =2 jéreldub ag = 2. Siisteemi (2.10.3)
esimesest vorrandist leiame a; = 1+ a9 = 3/1!. Jargmisena leiame siisteemi
teisest vorrandist as = a;/2 = 3/2! . Siisteemi kolmandast vorrandist saame
as = az/3 = 3/3! ja neljandast a4 = a3z/4 = 3/4! jne. Induktsioonimeeetodil
saab toestada, et ar = 3/k! (k € N). Saame diferentsiaalvorrandi (2.10.1)
lahendi astmerea (2.10.2) kujul

e’} o k
y:2+3z%. o
k=1

Naide 5. Leiame diferentsiaalvorrandi
y'—y=e" (2.10.4)

algtingimusi y(0) = 1 ja ¢’(0) = 0 rahuldava erilahendi.
Kasutame kaht lahendusvarianti
Variant A. Avaldame diferentsiaalvorrandist (2.10.4) suuruse y” ja leiame

y"(0) :
Y'=y+et =y (0)=y0)+e =1+1=2

Diferentseerides seose (2.10.4) mdlemat poolt muutuja x jirgi, leiame
y”':y'—&—e”’:>y'"(0):y’(0)+60=0+1=1.

Jitkates seda laadi samme, saame

y W=y +e" =y 0) =y"(0) +e =2+1=3,
Y =y +e" =y (0)=y"(0)+e’ =1+1=2,
y O =y 4 e” =y 0) = yM(0)+ " =3+1=4,
Y =y +e" =y (0) =y (0) + e =2+1=3,
y® =y 4 e =y (0) =y 0) + e =4+1=5,

Induktsioonimeetodil saab nédidata, et k € Ng korral

YR = k=2 4 om o R (0) = yPR=D(0) + 0 = k + 1.
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ja
y(2k+1) — y(2k—1) Fet = y(2k+1) (O) _ y(Qk—l)(O) + 60 — (]4} _ 1) +1=%F.

Seega avaldub vorrandi (2.10.4) lahend y Taylori reana

_ Z k + 1 w2k 4 k _ N 2kl
(Qk +1)! '

Leiame selle rea koonduvusraadiuse R :

‘k+1
. Cr)! L (k) RE+D) L (k1) (2k+1)
i k = k (2k)! T e k -
2k + 1)!
kui ka
‘Qk—&-l' k (2k + 2)! . k(2k+2)
=lm ——+—>—=lim ——= =
(2k+2) (2k + 2)!
Seega R = oo.

Variant B. Otsime diferentsiaalvorrandi (2.10.4) lahendit astmerea kujul

y=> apt (2.10.5)
k=0

ehk
yzao—|—a1x—|—a2x2+a3x3—|—...—|—akxk+... .

Lahendi tuletis y’ avaldub astmereana y' = Y 7~ kayz*~! ehk
Y = lay + 2a0x + 3asx® + dagz® + ..+ kapa® T+

Samuti leiame teise tuletise

ikj akx —2

k=2

ehk
y'=2-lag+3-2az3x +4-3a42® + ...+ (k+2) (k+1)apoz® +... .
Paigutades suuruste y ja y” arendused vorrandisse (2.10.4), saame

2-lag 4+ 3-2a32 4+ 4-3a42” + ...+ (k +2) (k4 1) apyoxt + ... —
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—ao—alx—anz—agx?’—...—akxk—...:
P .1‘2 3 Z‘k
:1+ﬁ+§+§+”'+ﬁ+"' (xE(—R,R)).

K®oik vastavate astmete kordajad peavad olema vordsed:

2~1a2—a0:1,

1
3'2@3 —ap = ?,
4-3a4 —az = ?,
5-das —as = 1. (2.10.6)
1
(k+2)(k+1)ak+2—ak = y,

Astmerea kujust (2.10.4) ja algtingimustest y(0) = 1 ning y’(0) = 0 jireldub
ap =1 jaa; =0. Siisteemi (2.10.6) esimesest vorrandist leiame

az = (1+ag) /2! = 2/2!.

Jérgmisena leiame siisteemi (2.10.6) teisest vorrandist

as = <1+a1>/(3.2):1.

1!

Kolmandast vorrandist saame

w=(g+5)/an-4

neljandast

a5=(?}!+a3>/(5'4):(31!+3lg>/(5'4):52!

ja kuuendast

%:(L+M)mwm=(L+Z)N“@=§

ning seitsmendast

a7:(;4_;)/(7-6):<;+;>/(7'6):$!

jne. Induktsioonimeeetodil saab toestada, et

(k+1) k

eI Qgk4+1 = k1) (k € No).

a2k =



112 PEATUKK 2. READ

Seega saame diferentsiaalvorrandi (2.10.4) algtingimusi y(0) = 1 ja ¢’(0) = 0
rahuldava erilahendi astmerea (2.10.6) kujul

_oo (kj+1)2 k 2 1
y_z( 2k xk+(2k+1)!xk+)‘ ¢

k=0

Millal kasutada varianti A ja millal varinti B?

2.10.4 Vorrandite lahendamine
Olgu A (a,y (a)) ilmutamata kujul vorrandiga

F(z,y)=0 (2.10.7)

médratud funktsiooni y = y (z) graafiku punkt. Kuna funktsiooni tuletis on
teatud tingimustel avaldatav vorrandist (2.10.7) kujul

y () _F; @y (@)’ (2.10.8)
siis saame selle tuletise vadrtuse punktis a :
’ Fy (a,y(a))
G o)
Diferentseerides seose (2.10.8) mdlemat poolt muutuja x jargi, saame
" (Fiw (2,y () + Foy (z,y (1)) y' (x)) Fy (2, y (2))
v (B, (2.y/(2)° "
4 Fa (2,9 (@) + Fyy (2,9 (2) y' () Fo (2, y ()
(Fy (2,9 (2)))”
ja selle abil
y" (a) = _ (Faa (a,y(a)) + Foy (a,y (a)) ’( ) Fy(ay(a)
( (a, (a)))?
4 Wi (a,y(a) + Fyy (a,y (a) ¥ (@) Fa (a,y (@)
( ( y ()
Nii jatkates on voimalik leida korgemat jérku tuletiste vdartused kohal a. Kui
on arvutatud y*) (a) (k=0;1;2;...;n), siis on voimalik leida funktsiooni

y = y(z) Taylori rea osasumma
" oyk)
y™ (a) k
> o @—a),
k=0

mille abil on voimalik leida funktsiooni y = y(z) ligikaudseid vaartusi punkti a
mingis timbruses.
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Niide 6. Olgu A (1;0) vorrandiga
exp (zy) —x =0

méiratud ilmutamata funktsiooni y = y (z) graafiku punkt. Leiame funktsiooni
y(x) Taylori rea osasumma S3(x) punktis z = 1.
Et otsitava funktsiooni tuletis on valemi (2.10.8) abil avaldatav kujul

~1
y = —yexpley) —1 (2.10.9)
zexp (zy)

siis
y' (1) =1

Diferentseerides seose (2.10.9) mdlemat poolt muutuja x jirgi, saame

v _ (Y exp(zy) +yexp (zy) (y + 2y')) (wexp (zy))
Yy 2
(z exp (vy))
n (yexp (zy) — 1) (exp (wy) + wexp (zy) (y + zy'))
(z exp (zy))”

Seega
y"' (1) = =3.
Jarelikult
Sy (x) :0+(x—1)—g($—1)2

on funktsiooni y = y(z) Taylori rea soovitud osasumma. <

2.11 Ortogonaalsed poliinoomid

Selle peatiiki iilejddnud osas on otstarbekas kasutada iildisemat integreeruvuse
moistet, vottes kokku médratud ja pdratu integraali.
Definitsioon 1. Oeldakse, et funktsioon f(x) on 16igul [a,b] integreeruv,

kui eksisteerib méaratud integraal fa f(z)dxz voi koondub pératu integraal
fab f(z)dx.

Definitsioon 2. Oeldakse, et 16igul [a,b] integreeruv funktsioon f(z) on
integreeruva ruuduga sel 16igul, kui eksisteerib méaératud integraal ff 2 (x)dx
voi koondub péaratu integraal f; f?(x)dax.

Niide 1. Niitame, et funktsioon f(x) = 1/v/z — 1 on integreeruv 16igul

[1;2], kuid ei ole sel 16igul integreeruva ruuduga.
See funktsioon ja tema ruut ei ole tokestatud punkti 1 imbruses. Saame

2 2
dx dx
= lim = lim (2v2—-1—-2vVa—1) =2
/1 v —1 a—1+ J, v —1 a—>1+( )
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ja

/2 1 2d /2 dz . /2 dz
= = 1m =
1 \/(E—]_ * 1 :ﬂ*l a*’l“rax*l

= lim (In|2—-1|—1Inja —1|) = +oo.
a—1+4
Seega funktsioon f(x) = 1/+/x — 1 on 16igul [1;2] integreeruv, kuid ei ole sel
16igul integreeruva ruuduga. O
Et

(f @) = lg@N)* 20 & f2(z) = 2|f@)|g(2)| + ¢*(2) 2 0 &

o LEETD 5 a)g(a).

siis méadratud integraali monotoonsuse omaduse pohjal saame jargmise viite.

Lause 1. Kui funktsioonid f(x) ja g(z) on 16igul [a, b] integreeruva ruuduga,
siis nende funktsioonide korrutis f(z)g(z) on sel 16igul integreeruv funktsioon.

Definitsioon 3. Suurust (f, g), kus

b
mm@/ﬂmwm (211.1)

nimetatakse 16igul [a, b] integreeruva ruuduga funktsioonide f(z) ja g(z) skalaar-
korrutiseks.

Niide 2. Leiame Ioigul [0; 1] integreeruva ruuduga funktsioonide z ja 2

skalaarkorrutise.
Valemi (2.11.1) abil saame

1 1 1
<x,x2>:/ x-x2dx:/ 22dr = -. O
0 0 4

Integreeruva ruuduga funktsioonide skalaarkorrutisel (f, g) on jargmised oma-
dused:

) (f, f) = 0;

2) (f, 9) =19, f):

3) (M9 =X{fig) (AeER);
4) (f1 + f2, 9) = (f1, 9) + (f2, 9) -

Markus 1. Kuna Definitsiooni 3 abil defineeritud skalaarkorrutise korral

(£ /) =0% (f(x) =0 (z € [a,0])),

siis oleks korrektsem (vt [16], 1k 232) nimetuse skalaarkorrutis asemel kasutada
nimetust poolskalaarkorrutis.
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Maérkus 2. Juhul kui 18igul [a,b] vaadeldavate funktsioonide vadrtused on
kompleksarvulised, siis

b
(f.0) "< / f(@)g@)dz,

kus g(z) on kompleksarvu g(z) kaaskompleksarv. Omadused 2 ja 3 on siis vas-
tavalt kujul

(fr9) =19, f), (M.9)=X(f,9) (A€C),
kusjuures

(f:2g) = X(f,9)-

Definitsioon 4. Integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi

{or} (k€ No)

nimetatakse ortogonaalseks 15igul [a,b], kui

(Prkspm) =0 (k#m),

kusjuures skalaarkorrutis on defineeritud valemiga (2.11.1).

Definitsioon 5. Integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi

{er} (k€ No)

nimetatakse ortonormeerituks 16igul [a,b], kui

<90ka ‘pm> = 5k,ma

kusjuures
e = 0, kui k # m,
B 1, kuik=m
on Kroneckeri siimbol.

Definitsioon 6. Suurust /(f, f) nimetatakse integreeruva ruuduga funkt-
siooni f(x) normiks ja téhistatakse stimboliga || f||, s.o

def.

1A=

Markus 3. Kuna Definitsiooni 6 abil defineeritud integreeruva ruuduga
funktsiooni f(z) normi korral

7P (2.11.2)

[fIl =0 (f(z) =0 (Vz € [a,b])),

siis oleks korrektsem (vt [16], 1k 130) nimetuse norm asemel kasutada poolnormi
nimetust.
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Definitsioon 7. Kui
[ fn = fIl"=70,
st

b
/ () — F(@))? dz "0,

siis deldakse, et jada { f,,(z)} koondub 16igul [a, b] keskmiselt funktsiooniks f(x).
Definitsioon 8. Kui
180 = £ "= 0,

kus S, (z) on funktsionaalrea
> un(z) (2.11.3)
k=0

osasumma, siis Oeldakse, et see rida koondub 16igul [a,b] keskmiselt funkt-
siooniks f(z).

Lause 2. Kui rida (2.11.3), mille litkmed uy(x) on integreeruva ruuduga
funktsioonid 16igul [a,b], koondub 16igul [a,b] keskmiselt funktsiooniks f(z),
siis iga integreeruva ruuduga funktsiooni g(x) korral kehtib valem

/xf(t)g(t)dt _ Z/x wp(t)g(2)dt, (2.11.4)
a k=0’ @

kus vorduse paremal poolel olev rida koondub muutuja = suhtes iihtlaselt 16igul
[a,b] .
Toestuse leiate G. Kangro opikust [9], lk 99-100. O

Niide 3. Niitame, et 27 -perioodiline trigonomeetriline siisteem
{1, cosz, sinz, cos2x, sin2z, ..., coskx, sinkz,...} (2.11.5)

on ortogonaalne 16igul [—7,7]. Seejérel lelame vastava ortonormeeritud siis-
teemi.

Naitame koigepealt, et selle siisteemi esimene element 1 on ortogonaalne
iilejadnutega. Leiame

us

™ > k
(1,coskx) = / 1-coskzdz " bmk r

= % (sinkm — sin (—km)) = 2812 b 0

ja

s

(1,sin kx) :/ 1-sinkr de "N _coskkx

—T —r

= % (= cos km + cos (—km)) =

= % (—coskm + cos (km)) = 0.
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Jargmisena néitame, et elemendid cos kz ja sinma on ortogonaalsed

T
(cos kx,sinmz) = / cos kx sinmax dx =

—T

_ integrand on paaritu funktsioon, —0
~ | rajad stimmeetrilised nullpunkti suhtes

Néiitame, et elemendid cos kz ja cosmaz (k # m) on ortogonaalsed

us
(cos kx, cosmz) = / cos kx cosmx dx =

_ integrand on paarisfunktsioon, _
~ | rajad siimmeetrilised nullpunkti suhtes

v
= 2/ cos kx cosmx dr =
0

:/ (cos (kx — mx) + cos (kx + mzx)) dx =
0

_sin((k—m)ax)|” sin((k—km)x)”_()
B k—m 0 k+m 0

Analoogiliselt saame k # m korral

(sin kx, sinmz) = /

—T

e U
sin kx sinmx dr = 2/ sin kx sinmx dx =
0

= / (cos (kx — mz) — cos (kx + mz)) dzx =
0

=0.
0

sin (k —m)z)|" _ sin((k+m)w)
0 k+m

k—m

Jarelikult on 27 -perioodiline trigonomeetriline siisteem (2.11.3) ortogonaalne
16igul [—, 7] . Lisaks leiame elementide 1, cos kz ja sin kx skalaarruudud. Leiame

(1; 1) :/ 1-1dx =2m,
us 1 ™
(cos kx, coskx) = / cos kx coskx dr = 5/ (14 cos2kx) dx =
- 0
1 vt sin 2kx
S 2 2k

™ 1 ™
(sin kx,sin kx) = / sinkx sinkz dx = 5/ (1 —cos2kx) dxr =
0
1
2

. sin 2kx
2k

s

=T
0

ja

T

= T.

0
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Avaldame elementide 1, cos kz ja sin kx normid:
1| = V2r, |[coskz| = v/, ||sinkz| = /7.

Normeerides siisteemi (2.11.5) elemendid, saame 27 -perioodilise ortonormeeri-
tud trigonomeetrilise siisteemi

(2.11.6)

{ 1 cosz sinz cos2z sin2z coskx sinkx }

loigul [—m, 7] . O

Niide 4. Leiame 16igul [—1;1] ortonormeeritud poliinoomide siisteemi
{Px(z)}, kus Py(z) on k-ndat jarku poliinoom. Sellise omadusega poliinoome
Py (x) nimetatakse Legendre’i poliinoomideks. Koik poliilnoomid on integreeruva
ruuduga 16igul [—1;1]. Veenduge, et poliinoomide siisteem {z*} (k€ Ny) ei

7

ole ortogonaalne 16igul [—1;1]. Valime nullindat jirku poliinoomi Py(z) =

Selle poliinoomi norm on 1, sest

(%)del.

Ortonormaalse siisteemi jargmiste polliinoomide saamiseks kasutame Gram-
Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi (vt [16], 1k 250-251 v6i[18], 1k 116-117).
Ortogonaalsed poliinoomid Py(x) (k € N) leitakse samm-sammult, kasutades
algoritmi

k—1
) =" =Y (2",Q;(2)) Qj(w), Pu(x) = Qu(x)/ |Qu(x)| (ke N).
=0
’ (2.11.7)
Esimesena leiame algoritmi (2.11.7) abil poliinoomi P;(z) :
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Jérgmisena leiame valemi (2.11.7) abil poliinoomid P» (z) ja Ps (x) :

Qo) = a2 - <x2, 1> L <x2, ;Né> E

vV2/ V2
1 1
1 2?dr 1
=2? - — ——fx\/é/fx?’\/édx—
ﬂ/l V2 o2 :

(322 — 1) VI0 =

()]

—m?’—l/l J;3dx_g;\/6/1 x4\/6da;_
B V2.J/1 V2 2 Ja 2

1 b 3g? 1 ;
3(123>\/ﬁ/1?)z<x23)\/ﬁdx1'3§$,

Qs ()| = W (- gw)d _2m,

3 2 5v/14 3
Py(z) = (2° -2 V1) =2 (- ).
3 () <x 5:10) / (35\/>> 1 <x 5:5)
Analoogiliselt saab leida jargmised poliinoomid Py (z) (k > 4). O

Legendre’i ortonormaalsed poliinoomid P,(z) (n € Ny) avalduvad Rodri-
gues’i valems abil

Pu(z) = (5; (2® — 1)”) / Hj; (22 -1)"||. (2.11.8)

Veenduge, et Rodrigues’i valem kehtib n = 0; 1; 2; 3 korral.
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2.12 Fourier’ rida ortogonaalse siisteemi korral

Olgu integreeruva ruuduga funktsioonide siisteem

{or(z)} (k€ No) (2.12.1)

ortogonaalne 13igul [a, D] .
Definitsioon 1. Funktsionaalrida

copo(z) + c1p1(@) + ... + cppr(a Z crr(x (2.12.2)

nimetatakse ortogonaalreaks siisteemi (2.12.1) jargi. Oletame, et rida (2.12.2)
koondub keskmiselt funktsiooniks f(z), s.o

x) = chcpk(x). (2.12.3)
k=0

Avaldame seosest (2.12.3) kordajad ¢, funktsiooni f(z) kaudu. Korrutades seose
(2.12.3) mdlemat poolt suurusega ¢i(x) ja integreerides seejérel saadud seose
molemat poolt, saame

/f ) om(x dx—/a chk (z)dx. (2.12.4)

k=0

Lause 2.11.2 pohjal voime seose (2.12.4) paremas pooles muuta integreerimise
ja summeerimise jirjekorda. Saame

b [oe} b
[ 1@z =Y [ appalon(z)ds
@ k=074
ehk
(frpm) = Z% Pk Pm) - (2.12.5)

Et stisteem {pg(z)} (k€ Ng) on ortogonaalne Ieigul [a,b], siis (@r, om) =0
(k #m), ja seosest (2.12.5) saame

(fs Pm)

<f7 Spm> = Cm <‘pm; S0m> = Cm = <()01m7 (,Om> (m € No)
ehk Grow)
_ , Pk
o= 2 (ke No). (2.12.6)

Erijuhul, kui tegemist on ortonormeeritud siisteemiga {¢x(z)} (k € Ny), oman-
dab valem (2.12.6) kuju

ek = (fior) (k€ No). (2.12.7)

Definitsioon 2. Ortogonaalrida (2.12.2), mille kordajad on leitud valemi
(2.12.6) abil, nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ reaks ortogonaalse siistee-
mi (2.12.1) jargi. Kordajaid ¢; (k € Np) nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’
kordajateks stisteemi (2.12.1) jargi.
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2.13 Besseli vorratus. Parsevali vordus

Olgu
{er(z)} (k € No)

ortonormeeritud siisteem 16igul [a,b] . Késitleme 15igul [a,b] integreeruva ruu-
duga funktsiooni f(z) lihendamist ortogonaalrea

de@k (2) (2.13.1)
k=0
osasummaga
on (x) = dipy (z). (2.13.2)
k=0
Olgu
> appr (z) (2.13.3)
k=0

funktsiooni f(x) Fourier’ rida selle ortonormeeritud siisteemi jargi, st
ar = (f, k) . Uurime vahe f (z) — o, (x) normi ruutu. Leiame

0< ||f(x)—an(x)”2:<f—an, f=on) =(f, [) =2(f, on) + (o0, 0n) =

k=0 k=0 m=0
=(f, f) —2de (f, o) +de¢ Z dm (Pks Pm) =
k=0 k=0  m=0

= {f f) =2 oy + YR = ()Y (e )~ D af
k=0 k=0 =0 o
ehk § )
If @) = on @)IF = (£, £) + 3 (de =)’ =3 ai. (2.13.4)
= k=0

k=0

Seosest (2.13.4) selgub, et valiku d, = ar (k € Np) korral minimiseerime vahe
f(x) — oy (z) normi ||f (z) — op, (2)]] . Oleme tdestanud jargmise véite.

Lause 1. Ortonormeeritud stisteemi {¢y(z)} korral integreeruva ruuduga
funktsiooni f(x) Fourier’ rea (2.13.3) osasumma

Su(@) = apr (z)
k=0

kujutab endast funktsiooni f(z) parimat keskmist lahendit vorreldes teiste sama
stisteemi jargi moodustatud ortonormaalridade (2.13.1) n-ndat jarku osasum-
madega (2.13.2).
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Valiku dj, = ay, korral jareldub seosest (2.13.4)

If () = Su @[> = (f, f) = D_ai (n€Ny) (2.13.5)
k=0
ja .
(f, /)= at >0 (neNy)
k=0

(f, /)= af (neNy). (2.13.6)
k=0

Minnes soses (2.13.5) piirile n — oo, saame Besseli vorratuse

(f, /)= a.
k=0

Vordust -
(f, 1y =>ai (2.13.7)
k=0

nimetatakse Parsevali vorduseks. Seostest (2.13.5) ja (2.13.7) jareldub jargmine
véide.

Lause 2. Funktsiooni f(x) Fourier’ rida (2.13.3) koondub keskmiselt funkt-
siooniks f(z) parajasti siis, kui funktsiooni f(z) korral kehtib Parsevali vordus
(2.13.7).

Definitsioon 1. Ortonormaalset siisteemi {¢y(x)} (k € Np), mille korral
Parsevali vordus (2.13.7) kehtib iga integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) kor-
ral, nimetatakse tdielikuks stiisteemiks.

2.14 Fourier’ rida trigonomeetrilise siisteemi
jargi
Vaatleme kaht juhtu, esiteks Fourier’ rida 27-perioodilise trigonomeetrilise
slisteemi jargi ja teiseks 2l-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jérgi.

1° Jaotises 2.11 néitasime 2m-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi (2.11.5)
ortogonaalsust 16igul [—m, 7] . Koondugu rida

ap = .
5 +kz_:1ak cos kx + by sin kx (2.14.1)

keskmiselt integreeruva ruuduga funktsiooniks f(z), st

flz) = % + Zak coskx + by sinkx (z € [—m,x]). (2.14.2)
k=1
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Korrutame skalaarselt seose (2.14.2) molemat poolt funktsiooniga 1. Leiame, et

flx),1) = @—4— ag coskx + by sinkx,1 ),
2

k=1

millest Lause 2.11.2 pohjal saame

((f(x), 1) = <%, 1> + Z ay, (cos kx, 1) + by, (sin kz, 1>> =
k=1

= [(cos ka, 1) "N 0, (sinkx, 1) M, (1;1) = 271'} =

™ 1 ™
= f(z)de = apm & ap = - f(z)dx.

—T

Jargmise sammuna korrutame skalaarselt seose (2.14.2) mdlemat poolt funkt-
siooniga cosmz (m € N). Saame

<<f(a:),cosma:> = <a20 + Zak cos kx + by, sinkx,cosmx>> =

k=1

( (f(x),cosmz) =
=

= <%,COS m:ﬂ> + Y pe ak (cos kx, cos ma) + by, (sin kx, cos ma) ) =

=

[ (1, cosmux) meN 0, (coskz,cosmz) e 0k m s ] N

(sin kz, cos mx) BEN

™ 1 ™
= f(z)cosmzdr = apmm = am=— [ f(z)cosmzdx (m e N).
™ —T

—T

Korrutades skalaarselt seose (2.14.2) mdlemat poolt funktsiooniga sin maz
(m € N), jouame tulemuseni

1 ™
b =—[ f(z)sinmzdr (meN).
)7

Seega niitasime, et kui 16igul [a,b] integreeruva ruuduga funktsioon f(z) on
2m-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jargi koostatud rea (2.14.1) summa,
siis rea (2.14.1) kordajad avalduvad kujul

ay = 1 f(z)coskxdx (k€ Np) (2.14.3)
T

—Tr
ja

by = 1 f(z)sinkxdz (ke N). (2.14.4)
™ —T
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Kui 16igul [—7, 7] on antud mingi integreeruva ruuduga funktsioon f(z),
siis me voime koostada rea (2.14.1), arvutades valemite (2.14.3) ja (2.14.4) abil
suurused aj (k € Np) ja b (k € N). Nii koostatud rida (2.14.1) nimetatakse
funktsiooni f(x) Fourier’ reaks 2m-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jargi
ja suurusi ay ja by Fourier’ rea kordajateks.

Lause 1. Funktsioon f(z), mis on 16igul [—7, 7| integreeruva ruuduga, on
sellel 16igul arendatav 2m-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jirgi Fourier’
ritta

(o)
f(z) ~ %O +Zakcoskx+bksink‘x,
k=1

kusjuures Fourier’ kordajad aj ja by on leitavad valemite (2.14.3) ja (2.14.4)
abil.

Integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) Fourier’ rida trigonomeetrilise siis-
teemi jérgi koondub keskmiselt funktsiooniks f(x), st

1f(z) = Su(@)]| "= 0. (2.14.5)
Rohutame, et
1f(2) = Sn(@)]| "= 0 = Su(z) "= f(x) Vo € [-7,7].

Tingimus, et funktsioon f(z) on integreeruva ruuduga loigul [—7, 7], on piisav
valemites (2.14.3) ja (2.14.4) esinevate integraalide olemasoluks voi koondu-
vuseks, kuid ei ole tarvilik. Integraalid valemites (2.14.3) ja (2.14.4) on leitavad
ka 16igul [—7, 7] absoluutselt integreeruva funktsiooni f(x) korral. Sel juhul on
funktsiooni f(z) Fourier’ rea koonduvuse uurimine keerukam iilesanne. Fakti,
et trigonomeetriline rida (2.14.1) on funktsiooni f(x) Fourier’ rida, téhistame
jargmiselt

f(z ~@+ ag cos kx + by sin kx.
2

k=1

Rohutame, et 2m-perioodilise trigonomeetrilise slisteemi jargi leitud Fourier’ rea
summa on 27-perioodiline funktsioon.
Naiide 1. Leiame funktsiooni

—1, kui z € [-7,0),

f(“”):{ 1, kui z € [0, 7],

Fourier’ rea 27- perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jérgi.

See funktsioon on 16igul [—, 7] integreeruva ruuduga. Arvutame valemite
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(2.14.3) ja (2.14.4) abil Fourier’ rea kordajad:

I I I
ag = — f(g;)dq;:— (—1) dl‘—l-* 1d$:0,
T)_ . T)_» m™Jo
(" 1[0 I
arp =— | f(z)coskrdr=— (=1)coskxdr+ — [ 1-coskrdr =
) . ) . T Jo
sinkz |’ sinkx |”
= — =0 (keN
km |_. kr |, (keN),
1 s ) 1 0 ) 1 s )
b == f(z)sinkrdr= = (=D)sinkzdr+ — [ 1-sinkzdx =
) . TS . T Jo
coskzx|° coskx|™ 1 k k
= — =—(1—-(-1)" = (-1 1) =
kr |_. km |, 71'( (=1) (=17 + )
bor, =0
1 & 2 & 2k
=—(2-2(-D)")=—(1-(-1)") = 4
bog—1 = ——+—
Imr( ) Imr( ) 2k—1 2k—1)7

Vormistame saadud tulemuse:

fz) ~

ERE'S

= 1
Z 5% 1 sin (2k — 1) .
k=1

Skitseerime 16igul [—, 7] funktsiooni f(z) ja tema Fourier’ rea osasummade

1
4 I
Sl(x):;g k_lsln(Qkfl);c

[\~

ning

sin (2k — 1) x

$
&
Il
CHIS
]
[\
—

k—1

graafikud
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2° Vaatleme analoogilist probleemi trigonomeetrilise siisteemi

2 2 k k
{1, cos WTCC, sin wa’ cos %:57 sin %x,...,cos %x’ sin %x’ . } (2.14.6)

korral. Stisteemi (2.14.6) funktsioonid on perioodiga 2. Tgesti konstantse funkt-
siooni 1 perioodiks sobib suvaline positiivne arv ja

21
ko <33 + k:) kmx krx
€08 ———— = cos <l +27r> = cos —— (ke N)
ja
21
km <x +

> k k
sin%:sin (7;%+27T> =sin$ (keN).

Seega on selle siisteemi elementide ithine periood 2I. Siisteemi (2.14.6) funkt-
sioonid on ortogonaalsed 16igul [—1,1], st kehtivad seosed

<1,cosk7lm> =0, <1,sink7lm> =0 (keN),

<cos ]WTx,sin mlﬂ'x> =0 (k,meN),

<cos lm;—x,cos m;rx> =0, <sink7lm,sin m;m‘> =0 (k,meN,k#£m).

Toestame neist kolmanda seose

krx . mmnx mmnx
COST smi f ! cos sm de =
= {t—m, z:l—t, dx—ldt} =
l T T

= if:rﬂcoskt sinmtdt =0 (k,m € N).
m

Olgu antud trigonomeetriline rida

nwr
+Zancos—+b smT

2l-perioodilise siisteemi (2.14.6) jargi, kusjuures 16igul [, [] olgu selle rea sum-
ma f(z) integreeruva ruuduga funktsioon. Seega kehtib seos

24 Z an, cos =% 4 by, sin nlﬂ (2.14.7)
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k
Korrutades seose (2.14.7) mdlemat poolt skalaarselt kas funktsiooniga cos o

l
k
(k € Ng) voi funktsiooniga sin %x (k € N). Parast teisendamist jouame vas-

tavalt valemiteni
1 /! k
ap = 7/ f(z) cos%gc dx (k€ Ny) (2.14.8)
—1

ja

1 /! km
by = 7/_lf(gc) sinTx dv (k€ N). (2.14.9)

Lause 2. Kui 16igul [—/,!] on antud integreeruva ruuduga funktsioon f(z),
siis voime funktsioonile f(z) vastavusse seada tema Fourier’ rea

N k k
f(z) ~ % +kz::1ak cos%x + by Sin%x (2.14.10)
stisteemi (2.14.6) jargi, arvutades valemite (2.14.8) ja (2.14.9) abil Fourier’ rea
kordajad.
Niide 2. Leiame 16igul [—1; 1] funktsiooni

f(@) = ||

Fourier’ rea perioodilise trigonomeetrilise siisteemi, perioodiga 2, jérgi.
See funktsioon on 16igul [—1; 1] integreeruva ruuduga. Antud juhul [ = 1.
Arvutame valemite (2.14.9) ja (2.14.10) abil Fourier’ rea kordajad

N1 integreeritav funktsioon on
b "E 1 / |z| sin (mnz) de = | paaritu, rajad siimmeetrilised | =0
-1 nullpunkti suhtes

ja

integreeritav funktsioon on _

paaris, rajad siimmeetrilised
U=z du = dz ]

1
= 2/0 x cos (mma) dx = l v = cos (mmz) dr v = sin (mmz)
mm

1/t
1/ || cos (mmz) do = [

Ay — —
—1

zsin (mrz) | ! sin (mmz) cos (mmz) |
mm 0 o mm m2r? |,
cos (mm) 1 2((-=1)™—=1)
=2 < men2 m2772> = m2m2 (meN),

st agp, =0, agp—1 = —4/ ((Qn —1)° 772) (n € N) ning

1 1 1
aozf/ |x|dx:2/ xdx = 1.
L) 0
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Seega saame tulemuseks

2] 4 i cos ((2n — 1) 7x)
T~ - - = .
2 7 (2n —1)?
Skitseerime 16igul [—1; 1] funktsiooni |z| ja tema Fourier’ rea osasumma S (z)
graafikud vastavalt punktiirjoone ja pideva joonega
Y
1

Y

Lisame tGestuseta veel {ihe olulise viite.

Lause 3. Kui funktsioon f(x) on tokestatud 1oigul [—[,1] ja tiikiti pidev
ning tiikiti monotoonne sel 16igul, siis funktsiooni f(z) Fourier’ rida koondub
Ioigu [—1,1] igas punktis. Seejuures vahemiku (—I,1) igas punktis, milles f(x)
on pidev, koondub rida funktsiooni f(z) vddrtuseks ja vahemiku igas punk-
tis, milles f(x) on katkev, koondub rida funktsiooni tihepoolsete piirvidrtuste
aritmeetiliseks keskmiseks. Loigu [—I,!] otspunktides koondub rida suuruseks

0.5(f(1—0)+ f(=1+0)).

2.15 Koosinusrida ja siinusrida

Valemitest (2.14.8) ja (2.14.9) jéreldub, et 16igul [—I,1] paarisfunktsiooni
f(z) Fourier’ rida (2.14.10) on koosinusrida ja paaritu funktsiooni f(x) Fourier’
rida (2.14.10) on siinusrida. Késitleme jargnevalt probleemi, kuidas 1igul [0, ]
integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) arendada 16igul [0,!] stisteemi (2.14.6)
jargi (Fourier’) koosinusritta voi (Fourier’) stinusritta. Uurime ldhemalt koosi-
nusritta arendamist.

Defineerime funktsiooni
_ f(z), kui z € [0,1],
g(x) = { f(=z), kui z € [-,0).
Funktsioon g(x) on 16igul [, (] paarisfunktsioon ja on integreeruva ruuduga sel
16igul. Leiame valemite (2.14.9) ja (2.14.8) abil funktsiooni Fourier’ kordajad

1 /!
Gm */ g(w) cos m;m: dr = [ g(z) on =

paarisfunktsioon

L)
! mmrx
%/0 g(x) cos i dz = [leigul [0,1] g(z) = f(z)] =

2 l
7/0 f(z) cos m;ra: dx (m € Np)



2.15. KOOSINUSRIDA JA SIINUSRIDA 129
ja

1 . mmx g(x) on
bm = 7/_lg(x) ST du = [ paarisfunktsioon | 0 (meN).

Lause 1. Suvaline funktsioon f(z), mis on 16igul [0, {] integreeruva ruuduga,
on sel 16igul arendatav koosinusritta

oo

k
flx) ~ % + ) agcos %, (2.15.1)
k=1
kusjuures
2 ! . kmx
ar =7 f(z)sin - dx (k € No). (2.15.2)
0

Niide 1. Leiame 16igul [0; 1] funktsiooni
f(z) =sinzx

arenduse koosinusritta perioodilise trigonomeetrilise siisteemi, perioodiga 2, jir-
gi.

Valemi (2.15.2) abil saame
1 1
ap = 7/ sin x cos (kmz) dz = / (sin (z — krx) + sin (z + krx)) do =
0 0

1

- <cos (z — krz)  cos(z + im)) 0

1—km 1+ km

1 1 e [ 1 1
1 1—
[y ey (1—m+1+kw)cos

2 (1 + (=1 cosl)

1— k272

(k € No).
Seose (2.15.1) abil leiame soovitud arenduse

oo (1 + (—1)’chl cos 1)

i ~1-— 142
s x cos 1 + 1 522

cos (krz) (z€[0;1]). <
k=1

Sarnaselt Lausega 1 toestatakse jargmine véide.

Lause 2. Funktsioon f(x), mis on 15igul [0,!] integreeruva ruuduga, on sel
16igul arendatav siinusritta

kmx

flax) ~ kZ:lbk sin ——, (2.15.3)

kusjuures

!
by, = %/ f(z) sink?lr—x dx (k€ N). (2.15.4)
0
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Niide 2. Leiame 1oigul [0; 3] funktsiooni

fla) =2?

arenduse siinusritta perioodilise trigonomeetrilise siisteemi, perioodiga 6, jargi.

Valemi (2.15.4) abil saame

2 (3 k
by = = / 22 sin L dy = [SWP30] =
3./ 3
()M (k2n% —2) -2
kSﬂ-S

Seosest (2.15.3) leiame, et x € [0; 3] korral

0o k+1 2 92
9 (-1) (k T — 2) —2 | knx
o~ E 18 PR sin =

Skitseerime Fourier’ rea osasumma

O (DR —2) =2 kmw

Sio(z) = ; 18 = sin ==

graafiku 16igul [—5; 5]
S1o(x)

Varrelge funktsioonide x? ja Szo(z) kiitumist 15igul [0;3] ja viljaspool seda

16iku. &
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2.16 Fourier’ rea komplekskuju

Fuleri valemist

exp (i) = cosp + ising (2.16.1)
jareldub
cosp = exp (i) —|—2exp (=ip) (2.16.2)
ja
sin g = SR 00) = exp (i) (2.16.3)
2
kusjuures exp (ip) = .
Lause 1. Funktsioonide siisteem
{exp (ikmz/1)} (k€ Z) (2.16.4)
on perioodiga 2! ja on ortogonaalne 16igul [, ] ning siisteem
1
—exp (tkmz /I keZ 2.16.5
{ewtitnan} (hez) (2.165)

on ortonormeeritud 16igul [—1,1].
Toestus. Kuna k € Z korral

exp (ikm (x4 21) /1) = exp (ikma [l + i2kn) = exp (i2k7) exp (iknz/l) @150

= (cos (2km) + isin (2k7)) exp (ikmx /1) = exp (iknx /1),

siis on stisteem (2.16.4) 2l-perioodiline. Et k # m (k,m € Z) korral, kasutades
Maérkust 2.11.2, saame

(exp (ikmz /1) ,exp (immz /1)) = fil exp (tkmz /1) exp (immx/l)dx =
= fil exp (ikmx /1) exp (—imnx /1) dz = fil exp (i (k —m) mx/l) do =

l l
= ——exp(i(k—m)mx/l =
Ty P = m T

= m (exp (i (k —m) ) —exp (=i (k —m)m)) (2.16.3)

:ﬁsin((k—m)w)z&

siis slisteem (2.16.4) on ortogonaalne. Kuna siisteem (2.16.4) on ortogonaalne
ja

(exp (ikma /1), exp (tkmx /1)) = fil exp (tkmx /1) exp (ikmx/l)dx =

= fil exp (ikwz /1) exp (—ikmx /1) do = fil dr = 21,



132 PEATUKK 2. READ

siis slisteem (2.16.5) on ortonormaalne. [
Léahtudes seosest (2.14.10), saame

exp (ikmx/l) + exp (—ikmx /1)

ao
f(x)~5+2211ak 2 +

exp (ikmz /1) — exp (—ikma /1)
o 2i

_ a0 |~ ((ak —ibg . ay, + iby, i B
= +kz_1< 5 eXP (ikmxz/l) + 5 exp ( zlmm:/l)) =

= Z e exp (thmx /1),

k=—o00

kus cg = ao/2, cx = (ax —ibr) /2, c—p = (ap +ib;)/2 (k€ N). Seoste
(2.14.8) ja (2.14.9) abil leiame, et k € N korral

1 -l
o (;/lf(x) cos (krz/l) dox — %/ﬁﬁ(m) sin (krz /1) dm) /2=
!
_ % [ F(@) (cos (—kma /1) + isin (~kra/1) do =

l
= %/_lf(m)exp (—ikma/l) dx

ja
l - el
cp= G/lf(x) cos (krz/l) dz + %Llf(z)sin (k1) da:) /2 =
l
_ 2ll [ $(a) (cos (/1) + sin (k1) dr =
l
= %/_lf(x) exp (—i (—k) wz/l) dx.
Et ka

! !
co = %l/_lf(x) cos (Omz /1) dox = %/_lf(x) exp (—i0mx /1) dz,

siis koik suurused c¢; avalduvad valemi

cp = %/_lf(x) exp (—ikrz/l)dx (k€ Z) (2.16.6)

abil. Sonastame saadud tulemuse.
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Lause 1. Suvaline funktsioon f(z), mis on 16igul [—I,!] integreeruva ruudu-
ga, on sel 16igul arendatav 2/-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jargi Fouri-
er’ ritta komplekskujul

o0
flx) ~ Z e exp (tkra/l), (2.16.7)
k=—o00
kusjuures Fourier’ kordajad ¢, on leitavad valemi (2.16.6) abil.

Niide 1. Leiame 16igul [—2; 2] Haari funktsiooni

0, kui <0

1, kui 0<z<05
Y(x) = ~1, kui 05<z<1

0, kui x>1

arenduse Fourier’ ritta komplekskujul, kusjuures trigonomeetrilise siisteemi pe-
riood olgu 2] = 4.
Valemi (2.16.6) abil leiame, et

1 2
== —ikmx/2) dx =
Ck 4[2¢(x) exp (—ikmwz/2) dx

1 /0 1 05
= E/ 0 - exp (—ikmz/2) dx + Z/ 1-exp (—tkmx/2) dz+
-2 0

1 2
43 [ D-exp(cikma/2)dot ;[0 exp (-ikmo/2)do =
0 1

.5

0.5
+

1

0.5

1 .
577 SXP (—ikma/2)

1 .
= 5 eXP (—ikma/2) .

= 55 (—oxp (—ikm/4) + 1 + exp (—ikm/2) — exp (—ik7/4)) =

- ﬁ (1 —exp(—ikr/4)* (k€ Z Ak+#0)
ja

12 12
=- xp (—t07m de = — dr = 0.
o 4/_21/)(:16)6 p (—i0nz/2) dz 4/_21/J(m) x=0

Valemi (2.16.7) abil saame soovitud reaksarenduse

W)~ Y e (e (k) exp (ihre/2) . O
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2.17 Fourier’ integraalvalem. Fourier’ teisendus

Fourier’ rea summa on perioodiline funktsioon. Seega vahemikus (—o0, +00)
saame esitada Fourier’ rea summana vaid perioodilisi funktsioone. Jirgnevas uu-
rime moningaid mitteperioodiliste funktsioonide esitamisvGimalusi vahemikus
(—00,400).

Definitsioon 1. Funktsiooni f(x) nimetatakse lokaalselt tikiti siledaks vahe-
mikus (—o0, +00), kui see on tiikiti sile igal 16igul [a, b] , st igal 15igul [a, b] on
funktsiooni tuletis f’(z) pidev, villja arvatud iilimalt 16plikus arvus punktides,
mis on tuletisele f'(z) esimest liiki katkevuspunktideks.

Olgu funktsioon f(z) lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0,400) ja abso-
luutselt integreeruv selles vahemikus. Neil eeldustel on funktsiooni f(x) jaoks
leitavad valemi (2.16.6) abil Fourier’ kordajad ¢; (k € Z) ja Fourier’ rea komp-
lekskuju (2.16.7). Asendades need kordajad reaksarendusse (2.16.7), saame 15igul
[_l7 l]

fla) ~ f: Cr, exp (Zk;m> =

k=—oc0
_ ki}@ (11/_llf(t)exp (—Zkl”) dt) exp (”“;m> .

Kui téhistada k7 /l = wy, siis
Awp =wp —wg—1 =kn/l—(k—=1)w/l =7/l guas ey
ja

1 = ! , .
f(x) ~ o k_z_: (/—zf(t) exp (—iwgt) dt) exp (iwgr) Awy.

Kasitleme seda rida kui integraalsummat. Minnes piirile | — 400, saame teatud
tingimustel

oo !
f(z) ~ lim S Z (/lf(t) exp (—iwgt) dt) exp (lwpx) Awy, =

l—+4o0 270
— 100 e

1 “+o0 “+o0
=5 exp (iwz) dw f(t) exp (—iwt) dt.
TJ -0 —00
Seega
1 +oo +oo
flx) ~ ﬂ/ exp (iwx) dw f(t) exp (—iwt) dt. (2.17.1)

Seost (2.17.1) nimetatakse Fourier’ integraalvalemiks.
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Lause 1. Kui funktsioon f(z) lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0, +00)
ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.17.1) ja igas
punktis z, milles f(z) on diferentseeruv, kehtib vordus

+oo +oo
flx) L / exp (iwz) dw f(t) exp (—iwt) dt. (2.17.2)

T o) o _

Definitsioon 2. Kujutist

+oo
f(z) exp (—iwzx) dz (2.17.3)

~

nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ teisendiks ja tahistatakse stimboliga f(w)
ning kujutist
1t
— g(w) exp (iwx) dw (17.4)
2r J_ o
nimetatakse funktsiooni g(w) Fourier’ péordteisendiks ja tahistatakse g(x), kus-
juures kujutust f —— f nimetatakse Fourier’ teisenduseks ja kujutust g — g
nimetatakse Fourier’ poordteisenduseks.

Seega

—~ too +oo
flw)= f(x)exp (—iwz) dz, g(x) L / g(w) exp (iwzx) dw.

:%700

Lauses 1 on esitatud piisavad tingimused selleks, et f(x) = f(x), st kehtib seos
(2.17.2).

Naide 1. Olgu
[ 1, kuiz € [0;1],
f(f”){ 0, kui o ¢ [0:1].

Leiame funktsiooni f(x) Fourier’ teisendi.
Valemi (2.17.3) abil leiame

R +oo

flw) = f(z)exp (—iwz) doe = /0 1-exp (—iwz)dx =

exp (—iwz)

1: 1fexp(fiw). o

—w

0 w
Naiide 2. Olgu

sinw, kui x € [-m; 7],

flw) = { 0, kui z ¢ [—m;7].

Leiame funktsiooni f(w) Fourier’ poérdteisendi.
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Valemi (2.17.4) abil leiame

- —+o0 ™
f(x)= L f(w) exp (iwz) dw = %/ sinw - exp (iwz) dw =

2w —0 -7
_ 217T/7; exp (iw) ;:Xp (—iw) exp (i) duo
= 4;, j (exp(i(z+1)w)—exp(i(z—1)w))dw =
_ b (exp(i z+1w) exp(i(z— l)w)) T _
4 i(x+1) i(z—1) .
_ —1 [exp(izm) —exp (—izm)  exp(—izm)—exp (izm)\ _
47ri< i(x+1) * i(r—1) )

-1 <sin (zm) sin (m)) _isimm)

Tomi\ z+1 z—1 m(z2—1)°

Mérkus 1. Kui arendame 2I-perioodilist funktsiooni f(z) kogu arvteljel
Fourier’ ritta kujul (2.14.10) voi (2.16.7), siis kasutame sagedusi wy = (k7) /I,
vastavalt k € Ng voi k € Z. Sel korral koneldakse diskreetsest spektrist. Kui aga
kasutame mitteperioodilise funktsiooni kirjeldamiseks Fourier’ integraalvalemit
(2.17.1), siis kasutame iildjuhul koiki sagedusi w vahemikust (—oo; 00) voi selle
vahemiku osavahemikust. Sel korral koneldakse pidevast spektrist.

Teatud erijuhul on ka mitteperioodiline funktsioon kogu arvteljel kirjeldatav
diskreetse spektri abil.

Lause 2 (Shannoni teoreem). Kui funktsioon f(z) on lokaalselt tiikiti sile va-
hemikus (—o0; 00) ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus ning selle funkt-

~

siooni Fourier’ teisendus f(w) on nullist erinev vaid 16igul [—1,1], siis

f(z) = Zf (?> sin(lm—mr).

lx —nmw
nez

Fourier’ teisenduse rakendustes on kasulik jargmine vaide.

Lause 3. Kui f(z) on pidev lokaalselt tiikiti sile funktsioon ja funktsioonid
f(x) ning z f(z) on absoluutselt integreeruvad vahemikus (—oo, +00), siis

o~

flw) =iwf ().
2.18 Koosinusteisendus ja siinusteisendus

Kui funktsioon f(z) on lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—oo, +00) ja ab-
soluutselt integreeruv selles vahemikus, siis Lause 2.17.1 pohjal kehtib seos
(2.17.1), st

1 +oo +oo
flx) ~ %/_ exp (iwz) dw i f(t) exp (—iwt) dt. (2.18.1)
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Kasutades Euleri valemit (2.16.1), saame vordusest (2.18.1)

+o0 +oo
flx) ~ %/ (cos (wz) + isin (wz)) dw f(t) (cos (wt) — isin (wt)) dt =

— 00

1 +oo +o0
=5 e[ f®)(cos(wa) +isin (w)) (cos (wt) —isin (wh) dt =

= % +°°dw +D°f(t) (COS (UJ.’E) Ccos (Wt) + sin (UJ,’L‘) sin (wt)) dt+

o[ e
+%/_OO dw f (@) (cos (wt) sin (wz) — cos (wz) sin (wt)) dt =

— 00

| funktsioon f(x) on reaalsete vadrtustega funktsioon = |
o = imaginaariihiku ¢ kordaja on 0 o

+oo +oo
=5 - dw . f(t) (cos (wx) cos (wt) + sin (wx) sin (wt)) dt =
+oo +oo
=5/ dw 3 f(t)cos (w(z—1t))dt =
+oo +oo
= { 3 ft)cos(—w (z —1t))dt = 3 ft)cos(w(z—1t))dt| =

1 +oo +oo
= ;/0 dw f(t)cos (w(z —1t))dt.

— 00
Sonastame saadud tulemuse.

Lause 1. Kui funktsioon f(z) on lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0, +00)
ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis

+oo +oo
f(z) ~ %/0 dw f(t)cos (w(z —1t))dt (2.18.2)

—0o0

ja igas punktis x, milles f(x) on diferentseeruv, kehtib vordus

+oo +oo
flz) = %/0 dw f(t) cos (w (xz —t)) dt. (2.18.3)

—0o0

Integraali

1 +oo +oo
;/0 dw ft)cos(w(z—1t))dt

— 00
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nimetatakse funktsiooni f(z) Fourier’ integraaliks. Et
1 +oo +o0o
f(xz) ~ f/ dw f(t)cos (w(z—1t))dt =
T™Jo —oo

+oo 400
= %/ dw f(t) (cos (wx) cos (wt) + sin (wx) sin (wt)) dt,
0

— 00

siis juhul kui f(z) on paarisfunktsioon, saame

“+o0 —+o00
() cos (wx) cos (wt) dt = 2 f(t) cos (wx) cos (wt) dt
—o0 0
ja
+o0
f(#) sin (wz) sin (wt) dt = 0
ning
2 +oo +oo
flx) ~ f/ cos (wz) dw f (%) cos (wt) dt. (2.18.4)
TJo 0
Analoogiliselt saame paaritu funktsiooni f(x) korral, et
2 +oo +oo
f(z) ~ 7/ sin (wz) dw f(¢) sin (wt) dt. (2.18.5)
TJo 0

Vormistame saadud tulemused.

Lause 2. Kui paarisfunktsioon f(z) on lokaalselt tiikiti sile vahemikus (—o0, 4+00)
ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.18.4) ja igas
punktis z, milles f(z) on diferentseeruv, kehtib vordus

+oo +oo
flx)= g/0 cos (wz) dw f (%) cos (wt) dt. (2.18.6)

™ 0

Lause 3. Kui paaritu funktsioon f(z) on lokaalselt tiikiti sile vahemikus
(—o00,+00) ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.18.5)
ja igas punktis x, milles f(z) on diferentseeruv, kehtib vordus

“+o0 +oo
fz) = z/0 sin (wz) dw f(¢) sin (wt) dt. (2.18.7)

™ 0

Definitsioon 1. Integraale

\/Z /O " ) cos (we) di (2.18.8)
\/Z /0 " () sin (wa) da (2.18.9)

ja
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nimetatakse vastavalt funktsiooni f(z) Fourier’ koosinusteisendiks ja Fourier’
stinusteisendiks ning kujutusi, mis funktsioonile f(x) seavad vastavusse tema
koosinusteisendi ja siinusteisendi, nimetatakse vastavalt Fourier’ koosinustei-
senduseks ja Fourier’ stinusteisenduseks.

Naide 1. Leiame funktsiooni

x|, kui |z] <1,
f("””'){ 0, kui |z| > 1

Fourier’ koosinusteisendi.
Tegu on paarisfunktsiooniga. Rakendades eeskirja (2.18.8), saame

\/z /O - £(z) cos (wa) dz =
= i(/olxcos (wz) dx+/1+000'cos (wz) dx) -

u=2x du = dz
- dv = cos (wz) dx ’UZM -

w

1 1 .
_/ bln(wx)dx _
0 0 w

2 [ sinw  cos(wz)l|" 2 (sinw cosw 1
™ o T\ w w w

s w

_ /2 (xsin (wx)

w w?

2wsinw + cosw — 1
T w? ’

Skitseerime leitud koosinusteisendi graafiku 16igul [—10; 10]

kl/m

0.2¢
10 TN \\5//\ 10 o

&
Naide 2. Leiame funktsiooni
1, kui z € (0;2],
flx)=4¢ -1, kui z € [-2;0),

0, kui z = 0 vdi = € (—o0; —2) U (2; +00)
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Fourier’ siinusteisendi.
Tegemist on paaritu funktsiooniga. Rakendades eeskirja (2.18.9), saame

\/Z/OJroof(x) sin (wx) de = \/E (/021 -sin (wz) dz + /;000 - sin (wz) dx) _

2
_ [2cos(wx)|  [21—cos(2w)
B T w N ’
0

Skitseerime leitud siinusteisendi graafiku 16igul [—10; 10]

m w

—10 ) w

2.19 TUlesanded

Ulesannetes 1-3 on antud rea neli esimest liiget. Leida nende pohjal rea iildliik-
me voimalik kuju.

2 3 4 5
1. \/garctan 5 + ﬂarctan § + \/garctan 1—3 + ﬁarctan ﬁ + ...

k+1
V: Vk + 2arctan 4k++ T
, 3T 115kl
e T TS BRI A (2k — 1)!
3. ——= B V(R AR
2 2-6+2-6~10 2~6-10-14+ (=1) (4k —2)1N
Ulesannetes 4-12 leidke rea osasumma S, ja rea summa S.
1 n
4. 5% ——— . Vi —— 1.
E"3:1/€(k+1) n+1’
00 1 n (5n + 13) 5
5 o ViTsre T A o
(k+1)(k+3) 12(n?2 +5n+6)" 12
1 1 1 1
6. > 0 .V — .
Ek:l(kJra)(kJraJrl) l+a n+l+a’ 1+a
1

T e GtarDGraty)



2.19. ULESANDED 141

1 1 1 1
Vet nt2) 2atntD) 20ta)Cta) 2070 Cta)

8. Zil(m—z/mlﬂ/@. Vil V24 vnt2—vntl, 1-v2

1 n 1
9. 3°%° YA , =
2 g1 1+2n" 2 ( )
o 1 n(n+3 1
10. . : -.
Zk:lk(k+ 1) (k+2) 4(n+2)(n+1)" 4
27L 1
1 1 x . . 1 .
11. Zkll Vzlf;c_l—;zﬂ";lfz’km \m|<1,3am,km
|z| > 1. N
12. Y72 | arctan — 52 Kasutage valemit arctanz + arctany = arctan 1x_ myy
(ry <1). V:arctan (n/(n+1)), 7/4. .
13. TGestage matemaatilise induktsiooni meetodil, et @D (atp) on
p a e a p
1
rea Y oo, summa.

) (k+a)(k+a+1)---(k+a+p)
Ulesannetes 14-45 uurige rea koonduvust.

1
14. 502, TTaF (a > 0). V:hajub, kui a <1 ja koondub, kui a > 1.

1

15. Z:‘;l m V: koonduv.

o .3 8k+2 ,
16. >, sin 4—: V: koonduv.  17. 377, P12 Jr V: hajuv.

(k+2)(k+4)
18. . V:h .
2N R 1) (26 4 3) 2k £ ) ajuv
E2+1—-vk2—1

19. 302, VR + Sk;/ . V: koonduv.

oo ™ . oo 1 .
20. >, tan 7 V:hajuv. 21. Y77, m V: hajuv.

1
22. 50, (1_::/[) . V: koonduv.
2
23. % 02 1( k— JE-1 ) . V: koonduv.
km

24. 3772, (3I<;+ - V: koonduv. 25. Y77 sin — TR V: koonduv.

o (2k-D1I 2k ,
26. > p—y Bk’ V: koonduv. 27. 377 1( e V: hajuv.
28. 507, (eVF —1). V:hajuv. 29.3 77 In(1+1/k). V:hajuv.

30. >0, V% (¢>0). V:koonduv, kui ¢ < 1, ja hajuv, kui ¢ > 1.
31300, ( — cos %) . V: koonduv.
1+ tan © Ek—1

32.Y po In 17]{ V: hajuv. 33. 377, T V: koonduv.
ftang
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2
k+2\7"
34. >0 2k (kil) . V: koonduv. 35. 377 tan® % V: koonduv.
2k + 3 1
36. 3.2°, In® . Vi koonduv. 37. 52, —————. V: koonduv.
Zk—l k 4 1 Zk_l lnk (2]€ + 3)
oo 1 .
38. > pes k7 (p>0). V:hajuv, sest (Ink)’ <k (k> ko).
o 1 . 1 1 1
39.> 1, W V: koonduv, sest (In k)lnk = ik < 72 (k> ko).
1
40. 00, ——————— . V: hajuv.
23 1 (k) (o k) auy
41. 7, ———— (a>0). V: koonduv.
Zk—Q klnl-{-ozli ( )
42. 57 a > 0). V: koonduv.
2= ey, @70 ¥
ek ™ )
43. 530, poTaT V: koonduv. 44. >, cos 32 V: hajuv.
2k —1
4.1.5. Sy arcsin® i3 V: koonduv.
Ulesannetes 46-51 uurige rea absoluutset ja tingimisi koonduvust.
e’ k+1 %"' 2 . C .
46. > 0~ (—=1)""" —=——. V: tingimisi koonduv.
VE+7
47. 2 (=1 VEsin o5 Ve tingimisi koonduv.
cosk

48. 00, R V: absoluutselt koonduv.
. Ink) (In (k + 1
19. (—1)*+ (Ink) (In (k + ))

V: tingimisi koonduv.

VETe
o 2k+1 _ km .
50. Zk‘:l m S1n 7 V: haJU.V.

kk
51500, (—1)F Tk V: tingimisi koonduv.
Ulesannetes 52-57 leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond.
52. % 70, (—1)k arcsin® 2. V: (—sinl;sinl).
sin (Skx)
53. 5°0° (In* (ex). V: e 2:1). 42.Y 22, —~2. V:R
Zkfo ( ) ( ) Zkfo \/m

0o T
54. Y pr o x tan e V: (—m;7).

o k+1 T
55 2k=o k42 (2

k
56. 352 e R Vi (0;400) .

Z ( )k 2k+1
57. 3 00 (—1)" ———.
) h=0 (z +2)F
Ulesannetes 5866 leidke astmerea koonduvuspiirkond ja koonduvusraadius.
58. 0, (—1)FF 3Rk v (—1/3;1/3), 1/3.

V: (—o0; —4) U (0; +00) .
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k
o) X
. 2k 3)*
60. ZH%. V: R, +o0.
o (k+1)(x—2)"
61. 55, (3—k V: (=1:5), 3.

o (k)" oy
62. Zkon. V: [—e Le 1),6 L
L
<1+k> (z +2)F
63. > roy 3 . V:(=51), 3.

.
64. 352, (-1)" EI;)) (@ Sk) . Vi (=9;15), 12

65. 520 (~1)F (k + )’“*1(””;1>k. V: {=1}, 0.

k:+1(x+2)
66. 21 =0k +3 (2k)

Ulesannetes 67 70 leidke as(tmere)a summa.
xk In(l—=
. ViV
67 k=0 511 k+1

68. S0  kxk.  Viaz/(x— 1) S 69 X k(k+ 1) ek Vi2z/(1—a)’.
o (z— Q)k
70. —.
2= (k+1)
Ulesannetes 71-77 leidke funktsiooni f(z) Maclaurini rida ja selle koonduvus-
piirkond.

V: R, +o0.

V:1+BInB—z)—(In(3—2a))x)/(z—2).

2x s k 92k 3,2k
1. = — : —1)" .
71. f(z) = cos 3 \Y% E(k k) 52 (k)1 R
3%z
— 3x/7
72. f(z)=e*/7.  V: kz 7%',
x x (2k — 1!
B @) = = V:ﬁﬂgm p L [=V2V2).
o 9dk—1,,2k
w2 k+1
74. f(x) = sin® 2z. kzl( 1) NI , R.
— 2] 2 221 2 gt V3:V3
75. f(z) =2’In(3—2%). Viz n3—k2::1 k;Sk’( 3).
76. f(x) = cos (m —a®). V: i (—1)F+? o
; k=0 (2k)!
T+
7. =
/(@) /27 + a3
o p (3k —2)Ma3k g (3k — 2)Mg 3+t

x

k=1
Ulesannetes 78-81 leidke funktsiooni f(z) Taylori rida punkti a iimbruses. Leid-
ke selle rea koonduvuspiirkond.
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2k+1
pi1 (@ —m/2)*T

78. f(x) =cosx, a=m/2. V: kZ::O (-1 SRl R.
. & ki1 (T — W)QkH
79. f(fL') =smx, a=m. V: kZ::O (—1) W,
1 o (z41)"
80. f(:c):x_l, a=—1. V.—EOW, (—3:1).
= b1 (=1
8l. f(x)=Ilnz, a=1. V: > (-1) o [0;2).
k=1
Ulesannetes 82-88 avaldage integraal astmerea abil.
2 o oo & 22k+1
82. dr. V: -1) —m.
fo ‘ ! kz::() =D (2k + 1) k!
. o 2k+1
sin x k x
83. de. V:C -1 .
J =t L Y @
In (1 —223) oo ky3k—1
84. [ ————=dz. V:C — —_.
= ’ Z kG
1 — cos (3z?) 32k 4k—2

. N — . — — k+1—
85. [ ——g 5 —da. v.c+k§1( 1) TR @
1

86. f00.5 In(3+ x)dz. V:InV3+ kzl (71)k+1 :

(k/3 + 1) 3Rk/3+1"

sh (2x) o) 22’“;1552’”1
87. [y, Vi C .
J e T X3k 2k 1)
1 1—ch (3z) X 32k

88. ————dx. V:-— —_ .

Jo =5 2 E=2) @)
89. Leidke funktsiooni arcsinz Maclaurini rida. Lahtuge seosest arcsinz =
IS dx (2k — 1)1 g2k +1
O Vi—=z 2k k! (2k 4+ 1)
90. Leidke funktsiooni In (1 + z) Maclaurini rida. Liahtuge seosest In (1 + z) =

> ja avaldage integraal astmerea abil. V: z + > 7,

+ d
J: v 4 ja avaldage integraal astmerea abil.

0142

91. Leidke funktsiooni arctanz Maclaurini rida. Léhtuge seosest arctanz =
d 2k+1

Iy wa? ja avaldage integraal astmerea abil. V: 37°  (—1)" ka‘ T

Ulesannetes 92-95 leidke astmeridade abil diferentsiaalvorrandi erilahend voi
ildlahend.

< @+’
92. y+y==z,y-1)=1. V:1-2(x+1)+3> (-1) o
k= .
oot _1
93. ¢y —2y=¢€% y(0)=1. V: Y —-—"2k
= k!
0 k
94, i —y' =0. V:Co+ (C1—Co)a+Cs S (—1)F %
k=2 -

& 22k$2k
2R

95. y" +4y=0, y(0)=1,y(0)=0. V: > (-1)
k=0
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Ulesannetes 96-99 leidke Maclaurini arenduse abil tipsusega 10~4. Millist jérku
osasumma annab juba sellise tdpsuse?
96. Ve3. V:4.4817,9. 97. sin0.1. V:0.0998, 3.
98. cos0.2. V:0.9800,2. 99. ¥/1000. V:1.9953, 1.
Ulesannetes 100-111 arendage funktsioon f(x) Fourier’ ritta vahemikus (a,b)
2l-perioodilise trigonomeetrilise siisteemi jargi.
100. f(z)=e7 %, (—m;7), l=m.

_shm  2shm X (—1)*
Ve T + T k§11+k2
101. f(x) = e**, (—m;m), L=

, o 1k
V:25117T(c17r){21a+2 (=1) (acoskx—k‘sinkx)}.

(coskx + ksinkz) .

=1 a2+ k2
0o (_1)/€+1
102. f(z) =z, (—mym), l=7. V:23 . sin kz.
k=1
2 m? o (_1)k
103. f(z) =2*, (—mym), l=m. V: §+4 > 2 cos kx.
k=1
2shr &= (1) k
104. f(z) =shz, (-mmn), l=7m. V: - kZ::1 21 sin kx.
h oo (—=1)F
105. f(z) =chz, (—m;ym), Il=7. V: STW (1—1—2}6_1 ]5;2_'_)1 coskx) .
106. f(x) =sinazx, (—m;m), | = V: 2siman i (71)kksinkx
. =sinaz, (-m7), l=m. Vi — OB .

b
Il
_

2asi 1 = (-
107. f(x) = cosazx, (—m;mw), l=m. V: SSRAT > fz ) kcoskx).

108. f(x) = (m —x) /2, (0;27), l=m. V: i": smkkx'
k=1
- . B 4 = sin((2k+ 1) )
109. f(z) =sgnz, (=1;1), l=1. V: p ;O 2k +1

k
(
110. f(x)=1—|z|, (=1;1),1=1. V:05+ — S =T I
f@)=1-lal, (-1:1) I
111. f(z) = H(x) —2H(z — 05) + H(x — 1), (-1;1), I = 1, kus H(z) on
Heaviside’i funktsioon.

k
1 2 sin 1+(71)16720os—7r
V: =37 2 2 cos (knz) + ? 2 sin (knz).
T
112. Arendage funktsioon x koosinusritta vahemikus (0; ) 27-perioodilise trigonomeetrilise

cos(2k= 1)z

2k —1)*
113. Arendage funktsioon (7 — x) /2 koosinusritta vahemikus (0;7) 2m-perioo-
T 2 oo COs(2k+1)x
—+ = A S A
PREPRE (2k +1)°

T 4
slisteemi jirgi. V: 5> Sy
m

dilise trigonomeetrilise siisteemi jargi. V:



146 PEATUKK 2. READ

114. Arendage funktsioon cos z siinusritta vahemikus (0; 1) 2-perioodilise trigo-
nomeetrilise slisteemi jargi.

o F <1 +(=1)" cos 1)
Y: 2 ey 27 1 sin (kmx) .
Ulesannetes 90-94 leidke funktsiooni f(z) Fourier’ teisend.
' -1
115. f(z) = H(z) — H(z —1). V: Slnw+l_cosw '

116. f(x) = (1 — |z|) (H (I"Fl)*H(;*l)). Vu:12(1cosw)/(w2)1.
117. f(z) = (gn:z:) (Hix4+a)—H(x—a)) (a>0).V: 9T 2
118. fl( z)=e " (H(z)—2H(x —0.5)+ H(z —1)).

V: T (1+(cosw—isinw)/e—2(cosO.5w—sin0.5w) /\E) .

119. f(z) = (H(z + ) — H(z — 7)) sinz. V: 215‘2“7_(71“’)

120. Leidke funktsiooni g(w) = H(w+27) — H(w+7) + H(w —7) — H(w — 27)
sin (27z) — sin (7x)

Fourier’ p6drdteisend. V:
121. Leidke funktsiooni

T

22, kui |z <1,
f(m){ 0, kui |z| > 1
Fourier’ koosinusteisend. V:v/2 (w2 sinw — 2sinw + 2w cos w) / (ﬁw?’) .
122. Leidke funktsiooni
| =z, kuiz e [-2;2],
fl@) = { 0, kui x € (—o0; —2) U (2; +00)

Fourier’ siinusteisend. V: 2v/2 (sinw cosw — 2w cos® w + w) / (y/7w?) .



Peatukk 3

Integraalarvutus

3.1 Kahekordse integraali definitsioon.
Omadused

Olgu D piirkond xy-tasandil. Radkides selles peatiikis moistest piirkond,
eeldame, et tegemist on kinnise, mootuva, tokestatud hulgaga. Olgu funktsioon
f(z,y) méédratud piirkonna D igas punktis P (x,y), lihidalt f(P). Jaotame
piirkonna D tiikiti siledate joontega n osapiirkonnaks D; (i = 1;...;n)

T

Olgu AS; osapiirkonna D; pindala ja d; selle piirkonna libimodt, s.o suurim
kaugus piirkonna D; kahe punkti vahel. R6hutame, et

maxd; — 0 = n — oo.

Valime igas osapiirkonnas D; suvaliselt punkti P; (§;,7;) , kusjuuresi = 1;...;n.
Moodustame integraalsumma

Z f(P)AS;. (3.1.1)
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Mairkus 1. Kui f(P) > 0 (P € D), siis suurus f (P;) AS; on piistsilindri,

mille pohjaks on piirkond D; ja kérguseks f (F;), ruumala ning integraalsumma
(3.1.1) on piistsilindrite ruumalade summa.

Definitsioon 1. Kui eksisteerib

max d; —0

=1

mis ei s6ltu piirkonna D osapiirkondadeks D; jaotamise viisist ja punktide P; €
D; valikust, siis seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f(z,y) kahekordseks
integraaliks ile piirkonna D ning téhistatakse siimboliga

é/f(w,y)ds

ehk liihidalt [[,, f(P)dS, st
def. .
[[ stpyas i 31 (R85
D =

kus f(P;) = f (& mi)-

Kasutatakse ka téhistusi [[;, fdxdy ja [[, fdS. Kui 3 [[, f(P)dS, siis
oeldakse, et funktsioon f(P) on integreeruv piirkonnas D ja tahistatakse f (P) €
1(D).

Mérkus 2. Kui f(P) >0 (P € D) ja f(P) € C(D) ning

Q={(z,9,2) | (z,9) e D)AN (0 <z < f(x,9))},

siis piirkonna Q ruumalaks Vg nimetatakse suurust

Vo & / / F(P)dS.
D

Paneme kirja moningad kahekordse integraali omadused.
Lause 1 (vt [9], lk 267). Kui funktsioon f(P) on pidev piirkonnas D, siis
f (P) on integreeruv selles piirkonnas, st
f(P)eC(D)= f(P)eI(D).
Mérkus 3. Funktsiooni f (P) pidevus piirkonnas D on piisav, kuid mitte
tarvilik tingimus funktsiooni f(P) integreeruvuseks selles piirkonnas.

Lause 2. Piirkonnas D on konstantne funktsioon 1 integreeruv, kusjuures
integraali védrtuseks on piirkonna D pindala Sp, st

(1eI(D)) A //ldS=SD
D
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Toestus. Et vastav integraalsumma

i 1~ASi:iASi:SD
i=1 i=1

on konstantne suurus ja konstantse suuruse piirvdirtus on see suurus ise, siis
Lause 2 véide kehtib. O

Lause 3. Kui eksisteerib kahekordne integraal [, f p f(P)dS jacon konstant,
siis eksisteerib ka [[,, ¢ f(P)dS, kusjuures

// cf(P)dS:c//f(PdS

Toestus. Kuna funktsiooni ¢ f(x,y) integraalsumma korral

n n

Do cf(Gm) AS; =Y f (& mi) AS;

i=1 i=1
ja

n

// cf(P)dS = lim cf (P,)AS; =

max d; —0 4
D =

= lim cif(P)AS:

max d; —0

i 3 a5 = [ s

siis Lause 3 vaide kehtib. O

Lause 4. Kui mtegraahd [, f(P)dS ja [[,g(P)dS eksisteerivad, siis ek-
sisteerib integraal [[, (f(P)+ g (P )) dS kusjuures

[[ e sgwenas= [[ rpas [[apys
D D D

Toestame Lause 4 vaite

n

J] P ra@nas= tm S (7P +a(R) ASi -

max d; —0 4

max d; —0

= lim (Zf AS+ZQ )

_ | kui molemast liidetavast piirvdartus eksisteerib, |
siis summa piirvadrtus on piirvairtuste summa
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— lim Zf ) AS; +ma£g:0;g(P)A5:

max di~>0

://f(P)dS—l—//g(P ds

Lausetest 3 ja 4 jareldub kahekordse integraali lineaarsuse omadus.
Lause 5. Kui D = D; U Dyy, kus Dy N Dy koosneb vaid piirkondade
Dy ja DI 7 Uhistest rajapunktidest ning eksisteerivad integraalid [/ D, f(P)dsS,

ffD” P)dS ja [[}, f(P)dS, siis
//f )ds — //f dS+//f (3.1.2)
Dir
Toestus. Esitame integraalsumma kujul
S f AS_Zf ) AS; + Z f(P, (3.1.3)
i=1 i=ny+1

kusjuures piirkonna D osapiirkondadeks jagamisel on iihe joonena kasutatud

piirkondade Dy ja Dy iihist rajajoont ja osapiirkonnad Dy, ..., D,, on saadud
piirkonna D; jaotamisel ning Dy, +1,...,D, on saadud piirkonna Dj; jao-
tamisel. Et

ma}jggo; F(P)AS; = / / F(P)dS
= D

ja piirprotsessis max d; — 0 eksisteerib piirvidrtus molemast seose (3.1.3) pare-
mal poolel esinevast summast, siis piirvaartus summast on piirvadrtuste summa
ning

ma)lclgn—)O Z f - ma)lcltIin—>0 Z f AS +

+ ma)lclgnHO Z f (P ) AS

i=njy+1

st seos (3.1.2) kehtib. O
Lause 6. Kui eksisteerivad integraalid [, f(P)dS ja [[, g(P)dS ning

f(P)<g(P) (PeD), (3.1.4)

//f(P)ng//g(P)ds. (3.1.5)

Toestus. Et integraalid [[,, f(P)dS ja [[, g(P)dS eksisteerivad, siis ka-
hekordse integraali definitsioonis esmevad purvaartused ei soltu piirkonna D

siis
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osapiirkondadeks D; jaotamise viisist ja punkti P; € D, valikust. Seega on
voimalik nende integraalsummade koostamisel kasutada iihist piirkonna D osa-
piirkondadeks D; jaotamist ja punkti P; € D; valikut. Et seose (3.1.4) pohjal
saame f (P;) < g (P;), siis rahuldavad integraalsummad vorratust

Zf AS<Z

Vattes viimase vorratuse molema poole piirviirtuse

n

lim Z F(P)AS; < lim Z g (Py) AS;,

n— o0, max d; —0 4 n—o0, max d; —0

i=1

saame Lause 6 viite. (]
Lause 7. Kui eksisteerib integraal [[, f(P)dS ja
m< f(P) <M (P e D), (3.1.6)

kus m ja M on konstandid, siis

D

Toestus. Konstantne funktsioon kui pidev funktsioon on integreeruv. Seosest
(3.1.6) jareldub Lause 6 pohjal vorratuste ahel

é/mdsgé/f(P)dsgé Mds.

Viimasest ahelast saame Lausete 2 ja 3 abil Lause 7 viite. |

Jéareldus 1. Kui funktsioon f(P) on pidev sidusas piirkonnas D, siis leidub
piirkonnas D selline punkt @, et

/ / F(P)dS = (Q) - Sp. (3.18)
D

Toestus. Raakides selles peatiikis moistest piirkond, me eeldame vaikimisi,
et tegemist on kinnise tokestatud mootuva hulgaga. Kinnisel tokestatud sidusal
hulgal omandab pidev funktsioon ekstremaalsed véidrtused ja iga vadrtuse nende
ekstremaalsete vadrtuste vahel. Seega leiduvad piirkonnas D sellised punktid P;
ja Py, et

f(Pr) = min f(P),  f(P2)= }raneaxf(P).

Rakendame Lauset 7, vahdes m = f(P1) ja M = f(P,). Saame

min f(P)-Sp < //f )dS < max f(P)- S

PeD PeD

Kuna kinnisel tokestatud sidusal hulgal D pidev funktsioon f(P) omandab iga
vadrtuse ekstremaalsete vadrtuste vahel, siis leidub selline punkt @ € D, mille
korral kehtib seos (3.1.8). O
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3.2 Kahekordne integraal ristkoordinaatides

Definitsioon 1. Piirkonda D xy-tasandil nimetatakse requlaarseks, kui te-
ma raja I' koosneb 16plikust arvust pidevatest joontest tiiiipi

y=¢(x) voiz =1 (y).
Definitsioon 2. Regulaarset piirkonda
D=A{(z,y) [(a<z<b)N(p(x) <y<(x)}, (3:2.1)

kus funktsioonid ¢(x) ja 9 (z) on mingid pidevad funktsioonid 1Gigul [a,b],
nimetatakse normaalseks piirkonnaks zy-tasandil (z-telje suhtes).

Analoogiliselt defineeritakse normaalne piirkond

D={(z,y) [(a<y<b)A(py) <z < ()} (3.2.2)

/ /D F(P)dS, (3.2.3)

kus D on regulaarne piirkond. Uurime selle integraali arvutamise kolme juhtu.
1°0Olgu D = {(z,y) : (a <z <b) A (c <y <d)}, st D on ristkiilik, mille kiiljed
on paralleelsed koordinaattelgedaga

y-telje suhtes.
Eksisteerigu integraal

Yy
A
y=d
d TYm
Yi 1
r=a Di; r=0>
UFs .
Pg‘v j
Yj—1 1 (& m;)
c 1 Y%
y=c
| ; , , ! - T
a==xy Ti-1 & Ti  b=uxy

Integraali (3.2.3) olemasolust jareldub, et vastava integraalsumma piirvaértus ei
soltu piirkonna D osapiirkondadeks jaotamise viisist ja punktide valikust osapiir-
kondades. Kasutame seda jérgnevas. Olgua =29 < 21 < ... < Tp_1 < T = b
jac=yo<y1 <...<Ym-1 < Ym = d. Jaotame ristkiiliku sirgloikudega

{@y) l@=c)Ale<y<d}i=1,....k—1)
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ja

{(y) |y=y)Ala<z<b)}(i=1,...,m-1)
n osapiirkonnaks

Dij={(2,y) [(@im1 Sz < @) AN(yj—1 Sy <yj)},
kusjuures n = km. Kui tdhistada Ax; = z; — 2,01 (i=1,...,k) ja
Ayj=y; —yj—1 (j=1,...,m), siis

ASiyj = Axiij, di,j = (Al‘z)2 —|— (Ay])2
RGhutame
maxd; ; —» 0 = (k,m) — (00,00).

Valime piirkonnas D; ; punkti P; ; (&;,7;). Saame

k. m
//Df(P”S: im  SOS f(gm) Anidy, =

max d;, j—0 4 c
=1 j=1

| kui eksisteerib funktsiooni piirvéértus, |
o siis eksisteerib korduv piirviartus o

kK m
= lim lim NN (&) AziAy; =

max Az; —0 max Ay; —0 4 ‘
i=1 j=1

lim Zmz lim " f(&,m) Ay; =

max Az; —0 max Ay; —0 =

lim ZA:@/ f (&, y)dy =

max Az; —0

k
- [g@c) = / f () dy] = e 290600 =

/b ()dx*/ </ fxydy)dx
e rens

Analoogiliselt saab néidata, et [[,, f(P)dS = f dy f f (z,y) dz. Sonastame
saadud tulemuse.

Lause 1. Kui f(P) € C(D), kus D = {(z,y) |[(a <z <b)A(c<y<d)},
st D on ristkiilik, mille kiiljed on paralleelsed koordinaattelgedaga, siis

[] seas /dm jf oy /dy jf oy 24
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RGhutame, et integraali fcd f (z,y) dy arvutamisel kisitletakse suurust z kui
konstanti.

Niide 1. Olgu D = {(z,y) |1 <2z <3)A (-2 <y <1)}. Arvutame integ-
raali [[,, (1+ —y)*dS.

Skitseerime piirkonna D :

y A
y=1
1
:I/.‘
D
z=1 =3
-2
y=-2
Funktsiooni z = (14 z —y)® pidevusest piirkonnas D jireldub vaadeldava

kahekordse integraali olemasolu. Lause 1 pohjal saame

//D(l—kw—y)%lS:/13dx/_12(1+x_y)2dy:

| sisemise integraali all késitletakse _
~ | muutujat z kui konstantset suurust |

/13dx/12(1+9c y)’d(1l+z—y) =

2l
_/3 (14+z—y)°
=)

——:15/13 {(1+m—1)3—(1+$+2)3} dx =

dr =
—2

3
-80. ¢
1

;/ 28— 8] de = & (2~ @+ )"

20 Olgu z-teje suhtes normaalne integreerimispiirkond D antud seosega
(3.2.1). Selle kdverjoonelise trapetsi alused on paralleelsed y-teljega. Leiduvad
sellised arvud m ja M, et m < ¢ (z) <Y (x) <M (a <z <)
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y Y= M
Mfff
y =) ,
r=a xr =
/
D
y = p(z)
miiii
\ y=m \ x
a b -
Olgu
Do ={(z,y) [(a<z<b)A(m<y< M)}
ja

def. [ f(P), kui P € D,
9(p) = { 0, kui P € Dp\ D.

Eelduse (3.2.3) pohjal eksisteerib [[,, g(P)dS. Definitsiooni 3.1.1 abil saame
et 3 ffDD\Dg P)dS = 0. Seega Lause 3. 1 5 pohjal eksisteerib ffD P)ds,

kusjuures

I otriis= [ seris s [, o =[] sce

Rakendame Lauset 1

b M
// g(P)dS:/ dx/ g(z,y)dy =
Dn a m
b p(z) P (x) M
/dx / g(z,y dy+/ g(x7y)dy+/ g(z,y)dy | =
m o(x) ¥(@)

b o (=) () M
—/dm(/ 0dy+/ f(x,y)dy-i—/ 0dy>:
»(2) P(z)
w(w
L
e(x)

Sonastame toestatu.

Lause 2. Kui 3 [, f(P)dS ja piirkond D on antud seosega (3.2.1), siis

//f(P)dS:/bda: /f(a:,y)dy. (3.2.5)
D a
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Maérkus 1. Kui 3 [, f(P)dS ja piirkond D on antud seosega (3.2.2)

siis
b Y(y)

//f(P)dS:/dy f(z,y) da. (3.2.6)
D )

a Py

Niide 2. Olgu piirkond D méératud joontega x = 0, z = 2, y = 2z — 22
jay=4—z,st D={(z,y) [(0<z<2)A (22 —2? <y <4—2z)}. Arvutame
ffD (1+ zy)dS.

Skitseerime selle piirkonna D

Y
4
y=4—=x
3
2 D
z=0 5 ) x=2
ly=2z -z
, T
1 2

Lause 2 abil saame

2 4—x 2

//(1+:Cy)d5=/da: / (1+ccy)dy:/dz (y+x2y2> =
D 0

2z—1x2 0 2 — 2
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/((4x)+W(2xm2)W>dx

5
:/ 4+5x—3x2—§x3—x—+2x4 dr =
2 2
52 3 28 225 2 172
= 4 —_— 3—74—7 _— = —.
<x+2 T8 T2 5)0 TR

30 Integreerimispiirkond D on sirgldikudega, mis on paralleelsed kas z- voi y-
teljega, jaotatav 15plikuks arvuks tiiiipi 1° voi 2° normaalseteks integreerimis-
piirkondadeks. Lause 3.1.5 on {ildistatav ka juhule, kui piirkond D on jaotatud
m osapiirkonnaks. Selle iildistuse abil saame

/ / f(P)dS:zil: / / F(P)dS, (3.2.7)

kusjuures iga liidetava korral on rakendatav kas Lause 1 voi Lause 2.

Naiide 3. Olgu
D = {(1‘73/) <x\3/§§y§x\/§> /\(m2+y2§1)}-

Paigutame rajad integraalis [[,, f(x,y)dS.
Integreerimispiirkond D on sirgega « = 0.5 jaotatav kaheks osapiirkonnaks
tiitipi 2°

yk

Valemite (3.2.7) ja (3.2.5) abil saame
JJ 1ry)dS = [[ f(ey)dS + [] (@, y)dS =

Dir

0.5 zV/3 V3/2 Vi—z2
= [dz [ flz,p)dy+ [ dz [ flz,y)dy. O
0 ov3ys 05 ay3/3
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3.3 Muutujate vahetus kahekordses integraalis

Vaatleme muutujate vahetust

x=x(u,v)
{ y =y (uv) (u,v) € A (3.3.1)

kahekordses integraalis [[,, f(z,y)dzdy. Eeldame, et teisendus (3.3.1), mis tei-
sendab uv-tasandil asetseva piirkonna A xy-tasandil paiknevaks piirkonnaks D,

A

Yy v

on regulaarne, st
1) teisendus (3.3.1) on iiksiihene,
2) osatuletised x, (u,v), Ty (u,v) , Yy (u,v) ja y, (u,v) on pidevad piirkonnas A,

3) teisenduse (3.1) jakobiaan

Ty Ly
Yu Yo

) def.

J(u,v #0 ((u,v) € A).

Kehtib jargmine véaide.

Lause 1 (vt [9], lk 282-285). Kui funktsioon f (x,y) on pidev piirkonnas
D ja teisendus (3.3.1) on regulaarne piirkonnas A ning teisendab piirkonna A
piirkonnaks D, siis

// flz,y)dady = // fz (u,v),y (u,v)) | J (u,v)] dudv. (3.3.2)
D A

Maérkus 1. Valem (3.3.2) kehtib ka juhul, kui teisendus (3.3.1) ei ole regulaarne

16plikus arvus punktides voi 16plikul arvul joontel, mille pindala on null.
Vaatleme iileminekut polaarkoordinaatidele, kus teisendus (3.3.1) on kujul

(r2rmme pea

y=psing
ja
T, X —psing cosp
J(p,p)=1] "% 7F | = . =— 0,
(¢, p) e ‘ pcosy  sing p#
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kui p # 0. Lause 1 ja Mérkuse 1 abil saame

// f(w,y)dwdy=// f(pcosp, psinp)pdpdp. (3.3.3)
D A

Kui piirkond D on polaarkoordinaatides piiratud kiirtega ¢ = « ja ¢ = (3 ning
koveratega p = p1 () ja p = p2 (),

A

=0
p=p2(p)
D —_
\\ \L/ y=«
p= Pl(ﬁ
siis saame valemile (3.3.3) kuju
B p2(e)
//D f(z,y)drdy = /dw / f(pcosp, psinp)p dp. (3.3.4)
a  pi(e)

Niide 1. Arvutame kahekordse integraali [ p arctan J dx dy, kus
x

Skitseerime piirkonna D

p=m/2 © = arctan /3

D @zarctang
p=3
p=1 ©=0

Et piirkonna D rajajoonte osad paiknevad joontel, mille vorrandid polaarkoor-
dinaatides on ¢ = 7/6, ¢ = 7/3, p = 1 ning p = 3, siis valemi (3.3.4) abil
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saame
/3 3 )
// arctan 2 dz dy = /dcp/p arctan 220 g
x pCos
D /6 1
m/3 3 ™/3 3
= /dso/wdp= /w@/pdp:
/6 1 w/6 1
1 /n? 2 1
= =-= —1) = =—72.
1 < 9 36> O-1)=5m ¢

Niide 2. Leida kahe ringi 22 +3? < 4z ja x? +y? < 2y iihisosa D pindala.
Skitseerime D

yl
p:

(p = arctan 2

V8

Integraal [}, dz dy annab Lause 3.1.2 pohjal piirkonna D pindala. Kontrollige,
et ringjoonte 22 +y2 = 4z ja 22 +y? = 2y vorrandeiks on polaarkoordinaatides
vastavalt p = 4cosy ja p = 2siny. Et

4dcosp =2siny = ¢ = arctan 2,

siis voime ringide {ihisosa jaotada kiirega ¢ = arctan 2 kaheks osapiirkonnaks.
Esimene neist on méaratud kiirtega ¢ = 0 ja ¢ = arctan 2 ning joontega p = 0 ja
p = 2sin . Teine on madratud kiirtega ¢ = arctan?2 ja ¢ = 7/2 ning joontega
p=0jap=4cosp.
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Rakendame molema osa jaoks valemit (3.3.4) eraldi. Saame

arctan 2 R w/2
2sin ¢ 4cos
Sp = [[dxdy = / de [ pdp+ / dp [ pdp=
b 0 0 arctan 2 0
arctan 2 9 12sin ¢ /2 2 14 cosp
_ / do n / o _
2 0 2 0
0 arctan 2
arctan 2 /2
= / 2sin? pdyp + / 8 cos? pdp =
0 arctan 2
arctan 2 /2

(1 — cos2p)dp + / 4(1 + cos2p)dp =

arctan 2
sin 2¢
L

= 2w — 3arctan2 — 2. &

[}

arctan 2
/2

+ (4<)0 +2 sin 2<p)|arctan2 =

0

3.4 Kahekordse integraali rakendused

3.4.1 Tasandilise pinnatiiki pindala arvutamine

Kui D on kinnine tokestatud iihelisidus hulk zy-tasandil, siis Lause 3.1.2

Sp = / / dady. (3.4.1)
D

pohjal

Niide 1. Leiame joontega y = z? ja y = x + 2 miiratud piirkonna D

pindala.

Skitseerime piirkonna D
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y=x+2

Et

— 52
{ yy:a:iz = Pi(-1;1), P (24),

siis valemi (3.4.1) abil saame

2 z+2 2
SD://d:Edy:/dx dy:/(Qerfo)dx:
D S g2 el
1, 1\* 9
2(2:1: +2x—3x)1:2. &

Naiide 2. Leiame joontega

\/f-k\/%:l (a,b6>0), 2=0,y=0

piiratud piirkonna D pindala.
Skitseerime piirkonna D
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Valemi (3.4.1) abil saame

_ 4
kasutame muutujate vahetust T=apeos @

y = bpsin® ¢
Sp = dxdy = =
i // ’ A={(po)|(0<p<D A (D<@ </2)},
D D «—— A, J = 4dabpcos® psin® ¢
/2 1 /2
= /d(p/4abpcossgpsin3<pdp:2ab/cos3<psin3apd<p:
0 0 0

/2 /2
b b
Y O [
0

0
= —a—b cos 2p — cos” 2¢
- T3

/2 ab

0 8

4 ab
ERE

3.4.2 Keha ruumala arvutamine

Olgu keha méidratud ruumis R piirkonnaga Q. Kui f(P) > 0 (P € D) ja
f(P) e C(D) ning

Q=A{(z,y,2) | (z,y) e D) AN (0 < 2 < f(z,9))},
siis Markuse 3.1.2 pohjal avaldub piirkonna 2 ruumala Vg kujul
Vo = //f(P)dS. (3.4.2)
D
Toestage jargmine viide.
Lause 1. Kui f(P), g(P) € C (D) jag(P)> f(P) (P € D) ning
Q={(z,y,2) | ((z,9) e D) A (f (z,9) <z < g(x,9))},

siis piirkonna €2 ruumala Vg avaldub kujul

Vo = é / (g (P) — f(P))ds. (3.4.3)

Niide 3. Leiame pindadega z = 22432 ja z = x4y médratud keha ruumala.
Olgu f (z,y) = 22 +4? ja g (z,y) = = + y. Kuna

{ z=x2 4y [ elimineerime }
= .
z=T+y muutuja z

22+l —z2-y=0% R 2+ 1 2—1
Y Y= B Y 2 Y
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siis (veenduge)
D={G@y|@-1/2"+@y-1/2° <1/2}
ja
r+y, 2 +y*€C(D), z+y>2*+y* ((v,y) €D).

Lause 1 tingimused on tdidetud. Valemi (3.4.3) pohjal saame

Vo= [[to(P) = sPas = [[ (e —a? - 12)as -
D D

J=p
_ $—1/2+P005W$x2+y2—x—y:0@ =

=1/2 3|
Y / + psine @pzx/i/Q

27 V2/2

1 1 s
d ——p ) pdp=21-— ==
/‘P/n<2 P)PP T 163 ¢
0 0

3.4.3 Pinnatiiki pindala arvutamine

Definitsioon 1. Vorrandiga z = f (z,y) ((x,y) € D) esitatud pinda ¥ nimetatakse
siledaks, kui

fe(x,y), fy(2,y) € C(D).

Lause 2. Kui D on normaalne piirkond ja vorrandiga z = f (z,y) ((z,y) € D)
esitatud pind X on sile, siis tema pindala Sy, on leitav valemiga

S = /3 [V (@) + ()P, (3.4.4)

Toestame Lause 2 juhul, kui
Do =A{(z,y) [(asz<b)A(c<y=<d)}.
Jaotame piirkonna D r osapiirkonnaks
Dij={(z,y) [(wi-1 Sz < @) A(yj-1 Sy <y;)},
kusjuures

a=x0<T1 <...<Tp1<Tp=0b
c=Yo <Y1 <...<Yg—1 <Yg=4d
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jar=pq. Olgu Az; =2;—x;—1 (i=1,...,p)jaldy; =y; —yj—1 (=1,...,q)
ning AS; ; = Axz;Ay;. Valime piirkonnas D; ; punkti (&;,7;). Piirkonna Dp
jaotusele osapiirkondadeks D; ; vastab pinna X jaotus osapindadeks

def.
i =@y, 2) [((z,y) € Dy, j) Az = f(z,9)) }
Pinna 3;; punktis P; ; (&,n;, f(&,n;)) lelame puutujatasandi
— f(&ismy) = fo(&ny) (@ = &) + fy(&iimy) (y —mj5) -
Vaatleme selle tasandi osa

T, def. ((z,y) € Dy, j) A

v {“’W)‘ Az = F(&my) = Fol&omy) (@ = &) + Fy(Emy) (y — ) }

Seega D; ; — X;; — T;;. Vorrandiga z = f(z,y) ((z,y) € Do) esitatud sileda
pinna ¥ pindalaks nimetame suurust

p q
Sy, et » > Z St (3.4.5)

(max Ax,, max Ay])—>(0 0

kus S7,, on tasanditiiki 7;; pindala. Vektor n = (—fx(&,n;), —fy(&,n;), 1) on
pinnatiiki 3;; normaalvektor punktis P; ; (&;,n;, f(&,m;)) . Veenduge, et

St,; cos (rﬁ) =AS; ;,
kus k =(0;0;1) on z-telje suunaline {ihikvektor. Kuna

— n-k 1
cos (n, k) = = ’
() = R JUel€om)? + Gyl +1

siis

AS;
Sty = —22 1 (&) + (fy () AaiAy,
cos (n k)

ja seose (3.4.5) pohjal

Sy = lim > z V1 Fal&m)? + (& my)) Ay,

(max Az, max Ay;)—(0;0) j=1 j=

= [V (e + (Fy () Pdady,

st ristkiilikukujulise piirkonna D korral Lause 2 viide kehtib. [
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Niide 4. Leiame piistsilindri 22 + y? = R? sees paikneva podrdparaboloidi
z = 22 + y? osa pindala.
Skitseerime joonise

Olgu D = {(z,y) |JU2 +y* < R?}.Kui f(z,y) = 2® +y?, siis f, (z,y) = 2z ja
fy (z,y) = 2y. Veenduge, et on tédidetud Lause 2 eeldused. Valemi (3.4.4) pdhjal
saame

27 R
Sy = // \/1+ (22)° + (2y)°dady = /dcp/\/l + 4p2pdp =
D 0 0

2
1 3
=— [ d 1+ 4p2
15 | dv V(1 +4p%)
0

R
:”( (1+4R2)3—1). o
, 6

Definitsioon 2. Parameetriliste vorranditega

x =z (u,v)
y=1y Eu,v; (u,v) € A (3.4.6)

antud pinda ¥ nimetatakse siledaks, kui funktsioonid z (u,v), y (u,v) ja z (u, v)
koos oma esimest jarku osatuletistega on pidevad ning

2
LTy Yu
x/l) yU

Yu Zu

2
’ Yv 2v

piirkonna A igas punktis.

Kehtib jargmine vaide (tdpsemalt vt [9], 1k 297-299).

Lause 3. Kui parameetriliste vorranditega (3.4.6) antud pind ¥ on sile ja
vastavus piirkonna A ja pinna ¥ vahel on iiksiihene, siis

o = // \/(-Tuyu - Cvau)2 + (2ulo — zvyu)2 + (20Ty — Zuxv)QdUdv- (3.4.7)
A
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Markus 1. Lausest 3 jareldub Lause 2.
Toestus. Pinna vorrandit z = f (z,y) ((z,y) € D) saab esitada parameetri-
lisel kujul (3.4.6), valides

r=u,y=v, z= f(u,v) ((u,v) € A=D).

Sel korral saame
Ty =1,2,=0, y. =0, y =1
ja
ToyYv — TolYu = 1a ZulYv = ZolYu = Zu = 2z, Ty T Zuly = Zy = 2y
ning véide (3.4.7) omandab kuju (3.4.4). O

Mairkus 2. Kui parameetriliste vorranditega (3.4.6) antud sileda pinna X
korral on vastavus piirkonna A ja pinna X vahel iiksiithene ja muutuja z on
avaldatav muutujate z ja y kaudu z = z(z,y), siis viide (3.4.4) on esitatav
kujul (3.4.7).

Toestus. Antud eeldustel on tdidetud Lause 2 tingimused (veenduge!). Leia-
me

z=z(x,y) =z (x(u,v),y (u,v)) = [rakendame Lauset 1.5.2] =

Zulv — ZolYu
Zy = ZzTqy + ZyYu, g =
ToylYv — Tolu
= = ZypTy — ZyTy

Zy = 22Ty + 2 Zy = .
N L yyv TulYv — TolYu

Et teisenduse

x=x(u,v)
{ Y =y (u,v) (u,v) € A (3.4.8)

jakobiaan J(u,v) avaldub kujul
J(u,v) = uYy — TpYu,

siis Lausete 2 ja 3.3.1 pohjal saame

S = / [ () + (o) Pdndy =

2
// 1+ Zulo Zvyu> n (zvaﬁu zm) | dudv =
xuyv TyYu TyYv — TolYu

= // \/(wuyv - xvyu)2 + (Zuyv - Zvyu)2 + (zvxu - zumv)szd’U' O
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Niide 5. Leiame helikoidi (kruvipinna) osa

T = uCcosv
y=usinv  ((u € [0;R]) A (v € [0;27]))

pindala. See helikoid saadakse z-teljega ristuva kiire iihtlasel péorlemisel timber
z-telje ja samaaegsel nihkumisel selle telje sihis, st kruviliikumisel.
Skitseerime helikoidi selle osa

Leiame, et
T, = COS Y, Yy = SIN 0, zy =0,
Ty = —USINV, Y, =UCOSV, 2z, =1
ja
_ 2 S 2
Ty Yy — Tyl = U COS° U + usin® v = u,
Zulo — ZoYy = — SNV, 2y%y — 24Ty = COSV
ning

(xuyv - xvyu)z + (Zuyv - Zvyu)2 + (vau - Zuir'u)2 = u2 + 1.
Veenduge, et on tdidetud Lause 3 tingimused. Valemi (3.4.7) pohjal saame

2T

R
S’g://\/u2+1dudv:/dv/\/u2+1du:
A 0 0

B uw=sht, du=chtdt, t =In (u+ Vu?+1)
N u:0<—>t:O,u:R<—>t:ln(R+\/R2+1)

ln(R-&-\/R?-&-l) In(R+vRZ+1)
=2 / ch?tdt = / (1+ch2t) dt =
0 0



3.4. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED 169

In(R+VRZ+1)
h 2t
/ (1+ch2t)dt7r<t+s2 )
0

:W(R\/R2+1+1H(R+ \/R2+1)>. o

Naiide 6. Tooriks nimetatakse poordpinda, mis tekib ringjoone poorlemisel
selle ringjoonega samal tasandil asuva ning temaga mitteldikuva sirge iimber.
Leiame ringjoone (y — R)2 + 22 =712 (0 <r < R) pddrlemisel iimber z-telje

2
tekkiva toori (\/xz +y? - R) + 22 = r? pindala.
Skitseerime selle toori

In(R+vRZ+1)

Il
3

0

Veenduge, et

x = (R+rcosv)cosu
y=(R+rcosv)sinu ((u € [0;27]) A (v € [0;27]))
z =rsinv

on selle toori parameetrilised vorrandid. Leiame, et

Xy =— (R4 rcosv)sinu, y, = (R+rcosv)cosu, z, =0,
T, = —Trsinwcosu, Yy = —rsinvsinu, Zy = T COSV,
ja
TulYo — ToYu = 7 (sinv) R+ r?sinvcosv = rsinv (R + rcosv),
ZuYy — ZpYu = — (rcosv) (R + rcosv) cosu) ,
ZypTy — 2Ly = — (rcosv) (R +rcosv)sinu
ning

(xuyv - xvyu)z + (zuyv - Zvyu)2 + (zvxu - Zumv)2 = T2 (R =+ rcos U)2 .

Veenduge, et Lause 3 tingimused on téidetud. Valemi (3.4.7) pohjal saame

Sy ://\/7"2 (R + rcosv)*dudv Rzr //T(R—i-rcosv)dudv:
A A

2m 2m

z/du/r(R+rcosv)dU:47r2Rr. &

0 0
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3.4.4 Tasandilise kujundi mass, massikese ja
inertsmomendid

Olgu zy-tasandi piirkond D kaetud massiga pindtihedusega p(z, y). Nimetame
koorikuks keha, mille iiks mGode on teistest oluliselt viiksem. Seega on tege-
mist koorikuga, mis paikneb piirkonnas D ja on pindtihedusega p(x,y). Olgu D
jaotatud osapiirkondadeks D; (i =1;...;n). Olgu P; (§,n;) € D;. Kui AS; on
piirkonna D; pindala, d; piirkonna D; 1abiméot ja p(z,y) € C (D), siis vaadel-
dava kooriku massi m defineerime kui piirvaédrtuse

max d; —0

lim " p(P)AS;,
i=1

m = / / p(P)dS. (3.4.9)

Analoogiliselt leitakse kooriku staatilised momendid M, ja M, vastavalt z- ja

y-telje suhtes kui piirvadrtused

max d; —0

lim Z nip (§i,m:) AS;,
i=1

i=1

max d; —0
i

Saame

M, = // yp (P)dS, (3.4.10)
D

M, = // 2p (P)dS. (3.4.11)

Kooriku massikeskme koordinaadid x. ja y. avalduvad kujul
e = My/m, y. = My/m. (3.4.12)

Seega

T = %//xp (P)dS, (3.4.13)
D

Yo = %// yp (P)dS. (3.4.14)
D

Kooriku inertsmomendid I, ja I, vastavalt x- ja y-telje suhtes on piirvasrtused

n

lim Zﬂ?ﬂ(fiam) AS;,

max d; —0 4
=1
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n

lim & (&im) AS.

max d; —0 4
=1

Seega
I, = //yzp(P) ds, (3.4.15)
D
I, = // x?p (P)dS. (3.4.16)
D
Kuna kooriku inertsmoment /o nullpunkti O suhtes avaldub kujul
Io =1, + 1, (3.4.17)
siis
Ip = // (z® +y?) p(P)dS. (3.4.18)
D

Lause 4. Kui koorik on xy-tasandi piirkonnas D ja kooriku pindtihedus
p(x,y) € C (D), siis selle kooriku mass m on leitav valemi (3.4.9) abil, staatilised
momendid M, ja M, valemite (3.4.10) ja (3.4.11) abil, massikeskme koordinaa-
did z. ja y. kas valemite (3.4.12) vdi valemite (3.4.13) ja (3.4.14) abil ning inerts-
momendid I, ja I, valemite (3.4.15) ja (3.4.16) abil ning Io valemi (3.4.17) voi
valemi (3.4.18) abil.

Naiide 7. Olgu koorik xy-tasandi piirkonnas D, mis on méaératud joontega
y=2%jay =2+ 2 Olgu p(z,y) = 1+ x + y>. Leiame selle kooriku massi,
staatilised momendid, massikeskme koordinaadid ja inertsmomendid z-telje, y-
telje ning nullpunkti suhtes.

Piirkond D on skitseeritud Néites 1. Kasutame Lauset 4. Kooriku massi
saame valemi (3.4.9) abil

2 r+2
m://p(P)dS:/dx/(1+x+y2)dy=
D S g2
2

14 2 1
:/(3+7x+2x2—3x3—3x6>da€:

—1

(14 T, 2, 1, 1 .\* 153
<3x+2z+3x TR B

Staatilised momendid M, ja M, on leitavad vastavalt valemite (3.4.10) ja (3.4.11)
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abil
42
M, = // yp (P)dS = /dm/ 1+x+y)d
D
7 17 5 1 1 1 1989
1 T S B _ 1Y
/<6+12x+ 236 +2 4:10 2m 4x>d:1c 0
Z1
ja

2 x+2

/xp(P)dS:/dx/x(1+az+y2)dy=

—1 x2

M,

I Il
— T

14 a2 1 819
2, 12 3 4.4 L7 _ ol
<71’+3z+21’ 3£E Sx)dl’ 0

[

Massikeskme koordinaadid z. ja y. leiame valemite (3.4.12) abil

819 153 637

M
1089 153 91
c = \/iw = —— = —
4 /m="0!7 =10

Inertsmomendid I, ja I, saame vastavalt valemite (3.4.15) ja (3.4.16) abil

r+2

398 637
I, = 1 =
//yp )dS = /d:c/ +x+y)d 3030

42
4
y—//a:p )dS = /dz/ 1+as+y)dy:%.

Leiame inertsmomendi Io valemi (3.4.17) abil

ja

398637 549 483183
Iop=1,+1,= >0 227 _ .
o =300 T 0 3080 ¢

Naiide 8. Olgu a,b > 0. Leiame astroidiga

()

piiratud iihiktihedusega kooriku inertsmomendid I, I ja Io.
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Kasutame Lauset 4. Valemi (3.4.15) pohjal saame

kasutame muutujate vahetust
3 .3
— 2 _ Xr = apcos” g, y:b[)SII’l ©, B
fe= //y a5 = J = 3abp cos? psin? ¢, -
K A={(pp) [0<p<NA(0<p<2m)}

27

1 27
3ab®
= [ dy / 3abp cos? @ sin? pb?p? sin® pdp = aT /cos2 @sin® pdp =
0 0

0
b 21
= sab” L’]T = —_abr.
4 128 512

Analoogiliselt saame valemi (3.4.16) abil

I, = 21abr /512.
Seega leiame (3.4.17) pohjal

21 21 21
Io =1, + 1, = —ab’n + —a’br = —abn (a® + b?).
© Iy = ggab’n + ppa’tn = gabm (a8 4 17) ©

3.5 Kolmekordne integraal

Olgu ruumis Rz ehk lihtsalt zyz-ruumis antud piirkond (kinnine, tokestatud,
mootuv hulk) . Olgu piirkonna Q igas punktis P (z,y, z) médratud funktsioon
f(x,y,z). Jaotame piirkonna 2 tiikiti siledate pindadega n osapiirkonnaks €;
(i=1;...;n). Olgu AV, osapiirkonna €2; ruumala ja d; selle piirkonna labimdot.
Fikseerime igas osapiirkonnas ); suvaliselt punkti P; (§;,m:,¢) (i=1;...;n).
Moodustame integraalsumma

> f(&mivsi) AV
i=1

ehk lihidalt .
> (P AV
=1

Margime, et maxd; — 0 = n — oo.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvaartus

n

li P) AV,
maxl{rjril_)oi:zl f( Z) ‘/;7

mis ei soltu piirkonna €2 osapiirkondadeks 2; jaotamise viisist ja punktide P; €
Q; valikust, siis seda piirvidrtust nimetatakse funktsiooni f(z,y, z) kolmekord-
seks integraaliks iile piirkonna 2 ning téhistatakse stimboliga

/é/f(P) a.
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st

max d; —0

///f<P) av = lim zn: f(P) AV, (3.5.1)
Q i=1

kus f(F;) = f (&, mi> i) -
Olgu I(9Q) koigi piirkonnas € integreeruvate funktsioonide hulk. Kolmekord-
se integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali omadustega.

Lause 1. Kehtivad jargmised véited.
1. Funktsiooni pidevusest piirkonnas jireldub funktsiooni integreeruvus selles
piirkonnas, st
f(P)eC ()= f(P)el(Q).

2. Piirkonnas € on konstantne funktsioon 1 integreeruv, kusjuures integraali
vaartuseks on piirkonna 2 ruumala Vg, st

(1e1(Q) A///ldV:VQ.
Q

3. Funktsiooni f(P) integreeruvusest piirkonnas Q) jareldub funktsiooni ¢ f(P)
integreeruvus selles piirkonnas, st

f(P)eI(Q)=cf(P)eI(Q) (c-konstant),

/Q//cf(P)dV:c/Q// F(P)av.

4. Kui funktsioonid f(P) ja g(P) on integreeruvad piirkonnas 2, siis ka nende
funktsioonide summa on integreeruv selles piirkonnas ning summa integraal on
integraalide summa, st

kusjuures

(f(P),g(P) € I(Q)) = (f(P) +9(P)) € I(2) A

A (S G+ 9P aV = [[1 5P)V + 1T o(P)aV ).

5. Kui funktsioon f(P) on integreeruv piirkonnas €2 ja piirkond €2 on jaotatud ka-
he iihiseid sisepunkte mitteomava piirkonna 7 ja €;; summaks, siis funktsioon
f(P) on integreeruv piirkondades Qs ja ;5 ning funktsiooni f(P) integraal iile
Q) vordub integraalide summaga iile 7 ja Q;y, st

(fP) eI ( Q)N Q=0 UQ) =

= (f({f f(P)av = {sz f(P) dv+gf2ff £(P) dv>.
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6. Kui funktsioonid f(P) ja g(P) on integreeruvad piirkonnas € ja f(P) < g(P)
(P € Q), siis samasugust vorratust rahuldavad nende funktsioonide kolmekord-
sed integraalid, st

(f(P),g(P) e I () A (f(P) <g(P) (P €)=

= fof f(P)dv < fofg(P) dv.

7. Kui funktsioon f(P) on integreeruv piirkonnas € ja m ning M on sellised
arvud, et
m<f(P)SM (PeQ),

m.vgg///f(P)dng-vg.
Q

8. Kui funktsioon f(P) on pidev sidusas piirkonnas {2, siis piirkonnas €2 leidub

selline punkt @, et
][ 1rav = @) -ve.
Q
3.6 Kolmekordne integraal ristkoordinaatides

///f(P)dv, (3.6.1)
Q
s.o f(P) € I(2).

Definitsioon 1. Piirkonda 0 zyz-ruumis nimetatakse regulaarseks, kui
tema raja koosneb 16plikust arvust pidevatest pindadest

siis

Eksisteerigu integraal

z = z(z,y) voi y = y(z, z) voi z = z(y, 2).
Definitsioon 2. Regulaarset piirkonda

_ (CC,Z%Z)‘(alSxﬁag)/\(gol(x)gygs%(m))/\
0= { A (2,y) < 2 <o (,y)) } ) (3.6.2)

kus @1 (2), 92 (x) € Clay,a2] ja 1 (z,y) 91 (z,y) € C (prwa) ning pr,, Q2 on
piirkonna € ristprojektsioon zy-tasandil, nimetatakse normaalseks piirkonnaks
(zy-tasandi suhtes).

Defineerige analoogiliselt normaalse piirkonna moiste muutujate x, y, ja z
iilejadnud viie jarjestuse korral.

Nii nagu kahekordse integraali korral eristame kolme juhtu.
1% Analoogiliselt kahekordse integraali juhuga tdestage jirgnev viide.
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Lause 1. Kui funktsioon f on pidev risttahukas
Q={(z,y,2) [(a1 <z <a)A(b1 <y<b)A(c1<z<ea)},

st risttahuka tahud on paralleelsed koordinaattasanditega, siis

Jff o oo -

az

*fdxfdszxy, dy*fdyfd:cff:cy, 2)dz =

c1 b1 b1 ai c1

bo c2 as az
=[dy [dz [ f(z,y,z dx—fdzfdacffxy, dy =
by 1

ay c1 ai by

—?dzfdyaffxy,

c1 ay

Naiide 1. Olgu
Q={(z,y,2) |(0<z<DHA(-1<y<2)A(1<2z<2)}.
Arvutame integraali [[[ (1 +z —y+ z)dV.
Q

Lause 1 abil saame

fff I+z—y+2z)dV = fd:cfdyf l+z—-y+2z)dz=

1+x — 2’ — (4 +2)° (3+x)3)dx:

(1+x)4—x4—(4+x)4+(3+x)4)‘;=? &

I
=)
—
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20 Integreerimispiirkonna (3.6.2) ristprojektsioon xy-tasandil on koverjooneline
trapets

pr, 2= {(z,y) | (a1 <z < a2) A(pr (2) <y < a2 (2))},

kusjuures selle piirkonna poolt mairatud keha kiilgpind on osa piistsilindrist,
mille juhtjooneks on trapetsi pr,, 2 raja ja moodustajaks z-teljega paralleelne
sirge. Keha on alt ja ilalt piiratud vastavalt pindadega z = 1 (z,y) ja
z =1 (z,y) . Et Q on piirkond, s.o kinnine tokestatud madotuv hulk, siis leidu-
vad sellised arvud by, bs, c1 ja ca, et keha (2 asetseb risttahukas

Qo ={(z,9,2) [(a1 <z <a) A1 <y <b) A(cr <z< o)}

Defineerime abifunktsiooni

[ J(P), kui P€Q,
g(P){ 0, kui P € 05\ Q.

Veenduge, et

Jfowav=on fIfawar= [[f s

Seega

[[f ot = J[Jowrav [ awa =[] siprav

Qo\Q

Lause 1 pohjal leiame

[~ o o e
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az ba 1 2 c2
:/d:r/dy /g(a:,ywz) dz—i—/g(x,y,z)dz—i—/g(x,y,z)dz =

ar b c1 1 o

az ba 1 b2 Cc2
:/dx/dy /Odz+/g(x,y,z)dz+/0dz =

a1 b1 c1 P1 )

as 1 2 P2 2 bo 2
:/dm dy/gdz—l—/dy/gdz-i—/dy/gdz)

a1 b1 P1 ©1 P1 ©2 P1

az 1 2 P2 P2 b2 2
f /dy/Odz+/dy/fdz+/dy/0dz) )

ai b1 Y1 ®1 1 2 P1

p2(z ha(z,y)

:7dx/)dy / 2y, 2) dz.

e1(z)  Yi(z,y)
Jarelikult kehtib jargmine viide.

Lause 2. Kui funktsioon f on pidev seosega (3.6.2) méératud regulaarses
piirkonnas €2, siis

as p2(x)  a(z,y)

///f(P)dVZ/dx / dy / f(z,y,2)d=. (3.6.3)
O

ay p1(z) 1 (z,y)

Markus 1. Toestage veel viis Lause 2 analoogi integreerimise erinevate

jarjekordade korral. Néiteks, kui 3 [[[ f(P)dV ja piirkond Q on antud seosega
O
Q0= { (‘T7yaz) | (a’l <y< a’2) A (901 (y) <z< P2 (y)) A } (364)

A1 (y,2) <@ < b (y,2))

siis
2(y)  ba2(y, 2)

/Q//f(P)dV/dy / dz / f(z,y,2)dz. (3.6.5)

al Pp1(y)  Yi(y,2)
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Naide 2. Arvutame
/// drdydz
2+z+y+2)>°

kus 2 on médratud tasanditega r =0,y=0,z2=0jaz+y+z=1

Piirkonna () ristprojektsioon zy-tasandil pr,, {2 on kolmnurk

yl
1
z=0 y=1-zjz=1
T2y
y=0 1 z

Kasutame Lauset 2 valiku a; = 0, az = 1, ¢1(x) = 0, p2(z) = 1=, ¢1 (2,y) =0
ja s (z,y) =1 —x —y korral

1—x

1
e I Ik -
C+rty+z)? T 2+:c+y+z)
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1 1-g l—z—y
1 1
= —f/dx/dy 5 =
2 2+z+y+2)
0 0 0
1 1 11—z 1
1
=——|dz = — dy =
5 [da [ <32 )
;) 24+z+vy)
1—x

Il
|
N[ =
U
5
N
Bl
_|_
[N
+
SR
+
<@
N~
I

Niide 3. Arvutame [ = [[[ /22 + y?dxdydz, kus Q on méératud pin-
O

dadega 22 + y% = 22 ja 2 = 2.

2

Piirkond  on vorrandiga 22 4 y? = 22 mératud koonuse osa, mis on tasan-

dite z = 0 ja z = 2 vahel. Skitseerime piirkonna 2 ja selle ristprojektsiooni
pr,,§? ry-tasandil

y=+v4—x2

Kasutame Lauset 2, kusjuures a1 = —2, a2 = 2, ¢1(z) = —v4—2a2,

w2 () = Vi —a?, (x,y) = \/mja Y9 (x,y) = 2. Saame

2 4—22 2

I:///\/:L"?—!—yzdzdydz:/dz / dy / Vat+y?dz =
@ T2 VA= (a2
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2
= / dz
2
[ kasutame polaarkoordinaate ja valemit (3.3.4),
2

VAa—x?
/ 2\/x2+y27z27y2> dy =
—/4—z2

P+’ =4+—p=2a=0, =271 p1(p) =0, p1(p) =2

7r 2
/dap/ 2p —p)dp—27r<l?fs—4) 2 &
0 0

39 Integreerimispiirkond (2 on piistsilindritega, mille moodustaja on paralleelne
kas z-, y- vOi z-teljega, jaotatav 1oplikuks arvuks normaalseteks osapiirkon-
dadeks. Sel korral voib toestuseks kasutada kolmekordse integraali aditiivsust
integreerimispiirkonna jirgi (Lause 3.5.1 viiendat véidet) ja iga liidetava korral
rakendada kas Lauset 1 voi Lauset 2.

Niide 4. Muudame integreerimisjarjekorda integraali

22 4y?

1 1
:/d:c/dy / f(z,y,2) dz
0 0 0
korral.

Antud integraalis on rajad paigutatud valemi (3.6.3) pohjal. Seega a; = 0,
a2 = 17 ¥1 (Jf) = 07 P2 (.I‘) =1, ¢1 (I‘, y) =0 ja’ ¢2 (I‘, y) =’ + y2' Skitseerime
integreerimispiirkonna €2 ja selle projektsiooni pr, {2 yz-tasandile

z z 4

Kui vilimine integraal votta muutuja y jargi, siis integreerimispiirkond €2
on piistsilindritega, mille moodustaja on paralleelne z-teljega, jaotatav kaheks
(miks?) normaalseks osapiirkonnaks. Neist esimese osapiirkonna projektsioon
yz-tasandile on piiratud joontega y = 0, y = 1, 2 = 0, z = y? (valem (3.6.5),
a1 =0, a2 =1, 1 (y) =0, 2 (y) = ¢*). Lisaks 91 (y, 2) = 0 ja 2 (y, 2) = 1.
Teise osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on piiratud joontega y =0, y = 1,
2=y z2=y?+1 (valem (3.6.5), a1 =0, aa = 1, @1 (y) = y?, p2 (y) = y*> + 1).
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Seejuures Y1 (y, z) = /2 —y? ja 2 (y, z) = 1. Lause 3.5.1 viienda viite ja
Maérkuse 1 pohjal saame

Yo +1

1 > 1 1 1
/dy/ /fzy, der/dy/dz f(z,y,2)dx.
0 0 0

y? v/ z—y?

Kui vélimine integraal votta muutuja z jérgi, siis integreerimispiirkond {2 on
piistsilindritega, mille moodustaja on paralleelne x-teljega, jaotatav kolmeks
(miks?) normaalseks osapiirkonnaks. Neist esimese osapiirkonna projektsioon
yz-tasandile on piiratud joontega z =0, z = 1, y = 0, y = /z (valemi (3.6.5)
analoogis a1 = 0, as = 1, ¢1(2) = 0, ¢2(2) = /2), kusjuures ¢; (y, 2) =

—y? ja s (y, z) = 1. Teise osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on pii-
ratud joontega z = 0, z = 1, y = /2, y = 1 (valemi (3.6.5) analoogis a; = 0,
a2 = 1, 41 (2) = V2, 2 (2) = 1), kusjuures ; (3, 2) = 0 ja v (y, 2) = 1. Kol
manda osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on piiratud joontega z = 1, z = 2,
y=+z—1,y =1 (valemi (3.6.5) analoogis a1 = 1, a3 = 2, 1 (2) = vz — 1,
w2 (2) = 1), kusjuures ¢ (y, z) = V2 — y? ja P2 (y, z) = 1. Saame

1 Vz 1 1 1 1
/dz/dy / flx,y,z ds:—i—/dz/dy/fxy7 ) dz+
0 Vi 0o vz ©

2

+/dz
1

/ dy f(z,y,2)dz.
Leidke iilejaanud kolm jarjekorda. &

1
z—1 [z—y2?

3.7 Muutujate vahetus kolmekordses integraalis
Vaatleme muutujate vahetust

x =z (u,v,w)
y =1y (u,v,w) (u,v,w) € A (3.7.1)
z =z (u,v,w)

kolmekordses integraalis [[[ f(z,y, z)dzdydz. Eeldame, et teisendus (3.7.1),
O

mis teisendab uvw-ruumis asetseva piirkonna A zyz-ruumis paiknevaks piirkon-
naks €2, on requlaarne, st

1) teisendus (3.7.1) on iiksiihene,

2) funktsioonide z (u,v,w), y (u,v,w) ja z(u,v,w) esimest jarku osatuletised
on pidevad piirkonnas A,
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3) teisenduse (3.7.1) jakobiaan

Tu To Tw
Ju,v,w)=1| Yu Yo Yw |#0 ((u,v,w) € A).
Zu  Rv  Zw

Kehtib jargmine védide (vt [9], 1k 313-316).
Lause 1. Kui funktsioon f (z,y, z) on pidev piirkonnas €2 ja teisendus (3.7.1)
on regulaarne piirkonnas A ning teisendab piirkonna A piirkonnaks {2, siis

(3.7.2)
= fAff flz (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)) | J (u,v,w)| dudvdw.

Miérkus 1. Valem (3.7.2) kehtib ka juhul, kui teisendus (3.7.1) ei ole re-
gulaarne 16plikus arvus punktides v6i 16plikul arvul joontel ja pindadel, mille
ruumala on null.

Vaatleme tileminekut silinderkoordinaatidele, vt (1.1.1), kus teisendus (3.7.1)
on kujul

T = pcosy
y=psing  ((p,p,2) €A)
=z

ja
Ty, T, X
J(%Pv Z) =1 Yo Yp Yz | =

Zo Zp %z
—psinp cosp O

=| pcosy sinp 0 |=-—p#0,
0 0 1

kui p # 0. Lause 1 ja Méarkuse 1 abil saame

/Q// f(z,y, z)dzdydz = /A// f(pcosp, psinp, z)pdpdpdz. (3.7.3)

Kui piirkond € on silinderkoordinaatides piiratud kiiljelt pooltasanditega ¢ = «
ja ¢ = [ ning piistsilindritega p = p1 () ja p = p2 (p) ning alt ja ilalt vastavalt
pindadega z = z1 (¢, p) ja z = 22 (¢, p), siis omandab valem (3.7.3) kuju

B p2(p) z2(¢,p)
/// f(x,y,z)dxdydz:/dgo / pdp / flpcosp,psing, z)dz . (3.7.4)
Q

a  pi(p) z1(,p)
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Niide 1. Arvutame I = [[[,(2? + y? — 2?)dadydz, kus Q on méératud
vorratustega x2 +y2 <4,0<z<1l,z>0jay>0.
Skitseerime €2 :

Kuna silinderkoordinaatides on piirkond € méaédratud kiiljelt pooltasanditega
» = 0, ¢ = m/2 ja piistsilindritega p = 0, p = 2 ning alt ja iilalt vastavalt
pindadega z = 0 ja z = 1, siis valemi (3.7.4) abil saame

- / /pdpjp_z

0

e "0 5
d “Nap= [ Dap=2r.
/w/p(p )p/3<p37r ¢
0 0
Niide 2. Paigutame rajad kolmekordses integraalis [[[,, f(x,y, z)dxdy, kasu-
tades silinderkoordinaate, kui 2 on kera
22 +y? + 22 < R?

osa, mis on silindri

(x2 +y2)2 — R2 (932 _ y2) (z > 0)

sees. Kt
2+ +22=R? — pP?’+22=R?— 2 =+\/R2—p?
ja
(x2+y2)2:a:2—y2<—>p2:R2cos2<p<—>p:R\/cos2<p
ning
x>0 = z<<)0<z
- 4_ 47

siis valemi (3.7.4) abil saame

w/4 R+/cos 2¢ V R2—p?

/Q/ f(x,y, z)dzdy = /dgp O/ pdp / flpcose, psinp, z)dz . &

—m/4
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Vaatleme iileminekut sfidrkoordinaatidele, kus teisendus (3.7.1) on kujul,
vt (1.1.2),
x = psiny cos v
y=psingsing  ((p,9,p) € A)
z = pcosy
ja
Tyo Ty Ty
S, ¥p)=1| Yp Yo Yo |=
Zo 2y Zp
—psingsiny pcosicosp siny cos e
=| psinYcosp pcosYsing sinyYsing | =
0 —psiny cos Y
= —p’sing) #0,

kui p # 0 ja sinvy # 0.
Lause 1 ja Markuse 1 abil saame

(3.7.5)
= [[[ f(psine cosp, psinisin g, pcosip)p? sin e de dipdp.
A

Kui piirkond  on sfddrkoordinaatides piiratud pooltasanditega ¢ = @1, ¢ = @2

ja péordkoonustega 1) = 11, ¥ = 12 ning pindadega p = p1 (p, ), p = p2 (v, ¢)
(p1 (¢, %) < pa2 (p,1)), siis valem (3.7.3) omandab kuju

Q
w2 b2 p2(ps) (3.7.6)

= /dcp/dd) / f(psina cos @, psin sin @, pcosy)p?siny dp .

P1 o Y1 pi(ep,y)
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Niide 2. Leiame kahe kera 22 + ¢y + 22 <1 jaax? + 9> + (2 — 1)2 <1
iihisosa ruumala.
Skitseerime need kerad ja nende ristlgike xz-tasandiga

224y’ + 22 =1

Et keha on stimmeetriline z-telje suhtes, siis piisab uurida selle keha ristloiget
xz-tasandiga. Kerade tihisosa on koonusega ¢ = /3 jaotatav kahte ossa. Kuna

21yttt =1 p=1

ning
z2+y2+(271)2 =1« p=2cos,

siis Lause 3.5.1 viienda osa ja valemi (3.7.6) abil saame (miks?)

Vo = /// dxdydz =
Q
2r  w/3 1 2 ®/2  2cos
:/dgo/dw/stinwdp—I—/dgo/dw / psiny dp =
0 0 0

0 /3 0
) 2 w/3 g 21 /2
= g/d@/sinwdw—kg/d@/ cos> 1 sin hdyp =
0 0 0 /3
w/3 /2
2 16
:?ﬂ-/sinz/)dz/}—i—%/ cos® 1 sin dyp =
0 m/3
/3 w/2
= —2—7Tcosw — 41(3054 =
3 0 3 /3
:_21(3 f+21+4£ 4E7 51 <>
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3.8 Kolmekordse integraali rakendused

3.8.1 Keha ruumala arvutamine

Olgu keha ma#ratud ruumis Rg piirkonnaga 2. Lause 3.5.1 teise osa pohjal
avaldub piirkonna €2, mille rajapind on tiikiti sile, ruumala Vi, valemiga

Vo :///1dV. (3.8.1)
Q

Naiide 1. Leiame pindadega
P?4+2=1jay?+22=1

maéaratud keha ruumala.
Skitseerime selle keha esimeses kaheksandikus oleva osa

Ténu siimmeetriale on keha jaotatav kuueteistkiimneks vordse ruumalaga osaks.
Valemi (3.8.1) abil saame

Vizz?

1 T
VQ:// da?dydz:16/dx/dy / dz =
Q 0 0 0

1 T 1—x2 1

:16/d33/dy / dz:lﬁ/x\/lfxzdx:

0 0 0

0
/ 16 ' 16
:—8/(1—x2)1/2d(1—m2):—3(1—x2)3/2 -2
0

-0
0 3
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3.8.2 Keha mass, massikese ja inertsmomendid

Olgu xyz-tasandi piirkonnaga Q méadratud keha tihedus p(z,y, z). Olgu Q
jaotatud osapiirkondadeks Q; (i =1;...;n). Olgu P; (&,n:, () € ;. Kui AV;
on piirkonna ; ruumala, d; piirkonna Q; 14bimdot ja p(xz,y,2) € C(Q), siis
vaadeldava keha massi m defineerime kui piirvidrtuse

lim " p(P) AV,
=1

n—o0, max d; —0

m=[[[ oprav. (3.82)
Q

Toestage, et keha massikeskme koordinaadid x., y. ja z. avalduvad kujul

ve= o [[[oo@ravis= L [[[oravec= = [[[np)av.
Q Q Q

(3.8.3)
Keha inertsmomendid I, I, ja I, vastavalt x-, y- ja z-telje suhtes on piirvéér-
tused

st

n

: 2 2 . g
nﬁoo,lrlnrglxdiﬁ() ; (771 + Cz ) p (527 Ni, Cl) A‘/la

. 2, 2
lim OZ(& +CP) p(&mis G) AV,

n—o0, max d; —0 4 7
i=

ja
n%o’lrinrgxdﬁ(); (€8 + ) p (€m0, Gi) AV:.
Seega
I, = (y* + 2°) p(P)dV, (3.8.4)
i
I, = (z° +2%) p(P)aV (3.8.5)
il
ja

I = /// (2® +y?) p(P)aV. (3.8.6)
Q

Kuna keha inertsmoment Io nullpunkti O suhtes avaldub kujul (miks?)

Io = /Q// (2 +y*+2°) p(P)dV, (3.8.7)
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siis

Io= (I, +1,+1I.) /2. (3.8.8)

Lause 1. Kui keha on zyz-ruumi piirkonnas 2 ja keha tihedus p(z,y, z) €
C (), siis selle keha mass m on leitav valemi (3.8.2) abil, massikeskme koor-
dinaadid ., y. ja z. valemite (3.8.3) abil ning inertsmomendid I, I, I. ja Ip
valemite (3.8.4)— (3.8.8) abil.

Naiide 2. Olgu keha mé#dratud zyz-ruumi piirkonnaga 2, mis on antud
vorratustega (vt Naidet 1)

?+22 <1, PP+ <1, y<az, >0,y>0, 2> 0.
Olgu p(z,y,2) = z keha tihedus. Leiame keha massi m, massikeskme koordi-

naadid z., y. ja 2. ning inertsmomendid I, I,, I, ja Io.

Kasutame Lauset 1

382)fffp v=ldefdy [ eds=

1fldgvf?r(lf:c) zlfl(:z:fx?’)dx:1
20 % 2% 8’
3.83) 1 Loz Vi-a?
. [[[zp(P)dV =8 [dx [dy [ wzdz=
o 0 0
1 T 1 8
i f e ay= ] ()= S
0o 0 0 15
3.83) 1 1z 1-a?
e = —[[Jyp(P)dV =8 [dx [dy [ yzdz=
0

1 x 1
zgfdxf(l_xz)mdyzgf(x_ﬁ)mdx:ﬁ
0 0 0
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1 T 1—x2
LY [P+ 2) p(PYaV = [de [dy [ (4 +22) zdz =
Q 0 0 0
1L =
= 7 Jdo [ (1= 20 42t + 252 —2y%%) dy =
0 0
:ij(3x—4x3+x5)d$: :
) 18
(3.8.5) 2, .2 [de | T 2422
L, OE ([ (02 +22) p(PYAV = [da [dy [ (2?4 22) 2dz =
Q 0 0 0
= — X - T Yy=- r—z = ’
il 1] 12

11 z 2 L . 1
ffdxf(x2+y279:4fy2z2)dy:ff(xdfx‘r’)dx:—
2. 4 30 18
ja
(3.8.7) s 9 o Lo Ve
Io =SV [[f (@2 +y*+2%) p(P)dV = [da [dy [ (2* +y*+ 2%) zdz =
Q 0 0 0
11 = 11 5x° 223 7
== 1 -zt +2y% — 2y%2?) dy = - — e =—.
4g’dxg‘( xt + 2y y?2?) dy 4{( 3 3)dm =
¢

3.9 Esimest liiki joonintegraal

Joone pikkuse arvutamisel (vt [22], 1k 196-199) vaatlesime joont I' para-
meetriliste vorranditega

(3.9.1)

—
<y
[
< R
==
N—
~
m
o
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Olgu A joone T" alguspunkt ja B selle joone 16pp-punkt. Jaotame joone T'

A = Po(z0, Yo, 20)

Pi_1(zi—1,yi-1,2i-1)
Qi(ﬁi; 772‘79)
Pi(xiayia Z’L)

\ B = Pn(xnaynazn)

parameetri ¢ vidrtustele ¢; vastavate punktidega P; (z;,v:,2;) (i = 0;1;...5n) n
osakaareks, kusjuures Py = A vastab parameetri védrtusele o ja P, = B vastab
parameetri vidrtusele 0 ning a =tg < t; < ... < t,_1 < t, = (. Igal osakaarel
P,_1P; (i=1;...;n) votame parameetri ¢ vadrtusele 7; (7; € [t;—1,t;]) vastava
punkti @Q; (§;,7:,:) - Olgu

Aty =t —tio1, Azi =2 —mi1, Ay =y — Yio1, Bz =2 — 21

Definitsioon 1. Vorrandiga (3.9.1) esitatud joont I' nimetatakse sirgestu-
vaks, kui

Jim Z\/m + (Ay)? + (Az)? (3.9.2)

max At; —0

soltumata 16igu [« 8] osaldikudeks jaotamisest.

Seda piirvadartust nimetatakse joone I' pikkuseks ja téhistatakse sp. Seega
nimetatakse joont I' sirgestuvaks, kui murdjoone PyP; ... P,_1 P, pikkusel on
16plik piirvaartus vaadeldavas piirprotsessis.

Jargnevas tegeldakse vaid sirgestuvate joontega. Olgu funktsioon f(z,y, z)
maéadratud joone I' punktides. Moodustame integraalsumma

Z f(Qi)As;, (3.9.3)

kus As; on kaare P;_1P; pikkus. Méargime, et maxAs; — 0 = n — oo.
Definitsioon 2. Kui eksisteerib piirvaértus

lim Zf Qi)As;,

max As; —0

mis ei sGltu joone I' osakaarteks jaotamise viisist ja punkti Q); valikust osakaares
P,_1P; (i=1;...;n), siis nimetatakse seda piirviartust esimest liiki joonin-
tegraaliks ehk joonintegraaliks kaare pikkuse jargi funktsioonist f mooda joont
I' ja tahistatakse

/f(af, y,z)ds (3.9.4)
r
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ehk [ f(P)ds voi [, f(P)ds.

Joont I' nimetatakse integreerimisteeks, kusjuures punkti A nimetatakse
integreerimistee alguspunktiks ja punkti B integreerimistee lopp-punktiks. Kui
I" asetseb monel koordinaattasandil, naiteks zy-tasandil, siis réddgitakse tasandi-
lisest joonintegraalist. Kui joon I' on ruumiline joon, siis koneldakse ruumilisest
joonintegraalist.

Kui joone T esituses (3.9.1) kasutada parameetrina kaare AP pikkust s, siis
saame

x = x(s)
Y = yEsg s € [0, sr] (3.9.5)

ja integraalsumma (3.9.3) omandab kuju

n

D@ (@), y(@i), 2 (wi)Ass, (3.9.6)

i=1

kus s; «—— P;, w; «— Q; ning w; € [s;_1,s;]. Kui 3 [, f(P) ds, siis

n 23

3 m S e wn)w w) w))as = [ £ (9).0(),2 () ds
1=1 0

kusjuures viimane integraal on tavaline méaratud integraal. Seega jareldub integ-

raalsummade (3.9.3) ja (3.9.6) vordsusest

[1Pyas = [ 1w ().5() 2 () s (3:9.7
T 0

Et integreeritava funktsiooni pidevus on piisav tingimus mé dratud integraali
olemasoluks, siis saame valemi (3.9.7) abil, et funktsiooni f pidevus parameetri-
liste vorranditega (3.9.5) antud joone I' punktides ja z(s), y(s), z(s) € C'[0, sr]
on piisavad tingimused esimest liiki joonintegraali [i. f(P)ds olemasoluks.

Kasutades méératud integraali omadusi, on lihtne seose (3.9.7) abil tGestada
esimest liiki joonintegraali omadusi.

Lause 1. Sirgestuva joone I' korral kehtivad jérgmised véited:

1. Kui f(P)=1 (P eTl),siis
/1d8:SF,

T

kus sr on joone I' pikkus.

2. Esimest liiki joonintegraal ei soltu integreerimistee labimise suunast.

3. Esimest liiki joonintegraal on aditiivne, st kui eksisteerib [, , f(P)ds ja joon
AB koosneb osadest AC' ning C B, siis

[seras= [ seyas+ [ spyas
AB AC CB
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4. Esimest liiki joonintegraal on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid
Jr f1(P)ds ja [, f2(P)ds ning ¢1, c; € R, siis eksisteerib ka integraal

/ (cLf1(P) + e2fa(P) ) ds,

T

kusjuures

(lel(P) +02f2(P))d8 = Cl/fl(P)dS+62/f2(P)dS.

r r

H—

5. Kui eksisteerivad integraalid [ f(P)ds ja [, g(P)ds ning
f(P) <g(P) (Pel),

F/f(P)ds<‘F/g(P) ds.

Toestame neist neljanda omaduse

siis

(3.9.7)

/(lel(P) +cafa(P))ds

/ cfi(z(s),y(s),2(s)) +cafo(z(s),y(s),2(s))) ds =
0

= [kasutame méératud integraali lineaarsust] =

3.9.7
_Cl/fl dS +62/f2 (S))ds(:)
=Cl/f1(P)dS+02/f2(P)d5-
r r
Tdestage iilejddnud omadused iseseisvalt. O

Definitsioon 3. Vorranditega (3.9.1) antud joont I' nimetatakse siledaks,
kui
2 (t), y'(t), 2/ (t) € Cla, f]
ja

@)+ (1) + (1) A0 (telapf).

Definitsioon 4. Varranditega (3.9.1) antud joont I' nimetatakse tikiti si-
ledaks, kui ta koosneb 16plikust arvust siledatest osadest.
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Saab néidata, et vorranditega (3.9.1) esitatud tiikiti sile joon on sirgestuv.
Kuigi esimest liiki joonintegraali arvutamiseks saab kasutada valemit (3.9.7),
on sileda joone T' korral selleks otstarbekas kasutada valemit (3.9.8). Nimelt

sileda joone korral

ds = \/(dz)? + (dy)? + (d=)”
ja seosest (3.9.7) jareldub seos (3.9.8).

Lause 2. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste vorranditega (3.9.1),
kus parameetri t vadrtusele o vastab punkt A ja vdartusele § punkt B, ning
funktsioon f on pidev joone I' punktides, siis

Aé F(P)ds = /ﬁ f(x(t)w(t),z(t))\/ (fl‘f)Q ; (jﬁ{)z ; (j’;)zdt. (3.9.8)

Jareldus 1. Kui sile joon AB on antud zy-tasandil vorrandiga

y=y(x) (z¢€la,b]),

kusjuures punktis A x = a ja punktis B z = b, siis

/fx y dsf/fx y(z <3y> da. (3.9.9)

Naide 1. Arvutame joonintegraali

kus I" on sirge y = g — 2 16ik punktide A(0; —2) ja B(4;0) vahel.

/

Veenduge, et Jirelduse 1 eeldused, kusjuures f(z,y) =1/(x—y), vy = =
ja a =0 ning b = 4, on tdidetud. Valemi (3.9.9) abil saame

fxd—sy:“o?x_(”lc ) 1+(;>2dx_\2[§ 1

T
Z_9 — 2
2 2+

=V5ln(z+4); =v5(In8 —Ind) =v5In2. ¢

Niide 2. Arvutame joonintegraali [ (22 — \/x2? +y2> ds, kus joon I' on

antud parameetriliste vorranditega x = tcost, y = tsint, z =t (0 <t <A4m).
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Skitseerime joone I'

4

-

47 1;

Veenduge, et Lause 2 eeldused on taidetud. Kuna

CRONC)

= \/(cost—tsint)2 + (sint + tcost)® +12 = V2 + 2,

siis valemi (3.9.8) abil saame

A7
f(QZ*\/Z2+y2) ds= [ (Qtf\/tQCOS2t+t2Sin2t> V2 + t2dt =
r 0

4

(2 +12)°

47 47
= [/ Ba = [VIT P2 +) =
0 0

0

2416
+ T\/2+167r2—7f o

3.10 Teist liiki joonintegraal

Kasutame eelmise punkti tdhistust. Skalaarviirtustega funktsiooni f(P)
asemel vaatleme tiikiti sileda joone T' (joone AB) punktides vektorviirtustega
funktsiooni

F (X($7y’z)7y(x’y7z)’Z($7yﬁz))’
liihidalt F (P) = (X (P),Y (P), Z (P)) ehk F = (X, Y, Z) . Olgu

= (z,y,2), Ar;=(Ax;,Ay;,Az), dr=(dz,dy,dz).

Fiiiisikast on teada, et masspunkti litkumisel piki joont I', mille igas punktis P
mojub talle joud F(P), esitab F(Q;)Ar; ligikaudu t66, mis tehakse masspunkti
nihutamisel piki kaart P;_; P;. Moodustame integraalsumma

Z F(Q)Ar; =Y X (Qi) Ax; +Y (Qi) Ay + Z (Qs) Az, (3.10.1)

i=1
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kusjuures kokkuleppeliselt jaitame parempoolses summas sulud ara.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvaartus

n

lim "X (Qi) Az + Y (Qi) Ay + Z (Qi) Az, (3.10.2)

max As; —0 4
=1

mis ei soltu joone I' osakaarteks jaotamise viisist ja punkti @); valikust osakaarel
P,_1P; (i=1;...;n), siis nimetatakse seda piirvadrtust teist litki joonintegraa-
liks (ehk joonintegraaliks projektsioonide jirgi) funktsioonist F mooda joont I’
punktist A punkti B ja tahistatakse

/X(x,y,z) de +Y(z,y,2)dy + Z(x,y,2)dz (3.10.3)
AB

ehk

Xde+Ydy+ Zdz, / Fdr.

AB AB

/ X(P)dx+Y(P)dy + Z(P)dz,

AB

Mairkus 1. Kui piirkonnas €2 paikneva joone I" igas punktis P mGjub masspunk-
tile joud F (P), siis [, 5 F dr esitab masspunkti liikkumisel punktist A punkti B
piki joont AB tehtud ¢dé.

Joonintegraali vektorist F piki kinnist joont I' nimetatakse vektori F' tsirku-
latstooniks ehk ringintegraaliks piki joont I' ja tahistatakse fr Fdr.

Liikumise suunda piki tasandil (tdpsemini selle tasandi fikseeritud poolel)
paiknevat kinnist joont I" nimetatakse positiivseks, kui méoda joont I' lilkudes
jaab I' poolt holmatav piirkond vasakule. Kui jargnevas ei ole fikseeritud tasandil
paikneva kinnise joone labimise suunda, siis eeldatakse vaikimisi, et seda joont
ldbitakse positiivses suunas.

Sileda joone I' korral on teist liiki joonintegraal taandatav esimest liiki joon-
integraaliks.

Lause 1. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste vorranditega (3.9.5)
ja funktsioonid X, Y, Z on pidevad joonel AB, siis

/Xdz+Ydy+Zdz:/(XcosaJchos/BJchos*y) ds, (3.10.4)
AB AB

kus cos a, cos 8 ja cos~y on vektori dr suunakoosinused.
Toestus. Rohutame, et o = o (P), 8 = B (P) jay =~ (P). Piirdume seose

/de = /Xcosads (3.10.5)
AB AB

toestamisega. Analoogiliselt toestatakse seosed

/Ydy: /Ycosﬁds, /Zdz:/ZCOS'yds.
AB AB

AB AB
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Vordleme integraalide [ ap X dz ja / ap X cosads integraalsummasid

n

ZX (Qi) Az; ja Z X (Qi) cos (@ (Q;)) As;.
Et

dx 8

=, = cos (a(P)) = dx =cos(a(P))ds = Ax; = /Si 1 cos (a(P))ds =

_ AB onsile = cos(a(P)) € C'ls;—1, ;] = saame |
" | rakendada méiratud integraali keskviirtusteoreemi |

= cos(a (@) Asi (Wi «— Q7 wi € [si1,8]),

siis integraalsummade vahe § jaoks saame

6] = D> X (Qi) Awy — Y X (Qi) cos (a (Qi) As;

=1 i=1

= |22 X (@0 cos (@) Asi = Y- X (Qu) cos (a (@) A

<

= ZX (Qi) (cos (a (Q7)) — cos (a (Qi))) As;

IA

D 1X (@)l I(cos ((@F)) — cos (@ (Qi)))| Asi.
=1

Kuna funktsiooni cos (« (P)) pidevusest siledal sirgestuval joonel AB jéreldub
selle funktsiooni iihtlane pidevus sel joonel, siis Ve > 0 korral leidub selline joone
AB jaotus punktidega P;, et

|cos (a (QF)) —cos(a (@) <e (i=1;...5m).
Seega
|0] < Z | X (Qi)|eAs; < MeZAsi = Mesr,
i=1 i=1
kus M = suppcp |X (P)| ja sp on joone AB pikkus. Seega on piirprotsessis

max As; — 0 uuritavatel integraalsummadel {ihinene piirviértus, st seos (3.10.5)
kehtib. ]

Lause 2. Kui joon AB on tiikiti sile ja funktsioonid X, Y, Z on pidevad
joonel AB, siis kehtivad jargmised véited:
1. Teist liiki joonintegraal sGltub integreerimistee labimise suunast. Nimelt joone
AB ldbimise suuna muutmisel vastupidiseks korrutub integraal arvuga miinus

iiks, st
/Fdr:—/Fdr.

AB BA
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2. Teist liiki joonintegraal on aditiivne, st kui joon AB koosneb osadest AC ja

CB, siis
/Fdr:/Fdr+/Fdr.

AB AC CB

3. Teist liiki joonintegraal on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid
JagFidrja [, Faodr ning ¢1,c; € R, siis eksisteerib ka integraal

/ (ClFl + coFo ) dr,
AB

kusjuures

/(61F1+62F2)dr261/Fldr-l-CQ/FQdI‘.

AB AB AB

4. Kui joon AB on risti xz-teljega, siis

/dezO.
AB

Kui joon AB on risti y-teljega, siis

/Ydy:().

AB

Kui joon AB on risti z-teljega, siis

/ZdzzO.

AB

Toestus. Lause 2 esimese osa toestus jareldub vahetult Definitsioonist 1.
TdGesti, joone AB suuna muutmisel vastupidiseks muudavad vastavas integraal-
summas esinevad suurused Azx;, Ay; ja Az; mérki ning mérki muudab ka vastav
integraal. Lause 2 iilejdanud osade toestamiseks kasutage kas Definitsiooni 1 vG6i
Lauset 1. O

Teist liiki joonintegraali arvutamiseks voib kasutada jargmist Lauset.

Lause 3. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste vorranditega
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kus parameetri ¢ vidrtusele o vastab punkt A ja véirtusele S punkt B, ning
funktsioonid X,Y ning Z on pidevad joone AB punktides, siis

[ Xdz+Ydy+ Zdz =
AB

(X040, 20 + Y (000,00 + Z(a(0) 900 2(0) 5 )

dt dt
(3.10.6)
Toestus. Kuna vorranditega (3.9.1) esitatud sileda joone AB korral (miks?)

R —w

cosads = 2’ (t)dt, cos Bds = y'(t)dt, cosyds = 2'(t)dt,
siis valemite (3.10.4) ja (3.9.8) pohjal saame

[ Xde+Ydy+Zdz= [ (Xcosa+Y cosfB+ Zcosy) ds =
AB AB

(X050 00) G + (0,900, 20) G + 200,900, 20) G )

R —w

st Lause 3 viide on toene. O

Jareldus 1. Kui tasandilise joonintegraali

(/X@wMZ+Y@wMy
AB

korral on sile joon AB antud vorrandiga

y=y(x) (v¢€lab]),
kusjuures punktile A vastab x = a ja punktile B vastab x = b, siis

b
/ Xdr+Ydy = / (X (z,y(x)) + Y(2,y(z))y (z)) dz. (3.10.7)
AB

a

Analoogiliselt saadakse vorrandiga

z=ux(y) (y€led)
antud joone AB korral valem

d
/ Xde 1 Ydy = / (X (2(), )2’ (9) + Y (£(y), ) dy. (3.10.8)
AB

C
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Naiide 1. Arvutame joonintegraali
/xdx+ydy+(9c+y— 1)dz,

r

kui T" on sirgloik punktist A(1;1;1) punkti B(2;3;4).
Et punkte A ja B ldbiva sirge sihivektor on AB = (1;2;3), siis sirgloigu T’
voime esitada parameetriliste vorranditega

r=1+1t
y=142t te[0;1],
z=1+43t

kusjuures A korral ¢ = 0 ja B korral t = 1. Rakendame Lauset 3. Valemi (3.10.6)
abil saame

Jxdz +ydy+ (x+y—1)dz =
r

(A+t)-14+(142t)- 24+ (1 +t+1+2t—1)-3)dt=13. O

Ct— =

Naiide 2. Arvutame joonintegraali
/ (z — 3zy) dz + (2% — y°) dy,
AB

kus joon AB on antud vorrandiga

y=a*—z (xc[-1;1]).

Veenduge, et Jdreldus 1 on rakendatav. Valemi (3.10.7) abil saame

[ (z=3zy)de+ (2? —y3) dy =
AB

3.11 Greeni valem

Kirjeldame jargnevalt seost tasandilise teist liiki joonintegraali ja kahekordse
integraali vahel. Kehtib véide.
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Lause 1. Kui funktsioonid X ja Y ning nende osatuletised X, ja Y, on
pidevad zy-tasandi sidusas piirkonnas D, mille rajajoon I' on tiikiti sile,

siis kehtib Greeni valem

Y{de—FYdy = // Yy — X)) dzdy, (3.11.1)
r D

kusjuures piirkonna D rajajoont I' labitakse posititvses suunas, st liikkudes m66-
da rajajoont jadb piirkond D vasakule.

Toestus. Koigepealt nditame, et
%de = —/ Xy dxdy. (3.11.2)
r D

1° Olgu D normaalne piirkond z-telje suhtes, st

D={(z,y)|(a<z<b) A (¢(x) <y <¢(x))}.Rajajoont I labime positiiv-
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ses suunas. Kasutades Lause 3.10.2 teist osa, saame

§Xdr= [ Xdv+ [ Xdz+ [ Xdz+ [ Xdo =
r AB BC CE EA

AB: BC':
= r=x,9y=¢(x), dr=dx r=by=vy,dr=
— _—
a<z<b @ (b) <y<v(b)
CE: EA:
x=z,y=19(x),dr=dx r=a,y=y,der=0 =
PR St
a<z<b p(a) <y <¢(a)

X(x,so<x>>dx+o+bfxu,wx))dx+o:

Kuna

b P(x)
ffX dedy= [dz [ X, (z,y) dy =
a  p(x)

b b
= [ X (29|22 de = [ (X (2,9 (2)) - X (z,0 (2))) da,

a

fde = —/ X, dz dy.
r D

2° Olgu piirkond D jaotatav y-teljega paralleelsete sirgloikudega m z-telje suh-
tes normaalseks piirkonnaks Dy, vastavalt rajajoontega I'f.

siis

N /)
/
AN
Ds |D
1l Ds) D

L@PQ N N

— p—

AN
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Et iga y-teljega paralleelset sirgloiku, mis eraldab kaht normaalset piirkonda,
labitakse kokkuvGttes kahes suunas, siis

j{de:Zj{deE—Z/ Xydxdy:—/ X, dz dy,
r

k:lpk k=1 Dy, D

st seos (3.11.2) kehtib.
Kasutades piirkonda D = {(z,y) |[(c <y <d) A (¢(y) <z <Y (y))}, saab

analoogiliselt naidata
%Ydy://Ymdxdy. O
r D

Naide 1. Leiame Greeni valemi abil

%(zy+x+y)dw+(my+x—y)dy,
r

kus I on ringjoon #2 +y? = 2x, mida libitakse kellaosuti litkumise vastassuunas.
Et

2 oy =20 «— p=2cosp (—1/2< < 7/2),
siis valemi (3.11.1) abil saame

$ay+a+y)de+ (xzy+a—y)dy=
N

_ dey+z—y) I(zy+z+y)) _
a f( ox B dy )dxdy

™
2

2cos ¢

= [[(y—x)dedy= [ dp [ (psing—pcosy)pdp=
D - 0

w3

(8 cos® psing — % cost @) dp = —. O

oy

(M)

Jéreldus 1. Kui funktsioonid X, Y, X, ja Y, on pidevad zy-tasandi sidusas
piirkonnas D, mille rajajoon I' on tiikiti sile, ning

Y. =X, () €D),

siis iga piirkonnas D paikneva tiikiti sileda kinnise ennast mitte 16ikava joone ~
korral

%Xda:—i—Ydy:O.
¥
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Toestus. Rakendame Greeni valemit

%de—l—Ydy://(Yw—Xy) dmdyz//Odwdy:O,
v D, D,

kus D, on joone 7 poolt holmatav piirkond. Millise tulemuseni jouame ennast
16plikus arvus punktides 16ikava joone korral? O
Naiide 2. TGestame Jarelduse 1 abil, et

fo(z) s o
r

kus f on suvaline diferentseeruv iihe muutuja funktsioon ja I' on tiikiti sile joon.

Kui tahistada 1
x=-21(0). r=1().
T T z’ \x

=) 5r(2) %= ()0
Seega Y, = X, ((x,y) € D). Kasutame Jareldust 1. O

siis

Jareldus 2. Kui F,(z,y), Fy(z,y), Fuy(z,y) ja Fyz(z,y) on pidevad sidu-
sas piirkonnas D, siis iga piirkonnas D paikneva tiikiti sileda kinnise joone -y
korral

fﬂﬂmw:o

Toestus. Et antud tingimustel

Faly(x’y> = Fyﬂl(may) ((I,y) € D)a

siis valiku X = F, A'Y = F} korral vdime rakendada Jéreldust 1. Saame

fw:%am+@@:fxm+mym.m
Y Y Y

Jareldus 3. Olgu funktsioonid X, Y ja nende osatuletised X, ja Y, pide-
vad zy-tasandi sidusas tiikiti sileda rajajoonega I' piirkonnas D ning Y, = X,
((z,y) € D). Kui A,B € D ja 71,72 C D on suvalised tiikiti siledad jooned
punktist A punkti B, siis

/de—i—Ydy:/Xd:c—l-Ydy,
71

72

st neil tingimustel soltub joonintegraali vaartus vaid punktide A ja B asukohast
ning ei soltu tiikiti sileda joone valikust punktide A ja B vahel.
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Toestage see viide Lause 1 abil, kasutades kinnist joont v = v,U 52, kus

V2

§a!

~1 ja 72 on piirkonnas D paiknevad tiikiti siledad jooned alguspunktiga A ja
Ipppunktiga B ning %o tdhendab, et joont 7o libitakse punktist B punkti
A. O
Kui joonintegraal [, , Xdz + Y dy on soltumatu integreerimisteest punktide
A ja B vahel, siis kirjutatakse ff Xdx +Ydy.
Naide 3. Leiame
(2;1)
/ 2xydx + x2dy.
(050)

Et antud joonintegraali korral on teada joone I' alguspunkt (0;0) ja selle
joone 16pp-punkt (2; 1), kuid ei ole antud integreerimisteed, siis antud {ilesandel
on lahend vaid juhul, kui integraali all on mingi kahe muutuja funktsiooni tais-
diferentsiaal, st (2zy) v = ($2)l . Kuna see vordus kehtib, siis Jarelduse 3 pohjal
ei soltu uuritava joonintegraali vaédrtus integreerimisteest. Valime integreerimis-
teeks sirgloigu punktist (0;0) punkti (2;1), vorrandiga y = z/2 (z € [0;2]).
Valemi (3.10.7) abil saame

(2;1)

2
2aydr + 22dy = / (2x + z? ) dx = 4. &
(0;0) 0

3.12 Joonintegraalide rakendused

Selles punktis esitatud viidete tGestamise jatame lugeja hooleks. Toestami-
seks koostage vastavad integraalsummad ja veenduge, et esitatud tingimustel
vastavad integraalid eksisteerivad.

Lause 1. Kui joon I' on sile, siis selle joone pikkus sp avaldub kujul

sp = /ds. (3.12.1)

r
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Niide 1. Leiame parameetriliste vorranditega

2v/2t3 t2
=t y= 3 =5 (0<t<1)

esitatud joone I' pikkuse.
Veenduge, et antud joon I' on sile. Valemite (3.12.1) ja (3.9.8) abil saame

1

sr = /\/(1)2 + (\/27)2 +(t)%dt =

0

1
:/u+@a=g. o

0

Lause 2. Kui sileda joone I' joontihedus p (z,y, z) on pidev funktsioon, siis
selle joone mass mr avaldub kujul

mp = /p (x,y,2)ds. (3.12.2)
r

Niide 2. Leiame parameetriliste vorranditega
r =tcost, y=tsint, z =1 (0§t§x@>
esitatud materiaalse joone I', mille joontihedus on
pla,y,z) = a® +y* + 27,

massi mpr.
Veenduge, et antud joon I' on sile. Valemite (3.12.2) ja (3.9.8) abil saame

mr = [ (t?cos?t + t*sin?t + ¢?) \/(cost — tsint)® 4 (sint + tcost)® + 12dt

2t%4/2 + t2dt =

I
o

2t t?
t=+2shu «—— u=1In \fT+ §+1

V2 412 = /2chu, dt = V2chudu
t=0 «— u:O,t:\/i — u:ln(l—l—ﬂ)
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In(1+v/2) In(1+V/2)
= / (4 sh 2u) (\@Ch u) (\@ch u) du = / 8sh?uch® udu =
ln(i”/i) 1n(1+ﬁ;

/ (chdu —1)du = <Sh4uu>
0 ! 0

[641n(1+\/§) _ e—41n(1+ﬁ)} I (1 T \/§> —

1
~8
_ % [(1+ﬁ)4— (1+\f2)1 —1n(1+\f2) ~3.36127. O

Lause 3. Kui materiaalse sileda joone I' joontihedus v (z,y, z) on pidev funkt-
sioon, siis joone I' massikeskme (., ¥, 2.) koordinaadid avalduvad kujul

1
= — Ly, 2) ds, 3.12.3
ve= o [apapz) ds (3.123)
r
1
Yo = —/yp (z,y,2) ds, (3.12.4)
mr
r
1/ ( )d (3.12.5)
2e = — [ zp(z,y,2) ds 12.
mr P, Y
T

ja joone I' inertsmomendid z-telje, y-telje, z-telje ning nullpunkti suhtes aval-
duvad kujul

I, = / (y2 + 22) p(x,y,z)ds, (3.12.6)
I, = / (2° +2%) p(z,y,2)ds (3.12.7)
r
ja
I, = / (2% + %) p(z,y.2) ds. (3.12.8)
r

Joone inertsmoment Ip nullpunkti O suhtes avaldub kujul

Io = / (@® + % +2°) p (2,9, 2) ds. (3.12.9)
r

Niide 3. Leiame materiaalse sirgloigu
x=14t,y=2-3t, 2=3+4 (0<t<1),

mille joontihedus on p(z,y, z) = zy*2, massikeskme koordinaadid ja inertsmo-
mendid z-telje, y-telje, z-telje ning nullpunkti suhtes.
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Veenduge, et antud joon I' on sile ja p on pidev funktsioon. Valemite
(3.12.2-3.12.9) ja (3.9.8) abil saame

1
172
mip = / (14+1) (2307 (34 40) /12 + (3 + 22t = 220 96 9308
0

1
1 2 2 2
= —— [+t @2-3t 4t/ 12 + (- 424t ~ 1.394 32
T 26.9398/(+)( 3t)° (3 + 4t) +(—=3)" +4%d 394 32,
0
1 1
e=— [ (141)(2-3t)° 4t) V/26dt ~ 0.817 035,
y 26.9398/( +1) (2 - 3t)° (34 4t) V26dt ~ 0.817035
0
1 1
~_ T _ 2 2 ~
Ze 26.9398/(1+t)(2 3t)° (3 + 4t)” V26dt ~ 4.57729,
0
1
I, = / ((2 -3t +(3+ 4t)2) (1+1t) (2 —3t)* (3 +4t) V26dt ~ 661. 622,
0
1
I, = / ((1 +1) (3 + 4t)2) (1+1) (2 - 3t)* (3 + 4t) V26dt ~ 670. 667,
0
1
I = / ((1 +1)% + (27375)2) (1+1) (2 — 3t)* (3 + 4t) V264t ~ 102. 041,
0
1
Io:/((1+t)2+(2—3t)2+(3+4t)2> (1+1) (2 —3t)% (3 + 4t) V26dt ~
0

~ 717.165. &

Lause 4. Silindrilise pinna, mille moodustaja on paralleelne z-teljega ja
mille juhtjooneks xy-tasandil on sile joon ~, selle osa, mis paikneb xy-tasandi
ning antud pinna z = f(z,y) > 0 (f(z,y) € C (vy)) vahel, pindala S avaldub
valemiga

S:/f(x,y)ds. (3.12.10)
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Niide 4. Leiame silindrilise pinna 22 + y? = 1 osa, mis paikneb zy-tasandi
ja pinna z = 1 + y? vahel, pindala.
Teeme joonise

Veenduge, et selle silindrilise pinna juhtjoon xy-tasandil (ithikring) ~ on sile ja
1 + y? on pidev joone 7 punktides. Joone v parameetrilised vorrandid on

x =cost, y=sint (0<t<2m).

Valemite (3.12.10) ja (3.9.8) abil saame

2m

/ (14 sin®t) (— sint)? + (cost)’dt =
0

2

=/< 1—0052t)> dt =3n. &
0

Lause 5. Kui materiaalne punkt liigub piki joont BC' punktist B punkti C
sellele materiaalsele punktile mGjuvas jouvaljas

F = (X(x,y,z)7Y($,y72),Z(xvyaz))a

siis tehtud t66 A avaldub kujul

S

3

A= /Fdr, (3.12.11)
AB

kusjuures juhul kui Fdr on funktsiooni f (z,y, z) tdisdiferentsiaal, siis

A= f(C)— f(B). (3.12.12)
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Niide 5. Materiaalne punkt viiakse piki joont
x =acost, y=">bsint, z=t (0<t<7/2)

punktist B (a;0;0) punkti C (0;b;7/2) sellele materiaalsele punktile majuvas
jouvéljas F = (z + y, 2,z — x) . Leiame tehtud t66.
Valemite (3.12.11) ja (3.10.6) abil saame
/2
A= [ [(acost+bsint) (—asint)+t(bcost) + (t — acost)| dt =
0

/2 /2 /2
—a? [ (cost)d(cost)—? J (1 —cos2t)dt+b [ tcostdt+
0 0 0
/2 2

b 1 1
+ [ (tacost)dtC;Ter( 7r1>+7r2a
0

Lause 6. Kui Y, — X, =1 ((z,y) € D) ja piirkonna D rajajoon ~y on sile,
siis piirkonna D pindala Sp on leitav valemiga

Sp = %Xda: +Ydy. (3.12.13)
vy

Toestus. Rakenda Greeni valemit. O

Jéareldus 1. Kuivalida Y =2 A X =0voi X = -y AY =0v0i Y =
g X = —%7 siis valemi (3.12.13) erijuhtudena saame

Sp = ]{xdy, (3.12.14)
Y
Sp = —j{ydaz (3.12.15)
v
ja
Sp = %fxdy — ydz. (3.12.16)
Bl

N&ide 6. Leiame valemi (3.12.16) abil ellipsi

poolt hélmatava osa pindala.
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Selle ellipsi parameetrilised vorrandid on
x =acost, y=">bsint (0<t<2m).
Valemite (3.12.16) ja (3.10.6) abil leiame

2m
Sp = %/[(a cost) (beost) — (bsint) (—asint)] dt
0
b 2m
= %/(cos2t+sin2t) dt = mab. <
0

Niide 7. Leiame joone (x +y)3 = xy poolt méairatud lopliku piirkonna
pindala.
Parametriseerime joone, vottes y = tx. Saame

t t?
3 2

r+itr) =tz = v = , Y= ,
( ) (1+1)° (1+1t)°
kusjuures ¢ € [0; +00) korral saame piirkonna D. Skitseerime D :

y A

0.1
Valemite (3.12.16) ja (3.10.6) abil saame

“+ o0
1 t 2t — t2 t? 1—2¢
Sp =35 3" 1= 37 7 |dt=
20 (1+t)° (1+1¢) (1+t)°” (1+1)

+oo
1 t2 g = l+t=ut=u—1,dt=du B
2 (1+t)6 S| t=0—u=1t=4c0—u=+0c0 |
0
+0o0 A
1 [ (u—1)> 1 1 2 1 1
= — 7d :—1 _— _— = —.
2/ us 2A—1>I£oo< 3u3+4u4 5u5> ;60 <

1
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Toestage Jarelduse 3.11.3 kaasabil jargmine véide.

Lause 7. Kui funktsioonid X, ¥ ja nende osatuletised X, ja Y, on pidevad
xy-tasandi sidusas tiikiti sileda rajajoonega ~y piirkonnas D, kusjuures Y, = X,
((z,y) € D), ning A (a,b) ja P (x,y) on piirkonna D sisepunktid, siis Xdz+Y dy
on kahe muutuja funktsiooni

flz,y) = /de—l—Ydy (3.12.17)
AP

taisdiferentsiaal, kus AP on mingi tiikiti sile joon piirkonnas D.

Niide 8. Leiame kahe muutuja funktsiooni f(z,y), kui on teada selle funkt-
siooni téisdiferentsiaal

xdzr + ydy
df = ———== >0).
f="0 Y @>0)
Kontrollime, kas antud avaldis ikka on téisdiferentsiaal:
€ Y
22 f 12 22 + 42
2 2
S Xy=——F AV, = S X, =,

@+y2)? 7 @+

flzy) = / M

x2 + y?
AP

Lause 7 pohjal saame

Kuna selle integraali vaédrtus ei soltu tiikiti sileda joone AP valikust, siis integ-
reerime piki murdjoont AQP, mille 16igud AQ ja QP on paralleelsed koordi-
naattelgedega

Y P(z,y)
A(a,b
b A0 o)
a T
Seega
B xdx + ydy /a:d:v+ydy (3.10.6)
f(xay)*/ x2+y2 + .’I,‘2+y2 -
AQ
AQ: x=t,y=b QP:y=u, xz==x
_— —_
_ a<t<z b<u<y —
de. dy de  dy
= a? w !

x t Yy
/72 dt+/ v du=In\/z2+y2 —Inva2+0b2.
o 202 p 22+ u?
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3.13 Pindindintegraalid

Olgu antud tikitilsile pind 3, s.o 16plikust arvust siledatest tiikkidest (vt
Definitsioone 3.4.1 ja 3.4.2) koosnev pind. Olgu pinna ¥ punktides méératud
funktsioon f(z,y, z). Jaotame pinna ¥ sel pinnal asetsevate tiikiti siledate joon-
tega n osapinnaks ;. Olgu osapinna 3J; pindala Aoc; ja §; suurim kaugus osa-
pinna 3; kahe punkti vahel. Igal osapinnal 3; valime punkti P;. Moodustame
integraalsumma

i=1

Margime, et maxd; — 0 = n — oo.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvadrtus

n

lim Zf (F;) Aoy,

max §; —0 4
i=1

mis ei s6ltu pinna ¥ osapindadeks ¥; jaotamise viisist ja punkti P; valikust osa-
pinnal ¥;; siis nimetatakse seda piirvaartust funktsiooni f esimest litki pindin-
tegraaliks ehk pindintegraaliks pindala jdrgi iile pinna X ja taéhistatakse

// f(z,y,z)do (3.13.1)
2

voi 5, f(P)do.
Paneme kirja moningad esimest liiki pindintegraali omadused, mille tGestamise
jatame iiliopilasele. Vajaduse korral leiate nende viidete toestused

G. Kangro opikust [9].
1. Kui f(P)=1 (PeX), siis
// ldo = SZ,
b
kus Sy on pinna ¥ pindala.
2. Pindintegraal (3.13.1) ei soltu pinna ¥ poolest.
3. Pindintegraal (3.13.1) on aditiivne, st kui eksisteerib [, f(P)do ja pind X
koosneb kahest osast X; ning Xy, siis

//f(P)da: //f(P)dU+//f(P)da.
= 1 Xrr
4. Pindintegraal (3.13.1) on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid

//fl(P)dU> //fz(P)dU

P
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ja c1,co € R, siis eksisteerib ka integraal

J[ @)+ anm)a
b
kusjuures

//(clfl(P)+ch2(13))<10:c1 //fl(P)da+02/ F2(P)do
b b by}

5. Kui eksisteerivad integraalid [[s. f(P)do ja [y, g(P)do ning
f(P) <g(P) (PeX),

//f(P) do < //g(P) do
> b

Saab toestada jargmise viite.

siis

Lause 1. Kui sile pind ¥ on esitatud ilmutatud vorrandiga z = f(z,y) ja
Pray2 on pinna X projektsioon xy-tasandil ning funktsioon f on pidev pinna 3
punktides, siis

//f da—/ F,y, f(a,y) )\/1+ <g;> + (g;) dedy.  (3.13.2)

pT.nyE

Néide 1. Arvutame pindintegraali [ i, (z + 2?) do, kui ¥ on koonuse
2= a2 P

osa, mis on iilalpool tasandit z = 0 ja allpool tasandit z = /2 (g + 1) . Leiame
pinna X projektsiooni pry, 3. Selleks elimineerime vorrandeist

22 = 2% + 42, z:\/i(g—l—l)

muutuja z. Saame

(ﬂ(ngl)) =2+l e - (z+2° =22+ o
2 22
@——2x+y272:0@>(x > ) +yt =45
(2-2)°
B =
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Et
z2=22+y2 =z, =

T y
Y =
[22 + 42 “y /22 + 42

siis valemi (3.13.2) abil saame

2 2
+22) do = + a2+ P |1+ g+ s dady =
£f(x Z) 7 pr{yfz(x v y)\/ 2 +y? 2?2 +4y2 B

=2 [[ (z + 2%+ y?)dady =

Pray>

| Kasutame muutujate vahetust x = 2 + 2v/2p cos ¢, _
B y=2psing, |J|=4v2p B

2m 1 2
= / dgp/ 4V2p(2 4 2V2p cos p + (2 +2v2pcos <p> + (2psin)®)dp =
0 0

27
80
= / (4\/50082 ©+16V2 + 3 cos <p> do = 36TV/2. &
0

Definitsioon 2. Pinda nimetatakse kahepoolseks pinnaks, kui pinna nor-
maali liitkumisel pinnal piki iga kinnist pinnal asetsevat joont, millel ei ole iihi-
seid punkte pinna rajajoonega, normaali suund lahtepunkti tagasijoudmisel jaab
endiseks. Pinda, mis ei ole kahepoolne, nimetatakse dihepoolseks pinnaks.

Jargnevas eeldatakse vaikimisi, et tegemist on kahepoolse pinnaga.

/E / Fndo (3.13.3)

nimetatakse vektorvilja F = (X(z,y,2),Y (z,y,2), Z(x,y, z)) vooks 1dbi nor-
maalvektoriga n = (cos «, cos 3, cos ) méératud pinna ¥ pinnapoole

Definitsioon 3. Integraali

y
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Vektorvilja F voogu (3.13.3) nimetatakse ka teist liiki pindintegraaliks ehk
pindintegraaliks projektsioonide jirgi. Integraal (3.13.3) on esitatav kujul

é/FndJ:é/(X,Y,Z).(Cosa,cosﬂ’cosv) P

= // (X cosa+Y cosf+ Zcosvy) do.
by

Et
cosado = dydz, cosBdo = dxdz, cosydo = dz dy,

siis saame integraalile (3.13.3) kuju

// Fndo = // Xdydz + Ydzdz + Zdxdy, (3.13.4)
5 5

mis Gigustab nimetust pindintegraal projektsioonide jargi. Et integreeritav funk-
tsioon Fn soltub kahepoolse pinna korral sellest, kummale poole pinda on pin-
na normaalvektor n suunatud, siis teist liiki pindintegraal soltub pinna poolest,
modda mida toimub integreerimine. Selleks et integraali (3.13.4) arvutada, tuleb
seose (3.13.4) paremal poolel iga liidetavat integreerida eraldi. Vaatleme inte-
graali f fz Z dx dy arvutamist, kui pind ¥ on antud vorrandiga

z=z(xy) ((z,9) € prey¥).
Kehtib jargmine vaide
//Zda: dy = :t//Z (z,y, z(z,y))dz dy, (3.13.5)
P PrayS

kus margiks valitakse plussméark, kui kogu pinna ¥ piires normaalvektor n
moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga ja miinusmaérk, kui kogu pin-
na Y piires normaalvektor n moodustab z-telje positiivse suunaga niirinurga.
Vajaduse korral jaotatakse pind ¥ osadeks ja kasutatakse pindintegraali adi-
tiivsust.

Naiide 2. Arvutame pindintegraali

// 2% dx dy,
b

kus ¥ on pinna z24y?+2? = R? esimeses kaheksandikus paikneva osa pinnapool,
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mille normaalvektor moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga

Et z = \/R? — 22 — y?, siis valemi (3.13.5) abil saame

[[Zdedy =+ [[ (R?—a?—y?)dady =
) )

Przy
/2 R 4
= [ dsofp(RLpz)dp:%. &
0 0

3.14 Gauss-Ostrogradski valem. Stokesi valem

Selles jaotises esitame kaks véidet tGestuseta. Vajaduse korral leiate tGestuse
opikust [9].

Lause 1 (Gauss-Ostrogradski valem). Kui piirkonna Q rajapind X on tiikiti
sile ja funktsioonid X, Y, Z ning nende osatuletised X, Y,, Z, on pidevad

piirkonnas 2, siis
//Fndo = ///dideV, (3.14.1)
by Q

kus pindintegraal on voetud iile 3 vilise pinnapoole.

Niide 1. Leiame vektori F = (zy, z + x,y — z) voo 14bi tasanditega = = 0,
r=1y=0,y=1, z=0, z=1 médratud tihikkuubi ¥ vélise pinnapoole.
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Kasutame Definitsiooni 3.13.3 ja Gauss-Ostrogradski valemit (3.14.1):

//Fndo:///dideVz///((a:y)$+(z+x)y+(y—z)z>dV:
b o) )

0 0 0

Lause 2 (Stokesi valem). Kui kahepoolse tiikiti sileda pinna ¥ rajajoon I’
on tiikiti sile ja vektori F komponendid X, Y, Z ning nende osatuletised X,
X., Y., Y,, Z;, Z, on pidevad pinna ¥ punktides, siis

f Fdr — / / (rot F) n do, (3.14.2)

kus joonintegraal on voetud positiivses suunas (pinna ¥ kiilje suhtes, piki mida
integreeritakse).

Naiide 4. Arvutada Stokesi valemi abil joonintegraal
j{ 22y3dx + y?dy + zdz,
r

kus I on piistsilindri 22 +y? = R? ja tasandi z = 0 Idikejoon ning ¥ on poolsfiir
R? — 22 4+ y2. Integreerimine toimub iile poolsfairi pinnapoole, mille

normaalvektor moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga.
Stokesi valemi abil saame

]{ny?’da: +y%dy + zdz = // (V X (x2y3,y2,z)) ndo =
r b
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= // (0,07 —3x2y2) (cosa, cos 3, cosy) do =
b

= 73// z2y? cosydo = —3 // 2y’ dedy =

bl bl
2 R
= —3// 2y dedy = —3/dcp/p5 cos? psin? pdp =
Proys 0 0

27
3 RS TR
0

3.15 Pindintegraalide rakendused

Jargmised viited jadvad lugeja tGestada.
Lause 1. Sileda pinna ¥ pindala Sy on leitav valemiga

ss = [[ dor (3.15.1)
b3

Lause 2. Kui sileda materiaalse pinna (sileda kooriku) ¥ pindtihedus p(z,y, 2)
on pidev funktsioon pinna punktides, siis pinna ¥ mass my on leitav valemiga

my = //p(x,y,z)da (3.15.2)

b3

ja pinna ¥ massikeskme (., y., 2.) koordinaadid on leitavad valemitega
1 1
Te= — // zp(x,y, z)do, y. = —// yp(z,y, z)do, (3.15.3)
my my
b b3
1
Ze = — // zp(x,y, z)do (3.15.4)
my
bl

ning pinna Y inertsmomendid x-telje, y-telje, z-telje ja nullpunkti O suhtes on
leitavad valemitega

I, = //E (v* + 2°) p(z,y, 2)do, I, = //2 (2® + 2%) p(z,y,2)do,  (3.15.5)

I, = //2 (2® +y?) p(z,y, 2)do, Io = //2 (2® +y* + 2°) p(=,y, z)do.
(3.15.6)
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Niide 1. Leiame poolsfairi z = /1 — 22 — 3?2 selle osa, mis on piistsilindri
2?2 + y? = y sees, pindala.

Tehke joonis. Valemite (3.15.1) ja (3.13.2) rakendamisel saame

2 2
ss— [ W ()« () ey -
Proy

0z x 0z y B
= 72342_

_[ax__m’ay Vi

-1/ 1+<_~/1—;2Ty2>2+<_~/71—i2—y2>2dxdy:

Prays
dxd
_ 7y:[x2+y2:y@p:singo(OSSOSW)]
1— 22 —y?
pszE

sin ¢ sin ¢

[ pdp 1/7T / 23 2
= [d —Ef |4 1-p%) " 2d(1-
/s@/ T 2% (1-p") 2d(1-p%)
0 0 0 0
0 T

:]m dp= [ (1= Ve ) do= [ (1~ eossl) o =
0 0

sin ¢ 0

/2
:2/(1—cosga)dg0:7r—2. O
0

Niide 2. Leiame koonuse z = y/x2 + 3?2 osa, mis on allpool tasandit z = 1,
massi, massikeskme koordinaadid ja inertsmomendid z-telje, y-telje, z-telje ning
nullpunkti O suhtes, kui koonuse pindtihedus on p(x,y,2) = 22 + 2y* + 2°.

Maarame koonuse selle osa ristprojektsiooni xy-tasandile

z=V22+y? AN z=1 = Ja?2+y? =1

Et

0z T 0z 0z

—A—y$¢1+(5z)+()2—ﬁ
N VRN T ar) “\ay) ~V°
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siis valemite (3.15.2-3.15.6) ja (3.13.2) abil saame

mg—// x +2y2+(:c2+y2))\/§dzdy:
P

T:cy

= \[// 2332 + 3y2) dxdy =
P

’I"g;y

5my/2
—\[/dcp/ 2cos © + 3sin? (p)dpz W[,

c=—— 2+ 2y? 2 +9?)) vV2dady =
T 57T\/§//prxy2x(x+y+(x +y))\[zy
4
= 22? + 3y*) V2dxdy =
s ot o)

4
5—/ /p cosgo(2c052<p+3sin2<p)dp:
0

1

2
/ 2005 g0—|-3sm go) cos<pd<p/p4dp:0,
0 0

// y (1’2 + 2y + (9:2 + yz)) V2dzdy =
PrayS

1

4
=5 / (2 cos? ¢ 4 3sin? gp) sin @d(p/p4dp =0,
T
0

o= [ VR 2P+ (5 4P) VEdady -
57T\/§ PrayS

/ / VAT T2 (207 + 3y%) V2dady =

Prays

yc:5ﬂ_\/§

4
B 5m7v/2
1
4 4
== / (2cos® p + 3sin® ) d@/p4dp =5
0
I, = // (v* + (22 +9%)) (2% + 20 + (2% + 7)) V2dady =
Pray2
= // (502 + 2y2) (2:02 + 3y2) V2dzdy =
PrayD

31lmv2
= Ji/(cos%ﬁ—l—Qsin2 ) (2cos® ¢ + 3sin® p) d<p/p5dp: 24\[,

0
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I, = // (22 + (2 +9?)) (2® +2y° + (2 + ¢?)) V2dady =
p"'zyz
= // (2x2 + y2) (2x2 + 3y2) V2dzdy =
ProyS

27

Z\fZ/ (2cos® p + sin® ¢) (2 cos® p + 3sin® ) dnp/p5dp:
0

I, —// (22 + 92 (2® + 24 + (2 +4?)) V2dady =
p

sz

297v/2
24 7

1
:\@/ (2cos® ¢ + 3sin® ) d<p/p5dp 57“[,

0
IO_//WWZ 7ty -|—(x +y))(x + 2y +(x "‘y))\[dxdy_

f2\[/ 2cos © + 3sin? )d /p5dp57r?:f. &
0

3.16 Ulesanded

1. Hinnake integraali [, (22 + 3y + 4)dzdy, kui D: 42* 4+ y* < 9.
V. 1717 <I < 53.1m.

Ulesannetes 2-5 arvutage kahekordne integraal iile piirkonna D

dxdy 4
2. —=—— D: 0<x<1A0<y<1l. V:iln-.
ffD(x+y+1)27 ST S SYS Il3
ydzdy 2+v2
3 [, — YWY p.g<a<iAO<y<l. V:l .
Hp 14 22 +y?)3/2 =T =v= "1 V3
4. [[pzsin(z+y)dedy, D: 0<z<7A0<y<m. V:—4
2
1
. 2y sin(ay? L 0<< <y<3. Vi T4
5. [[,a?ysin(ey®)dady, D: 0 <z <7w/2A0<y<3. V 16 36+162

Ulesannetes 6-7 méairake rajad kahekordses integraalis If p f(x,y)drdy antud
D korral:
6. D on roopkiilik kiilgedega y = —z, y =9 —x, y = (x — )/2 y = (x +6)/

1 +6)/2 4 +6)/2
7.D: y? <z, y>2—uz, y>3[;—12

Ve ot de 3% F )y + [} dr [0 f )y + ) dxffm (2,9)dy.
Ulesannetes 8-13 muutke integreerimise jérjekorda:

8. fol dx f; flz,y)dy. V: fol dy fyﬂf(x,y)dx.

9. [ dy fy \/7f(x y)dz. V: []dz [ ra—a? flx,y)dy.
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10. (Y5 dy [V 20 foapd, Vi [y de [V )y
11. fo dyf3 2yf (v, y)dz. V: fo dxfgc (z,y dy—i—fl dz (3 2)/2 f(x,y)dy.

12. fo dyf3/ V2y—y? flz,y)dx.

V: fo dxfo xydy+f1 dx z,y)dy.
13. [} dy f“vl Y fay)de+ [2dy f”\/ﬂ Fla,y)da.

V: [} da [ 29” v f(aj y)dy + [ dw [TV e y)dy+

+ [y da [T fa,y)dy.

14. Arvutage ffD 4 — 22 —y2dxdy, kui D on ringi 22 +y% < 4 teises veeran-
dis paiknev osa. V: 47/3.

15. Leidke funktsiooni z = y/R? — 2 — y? keskmine véaértus ringi
2+ y2 < R? esimeses veerandis. V: 2R/3.

Ulesannetes 16-18 arvutage kolmekordne integraal:

15

16. [y da fo dy fx+y 222y%2dz. V: §c8.
dxdydz
17. e Lo —
r+yt+z=4. V: 1nf—5/16.
18. [[[, ysin(z + z)dxdydz , kus Q— pindadega y = /z, y =0, z2=0
ja ¥ + 2z = /2 piiratud piirkond. V:7/4—1/2.
Ulesannetes 19-22 méérake rajad kahekordses integraalis [ [}, f(z,y)dzdy antud
D korral, kasutades polaarkoordinaate:
19. D— piirkond, mis on mé#ratud ringjoontega x2 + 3% = 2y, 2% + y? = 4y ja
. . /4 4 sin .

sirgetega y = = ning y =xz/2. V: [ rétanO 5 do f%m;p pf (pcosp, psiny) dp.
20. D on kahe ringi 22 + y? < az (a > 0) ja 22 +y*> < by (b > 0) iihisosa.
V- fdrctdn(a/b) d fbbmgo pf (P cos o, pSiH <)0) dp+

/2 a .
+frétan(a/b) d(pf COS‘pr (pCOS ©, p s Qp) dp
21. D on Bernoulli lemniskaadi (22 +y?)? = a?(2% —y?) poolt piiratud piirkond.
/4 a+/cos2¢p
V: f4/4d Jo Sapf (pcos g, psin ) dp+

57 4 a+/cos 2¢
f7r//4 f S(;Pf (pcos, psinp) dp.

22. D on vorratustega x > 0, y < 0ja (22 +y?)% < 4a?2%y? (a > 0) médratud
piirkond. V: fjﬂ/Q dp fo_asm 0 of (pcos p, psin ) dp.
Ulesanneteb 23-25 teisendada integraalid polaarkoordinaatidesse:
V2Rx—x2 /3 2R cos
23. f dz |, f(z,y)de. V: [ / do [ © ypf (pcos g, psin ) dp.

1—\/ﬁf(

kus 2 on méiaratud tasanditegaz =0, y =0, z =0,

R/(2cos )
24. [Fody [° \/ﬂfﬂf y)dy. V: f%/stOfo pf pcosnp,psmw)dp-
R/\/1+R (z) \/ _

R2 /2
V: 7 farctan(l/R) f (COt S0) d(p



224 PEATUKK 3. INTEGRAALARVUTUS

Ulesannetes 26-28 arvutage integraalid, teisendades polaarkoordinaati-
desse:

26. fy dy [V T L+ a® +y)dy. Vi T [(1+ R In (14 R?) - R?).

R3 4
27. [[,/R? — 22 — y?dady, kus D on ring 2* + y> < Ry. V: 5 [71 - 3} )
28. [, arctan gd:z:dy, kus D on osa rongast : 16 > 22 +y? > 4 A
x
ANaV3>y>ax/V/3. V:r?/4
: : 22 2\
29. Arvutage integraal [[,, \/zydzdy, kus D on joonega | — + | = —=

2 5
piiratud piirkonna osa, mis paikneb esimeses veerandis. V: v/1000/6.

Ulesannetes 30-32 masrake rajad kolmekordses integraalis
[[[q f(x,y, z)dedydz antud Q korral, kasutades silinderkoordinaate voi
sfadrkoordinaate:
30. Q on piirkond, mis on piiratud silindriga 22 + y? = 2y, tasandiga z = 0 ja
paraboloidiga z = 22 + 2.
2
V: [ de f2 s pdp Iy f(pcose, psing, z)dz.
31. Q on kera z2 + y% + 22 < R? osa, mis on silindri
(2? +9)% = R*(2® —y?) (y > 0) sees.
f37'r/4 d fRy/* cos 2@ p f\/ R;;P22 f (p cos ()07 psin (p) Z) dZ
- —p

32. Q on kahe kera 2 + y2 + 22 < R? ja 22 + 9% + (2 — R)? < R? iihisosa.

. RV3/2 V R?—p? .
V: fo de [, pdpf \/7]“ (pcosp, psinp, 2) dz.
Ulesannetes 33-34 arvutage kolmekordne integraal, kasutades silindrilisi koor-
dinaate voi sfaar111s1 koordinaate:

/R2_y2_22 4
33. f dyf _dz [, =202 4 y?)da. BTrR?

34f dxf\/mdyfﬂgcz*y Va2 +y? 4 22dz. V: 167,

Ulesannetes 35-51 leidke kordse integraali abil keha ruumala, kui keha on pii-
ratud pindadega:

35.2=a22+y% =0, y=0, 2=0, s +y=2. V:8/3.

36. x =y, y=2y, 2=0, y+2z=4. V:128/15.

37.2=4—9y% =0, y=0, 2=0, 2r+3y=6 (y>0). V:10.
38.2=16—2% =0, y=0, 2=0, 3x+2y =12 (z>0). V:160.
39. 22 +y? = R?, 22+ 22=R% V:16R3/3.

40. 22 +y? = R?, z=y3/R? 2=0 (y>0). V:4R3/15.

4l.z=ay, o=y, v+y=2,y=0, 2=0. V:3/8

42. 22 =ay, Vo +y=1,2=0 (2>0). V:1/45.

43. 22+ y? =R?, 2= /22 + 42, z+y=2R. V:4wR3/3.

44. 2> +y> = R?, Rz =2R?> — 2% —y?, 2 =0. V:37R3/2.

45. 22 +y*+ 22 =R?, 2 +y? = Ry. V:4R3(m/2-2/3)/3.

46. 2?2 +y? =dx, 2 +y?P =4y, 2=2x+vy, 2=0. V:6(r—2).
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47. 22 =2y, (2*+9?)? =22y (x>0Ay>0A2>0). V:m/2/24.

48. 2=9—9?, z=9>4+1, 2 =-1, 2 =2. V:64

49. 22 +9y2 + 22 =5, 2 +y2 =4z, V. 277(5\f—4)/3.

50. 22+ y?+22 = 4Rz —3R?, 22 = 4(2% +y?) (kera osa, mis on koonuse sees).
V: 927 R3 /75.

5loa? 49?2 +22=1, 22 +92 +22=4, 22 =22 +9%, 2=0,y=0,

z=0 (z>0Ay>0A2>0). V:7r(2-+2)/12.

52. Leidke joonega (22 + y?)? = 2az® (a > 0) piiratud kujundi pindala.

V: 5ma? /8.

Ulesannetes 53-56 leidke antud pinnatiiki pindala:

53. Koonuse 22 = 2% 4 y? osa, mis iilalpool tasandit z = 0 ja allpool tasandit

z:\/g(g—i—l). V: 244/27.
54. Koonuse 22
V: 2\/§7rp2.
55. Pinna z = xy osa, mis on villja I6igatud silindriga z? + y? = R2.

viar | (1+ R 1] /3.

56. Pinna 22 + y2 + 22 = R? osa, mis on vilja 15igatud silindriga

2?2 +y?>=Ry. V:2R*(m—2).

57. Leidke iihtlase pindtihedusega kesknurgaga « ja raadiusega R ringi segmendi
raskuskeskme koordinaadid. V: raskuskese asetseb nurga « poolitajal kaugusel
(4Rsin (a/2)) / (3ax) tsentrist.

58. Leidke (iihtlase pindtihedusega p) ringi, raadiusega R, inertsmoment puu-
tuja suhtes. V:5mRp/4.

59. Leidke ({ihtlase pindtihedusega p) ringi, raadiusega R, inertsmoment raja-
joone punkti suhtes. V: 3mR*p/2.

60. Leidke pindadega x =0, y =0, z=0, v =2, y =4, x + y + z = 8 piiratud,
tihedusega p (z,y,2) = v + y + z, keha

massikeskme koordinaadid. V: (471/344;81/86;743/344).

61. Leidke (iihtlase tihedusega v ) kera, raadiusega R, inertsmoment diameetri
suhtes. V: 8myR5/15.

Ulesannetes 62-68 arvutage joonintegraal iile antud joone I :
d
62.fF xi—sy’ kus I' on sirge y = 2 — % osa punktide A(0;2) ja B(3;1) vahel.

V: /10 (In2) /2.

63. [.zyds, kus T' on ristkiilik tippudega A(0;0), B(4;0), C(5;2) ja D(2;2).
V: (145 — 71) /3.

64. [ (#* +y*)"ds, kus T on ringjoon & = acost, y = asint. V: 2wa®" 1.
65. . +/2yds, kus I" on tsiikloidi # = a(t —sint), y = a(1 — cost) esimene kaar.
V: 4dwaq/a.

66. fr (y — x)ds, kus T on ringjoon 2 + y? = 2Ry. V: 2w R2.

67. [r x\/a? — y?ds, kus T on joon (22 +4?)* = a®(2® —y?) (z >0).

V: 2a%v/2/3.

= 22 4 y? osa, mis on vilja 1igatud silindriga 22 = 2pz.
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68. [ (32 — /a2 +y?)ds, kus I on & = tcost, y = tsint, z =1

(0<t<2m). Viav2[(1+272)"" 1] /3

69. Leidke punktide A(0;0;0) ja B(3;3;2) vahel paikneva kaare x = 3t, y = 3t2
ja z = 2t3 pikkus. V: 5.

70. Leidke joone z = et cost, y = e"!sint, 2z = et (0 < t < +00) pikkus.

V: /3.

71. Leidke materiaalse joone x = acost, y = bsint
ga p(z,y) = |zy|, mass. V:4ab(a® + ab+b%) /(3

72. Leldke Joone xr=at,y=at?/2, z=at3/3 (0
dus p (z,y,2) = 2\/2y/a+ 12z/a. V:2a (3\/§7 1
73. Leidke uhtlase tihedusega p ringjoonekujulise kuJundl inertsmoment dia-
meetri subtes (raadius R). V: wpR3.

74. Leidke iihtlase tihedusega p ringjoonekujulise kujundi inertsmoment ring-
joone keskpunkti suhtes (raadius R). V: 2mpR3.

75. Leidke joontihedusega p(z,y) = zy ellipsi x = acosp, y = bsinp kaare
(0 < p < 7/2) inertsmoment diameetri, mis asub y-teljel, suhtes.

Vi @%b (36° — 500 + 20%) / (15 (1 — a?)") .

Ulesannetes 76-84 leidke teist liiki joonintegraal:

<t < 27), joontiheduse-
+0)).
< 1) mass, kui joontihe-

(0
(a
<t
) /3

76. - y2dr — xy dy, kus T on sirge 2 + % = 1 sirgloik punktist (a;0) punkti
(0;b). V: —ab?/2.
77 ¢ (;v2 — y2) (rdx —ydy), kus T on joone y = 2 kaar punktide (0;0) ja
(1;1) vahel. V: 0.
78. [ sinydz + sinz dy, kus I on sirgldik punktide (0;7) ja (7;0) vahel. V: 0.
79. $0, Ano ATCtan %dy — dx, kus OmA on parabooli y = 22 kaar ja OnA on
sirge y = x loik. V:7w/4—1.

y3dr — x3dy
8 fF 2 20
(22 +9y?)
(t=0—t=m). V:-=31/4
81. [ (2a —y)dz — (a — y)dy, kus T on tsiikloidi = = a(t — sint),
y = a(l — cost) esimene kaar (t =0 —t =2m). V: ma®.

2dy — y?d
82. [ 7x5y i I,

25/3 + y5/3
tist (R,0) punkti (0, R). V:3wRY/R/16.
83. L ydx+ xdy + (2x —y + z)dz, kus I on sirgloik punktist (—1;1; —1) punkti
(2;0;3). V: 7.
84. [Lyzdx + z\/R? — y?dy + xydz, kus T’ on joone x = Rcost,

t
y = Rsint, z = I osa 1gikumisest tasandiga z = 0 16ikumiseni tasandiga
T

z=a. V:0.
Ulesannetes 85-88 teisendage joonintegraal Greeni valemi abil, kusjuures I' on
kinnine sile joon, mida labitakse positiivses suunas:
85. ¢ (L—a)yde +x(1+y*)dy. V: [[, (2% +y?) dady.
86. $ (€"V + 2z cos®y)da + (e — a?sinycosy)dy. V: [[, (y — x) e™dady.

kus I" on poolringjoon z = Rcost, y = Rsint

kus T on astroidi # = Rcos®t, y = Rsin®t veerand punk-
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dy — yd
87. ¢ f % % (f on suvaline diferentseeruv funktsioon). V: 0.

88. § (f(x+y)+ flx—y))de + (f(x+y) — f(x —y))dy (f on suvaline dife-
rentseeruv funktsioon). V: 0.

89. Arvutage Greeni valemi abil fr eYdr+e "dy, kui I' on kolmnurga, tippudega
A(0;0), B(1;0) ja C(1;1), rajajoon. V:2—e—1/e.
90. Arvutage Greeni valemi abil §. 22y dz + 2*dy, kui I’ on ruudu |z| + [y| =1
rajajoon. V: 0.
91. Leidke Greeni valemi abil fl‘ arctan gdy — Iny/z + ydz, kui I" on ringjoon
x
2> +y?=R% V:0.
1
92. Niidake Greeni valemi abil, et joonintegraal 3 fr 23dy — y3dx vordub tiikiti

sileda joone T' poolt piiratud {ihtlase tihedusega p(x,y) = 1 plaadi inertsmo-
mendiga koordinaatide alguspunkti suhtes.
93. Arvutage f((_213)2) ydr + zdy. V:8.
(2;2) vdx + ydy )
1;1) \/m .V \/5
95. Taastage joonintegraali abil kahe muutuja funktsioon u tema téis
diferentsiaali du = 2?dx + y?dy pohjal. V: (2®+y3) /3 + C.
Ulesannetes 96-99 leidke joonintegraali abil kinnise joonega piiratud
kujundi pindala:
96. x=acos’t, y=asin®t (0<t<2m). V:3ma?/s.
97. (x +y)3 = xy. V:1/60.
98. (22 + y%)? = 2a%(2? — y?). V: 242
99. 23 +y3 — 32y =0. V:3/2.
Ulesannetes 100-105 arvutage pindintegraal iile antud pinna 3 :
100. [[s (24 2z + 4y/3)do, kus ¥ on tasandi L4+ Y42 =1 osa, mis on

2 3 4
esimeses kaheksandikus. V: 41/61.
101. ffz: (m2 + y2) do, kus ¥ on koonuse z = /x2 + y2? see osa, mis rahuldab
tingimusi 1 < 22 4+ 9% <4. V: 15/27/2.
102. [[y xdo, kus ¥ on sfééri 2® + y* + 2 = R? osa, mis on esimeses kahek-
sandikus. V: 7R3/4.
103. [[;, /R? — 22 — y*do, kus X on poolsfiér z = \/R? —2? —y2. V: 7R
104. [[5, (x +y — z)do, kus ¥ on oktaeedri || + |y| + |z| = 1 tahk, mille korral
r<0,y<0jaz>0. V: —\/3/2.
do

105. R

05 JJs (I+z+y+2)*
kogu vilispind. V: 1/3/8 —3/2+3In2.
106. Leidke pindtihedusega p(z,y, z) = 1 kolmnurkse kooriku ¢ +y 4+ 2z =1
(x>0, y >0, z > 0) inertsmoment koordinaatide alguspunkti suhtes. V: \/5/4
107. Leidke paraboolse kooriku z = (m2 + y2) /2 (0 <z <1), pindtihedusega
p(x,y,z) = z, mass. V: (2 + 12\/3) 7 /15.

94. Arvutage f(

kus ¥ on tetraeedriz+y+2<1, >0,y >0,2>0
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108. Leidke poolsfaéri 2 = v/ R — 22 — y2 kujulise kooriku inertsmoment z-telje
suhtes, kui pindtihedus p(z,y,2) = 1. V: 47R*/3.

Ulesannetes 109-104 arvutage pindintegraal iile antud pinna ¥ :

109. [[y zdydz + ydxdz + zdxzdy, kus ¥ on tasandi x 4+ y + z = 1 see osa,
mis paikneb esimeses oktandis. Valige pinnapool, millel normaal moodustab
koordinaattelgede suundadega teravnurgad. V: 1/2.

110. [fs @xdydz + ydxdz + zdzdy, kus X on tasanditega z = 0, y =0,
z=0,z=1, y=1, z =1 méadratud kuubi viline pinnapool. V: 3.

111. [ 2®y*zdxdy, kus ¥ on poolsfiéri 2 + y* + 22 = R* (z < 0) iilemine
pinnapool. V: 27 R7/105.

112. [[s zyzdaxdy, kus ¥ on poolsfiéri z = —y/R — 22 — y2 alumine pinnapool.
V:0

113. [, #*dydz, kus X on sfaéri 22 + y? + 22 = R? viiline pinnapool. V: 0.
114. [[y, zzdxdy 4+ zydydz + yzdedz, kus ¥ on tasanditega = = 0,
y=0,2z=0,z+y+ 2z =1 miidratud piiramiidi sisemine pinnapool. V: —1/8.
115. [[s yzdzdy + xzdudz + wydrdz, kus ¥ on pindadega

22 +y>?=R?> 2=0,y=0, z=0, 2= H esimeses kahesandikus

miiratud keha vilispinna viline pinnapool. V: RZH (2f + 7T8H) .
116. ffz y2zdxdy + xzdydz + x?ydrdz, kus ¥ on pindadega

z=a?4+y? 22 +9y?> =1, =0, y =0, z = 0 esimeses kaheksandikus
médratud keha vélispinna sisemine pinnapool. V: —7/8.

117. Kasutades Stokesi valemit, teisendage joonintegraali

$o (2% 4 2%)da + (2% 4 2%)dy + (2 + y)dz.

V:2 [ (x —y) dedy + (y — 2) dydz + (2 — x) dzdz.

Ulesannetes 118 121 kasutage Gauss-Ostrogradski valemit:

118. Leidke vektori F = (y, z,x) voog labi tasanditega x = 0, y = 0, z = 0 ja
x4+ y + z = 1 médratud pliramiidi vélise pinnapoole. V: 0.

119. Arvutage [y, xyz dzdy, kus ¥ on pindadega z = 0 ja z = —/R? — 22 — 32
méadratud keha véline pinnapool. V: 0.

120. Arvutage [y, (y — 2) dedy, kus ¥ on pindadega z = 1 ja z = /22 43?2
maéadratud keha véline pinnapool. V: 0.

121. Arvutage [[; (zy? + y2?) dydz+ (22® — ya?) dady+ (y2* + 2°2) dadz, kus
¥ on pindade 2% + 3% + 22 = R? ja z = /22 + y? méiiratud keha (z > 0) viiline
pinnapool. V: 27R® (1 —v/2/2) /5.

Ulesannete 122-126 lahendamisel kasutage Gauss-Ostrogradski valemit:

122. Leidke iilesandes 110 esitatud pindintegraal.

123. Leidke iilesandes 113 esitatud pindintegraal.

124. Leidke iilesandes 114 esitatud pindintegraal.

125. Leidke {iilesandes 115 esitatud pindintegraal.

126. Leidke iilesandes 116 esitatud pindintegraal.



Kirjandus

[11]

[12]

[13]

[14]

Abel, M., Kaasik, U. Eesti-soome-inglise-prantsuse-saksa-vene matemaati-
kasonaraamat. Tallinn, TEA, 2002.

Banach, S. Diferentsialnoje i integralnoe is¢islenie. Moskva, Nauka, 1966
(venekeelne).

Berman, G.N. Sbornik zadach po kursu matematicheskogo analiza. Moskva,
Nauka, 1965 (venekeelne).

Fichtenholz, G. M. Kurs diferentsialnogo i integralnogo is¢islenija 1. Mosk-
va, Fiz-mat, 2001.

Fichtenholz, G. M. Kurs diferentsialnogo i integralnogo is¢islenija II. Mosk-
va, Fiz-mat, 2001.

Fichtenholz, G. M. Kurs diferentsialnogo i integralnogo is¢islenija III. Mosk-
va, Fiz-mat, 2002.

Kaasik, U. Matemaatikaleksikon. Tallinn, Eesti Entsiiklopeediakirjastus,
1992.

Kaasik, U., Abel, M. Eesti-inglise-vene matemaatikasonaraamat. Tartu, TU
kirjastus, 1995.

Kangro, G. Matemaatiline analiilis II. Tallinn, Valgus, 1968.

Kivinukk, A., Pallas, L. Harmooniline analiiiis ja funktsioonide ldhen-
damine. Tallinn, TTU kirjastus, 2001.

Korgema matemaatika teatmik II. Diferentsiaal- ja integraalarvutus.
Tallinnn, TPI, 1978.

Korgema matemaatika teatmik III. Korgema matemaatika eripeatiikke.
Tallinnn, TPI, 1978.

Larsen, R. E., Holsteter, R. P. Calculus with Analytic Geometry. Toronto,
D.C.Heth and Company, 1986.

Lohmus, A., Petersen, 1., Roos, H. Kérgema matemaatika iilesannete kogu.
Tallinn, Valgus, 1989.

229



230 KIRJANDUS

[15] L6h'r'nus7 A., Tammeraid, I. Korgema matemaatika pGhiseosed. Tallinn,
TTU, 1989.

[16] Oja, E., Oja, P. Funktsionaalanaliiiis. Tartu, TU, 1991.

[17] Piskunov, N. S. Diferentsiaal- ja integraalarvutus II. Tallinn, Valgus, 1966.

[18] Puusemp, P. Lineaaralgebra. Tallinn, Avita, 2000.

[19] Péeva, H. Matemaatiline analiiiis. Tallinn, ERKA kirjastus, 1997.

[20] Reimers, E. Matemaatilise analiiiisi praktikum II. Tallinn, Valgus, 1988.

[21] Ruustal, E. Programmi MATHEMATICATM kasutamisjuhend. Tallinn,
TTU kirjastus, 1999.

[22] Tammeraid, I. Matemaatiline analiiiis I. Tallinn, TTU kirjastus, 2002.

[23] Vichmann, F. Funktsionaalanaliiiisi elementaarkursus. Tallinn, TTU kir-
jastus, 2002.

[24] Vilenkin, N. J., ... Sbornik zadach po kursu matematicheskogo analiza II.
Moskva, Prosvechtchenije, 1971 (venekeelne).

[25] Wilson, E. B. Advanced Calculus. http://www.ams.org/online.bks/online-
books-web.html



Indeks

ithepoolne pind, 215
iithtlane koonduvus, 90

Abeli teoreem, 94
absoluutselt koonduv rida, 88
afiinne ruum, 7
algtingimus, 109
aritmeetiline
punktiruum, 7
vektorruum, 7
arvrida, 69
astmerea
koonduvus, 94
koonduvusraadius, 95
koonduvusvahemik, 101
kordajad, 94
astmerida, 94
astroid, 172

Besseli vorratus, 122
binoomrida, 104

Cartesiuse korrutis, 7
Cauchy
kriteerium, 73
tunnus, 83

d’Alembert’i tunnus, 80
diferentseeruv funktsioon, 24
diferentsiaalvorrand, 108
diferentsiaalvorrandi jark, 108
Dirichlet’ teoreem, 89
diskreetne spekter, 136
divergents, 52

ekstreemum, 40

ekstremaalsed vaartused, 45
esimest liiki
joonintegraal, 191
pindintegraal, 213
Euleri valem, 131

Fourier’
integraal, 138
integraalvalem, 134
koosinusrida, 128
koosinusteisend, 139
koosinusteisendus, 139
kordajad, 120
poordteisend, 135
poordteisendus, 135
rea komplekskuju, 133
rida, 120
siinusrida, 128
siinusteisend, 139
siinusteisendus, 139
teisend, 135
teisendus, 135

funktsionaalanaliiiis, 3

funktsionaalrea
koonduvuspiirkond, 90

liikmeti diferentseerimine, 93

litkkmeti integreerimine, 92

majorantrida, 91

summa, 90
funktsionaalrida, 89
funktsiooni

ekstreemum, 40

ekstreemumpunkt, 40

ekstremaalsed vaartused, 45

globaalne ekstreemum, 50

231



232

graafik, 12

ilmutamata kuju, 13

lisatingimustega ekstreemum, 42

lokaalne ekstreemum, 40

madramispiirkond, 12

muut, 21

norm, 115

osatuletis, 21

parameetriline kuju, 14

pidevus, 19

piirvaartus, 16

poolnorm, 115

statsionaarne punkt, 40

suunatuletis, 55

taisdiferentsiaalid, 25

vadrtuste piirkond, 12
funktsioonide

ortogonaalne siisteem, 115

skalaarkorrutis, 114

tdielik siisteem, 122
funtsionaalrea

iithtlane koonduvus, 90

Gauss-Ostrogradski valem, 217

geomeetriline rida, 70

globaalne ekstreemum, 50

gradient, 52

Gram-Schmidti ortogonaliseerimis-
protsess, 118

Greeni valem, 201

hajuv rida, 69
Hamiltoni operaator, 53
harmooniline rida, 70
helikoid, 168
hulga

moot, 10

raja, 9

rajapunkt, 8

ilmutamata funktsiooni osatuletis, 31
inertsmomendid, 170, 188, 207, 219
integraaltunnus, 85
integreerimistee, 192

algusppunkt, 192

lopppunkt, 192

INDEKS

integreeruv funktsioon, 113
integreeruva ruuduga funktsioon, 113

jarjend, 7
jakobiaan, 167, 183
joone
inertsmomendid, 207
mass, 206
massikeskme koordinaadid, 207
pikkus, 191, 205
joonintegraal
kaare pikkuse jargi, 191
projektsioonide jargi, 196
joonintegraali sGltumatus
integreerimisteest, 205

koverjooneline trapets, 154
kahekordne integraal, 148
polaarkoordinaatides, 158
ristkoordinaatides, 152
kahepoolne pind, 215
kaugus, 8
keha
inertsmomendid, 188
mass, 188
massikese, 188
ruumala, 187
keha ruumala, 163
keskmine konduvus, 116
kinnine
hulk, 9
kera, 9
risttahukas, 9
kolmandat jarku osatuletis, 22
kolmekordne integraal, 173
ristkoordinaatides, 175
sfadrkoordinaatides, 185
silinderkoordinaatides, 183
komplanaarsed vektorid, 35
koonduv rida, 69
koorik, 170
kooriku
inertsmomendid, 170, 219
mass, 170, 219
massikeskme koordinaadid, 170, 219
staatilised momendid, 170



INDEKS

koosinusrida, 128
korduv piirvaartus, 17
korteez, 7

Kroneckeri siimbol, 8
kruvipind, 168

lahtine

hulk, 9

kera, 9

risttahukas, 9
Laplace’i operaator, 54
Legendre’i poliinoom, 118
Leibnizi tunnus, 87
liitfunktsiooni osatuletis, 27
lisatingimustega ekstreemum, 42
lokaalne

ekstreemum, 40

maksimum, 40

miinimum, 40
lokaalselt tiikiti sile, 134

moot, 10

mootuv hulk, 10

Maclaurini
reaksarendused, 103
rida, 102

majorantrida, 91

MAPLE, 3

mass, 188

massikese, 188

materiaalse joone
inertsmomendid, 207
mass, 206
massikeskme koordinaadid, 207

materiaalse pinna
inertsmomendid, 219

mass, 219

massikeskme koordinadid, 219
MATHCAD, 3
MATHEMATICA, 3
MATLAB, 3

mitmemootmeline ruum, 7
muutujate vahetus
kahekordses integraalis, 158
kolmekordses integraalis, 182

n korda diferentseeruv funktsioon, 38

233

n muutuja funktsioon, 12
n-jarku
osatuletis, 22
taisdiferentsiaal, 27
nablaoperaator, 53
nivoojoon, 15
nivoopind, 15
norm, 115
normaal, 35, 36
normaalne piirkond, 152, 175
normaalsirge, 36
normaalvektor, 36
null, 7
nullvektor, 7

ortogonaalne siisteem, 115
ortogonaalrida, 120
ortogonaalsed
poliinoomid, 118
vekorid, 8
ortonormeeritud
poliinoomid, 118
siisteem, 115
osatuletis, 21
esimest jarku, 21
n-jarku, 22
teist jarku, 22
otsekorrutis, 7

parameetrilised vorrandid, 14
parameetriliselt esitatud funktsioon, 14
Parsevali vordus, 122
pidev

funktsioon, 19

spekter, 136
piirkond, 147, 173
piirkonna

labimoot, 147

pindala, 148

ruumala, 148, 174
piirvaartus, 16
pindintegraal

pindala jérgi, 213

projektsioonide jargi, 216
pinna

normaalsirge, 36



234

normaalvektor, 36
pindala, 165, 219
pool, 215
puutujatasand, 35
pinnatiiki pindala, 164
poolnorm, 115
poolskalaarkorrutis, 114

positiivne
arvrida, 75
suund, 196

positiivsete arvridade

vordlustunnused, 75

punkti
iimbrus, 8

koordinaadid, 7

punktide vaheline kaugus, 8

puutujatasand, 35

Raabe tunnus, 86

raja, 8

rajapunkt, 8

rea
ildliige, 69
imberjérjestus, 89

arvuga korrutamine, 74
keskmine konduvus, 116
koonduvuse tarvilik tinimus, 72

liige, 69

osasumma, 69

summa, 69
regulaarne

piirkond, 152, 175

teisendus, 158, 182
rida, 69
ridade

Cauchy korrutis, 74

liitmine, 74
Riemanni teoreem, 89
ringintegraal, 196
risttahuka

moot, 10

ruumala, 10
Rodrigues’i valem, 119
rootor, 53
ruum

R", 7

R,, 7

ruumiline joonintegraal, 192

segaosatuletis, 22
sfadrilised koordinaadid, 10
sfadrkoordinaadid, 10
Shannoni teoreem, 136
sidus hulk, 20
siinusrida, 128
sile

joon, 193

pind, 164, 166
silinderkoordinaadid, 10

silindrilised koordinaadid, 10

sirgestuv joon, 191
skalaarkorrutis, 7, 114
skalaarruut, 8
skalaarvéli, 52
skalaarvélja gradient, 52
statsionaarne punkt, 40
Stirlingi valem, 103
Stokesi valem, 218
suunakoosinused, 56
suunatuletis, 55

taisdiferentsiaal, 25
t60, 195
tiikiti sile

joon, 193
tiikiti sile

pind, 187, 213

tasandiline joonintegraal, 192

tasandilise

pinnatiiki pindala, 161
Taylori

poliinoom, 102

rida, 102

valem, 38
teist jarku

osatuletis, 22

tdisdiferentsiaal, 26
teist liiki

joonintegraal, 196

pindintegraal, 216
tingimisi koonduv rida, 88
tinglik ekstreemum, 42

INDEKS



INDEKS

toor, 169
trignomeetriline siisteem, 116
tsirkulatsioon, 196

vahelduvate mérkidega rida, 87
vektor, 7
vektorargumendi funktsioon, 12
vektori
koordinaadid, 7
pikkus, 8
skalaarruut, 8
suunakoosinused, 56
tsirkulatsioon, 196
vektorite
segakorrutis, 35
skalaarkorrutis, 7
vaheline nurk, 8
vektorvili, 52
vektorvélja
divergents, 52
rootor, 53
voog, 215
voog, 215

Weierstrassi tunnus, 91

235



