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Eess~ona
Käesolev ~oppevahend on jätk autori poolt kirjutatud materjalile [22]. Aluseks

on v~oetud Tallinna Tehnikaülikooli bakalaureuse~oppe üli~opilastele peetud mitme
muutuja funktsiooni diferentsiaal- ja integraalarvutuse ning ridade loengud nime-
tuse all „Matemaatiline analüüs II”. Lisatud on paljude väidete t~oestused ja
näiteülesanded, mille esitamiseks ei jätku loengutel aega, kuid mis pakuvad hu-
vi usinamale tudengile. Seda v~oiks arvestada ~oppija, keda ei huvita antud kur-
suse süva~ope. Ta v~oib osa keerukamatest t~oestustest jätta vahele ja keskenduda
näidetele. ~Oppevahend pakub lisav~oimalusi üli~opilase iseseisvaks tööks. Käsitle-
takse klassikalise matemaatilise analüüsi probleeme juhul, kui s~oltumatuid muu-
tujaid on rohkem kui üks. Samuti käsitletakse m~oningaid arv- ja funktsionaal-
ridadega seotud probleeme. Iga peatüki l~oppu on ~opitud teooria kinnistamiseks
lisatud harjutusülesanded, mis on varustatud vastustega. P~ohilised viited on
~opikule [9]. ~Opikuid [2] ja [17] ning ~oppevahendit [19] v~oib kasutada selle kur-
suse p~ohit~odedega tutvumisel. Ingliskeelseks ~opikuks sobib [13] ja veebist saa-
dav [25]. Kes tunneb t~osisemat huvi selle kursuse vastu, leiab palju huvita-
vat lisamaterjali venekeelsest klassikast [4-6]. Täiendavaid ülesandeid leiate üle-
sandekogudest [3], [14], [20] ja [24]. ~Opikutega [2], [4-6], [13] ja [25] ning ülesande-
kogudega [3] ja [24] töötamisel tekkivate t~olkeprobleemide lahendamisel on abi
matemaatikas~onaraamatutest [1] ja [8]. Matemaatikaleksikonist [7] leiate teid
huvitavate matemaatiliste terminite lühikesed määratlused. Teoreetilise mater-
jali kinnistamiseks sobivad ka teatmikud [11] ja [12] ning metoodiline mater-
jal [15]. Süvateadmisi otsiv ~oppur v~oib täiendada oma teadmisi funktsionaal-
analüüsi elementaarkursuse [23] ja ~opiku [16] abil. Abistavate vahenditena v~oib
soovitada ka m~onda matemaatikapakettidest, näiteks MATLAB, MAPLE,
MATHCAD v~oi MATHEMATICA, mis v~oimaldavad lihtsustada tehnilist külge.
MATHEMATICA paketi jaoks on olemas eestikeelne juhend [21].

~Oppevahendi koostamisel on kasutatud paketti „Scientific WorkPlace 3.0”,
lühendatult SWP3.0 ehk SWP.

Tänan dotsent Frederik Vichmanni, kes tutvus ~oppevahendi käsikirjaga ja
tegi kasulikke märkusi sisu ning vormi kohta. Ivar Tammeraid

21. jaanuar, 2005
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Peatükk 1

Diferentsiaalarvutus

1.1 Mitme muutuja funktsioon

Enne mitme muutuja funktsiooniga seotud m~oistete defineerimist meenu-
tame olukorda ühe muutuja funtsiooni y = f(x) korral. Selle funktsiooni määra-
mispiirkond X on x-telje k~oigi punktide hulga mingi alamhulk, st X ⊆ R. Seega
on alust arvata, et vastavate probleemide lahendamisel mitme muutuja funkt-
siooni korral on funktsiooni määramispiirkond mingi hulk mitmem~o~otmelises
ruumis. Täpsustame mitmem~o~otmelise ruumi m~oistet.

Definitsioon 1. Hulkade H1, . . . ,Hn otsekorrutiseks ehk Cartesiuse kor-
rutiseks H1 × . . . × Hn nimetatakse k~oigi järjendite (h1, . . . , hn) , kus
hk ∈ Hk (k = 1, . . . , n) , hulka. Järjendit nimetatakse ka korteežiks. Kui
Hk = H (k = 1, . . . , n) , siis n teguri, millest igaüks on H, otsekorrutise
H × . . .×H jaoks kasutatakse ka tähistust Hn.

Definitsioon 2. Aritmeetiliseks punktiruumiks (afiinseks ruumiks) Rn

nimetatakse otsekorrutist R× . . .×R, milles on n tegurit ja R on reaalarvude
hulk. Punktiruumi elemente nimetatakse selle ruumi punktideks ja arve xi nime-
tatakse punkti P (x1, . . . , xn) koordinaatideks.

Definitsioon 3. Aritmeetiliseks vektorruumiks Rn nimetatakse n teguri
otsekorrutist R × . . . × R, milles elementide liitmine on defineeritud seosega
x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) ja korrutamine arvuga αx = (αx1, . . . , αxn) ,
kusjuures x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) ja α ∈ R. Ruumi Rn elemente
nimetatakse vektoriteks ja arve xi (i = 1, . . . , n) nimetatakse vektori x koor-
dinaatideks. Ruumi Rn elementi 0 = (0, . . . , 0) nimetatakse nullvektoriks ehk
lihtsalt nulliks.

R~ohutame, et nii ruumi Rn punkti P (x1, . . . , xn) kui ka selle punkti P ko-
havektori x = (x1, . . . , xn) määrab ära sama järjend (x1, . . . , xn) .

Ruumi Rn vektorite x = (x1, . . . , xn) ja y = (y1, . . . , yn) skalaarkorrutis

7



8 PEATÜKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

xy defineeritakse seosega

xydef.= x1y1 + . . .+ xnyn.

Ruumi Rn vektoreid x ja y nimetatakse ortogonaalseteks, kui xy = 0. Ruu-
mi Rn vektori x pikkus |x| defineeritakse kui ruutjuur vektori skalaarruudust
x2 def= xx, st

|x| =
√

x2 =
√

xx =
√
x1x1 + . . .+ xnxn =

√
x2

1 + . . .+ x2
n.

Vektorite x ja y vaheline nurk defineeritakse seosega

cos x̂ ,y =
xy
|x| |y|

=
x1y1 + . . .+ xnyn√

x2
1 + . . .+ x2

n

√
y2
1 + . . .+ y2

n

.

Vektorite süsteem {e1, . . . , en} , kus e1 = (1; 0; . . . ; 0) , e2 = (0; 1; . . . ; 0) , . . . ,
en = (0; 0; . . . ; 1) ja ei (i = 1, . . . , n) on xi-telje suunaline vektorrumi Rn ühik-
vektor, on ortonormaalne, st

eiej = δij
def.=
{

0, kui i 6= j
1, kui i = j,

kus δij on Kroneckeri sümbol. Saame
x = (x1, . . . , xn) = x1 (1; 0; . . . ; 0) + . . .+ xn (0; 0; . . . ; 1) = x1e1 + . . .+ xnen.
Piirprotsessi kirjeldamisel ühe muutuja funktsiooni korral kasutame kahe x-teljel
paikneva punkti x1 ja x2 vahelist kaugust |x2 − x1| . Üritame esitada neid prob-
leeme n-m~o~otmelisel juhul.

Definitsioon 4. Ruumi Rn punktide P (x1, . . . , xn) ja Q (y1, . . . , yn) vahe-
lisekskauguseks d (P,Q) nimetatakse ruumi Rn vektori, mille alguspunktiks on
ruumi Rn punkt P ja l~opppunktiks ruumi Rn punkt Q, st−−→
PQ = (y1 − x1, . . . , yn − xn) , pikkust:

d (P,Q) def.=
∣∣∣−−→PQ∣∣∣ =√(y1 − x1)

2 + . . .+ (yn − xn)2.

Definitsioon 5. Hulka Uε(P ) = {Q | (Q ∈ Rn) ∧ (d (Q,P ) < ε)} nimeta-
takse punkti P ∈ Rn ε-ümbruseks.

Definitsioon 6. Punkti P ∈ Rn nimetatakse hulga Ω ⊂ Rn rajapunktiks,
kui suvalise ε > 0 korral sisaldab punkti P ∈ Rn ε-ümbrus nii hulga Ω punkte
kui ka hulka Ω mittekuuluvaid ruumi Rn punkte.

Näide 1. Punkt P
(
3;
√

7/2
)

on piirkonna

Ω =
{

(x, y) | x
2

16
+
y2

4
≤ 1
}

rajapunkt, sest suvalise ε > 0 korral on tingimusega

(x− 3)2 +

(
y −
√

7
2

)2

< ε2
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määratud ringis nii piirkonna Ω punkte kui ka piirkonda Ω mittekuuluvaid
punkte:

4

2

x2

16
+
y2

4
≤ 1

.
................

............

...................
........

.........................
.

......................... ....................... ....................... ........................
.........................

-

6y

x1
1 "!
# 

. ............... .............. ............
...........
...........
............
.............sP

(x− 3)2 +

(
y −
√

7
2

)2

≤ ε2

.

............
............
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.............
.

.............
...............

................
...................................

....................
.........................................
........................................................................................................................................

.

............
............
.
.............
.............
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.............. .
................
................ . ..................

................... .
.........................................
. ........................................... . ............................................. . .............................................

.

...........

.
...........
.
.
............
.

............
.
.

.............
......................................................................................

...............................
..........

........................................................................................................................................

.

...........

.
...........
.
.
............
.
............
.
.
.............
.............. . ................ ................ . .................. ................... .

...............................
..........

. ........................................... . ............................................. . ............................................. ♦

Definitsioon 7. Hulga Ω k~oigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga Ω
rajaks. Definitsioon 8. Hulka Ω ⊂ Rn nimetatakse lahtiseks, kui iga P ∈ Ω
korral leidub selline ε = ε (P ) > 0, et tingimusest d (Q,P ) < ε järeldub Q ∈ Ω.

Seega sisaldab lahtine hulk Ω iga oma punkti mingit ümbrust ega sisalda
ühtki hulga Ω rajapunkti.

Definitsioon 9. Hulka Ω ⊂ Rn nimetatakse kinniseks, kui Ω sisaldab oma
raja. Definitsioon 10. Hulka {P (x1, . . . , xn) | d (P,A) < r} ruumis Rn nime-
tatakse lahtiseks keraks raadiusega r ja keskpunktiga punktis A(a1, . . . , an).

Definitsioon 11. Hulka {P (x1, . . . , xn) | d (P,A) ≤ r} ruumis Rn nimeta-
takse kinniseks keraks raadiusega r ja keskpunktiga punktis A(a1, . . . , an).

Näide 2. Hulk{
(x, y) | ((x, y) ∈ R2) ∧

(
(x− a)2 + (y − b)2 < r2

)}
on lahtine ring (kera) ja{

(x, y) | ((x, y) ∈ R2) ∧
(
(x− a)2 + (y − b)2 ≤ r2

)}
on kinnine ring ning ringjoon{

(x, y) | ((x, y) ∈ R2) ∧
(
(x− a)2 + (y − b)2 = r2

)}
on nende m~olema raja, kusjuures ringjoone keskpunkt on (a, b) ja raadius r. ♦

Definitsioon 12. Hulka
(a1, b1)× . . .×(an, bn) = {(x1, . . . , xn) | (a1 < x1 < b1) ∧ . . . ∧ (an < xn < bn)}
nimetatakse lahtiseks risttahukaks ruumis Rn.

Definitsioon 13. Hulka

[a1, b1]× . . .× [an, bn] = {(x1, . . . , xn) | (a1 ≤ x1 ≤ b1) ∧ . . . ∧ (an ≤ xn ≤ bn)}

nimetatakse kinniseks risttahukaks ruumis Rn.
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Definitsioon 14. Arvu

µ (B) =
∏n
i=1 (bi − ai)

nimetatakse risttahuka B m~o~oduks.
Ruumi R2 korral nimetame risttahuka (ristküliku) m~o~otu pindalaks ja R3

korral nimetame risttahuka m~o~otu ruumalaks. Üldjuhul on hulga m~o~odu defi-
neerimine keerukas ülesanne.

Kui n-m~o~otmelise ruumi hulk on l~opliku arvu risttahukate, millel puuduvad
ühised sisepunktid, ühend, siis selle hulga m~o~oduks nimetame ühendi kompo-
nentide m~o~otude summat. Kui D ⊂ Rn on t~okestatud hulk ja A on l~opliku
arvu ühiseid sisepunkte mitteomavate ristahukate ühend, mis sisaldab hulka D,
ning C on l~opliku arvu ühiseid sisepunkte mitteomavate ristahukate ühend, mis
sisaldub hulgas D, siis µ (C) ≤ µ (A) ja

sup
C⊂D

µ (C) ≤ inf
D ⊂ A

µ (A) .

Definitsioon 15. Kui

sup
C⊂D

µ (C) = inf
D ⊂ A

µ (A) ,

siis ruumi Rn t~okestatud hulka D nimetatakse m~o~otuvaks ja arvu

µ (D) def.= sup
C⊂D

µ (C)

nimetatakse hulga D m~o~oduks.
Näiteks ruumi R2 ringi

D =
{

(x1, x2) | (x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 ≤ r2
}

korral µ (D) = πr2.
Ruumi R3 punkti P (x1, x2, x3) korral kasutame tihti tähistust P (x, y, z) ,

st nimetame ümber koordinaadid: x1 → x, x2 → y, x3 → z. Märgime, et
kolmem~o~otmelises ruumis on v~orrandiga x = c, kus c on konstant, määratud
tasand paralleelne yz-tasandiga. Analoogiliselt on v~orranditega y = c ja z = c
määratud tasandid paralleelsed vastavalt xz- ja xy-tasandiga.

Punkti asukoha määramiseks kolmem~o~otmelises ruumis kasutatakse lisaks
ristkoordinaatidele ka silinderkoordinaate ehk silindrilisi koordinaate ja sfäär-
koordinaate ehk sfäärilisi koordinaate.

Definitsioon 16. Ruumi R3 punkti P koordinaate ρ, ϕ ja z, mida ristkoor-
dinaatidega x, y ja z seovad valemid

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z, (1.1.1)
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nimetatakse silindrilisteks koordinaatideks.

ϕ

x

y

z

Q(x, y, 0)

P (x, y, z)

O
ρQ

Q
Q

Qs

-

6

�
�

��	

r

r. ................ ............... .............. .............. ...............
................
.................
..................
....... ................
.......

Seejuures on ϕ ja ρ punkti Q(x, y, 0) polaarkoordinaadid xy-tasandil. Märgime,
et silinderkoordinaatide korral on kolmem~o~otmelises ruumis v~orrandiga ρ = c
(c–konstant) määratud pöördsilinder, mille juhtjoon xy-tasandil on ringjoon
raadiusega c ja keskpunktiga nullpunktis ning mille moodustaja on paralleelne
z-teljega. V~orrandiga ϕ = c on määratud pooltasand, st üks z-telge läbiva tasan-
di kahest osast, milleks selle tasandi jaotab z-telg. Selle tasandi teine osa on
määratud v~orrandiga ϕ = c + π. V~orrandiga z = c määratud tasand on par-
alleelne xy-tasandiga.

Definitsioon 17. Ruumi R3 punkti P koordinaate ρ, ϕ ja ψ, mida rist-
koordinaatidega x, y ja z seovad valemid

x = ρ sinψ cosϕ, y = ρ sinψ sinϕ, z = ρ cosψ, (1.1.2)

nimetatakse sfäärilisteks koordinaatideks.

ϕ

x

y

z

Q(x, y, 0)

P (x, y, z)

O

ρ
ψ

Q
Q

Q
Qs

�
�

�
�

��7

-

6

�
�

��	

r

r. ................. ................ ............... ............... ................
.................
.................
..................

. ............... .............. ............. ............ ............. .......... ......
............ ..........

.......... ....... ......
..........
...........

Seejuures on ψ nurk, mille punkti P (x, y, z) kohavektor
−−→
OP moodustab

z-telje positiivse suunaga, ρ on vektori
−−→
OP pikkus ja ϕ on nurk, mille vektor−−→

OQ moodustab x-telje positiivse suunaga.
Märgime, et sfäärkoordinaatide kasutamisel on kolmem~o~otmelises ruumis

v~orrandiga ρ = c (c–konstant) määratud sfäär keskpunktiga nullpunktis ja
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raadiusega c. V~orrandiga ϕ = c on määratud pooltasand. V~orrandiga ψ = c
on määratud osa pöördkoonusest, mille teljeks on z-telg. Millise v~orrandiga on
antud selle pöördkoonuse ülejäänud osa?

Definitsioon 18. Kui hulga Ω ⊂ Rn igale punktile P (x1, . . . , xn) on vas-
tavusse seatud muutuja u ∈ R kindel väärtus, siis öeldakse, et hulgal Ω on
defineeritud n muutuja (skalaarväärtusega) funktsioon. Seda fakti tähistatakse

u = f (x1, . . . , xn) v~oi lühidalt u = f (P ) ehk P
f7→ u. Hulka Ω nimetatakse

funktsiooni määramispiirkonnaks ja hulka

{u | ((x1, . . . , xn) ∈ Ω) ∧ u = f (x1, . . . , xn)} ⊂ R
funktsiooni väärtuste piirkonnaks. Hulka

{(x1, . . . , xn, u) | ((x1, . . . , xn) ∈ Ω) ∧ u = f (x1, . . . , xn)} ⊂ Rn+1

nimetatakse funktsiooni graafikuks.

Et järjend (x1, . . . , xn) määrab ära vektori x = (x1, . . . , xn) , siis on m~oninga-
tel juhtudel otstarbekas lisaks funktsiooni u = f (x1, . . . , xn) lühendatud tähis-
tusele u = f (P ) kasutada ka tähistust u = f (x) ja k~onelda vektorargumendi x
skalaarväärtusega funktsioonist u = f (x) .

Kui funktsioon on antud analüütilise eeskirjaga ja määramispiirkonda ei ole
ette antud, siis funktsiooni u = f (x1, . . . , xn) määramispiirkonnaks loetakse
nende punktide, mille korral see eeskiri omab m~otet, hulka.

Näide 3. Leiame funktsiooni u = ln
(
1− x2

1 − . . .− x2
n

)
määramispiirkonna.

Et logaritmitav peab olema positiivne, siis

1− x2
1 − . . .− x2

n > 0 ⇔ x2
1 + . . .+ x2

n < 1,

st määramispiirkonnaks on lahtine kera raadiusega 1 ja keskpunktiga nullpunk-
tis. ♦

Tehnilistel kaalutlustel piirdume järgnevas p~ohiliselt kahe muutuja funkt-
siooni u = f(x1, x2) uurimisega. Nimetame ümber muutujad:

x1 → x, x2 → y, u→ z.

Seega piirdume tavaliselt funktsiooni z = f(x, y) uurimisega.

Näide 4. Olgu Ω = [−1; 1]× [−1; 1] . Skitseerime funktsiooni

z = 2− x2 − y2

graafiku ja leiame selle pinna v~orrandi nii silinder- kui ka sfäärkoordinaatides.

Skitseerime graafiku
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Minnes üle silinderkoordinaatidesse, saame

z = 2− x2 − y2 (1.1.1)↔ z = 2− ρ2.

Minnes üle sfäärkoordinaatidesse, saame

z = 2− x2 − y2 (1.1.2)↔ ρ cosψ = 2− ρ2 sin2 ψ. ♦

Definitsioon 19. Kui funktsioon u = f (x1, . . . , xn) on antud v~orrandiga

F (x1, . . . , xn, u) = 0, (1.1.3)

siis öeldakse, et see funktsioon on antud ilmutamata kujul. V~orrand (1.1.3) seob
n + 1 muutujat. Kui punkt P (x1, . . . , xn) sobivalt ette anda, siis on suurus u
seosest (1.1.3) määratav, kuigi mitte alati üheselt. K~oigi nende punktide P hulk,
mil suurus u on seosest (1.1.3) määratav, moodustab ilmutamata kujul antud
funktsiooni määramispiirkonna Ω.

Kahe muutuja ilmutamata funktsiooni korral piirdume tavapäraselt v~orrandiga
F (x, y, z) = 0.

Näide 5. Olgu funktsioon antud ilmutamata kujul v~orrandiga

x2

16
+
y2

9
+
z2

4
− 1 = 0. (1.1.4)

Avaldame v~orrandist (1.1.4) muutuja z : z = ±2

√
1− x2

16
− y2

9
.

Et ruutjuure all olev avaldis peab olema mittenegatiivne, siis leiame määramis-

piirkonna Ω kui v~orratuse 1− x2

16
− y2

9
≥ 0 k~oigi lahendite hulga:

Ω =
{

(x, y)
∣∣∣∣x2

16
+
y2

9
≤ 1

}
.

Uuritava funktsiooni määramispiirkonnaks on ellipsi
x2

16
+
y2

9
= 1 poolt h~olmatav

xy-tasandi piirkond. V~orrandiga (1.1.4) määratud funktsioon on kahene. Leiame
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kaks haru: z = 2

√
1− x2

16
− y2

9
, z = −2

√
1− x2

16
− y2

9
. Skitseerime uuritava

funktsiooni graafiku:

6

z = 2
√

1− x2/16− y2/9

z = −2
√

1− x2/16− y2/9

y

x

z

3
4

2

�
��+

XXXXz

Funktsionaalset seost z = f (x, y) v~oib esitada ka parameetriliselt x = ϕ (p, q)
y = ψ (p, q)
z = χ (p, q)

(p, q) ∈ Π ⊂ R2. (1.1.5)

Seoste (1.1.5) abil on konstrueeritud üksühene vastavus piirkonna Π ja pinna
punktide vahel. Esituste (1.1.5) paigutamine v~orrandisse z = f (x, y) muudab
selle samasuseks hulgal Π, st

Ω = {(x, y) | (x = ϕ (p, q)) ∧ (y = ψ (p, q)) ∧ ((p, q) ∈ Π)}
ja

χ (p, q) = f (ϕ (p, q) , ψ (p, q)) (∀ (p, q) ∈ Π) .

Funktsionaalset seost v~oime parameetriliselt esitada tavaliselt mitmel erine-
val viisil. Parametriseerimise oskused avardavad oluliselt arvuti kolmedimensio-
naalse graafika kasutamisv~oimalusi.

Näide 6. Uurime v~orrandiga (1.1.4) esitatud pinna üht parameetrilist esi-
tust. Näitame, et parameetrilised v~orrandid x = 2 cosϕ sinψ

y = 3 sinϕ sinψ
z = 4 cosψ

, (1.1.6)

kus 0 ≤ ϕ < 2π ja 0 ≤ ψ ≤ π, annavad sama funktsionaalse s~oltuvuse.
Asendame muutujate x, y ja z parameetrilised esitused lähtev~orrandi vasakusse
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poolde. Leiame, et

x2

4
+
y2

9
+
z2

16
=

(2 cosϕ sinψ)2

4
+

(3 sinϕ sinψ)2

9
+

(4 cosψ)2

16
=

= cos2 ϕ sin2 ψ + sin2 ϕ sin2 ψ + cos2 ψ =

=
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
sin2 ψ + cos2 ψ = sin2 ψ + cos2 ψ = 1

(∀ (ϕ ∈ [0; 2π)) ∧ ψ ∈ [0;π]) ,

st selle parameetrilise esituse (1.1.6) paigutamine lähtev~orrandisse muudab v~or-
randi (1.1.4) samasuseks . Seega on parameetriliste v~orranditega (1.1.6) esitatud
pinna punktid ka pinna (1.1.4) punktideks. Et parameetrit ψ v~oime t~olgendada
kui nurka, mille punkti (x, y, z) kohavektor moodustab z-telje positiivse suuna-
ga, ja parameetrit ϕ kui nurka, mille punkti (x, y, z) ristprojektsiooni (x, y, 0)
kohavektor moodustab xy-tasandil x-telje positiivse suunaga, siis v~oimaldavad
parameetrite ϕ ja ψ valitud määramispiirkonnad esitada parameetriliste v~orran-
dite (1.1.6) abil selle ellipsoidi k~oik punktid. ♦

Definitsioon 20. Pinda punktiruumis Rn v~orrandiga

f (x1, . . . , xn) = C,

kus C ∈ R on etteantud konstant, nimetatakse funktsiooni f (x1, . . . , xn) nivoo-
pinnaks. Juhul n = 2 nimetatakse nivoopinda nivoojooneks . Funktsiooni
z = f (x, y) nivoopinda v~orrandiga f (x, y) = C v~oime käsitleda kui funktsiooni
z = f (x, y) graafiku ja tasandi z = C l~oikejoone projektsiooni xy-tasandile.

Näide 7. Leiame funktsiooni z = x2 + y2 nivoojooned.
Nende v~orrandid on: x2+y2 = C. Reaalse joone saame vaid juhul, kui C > 0.

Olgu C = r2. Skitseerime nivoojooned r = 1; 2; 3 korral
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Näide 8. Skitseerime funktsiooni z = |x− 1| + |y + 2| graafiku ja nivoo-
jooned |x− 1|+ |y + 2| = C (C = 1; 2; 3) :
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Näide 9. Skitseerime SWP abil funktsiooni

z = (cosx) (sin y) {(x, y) | (−5 ≤ x ≤ 5) ∧ (−5 ≤ y ≤ 5)}

nivoojooned (cosx) (sin y) = C (C = −0.5; 0; 0.5) :

.................

...............

..............
............
..............
................ ................. ................. ................ .............. ............

............
..

...........
....

..........

.......

..........

.......

...........
.....

............
..

............................................................................................
..............

............
..............

................

.................

.................

...............

..............
............
..............
................ ................. ................. ................ .............. ............

............
..

...........
....

..........

.......

..........

.......

...........
.....

............
..

............................................................................................
..............

............
..............

................

.................

.................

...............

..............
............
..............
................ ................. ................. ................ .............. ............

............
..

...........
....

..........

.......

..........

.......

...........
.....

............
..

............................................................................................
..............

............
..............

................

.................

6

-

y

π

−π

x3π/2−3π/2 π/2−π/2

C = 1/2

C = −1/2

C = 0

♦
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1.2 Funktsiooni piirväärtus ja pidevus
Intuitiivselt m~oistame me oma eelnevate teadmiste p~ohjal, et arvu a nime-

tame funktsiooni u = f (P ) piirväärtuseks punktis A, kui punkti P lähenemisel
punktile A funktsiooni väärtus läheneb arvule a. Paneme järgnevalt funktsiooni
piirväärtuse definitsiooni kirja matemaatiliselt korrektselt.

Definitsioon 1. Arvu α nimetatakse funktsiooni u = f (x1, . . . , xn)
piirväärtuseks punktis A(a1, . . . , an), kui arvu α suvalise ε-ümbruse
Uε (α) korral leidub selline punkti A(a1, . . . , an) δ-ümbrus Uδ (A) , et
f (Uδ (A) \A) ⊂ Uε (α) . Seda fakti tähistatakse lim

P→A
f (P ) = α.

Seega (
lim
P→A

f (P ) = α
)
⇔

⇔ (∀ε > 0 ∃δ = δ (ε) : 0 < d (P,A) < δ ⇒ |f (P )− α| < ε) .

Kui kasutada n muutuja funktsiooni u = f(P ) jaoks tähistust u = f(x), siis on
eelnev definitsioon kirja pandav kujul(

lim
∆x→0

f (a + ∆x) = α
)
⇔

⇔ (∀ε > 0 ∃δ = δ (ε) : 0 < |∆x| < δ ⇒ |f (a + ∆x)− α| < ε) ,
kusjuures

a =(a1, . . . , an), x = (x1, . . . , xn) , ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn) , x = a+∆x.
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Enamik mitme muutuja funktsiooni omadusi on sarnased vastavate omadustega
ühe muutuja funktsiooni korral, näiteks lineaarsuse omadus(

lim
P→A

f1(P ) = α1

)
∧
(

lim
P→A

f2(P ) = α2

)
∧ (c1, c2 ∈ R)⇒

⇒
(

lim
P→A

(c1f1(P ) + c1f1(P )) = c1α1 + c2α2

)
.

Samuti kehtib omadus, et punktis A piirväärtust omav funktsioon f (P ) on selle
punkti ümbruses esitatav kujul f (P ) = α+ γ, kus

α = lim
P→A

f(P )

ja γ on l~opmata väike suurus piirprotsessis P → A, st lim
P→A

γ = 0. Seega

(
lim
P→A

f (P ) = α
)
⇔
(
(f (P ) = α+ γ) ∧

(
lim
P→A

γ = 0
))

.

Vaatleme järgnevalt m~oningaid ainult mitme muutuja funktsioonile iseloomu-
likke momente.

Definitsioon 2. Piirväärtust

lim
x1→a1

lim
x2→a2

. . . lim
xn→an

f (x1, . . . , xn)
def.=

= lim
x1→a1

(
lim

x2→a2
. . .

(
lim

xn→an

f (x1, . . . , xn)
))

nimetatakse korduvaks piirväärtuseks, st järjest v~oetud ühe muutuja funkt-
sioonide piirväärtusteks, kusjuures muutuja xi (1 ≤ i ≤ n) järgi piirväärtuse
arvutamisel loetakse muutujaid xk (k < i) konstantseteks.

Lause 1. Piirväärtus lim
P→A

f (x, y) eksisteerib parajasti siis, kui f(x, y)→ α

s~oltumata punkti P (x, y) punktile A (a, b) lähenemise viisist, kusjuures

lim
(x, y)→(a,b)

f (x, y) = α⇒

 lim
x→a

lim
y→b

f (x, y) = α,

lim
y→b

lim
x→a

f (x, y) = α.
(1.2.1)

Implikatsioon (1.2.1) ei ole pööratav.
T~oestus. Väite esimene osa järeldub funktsiooni piirväärtuse Definitsioonist

1. Väite teises osas kasutatakse kaht punkti P punktile A lähenemise teed.
Esiteks, punkt P (x, y) läheneb punktile A (a, b) piki murdjoont PQA. Teiseks,
punkt P (x, y) läheneb punktile A (a, b) piki murdjoont PRA. Skitseerime need
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lähenemisteed:

x

y
A(a, b)Q(x, b)

P (x, y)

O

R(a, y)
-

6

r

r

r

r

-

-

6 6

Implikatsiooni (1.2.1) mittepööratavus järeldub järgmisest näitest. �

Näide 1. Uurime korduvaid piirväärtusi ja kahe muutuja funktsiooni
2xy/

(
x2 + y2

)
piirväärtust piirprotsessis (x, y)→ (0; 0) .

Leiame

lim
x→0

lim
y→0

2xy
x2 + y2

= lim
x→0

0
x2

= lim
x→0

0 = 0,

lim
y→0

lim
x→0

2xy
x2 + y2

= lim
y→0

0
y2

= lim
y→0

0 = 0,

st korduvad piirväärtused on v~ordsed. Teisalt,

lim
(x, y)→(0;0)

2xy
x2 + y2

=

 kasutame üleminekut polaarkoordinaatidesse
valemitega x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

kusjuures ((x, y)→ (0; 0))⇔ (ρ→ 0)

 =

= lim
ρ→0

2ρ cosϕ · ρ sinϕ
ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ

= lim
ρ→0

2 cosϕ sinϕ
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

= sin 2ϕ,

st tulemus jääb s~oltuma lähenemisnurgast ϕ. Lause 1 esimese osa p~ohjal uuri-
tavat piirväärtust ei eksisteeri, st

@ lim
(x, y)→(0;0)

2xy
x2 + y2

.

Seega implikatsioon (1.2.1) ei ole pööratav. ♦
Kahe muutuja funktsiooni piirväärtuse uurimise kahe v~ottega puutusime

kokku Näites 1. Kolmas v~ote kasutab punktile (0; 0) lähenemist piki sirget
y = kx.

Näide 2. Leiame piirväärtuse lim
(x, y)→(0;0)

2x2y3

x4 + y4
.

Kui läheneme nullpunktile piki sirget y = kx, siis

((x, y)→ (0; 0))
y=kx⇔ (x→ 0)
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ja

lim
(x, y)→(0;0)

2x2y3

x4 + y4
= lim
x→0

2x2 (kx)3

x4 + (kx)4
= lim
x→0

x
2k3

1 + k4
=
[∣∣∣∣ 2k3

1 + k4

∣∣∣∣ ≤ 1
]

= 0

ühtlaselt k ∈ R suhtes. Nullpunkti läbib ka y-telg ja ta on kirjeldatav mitte
v~orrandi y = kx, vaid x = 0 abil. Uurime lähenemist piki seda sirget

lim
(x, y)→(0;0)

2x2y3

x4 + y4
= [x = 0] = lim

y→0

2 · 02y3

04 + y4
= lim
y→0

0
y4

= lim
y→0

0 = 0.

Uuritav kahe muutuja funktsiooni piirväärtus eksisteerib ja v~ordub nulliga. ♦
Kui kolmanda v~otte rakendamisel jääb tulemus s~oltuma lähenemiseks kasu-

tatava sirge t~ousunurga tangensist k, siis Lause 1 p~ohjal uuritavat piirväärtust
ei eksisteeri. Lisame kaks väidet eriti usinale tudengile.

Lause 2. Kui

f(a+ ρ cosϕ, b+ ρ sinϕ) = α+ ρλF (ϕ, ρ),

kus λ > 0 ja F (ϕ, ρ) = O (1) (0 ≤ ϕ < 2π, 0 < ρ < r) , siis

lim
(x, y)→(a,b)

f (x, y) = α ⇔ lim
ρ→0

f(a+ ρ cosϕ, b+ ρ sinϕ) = α.

Lause 3. Kui

f(a+ kt, b+ nt) = α+ tµG(t, k, n),

kus µ > 0 ja G(t, k, n) = O(1) (0 < |t| < β, |k| <∞, |n| <∞) , siis

lim
(x, y)→(a,b)

f (x, y) = α ⇔ lim
ρ→0

f(a+ ρ cosϕ, b+ ρ sinϕ) = α.

Definitsioon 3. Funktsiooni u = f (x1, . . . , xn) nimetatakse pidevaks punk-
tis A(a1, . . . , an), kui

lim
P→A

f (P ) = f (A) , (1.2.2)

st on täidetud kolm tingimust:

1. ∃ f (A) ;

2. ∃ lim
P→A

f (P ) ;

3. lim
P→A

f (P ) = f (A) .

Definitsioon 4. Funktsiooni u = f (P ) nimetatakse pidevaks piirkonnas
Ω0 ⊆ Ω ⊆ Rn, kui see funktsioon on pidev piirkonna Ω0 igas punktis.

Asjaolu, et funktsioon f(P ) on pidev piirkonnas Ω0, tähistatakse f(P ) ∈
C (Ω0) . Kui P (a1 + ∆x1, . . . , an + ∆xn) , ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn) ja
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∆u = f (a1 + ∆x1, . . . , an + ∆xn) − f (a1, . . . , an) , siis tingimus (2.2) on esi-
tatav kujul

lim
(∆x1,...,∆xn)→(0,...,0)

(f (a1 + ∆x1, . . . , an + ∆xn)− f (a1, . . . , an)) = 0

ehk kujul
lim

∆x→0
∆u = 0, (1.2.3)

st mitme muutuja funktsioon u = f(P ) on pidev punktis A parajasti siis, kui
argumendi muutude vektori lähenemisel nullvektorile funktsiooni muut läheneb
nullile.

Näide 3. Uurime funktsiooni

f(x, y) =


2x2y3

x4 + y4
, kui (x, y) 6= (0; 0) ,

0, kui (x, y) = (0; 0)
(1.2.4)

pidevust punktis O (0; 0) .
Definitsiooni 3 k~oik kolm tingimust on rahuldatud. T~oesti,

1. f(O) = [vaadake funktsiooni definitsiooni] = 0,

2. lim
P→O

f(P ) = [vaadake Näidet 2] = 0,

3. lim
P→O

f(P ) = 0 = f(O).

Seega on uuritav funktsioon f(x, y) pidev punktis O (0; 0) . ♦

Ka mitme muutuja elementaarfunktsioonide korral kehtib järgmine väide.
Lause 4. Iga mitme muutuja elementaarfunktsioon on pidev oma määramis-

piirkonna sisepunktides.
Funktsiooni 2x2y3/

(
x4 + y4

)
määramispiirkond Ω on kogu xy-tasandi l~oplik

osa, v.a nullpunkt. Et hulk Ω on lahtine, st ta koosneb vaid sisepunktidest, siis
on funktsioon 2x2y3/

(
x4 + y4

)
pidev hulga Ω igas punktis. Kui siia lisada Näites

3 saadud tulemus, siis v~oib väita, et eeskirjaga (1.2.4) antud funktsioon f(x, y)
on pidev kogu xy-tasandil.

Ühe muutuja funktsiooni korral on eriline osa l~oigul pidevate funktsioonide
omadustel. Analoogilised omadused on ka kinnisel t~okestatud sidusal hulgal
Ω0 ⊂ Ω pidevatel mitme muutuja funktsioonidel, kusjuures hulka Ω0 nimetame
sidusaks, kui iga kaht selle hulga punkti saab ühendada sellesse hulka kuuluva
pideva joonega.
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1.3 Funktsiooni osatuletised
Vaatleme järgnevalt mitme muutuja funktsiooni u = f(x1, . . . , xn) osatule-

tisi punktis P (x1, . . . , xn). Anname koordinaadile xi (1 ≤ i ≤ n) muudu ∆xi.

Olgu koordinaadi xi muudule ∆xi vastav funktsiooni muut ∆∆xi
u

def
=

f (x1, . . . , xi−1, xi + ∆xi, xi+1, . . . , xn)−
−f (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) .

Kasutades vektoreid x = (x1, . . . , xn) ja (∆xi) ei, saame funktsiooni muudu
∆∆xi

u esitada kujul ∆∆xi
u = f (x + (∆xi) ei)− f (x) .

Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirväärtus lim
∆xi→0

∆∆xiu

∆xi
, siis nimetatakse

seda piirväärtust funktsiooni u = f(x1, . . . , xn) (esimest järku) osatuletiseks

punktis P (x1, . . . , xn) muutuja xi (1 ≤ i ≤ n) järgi ja tähistatakse
∂f(x1, . . . , xn)

∂xi
,

st
∂f(x1, . . . , xn)

∂xi

def
= lim

∆xi→0

∆∆xi
u

∆xi
.

Funktsiooni u = f(x1, . . . , xn) osatuletise jaoks kasutatakse sümboli
∂f

∂xi

asemel ka tähistusi
∂

∂xi
f,

∂u

∂xi
,
∂

∂xi
u, fxi , f

′
xi

ja uxi .

Järeldus 1. Osatuletise v~otmisel mitme muutuja funktsioonist f muutuja
xi järgi v~oetakse selle muutuja järgi tavaline tuletis, kusjuures selle funktsiooni
teisi muutujaid käsitletakse kui konstante.

Järeldus 2. Kui hulgal Ω määratud funktsioonil u = f(P ) eksisteerib os-

atuletis
∂u

∂xi
(1 ≤ i ≤ n) hulga Ω0 ⊂ Ω igas punktis, siis kujutab see osatuletis

∂u

∂xi
endast funktsiooni, mis on määratud hulgal Ω0.

Järeldus 3. Kui tegemist on kahe muutuja funktsiooniga z = f (x, y) , siis

∂f(x, y)
∂x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x, y)− f(x, y)
∆x

,

∂f(x, y)
∂y

= lim
∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)
∆x

.

Näide 1. Leiame funktsiooni z = xy osatuletised
∂z

∂x
ja
∂z

∂y
. V~ottes sellest

funktsioonist osatuletist muutuja x järgi, käsitleme suurust y kui konstanti,

st muutub vaid astmealus, saame
∂z

∂x
= yxy−1. V~ottes sellest funktsioonist

osatuletist muutuja y järgi, käsitleme suurust x kui konstanti, st muutub vaid

astmenäitaja, saame
∂z

∂y
= xy lnx. ♦
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Näide 2. Leiame funktsiooni u = z arctan
y

x
osatuletised ux, uy ja uz :

ux =
∂
(
z arctan

y

x

)
∂
y

x

·
∂
y

x
∂x

= z
1

1 +
(y
x

)2

(
− y

x2

)
= − yz

x2 + y2
,

uy =
∂
(
z arctan

y

x

)
∂
y

x

·
∂
y

x
∂y

= z
1

1 +
(y
x

)2

1
x

=
xz

x2 + y2
,

uz = arctan
y

x
. ♦

Et n-muutuja funktsiooni u = f (P ) esimest järku osatuletis
∂u

∂xi
on

n-muutuja funktsioon, siis v~oime v~otta sellest esimest järku osatuletise muu-
tuja xj (1 ≤ j ≤ n) järgi. Saadud tulemust nimetatakse funktsiooni u = f (P )
teist järku osatuletiseks, v~oetuna esiteks muutuja xi järgi ja siis muutuja xj
järgi. Seega,

∂2u

∂xi∂xj

def
=

∂

∂xj

(
∂u

∂xi

)
(1 ≤ i, j ≤ n) .

Lisaks tähistusele
∂2u

∂xi∂xj
kasutatakse selle teist järku osatuletise jaoks veel

tähistusi
∂2

∂xi∂xj
u,

∂2f

∂xi∂xj
,

∂2

∂xi∂xj
f, uxixj , f

′′
xixj

ja fxixj . Kui i 6= j, siis

teist järku osatuletist
∂2u

∂xi∂xj
nimetatakse segaosatuletiseks. Juhul i = j kasu-

tatakse sümboli
∂2u

∂xi∂xi
asemel tähistust

∂2u

∂x2
i

ja sümboli uxixi
asemel tähistust

ux2
i
. Viimase tähistuse kasutamisel tuleb olla ettevaatlik, sest m~onikord soovime

muutuvast suurusest u leida ka osatuletist suuruse x2
i järgi. Kolmandat järku

osatuletised defineeritakse kui esimest järku osatuletised teist järku osatuletis-
test. Analoogiliselt defineeritakse (n+ 1)-järku osatuletised kui esimest järku
osatuletised n-järku osatuletistest.

Näide 3. Leiame funktsiooni z = xy k~oik teist järku osatuletised:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=
∂z

∂x

(
yxy−1

)
= y (y − 1)xy−2,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
yxy−1

)
= xy−1 + yxy−1 lnx,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x
(xy lnx) = yxy−1 lnx+ xy−1,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y
(xy lnx) = xy (lnx)2 . ♦
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Märgime, et teist järku segaosatuletised on selle funktsiooni korral v~ordsed,

nimelt
∂2z

∂x∂y
= xy−1 + yxy−1 lnx =

∂2z

∂y∂x
. Kehtib järgmine väide.

Lause 1. Kui funktsiooni z = f(x, y) teist järku segaosatuletised zxy ja zyx
on pidevad punktis P (x, y), siis selles punktis zxy = zyx.

T~oestus. Olgu

ω
def
= f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y)− f(x+ ∆x, y) + f(x, y),

kus ∆x ja ∆y on esialgu konstantsed. Kui

ϕ (x, y)
def
= f(x, y + ∆y)− f(x, y), ψ (x, y)

def
= f(x+ ∆x, y)− f(x, y),

siis kasutades Lagrange’i keskväärtusteoreemi, saame

ω = ϕ (x+ ∆x, y)− ϕ (x, y) = ϕx (x+ θ1∆x, y) ∆x, (1.3.1)

ω = ψ (x, y + ∆y)− ψ (x, y) = ψy (x, y + θ2∆y) ∆y, (1.3.2)

kusjuures

ϕx (x+ θ1∆x, y) = fx(x+ θ1∆x, y + ∆y)− fx(x+ θ1∆x, y) =
= fxy(x+ θ1∆x, y + θ3∆y)∆y,

(1.3.3)

ψy (x, y + θ2∆y) = fy(x+ ∆x, y + θ2∆y)− fy(x, y + θ2∆y) =
= fyx(x+ θ4∆x, y + θ2∆y)∆x.

(1.3.4)

Seoste ahelatest (1.3.1) , (1.3.2), (1.3.3) ja (1.3.4) järeldub, et

fxy(x+ θ1∆x, y + θ3∆y)∆x∆y = fyx(x+ θ4∆x, y + θ2∆y)∆y∆x,
fxy (x+ θ1∆x, y + θ3∆y) = fyx (x+ θ4∆x, y + θ2∆y) ,

kus 0 < θi < 1 (i = 1; 2; 3; 4) ja

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

fxy (x+ θ1∆x, y + θ3∆y) =

= lim
(∆x,∆y)→(0,0)

fyx (x+ θ4∆x, y + θ2∆y) .
(1.3.5)

Kui segaosatuletised fxy (x, y) ja fyx (x, y) on pidevad punktis P (x, y), siis seosest
(1.3.5) järeldub Lause 1 väide fxy (x, y) = fyx (x, y) . �

Lause 1 väitega sarnane väide kehtib ka funktsiooni z = f(x, y) k~orgemat
järku segaosatuletiste korral ja n-muutuja funktsiooni (n ≥ 3) segaosatuletiste
korral.
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1.4 Funktsiooni täisdiferentsiaalid

Funktsiooni z = f(x, y) argumentide muudule (∆x,∆y) vastav funktsiooni
muut ∆z avaldub kujul

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) =
= (f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y)) + (f(x, y + ∆y)− f(x, y)) =
= fx(x+ θ1∆x, y + ∆y)∆x+ fy(x, y + θ2∆y)∆y =
= [eeldame osatuletiste fx ja fy pidevust punktis (x, y)] =
= (fx(x, y) + α)∆x+ (fy(x, y) + β) ∆y = fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y + γ,

kusjuures
lim

(∆x,∆y)→(0;0)
α = 0, lim

(∆x,∆y)→(0;0)
β = 0 (1.4.1)

ja suurus γ = α∆x + β∆y on k~orgemat järku l~opmata väike v~orreldes vektori

(∆x,∆y) pikkusega
√

(∆x)2 + (∆y)2. T~oesti, v~orratuste ahelast∣∣∣∣∣∣ α∆x+ β∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

∣∣∣∣∣∣ ≤ |α| |∆x|√
(∆x)2 + (∆y)2

+
|β| |∆y|√

(∆x)2 + (∆y)2
≤

≤ |α|+ |β|

ja tingimustest (1.4.1) järeldub, et suurus γ = α∆x + β∆y on k~orgemat järku
l~opmata väike v~orreldes vektori (∆x,∆y) pikkusega.

Definitsioon 1. Funktsiooni z = f(x, y) nimetatakse diferentseeruvaks punk-
tis P (x, y), kui argumendi muudule (∆x,∆y) vastav funktsiooni muut

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆yf(x, y)

on esitatav kujul
∆z = fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y + γ, (1.4.2)

kus γ on k~orgemat järku l~opmata väike suurus v~orreldes vektori (∆x,∆y) pikku-

sega
√

(∆x)2 + (∆y)2 piirprotsessis (∆x,∆y)→ (0; 0) .

Järeldus 1. Kui funktsiooni z = f(x, y) osatuletised fx(x, y) ja fy(x, y) on
pidevad punktis P (x, y) , siis on funktsioon z = f(x, y) diferentseeruv punktis
P (x, y).

T~oestus järeldub alajaotuse algul esitatud arutelust. Nimelt lähtudes osa-
tuletiste fx ja fy pidevusest ~onnestus funktsiooni muudule ∆z anda esitus
(1.4.2). �

Saab näidata, et igal diferentseeruval funktsioonil on olemas esimest järku
osatuletised.

Järeldus 2. Kui funktsioon z = f(x, y) on diferentseeruv punktis P (x, y),
siis funktsioon f on pidev selles punktis.
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T~oestus. Et

lim
(∆x,∆y)→(0;0)

∆z = lim
(∆x,∆y)→(0;0)

(fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y + γ) = 0,

siis on täidetud tingimus (1.2.3), mis on tarvilik ja piisav funktsiooni f pide-
vuseks punktis P (x, y) .

Definitsioon 2. Suurust

dz = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy, (1.4.3)

kus dx def.= ∆x ja dy def.= ∆y, nimetatakse funktsiooni z = f(x, y) täisdiferent-
siaaliks. Funktsiooni z = f(x, y) täisdiferentsiaali dz v~oib esitada kujul

d z =
∂

∂x
f(x, y)dx+

∂

∂y
f(x, y)dy

v~oi formaalselt kujul

d z =
(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)
f(x, y),

kus operaatori
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy rakendamisel funktsioonile f(x, y) tuleb m~olemas

liidetavas sümboli ∂ taha kirjutada f(x, y).

Näide 1. Leiame funktsiooni z = sin
y

x
täisdiferentsiaali. Et

zx =
(
cos

y

x

)(
− y

x2

)
, zy =

(
cos

y

x

)( 1
x

)
,

siis
dz = − y

x2
cos

y

x
dx+

1
x

cos
y

x
dy. ♦

V~orreldes valemeid (1.4.2) ja (1.4.3), näeme, et funktsiooni z = f(x, y) muut
∆z ja täisdiferentsiaal dz erinevad teineteisest suuruse γ v~orra. Seejuures on γ
piirprotsessis (∆x,∆y) → (0; 0) k~orgemat järku l~opmata väike, v~orreldes suu-
rusega√

(∆x)2 + (∆y)2. Seega ∆z ≈ dz ja valemist (1.4.3) saame ligikaudse seose
∆z ≈ fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y, millest järeldub rakendusteks sobilik valem

f(x+ ∆x, y + ∆y) ≈ f(x, y) + fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y. (1.4.4)
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Näide 2. Arvutame valemi (1.4.4) abil ln( 3
√

1.06 + 4
√

0.96− 1).

Abifunktsiooni f(x, y) = ln
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)
korral leiame osatuletised:

fx(x, y) = 1/
(
3 3
√
x2
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

))
,

fy(x, y) = 1/
(
4 4
√
y3
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

))
.

Kui x = 1, ∆x = 0.06, y = 1, ∆y = −0.04, siis

f(1, 1) = ln
(

3
√

1 + 4
√

1− 1
)

= 0, fx(1, 1) = 1/3, fy(1, 1) = 1/4.

Valemi (1.4.4) abil saame

ln( 3
√

1.06 + 4
√

0.96− 1) ≈ 0 +
1
3
0.06− 1

4
0.04 = 0.01. ♦

Funktsiooni z = f(x, y) täisdiferentsiaal dz on nelja muutuja funktsioon
dz = dz (x, y, dx, dy) . Kui vaadelda suurusi dx ja dy kui konstante, siis dz on
vaid muutujate x ja y funktsioon ning saame leida suuruse dz täisdiferentsiaali
d (dz) .

Definitsioon 3. Suurust d (dz) nimetatakse funktsiooni z = f(x, y) teist
järku täisdiferentsiaaliks ja tähistatakse d 2z, st d 2z = d (dz) . Et

d 2z = d (dz) =
= (fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy)x dx+ (fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy)y dy =

= fxx(x, y) (dx)2 + fyx(x, y)dydx+ fxy(x, y)dxdy + fyy(x, y) (dy)2 =
= [eeldame segaosatuletiste fyx ja fxy pidevust punktis (x, y)] =

= fxx(x, y) (dx)2 + 2fxy(x, y)dxdy + fyy(x, y) (dy)2 ,

siis pidevate fyx ja fxy korral punktis P (x, y) saame

d 2z = fxx(x, y) (dx)2 + 2fxy(x, y)dxdy + fyy(x, y) (dy)2 . (1.4.5)

Viimast valemit v~oib esitada kujul

d 2z =
(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(x, y),

kus pärast summa ruudu leidmist tuleb igas liidetavas sümboli ∂2 järele kirju-
tada f(x, y). T~oesti,(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(x, y) =
(
∂2

∂x2
(dx)2 + 2

∂2

∂x∂y
dxdy +

∂2

∂y2
dy2

)
f(x, y) =

=
∂2f(x, y)
∂x2

(dx)2 + 2
∂2f(x, y)
∂x∂y

dxdy +
∂2f(x, y)
∂y2

(dy)2 .
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Näide 3. Olgu z = xy. Leiame d 2z.
Näites 1.3.3 leidsime vajalikud teist järku osatuletised. Paigutame need vale-

misse (1.4.5):
d 2z = y (y − 1)xy−2 (dx)2 + 2

(
xy−1 + yxy−1 lnx

)
dxdy + xy (lnx)2 (dy)2 . ♦

Definitsioon 4. Funktsiooni z = f(x, y) n-järku täisdiferentsiaal dnz de-
fineeritakse kui esimest järku täisdiferentsiaal (n− 1) -järku täisdiferentsiaalist,
st

dnz
def
= d

(
dn−1z

)
.

Kehtib valem

dnz =
(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x, y).

Analoogilised tulemused kehtivad ka n-muutuja funktsiooni u = f(x1, . . . , xn)
korral. Kui tähistada

x = (x1, . . . , xn), ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn), dxi = ∆xi, du =
∑n
i=1 fxi

(x)dxi,

∆u = f(x+∆x)− f(x), dmu = d
(
dm−1u

)
(m ≥ 2) ,

siis

dmu =

(
n∑
i=1

∂

∂xi
dxi

)m
f(x).

Kehtib seos

∆u =
n∑
i=1

fxi
(x)dxi + γ, (1.4.6)

kus γ on k~orgemat järku l~opmata väike suurus, v~orreldes suurusega√∑n
i=1 (∆xi)

2
. Kuna ∆u ≈ du, siis saame rakendusteks sobiva valemi

f (x + ∆x) ≈ f (x) +
n∑
i=1

fxi(x)∆xi. (1.4.7)

Kehtib järgmine väide (v~orrelge seda Lausega 1.3.1).
Lause 1. Kui funktsiooni f(x, y) osatuletised fx ja fy on diferentseeruvad

punktis (x, y), siis selles punktis fxy = fyx.

1.5 Liitfunktsiooni osatuletised

1◦ Olgu funktsioonid xi = xi(t) (i = 1; . . . ;n) diferentseeruvad punktis t
ja funktsioon u = f(x1, . . . , xn) diferentseeruv punktis P (x1 (t) , . . . , xn (t)).
Leiame liitfunktsiooni u|xi=xi(t) = f(x1 (t) , . . . , xn (t)) = u(t) tuletise du/dt
punktis t. Et funktsioon u = f(x1, . . . , xn) = f(x) on diferentseeruv punktis P,
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siis argumendi x muudule ∆x vastav funktsiooni u = f(x) muut ∆u avaldub
valemi (1.4.6) abil

∆u =
n∑
i=1

fxi
(x)∆xi + γ,

kus
γ√∑n

i=1 (∆xi)
2

∆x→0→ 0.

Et funktsioonid xi = xi(t) (i = 1; . . . ;n) on diferentseeruvad punktis t, siis
argumendi t juurdekasvule ∆t vastav funktsiooni xi juurdekasv ∆xi avaldub

kujul ∆xi =
dxi
dt

∆t+ αi, kusjuures

αi
∆t

∆t→0→ 0 (i = 1; . . . ;n) .

Seega saame

∆u =
n∑
i=1

fxi
(x)
(
dxi
dt

∆t+ αi

)
+ γ =

=

(
n∑
i=1

fxi(x)
dxi
dt

)
∆t+

n∑
i=1

fxi(x)αi + γ =

=

(
n∑
i=1

fxi
(x)

dxi
dt

)
∆t+ δ,

kus δ =
∑n
i=1 fxi(x)αi + γ. Et kehtib v~orratuste ahel∣∣∣∣ δ∆t

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

fxi
(x)

αi
∆t

+
γ

∆t

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

|fxi
(x)|

∣∣∣ αi
∆t

∣∣∣+ ∣∣∣ γ
∆t

∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

|fxi(x)|
∣∣∣ αi
∆t

∣∣∣+ |γ|√∑n
i=1 (∆xi)

2

√√√√ n∑
i=1

(
∆xi
∆t

)2

ja √√√√ n∑
i=1

(
∆xi
∆t

)2
∆t→0→

√√√√ n∑
i=1

(x′i(t))
2 ⇒

 piirväärtust omav
suurus on t~okestatud
selles piirprotsessis

⇒
⇒

√√√√ n∑
i=1

(
∆xi
∆t

)2

= O(1),
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ning αi/∆t
∆t→0→ 0 (i = 1; . . . ;n) , γ/

√∑n
i=1 (∆xi)

2 ∆x→0→ 0, siis δ/∆t ∆t→0→ 0.
Seega oleme t~oestanud järgmise väite.

Lause 1. Kui funktsioonid xi = xi(t) (i = 1; . . . ;n) on diferentseeruvad
punktis t ja funktsioon u = f(x) on diferentseeruv punktis P (x1 (t) , . . . , xn (t)),
siis liitfunktsiooni

u|xi=xi(t) = f(x1 (t) , . . . , xn (t)) = f(x(t)) = u(t)

tuletis punktis t avaldub kujul

du(t)
dt

=
n∑
i=1

fxi
(x (t))

dxi(t)
dt

. (1.5.1)

Näide 1. Olgu

u = x2 + y2 + z2, x = sin 2t, y = 1− cos 2t, z = cos t.

Leiame tuletise
du

dt
.

Kasutame valemit (1.5.1), kusjuures muutujate x1, x2 ja x3 asemel kasutame
vastavalt muutujaid x, y ja z. Saame

du

dt
= ux

dx

dt
+ uy

dy

dt
+ uz

dz

dt
=

= 2x (2 cos 2t) + 2y (2 sin 2t) + 2z (− sin t) =
= 2 (2 sin 2t cos 2t+ 2 (1− cos 2t) sin 2t− cos t sin t) =
= 3 sin 2t.

Märgime, et sama tulemuseni j~ouame, kui k~oigepealt asendada v~orrandis
u = x2 + y2 + z2 suurused x, y ja z muutuja t kaudu

u(t) = x2|x=sin 2t + y2|y=1−cos 2t + z2|z=cos t =

= (sin 2t)2 + (1− cos 2t)2 + cos2 t = 4− 3 cos2 t

ning v~otta siis tuletis

du

dt
=
d
(
4− 3 cos2 t

)
dt

= 6 cos t sin t = 3 sin 2t. ♦

2◦ Olgu funktsioonid x = x(u, v) ja y = y(u, v) diferentseeruvad punktis P (u, v)
ning funktsioon z = z(x, y) diferentseeruv punktis (x(P ), y(P )). Leiame liit-
funktsiooni z = z (x(P ), y(P )) = z(u, v) osatuletised zu ja zv. Valemi (1.4.2)
abil saame

∆z = zx∆x+ zy∆y + γ,

∆x = xu∆u+ xv∆v + α,

∆y = yu∆u+ yv∆v + β,



30 PEATÜKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

kus
γ/

√
(∆x)2 + (∆y)2

(∆x,∆y)→(0;0)→ 0, (1.5.2)

α/

√
(∆u)2 + (∆v)2

(∆u,∆v)→(0;0)→ 0 (1.5.3)

ja

β/

√
(∆u)2 + (∆v)2

(∆u,∆v)→(0;0)→ 0. (1.5.4)

Seega leiame

∆z = zx∆x+ zy∆y + γ =
= zx (xu∆u+ xv∆v + α) + zy (yu∆u+ yv∆v + β) + γ =
= (zxxu + zyyu) ∆u+ (zxxv + zyyv)∆v + (zxα+ zyβ + γ)

ehk
∆z = (zxxu + zyyu) ∆u+ (zxxv + zyyv) ∆v + δ, (1.5.5)

kus δ = zxα + zyβ + γ. Valime seoses (1.5.5) ∆v = 0 ja tähistame argumen-
di u muudule ∆u vastavat funktsiooni z muutu sümboliga ∆∆uz. Jagame siis
m~olemat poolt suurusega ∆u. Saame

∆∆uz

∆u
= zxxu + zyyu +

δ

∆u
.

Kasutades seoseid (1.5.2), (1.5.3) ja (1.5.4), leiame valiku ∆v = 0 korral∣∣∣∣ δ∆u
∣∣∣∣ ∆v=0=

∣∣∣∣zxα+ zyβ + γ

∆u

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣zxα∆u

∣∣∣+ ∣∣∣∣zyβ∆u

∣∣∣∣+ ∣∣∣ γ∆u ∣∣∣ ≤
≤ |zx|

|α|√
(∆u)2 + (∆v)2

+ |zy|
|β|√

(∆u)2 + (∆v)2
+

+
|γ|√

(∆x)2 + (∆y)2
·

√
(∆x)2 + (∆y)2

|∆u|
∆u→0→ 0,

sest √
(∆x)2 + (∆y)2

|∆u|
∆u→0→

√
x2
u + y2

u ⇒

 piirväärtust omav
suurus on t~okestatud
selles piirprotsessis

⇒
⇒

√
(∆x)2 + (∆y)2

|∆u|
= O(1).

Seega

zu = lim
∆u→0

∆∆uz

∆u
= lim

∆u→0

(
zxxu + zyyu +

δ

∆u

)
= zxxu + zyyu.



1.6. ILMUTAMATA FUNKTSIOONI OSATULETISED 31

Analoogiliselt saab näidata, et zv = zxxv + zyyv. Oleme t~oestanud järgmise
väite.

Lause 2. Kui funktsioonid x = x(u, v) ja y = y(u, v) on diferentsee-
ruvad punktis P (u, v) ning funktsioon z = z(x, y) on diferentseeruv punktis
(x(P ), y(P )), siis liitfunktsiooni z = z (x(P ), y(P )) = z(u, v) osatuletised aval-
duvad kujul

zu = zxxu + zyyu , zv = zxxv + zyyv. (1.5.6)

Tähistusega z = z(x, y) r~ohutame fakti, et me käsitleme suurust z kui muu-
tujate x ja y funktsioooni. Analoogiliselt näitab tähistus z = z(u, v), et suurus z
on muutujate u ja v funktsioon. Lisaks on z = z(x, y) eeskiri, mille järgi seatakse
punktile P (x, y) vastavusse arv z. R~ohutame, et vastavusse seadmise eeskirjad
z(x, y) ja z(u, v) on erinevad.

Näide 2. Olgu z = z(x, y), x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Leiame seosed osa-
tuletiste zx, zy ja zϕ, zρ vahel.

Rakendame Lauset 2, kusjuures muutuja u asemel kasutame muutujat ϕ ja
muutuja v asemel muutujat ρ. Valemite (1.5.6) abil leiame, et

zϕ = zxxϕ + zyyϕ = zx (−ρ sinϕ) + zy (ρ cosϕ) = xzy − yzx,

zρ = zxxρ + zyyρ = zx cosϕ+ zy sinϕ =
1
ρ

(xzx + yzy)

ehk {
xzy − yzx = zϕ
xzx + yzy = ρzρ.

Viimastest seostest ~onnestub avaldada zx ja zy :{
xyzy − y2zx = yzϕ
x2zx + xyzy = xρzρ

⇒
(
x2 + y2

)
zx = xρzρ − yzϕ ⇒

⇒ zx = zρ cosϕ− (zϕ/ρ) sinϕ,

{
x2zy − xyzx = xzϕ
yxzx + y2zy = yρzρ

⇒
(
x2 + y2

)
zy = xzϕ + yρzρ ⇒

⇒ zy = zρ sinϕ+ (zϕ/ρ) cosϕ. ♦

1.6 Ilmutamata funktsiooni osatuletised
Selles punktis uurime, kuidas leida tuletist v~oi osatuletist ilmutamata funkt-

sioonist. T~oestuskäigu lihtsuse huvides eeldame rohkem kui on antud väidete
t~oestamiseks vaja.
1◦ Alustame lihtsamast juhust, kui funktsioon y = f(x) on antud v~orrandiga

F (x, y) = 0. (1.6.1)



32 PEATÜKK 1. DIFERENTSIAALARVUTUS

ilmutamata kujul. Olgu punkt P (x, y) funktsiooni y = f(x) graafikul ja olgu
funktsioon F diferentseeruv punktis P. Anname muutujale x sellise muudu ∆x,
et x+ ∆x kuulub funktsiooni f(x) määramispiirkonda. Saame leida muutuja x
muudule ∆x vastava muutuja y muudu ∆∆xy = f(x+ ∆x)− f(x). Sel korral

F (x+ ∆x, y + ∆∆xy) = 0. (1.6.2)

Olgu argumentide (x, y) muuduvektorile (∆x,∆∆xy) vastav kahe muutuja funkt-
siooni F (x, y) muut

∆F = F (x+ ∆x, y + ∆∆xy)− F (x, y) .

Ühelt poolt on seoste (1.6.1) ja (1.6.2) p~ohjal ∆F = 0. Teisalt eeldusel, et
funktsioon F on diferentseeruv punktis (x, y) , leiame seose (1.4.2) p~ohjal

∆F = Fx (x, y) ∆x+ Fy (x, y) ∆∆xy + γ,

kusjuures suurus γ on k~orgemat järku l~opmata väike, v~orreldes suurusega√
(∆x)2 + (∆∆xy)

2
. Seega

Fx (x, y) ∆x+ Fy (x, y) ∆∆xy + γ = 0,

millest leiame, et

∆∆xy

∆x
= −Fx (x, y)

Fy (x, y)
− γ

(∆x)Fy (x, y)
,

kusjuures

∣∣∣∣ γ

(∆x)Fy (x, y)

∣∣∣∣ = |γ|√
(∆x)2 + (∆∆xy)

2
·

√
(∆x)2 + (∆∆xy)

2

|∆x|
· 1
|Fy (x, y)|

≤

≤ |γ|√
(∆x)2 + (∆∆xy)

2
·

√
1 +

(
∆∆xy

∆x

)2

|Fy (x, y)|
∆x→0→ 0.

Saame

y′ = lim
∆x→0

∆∆xy

∆x
= lim

∆x→0

(
−Fx (x, y)
Fy (x, y)

− γ

(∆x)Fy (x, y)

)
= −Fx (x, y)

Fy (x, y)
.

Vormistame t~oestatud tulemuse.
Lause 1. Kui funktsioon y = f(x) on antud ilmutamata kujul v~orrandiga

(1.6.1) ja P (x, y) on selle v~orrandiga esitatud joone punkt ja funktsioon F on
diferentseeruv punktis P ja selles punktis Fy 6= 0, siis

dy

dx
= −Fx (x, y)

Fy (x, y)
(1.6.3)
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ehk lühidalt y′ = −Fx/Fy.
Uurige, millistel tingimustel

dx

dy
= −Fy (x, y)

Fx (x, y)
.

Näide 1. Olgu y = f(x) antud ilmutamata kujul v~orrandiga x2+y2−xy = 0.
Antud juhul F (x, y) = x2 +y2−xy. Et funktsioonid Fx = 2x−y ja Fy = 2y−x
on pidevad k~oikjal, siis Järelduse 1.4.1 p~ohjal on F (x, y) k~oikjal diferentseeruv.
Kuna 2y − x 6= 0 ⇒ Fy 6= 0, siis Lause 1 abil saame

y′ = −
(
x2 + y2 − xy

)
x

(x2 + y2 − xy)y
= −2x− y

2y − x
(2y − x 6= 0) . ♦

Formaalselt (kontrollimata mingi piisava tingimuste komplekti täidetust)
v~oime Näite 1 lahendada ka teisiti. Diferentseerime seose x2 + y2 − xy = 0
m~olemat poolt muutuja x järgi, vaadeldes muutujat y muutuja x funktsioonina
y = y(x). Saame

2x+ 2yy′ − y − xy′ = 0 ⇒ y′ = (y − 2x) / (2y − x) .

2◦ Olgu funktsioon z = f(x, y) antud ilmutamata kujul v~orrandiga

F (x, y, z) = 0. (1.6.4)

Olgu P (x, y, z) v~orrandiga z = f(x, y) esitatud pinna punkt ja funktsioon F
diferentseeruv punktis P. Anname muutujale x muudu ∆x. Kui Q (x+ ∆x, y)
kuulub funktsiooni f(x, y) määramispiirkonda, siis saame leida argumendi x
muudule ∆x vastava funktsiooni z muudu

∆∆xz = f (x+ ∆x, y)− f (x, y) .

Kehtib seos
F (x+ ∆x, y, z + ∆∆xz) = 0. (1.6.5)

Olgu
∆F = F (x+ ∆x, y, z + ∆∆xz)− F (x, y, z) .

Seoste (1.6.4) ja (1.6.5) p~ohjal ∆F = 0. Kui funktsioon F on diferentseeruv
punktis (x, y, z) , siis kehtib valemi (1.4.6) p~ohjal seos

∆F = Fx (x, y, z) ∆x+ Fy (x, y, z) · 0 + Fz (x, y, z)∆∆xz + γ,

kusjuures suurus γ on k~orgemat järku l~opmata väike, v~orreldes suurusega√
(∆x)2 + 02 + (∆∆xz)

2
. Seega saame

Fx (x, y, z) ∆x+ Fz (x, y, z) ∆∆xz + γ = 0,
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millest täiendaval eeldusel Fz (x, y, z) 6= 0 avaldame

∆∆xz

∆x
= −Fx (x, y, z)

Fz (x, y, z)
− γ

∆x
1

Fz (x, y, z)
. (1.6.6)

Et

∣∣∣ γ
∆x

∣∣∣ = |γ|√
(∆x)2 + (∆∆xz)

2

√
(∆x)2 + (∆∆xz)

2

|∆x|
=

=
|γ|√

(∆x)2 + (∆∆xz)
2

√
1 +

(
∆∆xz

∆x

)2
∆x→0→ 0,

siis seose (1.6.6) p~ohjal saame(
lim

∆x→0

∆∆xz

∆x
= − lim

∆x→0

Fx (x, y, z)
Fz (x, y, z)

− lim
∆x→0

γ

∆x

)
⇒ ∂z

∂x
= −Fx (x, y, z)

Fz (x, y, z)
.

Analoogiliselt t~oestatakse, et

∂z

∂y
= −Fy (x, y, z)

Fz (x, y, z)
.

Formuleerime saadud tulemuse.
Lause 2. Olgu funktsioon z = f(x, y) antud ilmutamata kujul v~orrandiga

(1.6.4). Olgu P (x, y, z) selle v~orrandiga esitatud pinna punkt. Kui funktsioon F
on diferentseeruv punktis P ja selles punktis Fz 6= 0, siis

fx (x, y) = −Fx (x, y, z)
Fz (x, y, z)

, fy (x, y) = − Fy (x, y, z)
Fz (x, y, z)

(1.6.7)

ehk lühidalt zx = −Fx/Fz ja zy = −Fy/Fz.

Näide 2. Olgu
x2

4
+
y2

9
− z2 = 0. Leiame zx ja zy.

Veenduge Lause 2 tingimuste täidetuses. Valemite (1.6.7) abil leiame soovi-
tud osatuletised

zx = −2x/4
−2z

=
x

4z
, zx = −2y/9

−2z
=

y

9z
. ♦

Näide 3. Olgu F (x, y, z) = 0. Näitame, et xy · yx = 1 ja yz · zx · xy = −1.
Veenduge Lause 2 tingimuste täidetuses. Kirjapilt xy eeldab selle ülesande

korral vaikimisi, et x = x(y, z). Kasutades valemi (1.6.7) modifikatsiooni vaadel-
dava juhu jaoks, leiame, et xy = −Fy/Fx. Et kirjapilt yx eeldab vaikimisi
y = y(x, z), siis j~ouame tulemuseni yx = −Fx/Fy. Seega saame

xy · yx = (−Fy/Fx) (−Fx/Fy) = 1,
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st esimene n~outud seostest on t~oestatud. Kirjapildid yz ja zx eeldavad vastavalt
s~oltuvust y = y(x, z) ja s~oltuvust z = z(x, y). Leiame, et yz = −Fz/Fy ja
zx = −Fx/Fz. Seega saame

yz · zx · xy = (−Fz/Fy) (−Fx/Fz) (−Fy/Fx) = −1,

st ka teine seostest on t~oestatud. ♦

1.7 Pinna puutujatasand ja normaal
Olgu pind Σ antud v~orrandiga z = f(x, y), kusjuures f(x, y) on diferentseeruv

funktsioon. Saab t~oestada, et funktsiooni f(x, y) diferentseeruvus punktis T (x, y)
on tarvilik ja piisav pinna Σ puutujatasandi olemasoluks punktis P (x, y, f(x, y)).
Meie piirdume selle puutujatasandi v~orrandi leidmisega. Valime sel pinnal veel
punktid

Q (x+ ∆x, y, f(x+ ∆x, y)) , R (x, y + ∆y, f(x, y + ∆y)) .

Pinna Σ puutujatasandi punktis P (x, y, f(x, y)) saame punkte P, Q ja R läbi-
va l~oikajatasandi piirseisuna, punktide Q ja R piiramatul lähenemisel punk-
tile P. Olgu S (ξ, η, ς) selle l~oikajatasandi suvaline punkt. Punkt S on selle
l~oikajatasandi punkt parajasti siis, kui vektorid

−→
PS = (ξ − x, η − y, ς − f(x, y)) ,

−−→
PQ = (∆x; 0; f(x+ ∆x, y)− f(x, y)) ,

−→
PR = (0; ∆y; f(x, y + ∆y)− f(x, y))

on komplanaarsed, st nende vektorite segakorrutis on null. Seega leiame, et∣∣∣∣∣∣
ξ − x η − y ς − f(x, y)
∆x 0 ∆∆xz
0 ∆y ∆∆yz

∣∣∣∣∣∣ = 0,

kus ∆∆xz = f(x + ∆x, y) − f(x, y) ja ∆∆yz = f(x, y + ∆y) − f(x, y). Peale
lihtsustamist saame v~orrandiks

− (∆∆xz) (∆y) (ξ − x)− (∆∆yz) (∆x) (η − y) + (∆x) (∆y) (ς − f(x, y)) = 0

ehk
ς − f(x, y) =

∆∆xz

∆x
(ξ − x) +

∆∆yz

∆y
(η − y) .

V~otame viimase seose m~olemast poolest piirväärtuse, valides piirprotsessiks (∆x,∆y)→
(0; 0) . Soovitud puutujatasandi v~orrandiks on

ς − f(x, y) = fx (x, y) (ξ − x) + fy (x, y) (η − y) (1.7.1)

ehk
fx (x, y) (ξ − x) + fy (x, y) (η − y)− (ς − f(x, y)) = 0.

Viimasest v~orrandist on leitav v~orrandiga z = f(x, y) antud pinna normaal-
vektor punktis P (x, y, f(x, y)) : n = (fx (x, y) , fy (x, y) ,−1) . Et vektor n on
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punktis P pinna normaali (normaalsirge) sihivektor, siis soovitud normaali
v~orranditeks on

ξ − x
fx (x, y)

=
η − y
fy (x, y)

=
ς − f(x, y)
−1

, (1.7.2)

kusjuures S (ξ, η, ς) on selle normaalsirge suvaline punkt. Kui aga P on pinna
fikseeritud punkt, näiteks P (a, b, f(a, b)), siis puudub vajadus kolmiku (ξ, η, ς)
kasutamiseks. Sel korral anname punktis P (a, b, f(a, b)) pinnale z = f(x, y)
puutujatasandi ja normaali v~orranditele vastavalt kuju

z − f(a, b) = fx (a, b) (x− a) + fy (a, b) (y − b) (1.7.3)

ja
x− a
fx (a, b)

=
y − b
fy (a, b)

=
z − f(a, b)
−1

. (1.7.4)

S~onastame viimased tulemused.
Lause 1. Kui pind Σ on antud v~orrandiga z = f(x, y) ja f(x, y) on dife-

rentseeruv punktis A(a, b), siis (1.7.3) on pinnale punktis P (a, b, f(a, b)) puu-
tujatasandi v~orrandiks ja (1.7.4) normaali v~orranditeks.

Näide 1. Olgu antud pöördparaboloid v~orrandiga z = x2+y2. Leiame sellele
pinnale punktis P (−2; 3; 13) t~ommatud puutujatasandi ja normaali v~orrandid.

Punkt P asub pöördparaboloidil. Leiame fx (x, y) = 2x, fy (x, y) = 2y,
fx (−2, 3) = −4 ja fy (−2, 3) = 6. Et funktsioonid 2x ja 2y on pidevad punktis
A(−2; 3), siis funktsioon f(x, y) on Järelduse 1.4.1 p~ohjal diferentseeruv punktis
A. Rakendame Lauset 1. Soovitud puutujatasandi v~orrandiks on valemi (1.7.3)
p~ohjal

z − 13 = −4 (x+ 2) + 6 (y − 3)

ja normaalsirge v~orranditeks (1.7.4) p~ohjal

x+ 2
−4

=
y − 3

6
=
z − 13
−1

. ♦

Kui pind Σ on antud ilmutamata v~orrandiga F (x, y, z) = 0, kusjuures F
on diferentseeruv funktsioon, ja Fz (x, y, z) 6= 0, siis Lause 1.6.2 p~ohjal zx =
−Fx/Fz ning zy = −Fy/Fz. Seega (−Fx/Fz, −Fy/Fz, −1) on pinna Σ nor-
maalvektor punktis P (x, y, z) . Ka (Fx, Fy, Fz) on pinna normaalvektor punk-
tis P. Miks? Seega on Lause 1 modifikatsiooniks ilmutamata funktsiooni korral
järgmine väide.

Lause 2. Kui A (a, b, c) on v~orrandiga F (x, y, z) = 0 esitatud pinna punkt,
st F (a, b, c) = 0, ja funktsiooni F (x, y, z) esimest järku osatuletised on pidevad
punktis A ning

F 2
x (a, b, c) + F 2

y (a, b, c) + F 2
z (a, b, c) 6= 0, (1.7.5)

siis

Fx (a, b, c) (x− a) + Fy (a, b, c) (y − b) + Fz (a, b, c) (z − c) = 0 (1.7.6)
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on pinna puutujatasandi v~orrand punktis A ja

x− a
Fx (a, b, c)

=
y − b

Fy (a, b, c)
=

z − c
Fz (a, b, c)

. (1.7.7)

normaali v~orrandid punktis A.
T~oestus. Tingimuse (1.7.5) p~ohjal on funktsiooni F vähemalt ühe esimest

järku osatuletise väärtus punktis A (a, b, c) nullist erinev. Olgu Fz (a, b, c) 6= 0.
Kui asendame v~orrandis (1.7.3) suurused f(a, b), fx (a, b) ja fy (a, b) vastavalt
suurustega c, −Fx (a, b, c) /Fz (a, b, c) ja −Fy (a, b, c) /Fz (a, b, c) , on tulemuseks

z − c = −Fx (a, b, c)
Fz (a, b, c)

(x− a)− Fy (a, b, c)
Fz (a, b, c)

(y − b) ,

millest pärast m~olema poole korrutamist suurusega Fz (a, b, c) ja teisendamist
saame v~orrandi (1.7.6). Analoogiliselt saadakse valemist (1.7.4) valem (1.7.7).
Kuidas t~oestada Lauset 2 juhul Fz (a, b, c) = 0 ∧ Fx (a, b, c) 6= 0 v~oi juhul
Fz (a, b, c) = 0 ∧ Fy (a, b, c) 6= 0? �

Näide 2. Näitame, et pinna
√
x+
√
y+
√
z =
√
a iga puutujatasand l~oikab

koordinaattelgedel l~oigud, mille pikkuste summa on a.
Seega F (x, y, z) =

√
x +
√
y +
√
z −
√
a. Veenduge, et on täidetud Lause 2

eeldused. Kasutame v~orrandi (1.7.6) analoogi, v~ottes puutepunktiks P (x, y, z)
ja puutujatasandi suvaliseks punktiks S (ξ, η, ς) :

Fx (x, y, z) (ξ − x) + Fy (x, y, z) (η − y) + Fz (x, y, z) (ς − z) = 0. (1.7.8)

Leiame osatuletised Fx (x, y, z) =
1

2
√
x
, Fy (x, y, z) =

1
2
√
y

ja Fz (x, y, z) =

1
2
√
z

ja paigutame v~orrandisse (1.7.8):

1
2
√
x

(ξ − x) +
1

2
√
y

(η − y) +
1

2
√
z

(ς − z) = 0.

L~oikepunktis z-teljega on ξ = 0 ja η = 0 ning neil tingimustel saame ς määrata
viimasest v~orrandist:

1
2
√
x

(0− x) +
1

2
√
y

(0− y) +
1

2
√
z

(ς − z) = 0⇒

⇒ ς =
(√
x+
√
y +
√
z
)√

z.

Seega on l~oigu pikkuseks z-teljel
(√
x+
√
y +
√
z
)√

z. Analoogiliselt saame
l~oikude pikkusteks x-teljel ja y-teljel vastavalt

(√
x+
√
y +
√
z
)√

x ja(√
x+
√
y +
√
z
)√

y. Leiame nende pikkuste summa(√
x+
√
y +
√
z
)√

x+
(√
x+
√
y +
√
z
)√

y +
(√
x+
√
y +
√
z
)√

z =

=
(√
x+
√
y +
√
z
) (√

x+
√
y +
√
z
)

=
√
a
√
a = a,

mida oligi vaja näidata. ♦
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1.8 Taylori valem
Definitsioon 1. Funktsiooni z = f(x, y) nimetatakse n korda diferent-

seeruvaks punktis P (x, y), kui selle funktsiooni k~oik (n− 1)-järku osatuletised
on diferentseeruvad punktis P.

Uurime, kuidas leida n + 1 korda diferentseeruva funktsiooni f(x, y) väär-
tust punktis Q(x+ ∆x, y + ∆y), st suurust f(x+ ∆x, y + ∆y), kui teame selle
funktsiooni ja tema osatuletiste väärtusi punktis P (x, y). Kui suurused x, y, ∆x
ja ∆y on fikseeritud, siis abifunktsioon

g(t) = f(x+ t∆x, y + t∆y)

on vaid muutuja t funktsioon, kusjuures g(1) = f(x + ∆x, y + ∆y) ja
g(0) = f(x, y). Funktsiooni f(x, y) n + 1 korda diferentseeruvusest punktis
P (x, y) järeldub funktsiooni g(t) n + 1 korda diferentseeruvus punktis 0, kus-
juures valemi (1.5.1) abil saame

g′(t) = fx(x+ t∆x, y + t∆y)∆x+ fy(x+ t∆x, y + t∆y)∆y,

g′′(t) = fxx(x+ t∆x, y + t∆y) (∆x)2 + 2fxy(x+ t∆x, y + t∆y)∆x∆y+

+fyy(x+ t∆x, y + t∆y) (∆y)2 , . . . ,

g(k) (t) =
(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y
)k

f(x+ t∆x, y + t∆y) (0 ≤ k ≤ n+ 1)

ja

g(k) (0) =
(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y
)k

f(x, y) (0 ≤ k ≤ n) .

Et funktsiooni g(t) n-järku Maclaurini valem on kujul

g (t) =
n∑
k=0

g(k) (0)
k!

tk +
g(n+1) (θt)
(n+ 1)!

tn+1 (0 < θ < 1) , (1.8.1)

siis

f(x+ ∆x, y + ∆y) = g(1) =
n∑
k=0

g(k) (0)
k!

+
g(n+1) (θ)
(n+ 1)!

(0 < θ < 1) ,

mille abil j~ouame n-järku Taylori valemini

f(x+ ∆x, y + ∆y) =
n∑
k=0

1
k!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y
)k

f(x, y) +Rn (x, y) (1.8.2)

kahe muutuja funktsiooni z = f(x, y) jaoks, kusjuures

Rn (x, y) =
1

(n+ 1)!

(
∂

∂x
∆x+

∂

∂y
∆y
)n+1

f(x+ θ∆x, y + θ∆y) (0 < θ < 1) .

(1.8.3)
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Lause 1. Kui funktsioon f(x, y) on n + 1 korda diferentseeruv punktis
P (x, y), siis kehtib n-järku Taylori valem (1.8.2), mille jääkliige Rn (x, y) aval-
dub kujul (1.8.3).

Erijuhul n = 1 saame tulemuseks

f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y +R1 (x, y) , (1.8.4)

kus

R1 (x, y) =
1
2!

(fxx(x+ θ∆x, y + θ∆y) (∆x)2 +

+2fxy(x+ θ∆x, y + θ∆y)∆x∆y + fyy(x+ θ∆x, y + θ∆y) (∆y)2).
(1.8.5)

V~orrelge valemeid (1.4.4) ja (1.8.4).
Näide 1. Näites 1.4.2 leidsime valemi (1.4.4) abil, et

ln( 3
√

1.06 + 4
√

0.96− 1) ≈ 0.01.

Hindame viga.
Leiame abifunktsiooni f(x, y) = ln

(
3
√
x+ 4
√
y − 1

)
teist järku osatuletised

fxx(x, y) = − 1
9 3
√
x5

3 3
√
x+ 2 4

√
y − 2(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)2 ,
fxy(x, y) = − 1

12 3
√
x2
(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)2 4
√
y3
,

fyy(x, y) = − 1

16 4
√
y7

3 3
√
x+ 4 4

√
y − 3(

3
√
x+ 4
√
y − 1

)2 .
Valemi (1.8.5) abil saame

R1 (1, 1) =
1
2!

(− 1

9 3
√

(1 + 0.06 · θ)5
3 3
√

1 + 0.06 · θ + 2 4
√

1− 0.04 · θ − 2(
3
√

1 + 0.06 · θ + 4
√

1− 0.04 · θ − 1
)2 0.062+

− 2 (0.06) (−0.04)

12 3
√

(1 + 0.06 · θ)2
(

3
√

1 + 0.06 · θ + 4
√

1− 0.04 · θ − 1
)2 4
√

(1− 0.04 · θ)3
−

− 1

16 4
√

(1− 0.04 · θ)7
3 3
√

1 + 0.06 · θ + 4 4
√

1− 0.04 · θ − 3(
3
√

1 + 0.06 · θ + 4
√

1− 0.04 · θ − 1
)2 (−0.04)2).

Et 0 < θ < 1 korral

1 ≤ 3
√

1 + 0.06 · θ ≤ 3
√

1 + 0.06 ≤ 1.06

ja

0.96 ≤
√

0.96 ≤
√

1− 0.04 · θ ≤ 1, 0.96 ≤ 4
√

0.96 ≤ 4
√

1− 0.04 · θ ≤ 1,
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siis

|R1 (1, 1)| ≤ (3 · 1.06 + 2− 2)

18 · 1 ·
(
1 + 4
√

0.96− 1
)2 (0.06)2 +

+
0.06 · 0.04

12 · 1 ·
(
1 + 4
√

0.96− 1
)2 4
√

0.963
+

3 · 1.06 + 4− 3

32 4
√

0.967
(
1 + 4
√

0.96− 1
)2 0.042 ≤

≤ 3.18
18 ·
√

0.96
(0.06)2 +

0.06 · 0.04
12 ·
√

0.96
+

4.18
32 · 4
√

0.969
0.042 ≤ 1.1× 10−3.

Leiame ka arvuti abil ln( 3
√

1.06 + 4
√

0.96− 1) = 9. 414 8× 10−3. ♦

1.9 Lokaalne ekstreemum

Öeldakse, et mitme muutuja funktsioonil f(P ) on punktis A lokaalne maksi-
mum (lokaalne miinimum), kui punkti A küllalt väikeses ümbruses on
f(P ) ≤ f(A) (f(P ) ≥ f(A)) . Kui diferentseeruval mitme muutuja funktsioonil
u = f (x1, . . . , xn) on punktis A (a1, . . . , an) lokaalne ekstreemum (lokaalne mak-
simum v~oi lokaalne miinimum), siis ka ühe muutuja x1 funktsioonil
f (x1, a2, . . . , an) on kohal x1 = a1 lokaalne ekstreemum. Seega peab ühe muutu-

ja funktsiooni ekstreemumi tarviliku tingimuse p~ohjal
∂f

∂x1
(x1, . . . , xn) punktis

A v~orduma nulliga. Analoogilise arutelu p~ohjal j~ouame tingimusteni, et ka funk-
tsiooni u = f (x1, . . . , xn) ülejäänud esimest järku osatuletised peavad punktis A
v~orduma nulliga. Järelikult on diferentseeruva funktsiooni ekstreemumpunktis
täidetud tingimused

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) = 0 (i = 1, . . . , n) . (1.9.1)

Definitsioon 1. Punkti, milles on täidetud tingimused (1.9.1), nimetatakse
funktsiooni u = f (x1, . . . , xn) statsionaarseks punktiks. Näide 1. Leiame funk-
tsiooni z = x2 + y2 statsionaarsed punktid. Koostame selle funktsiooni korral
süsteemi (1.9.1). Et zx = 2x ja zy = 2y, siis{

2x = 0
2y = 0

ja antud funktsioonil on ainult üks statsionaarne punkt, O (0; 0) . ♦
Näide 2. Leiame funktsiooni z = x2 − y2 statsionaarsed punktid.
Koostame selle funktsiooni korral süsteemi (1.9.1). Et zx = 2x ja zy = −2y,

siis {
2x = 0
−2y = 0

ja ka sel funktsioonil on ainult üks statsionaarne punkt ja nimelt O (0; 0) .
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Osutub, et funktsiooni iga statsionaarne punkt ei ole ekstreemumpunkt. Skit-
seerime funktsiooni z = x2 − y2 graafiku
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Tegu on sadulpinnaga ja punkt O (0; 0) on selle sadulpunkt, milles funktsioon
omandab muutuja x järgi lokaalse miinimumi ning muutuja y järgi lokaalse mak-
simumi. Järelikult punkt (0; 0) ei ole funktsiooni z = x2−y2 ekstreemumpunkt.
♦

Leiame järgnevas piisavad tingimused selleks, et kaks korda pidevalt dife-
rentseeruval funktsioonil z = f(x, y) oleks lokaalne ekstreemum stasionaarses
punktis P (x, y) . Seoste (1.8.4) ja (1.8.5) p~ohjal leiame, et

f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y +R1 (x, y) =

=
[
fx (x, y) = 0,
fy (x, y) = 0

]
= f(x, y) +R1,

kus

R1 =
1
2!

(fxx(x+ θ∆x, y + θ∆y) (∆x)2 +

+2fxy(x+ θ∆x, y + θ∆y)∆x∆y + fyy(x+ θ∆x, y + θ∆y) (∆y)2).

Uurime tähistuse A = fxx(x, y), B = fxy(x, y) ja C = fyy(x, y) korral
suuruse

α = A (∆x)2 + 2B∆x∆y + C (∆y)2

märki. Kui A2+B2+C2 6= 0, siis teist järku osatuletiste fxx, fxy ja fyy pidevuse
korral punktis (x, y) on suurused R1 ja α küllalt väikeste vektorite (∆x,∆y)
korral samamärgilised. Kui A = 0 ja B 6= 0, siis suurus α ei säilita vektori
(∆x,∆y) nullist erinevate väärtuste korral märki. Miks? Olgu A 6= 0. Sel juhul
on suurusele α v~oimalik anda kuju

α = A

[
(∆x)2 + 2∆x

B

A
∆y +

(
B

A
∆y
)2

+
C

A
(∆y)2 −

(
B

A
∆y
)2
]

=

= A

[(
∆x+

B

A
∆y
)2

+
AC −B2

A2
(∆y)2

]
.
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Et
(

∆x+
B

A
∆y
)2

≥ 0, siis selleks, et suurus α säilitaks vektori (∆x,∆y) nullist

erinevate väärtuste korral märki, peab
AC −B2

A2
(∆y)2 olema mittenegatiivne.

Seega
AC −B2

A2
> 0, st AC−B2 > 0. T~oesti, kui suurus

AC −B2

A2
on negatiiv-

ne, siis
(

∆x+
B

A
∆y
)2

+
AC −B2

A2
(∆y)2 omandab vektori (∆x,∆y) erinevate

väärtuste korral nii positiivseid kui ka negatiivseid väärtusi, st suurus α ei säilita
märki. Kui AC − B2 = 0, siis m~oningate kui tahes väikeste vektorite (∆x,∆y)
korral on α = 0 ja meil ei ole v~oimalik määrata suuruse R1 märki. Järelikult
suudame suuruse α märki määrata juhul, kui AC −B2 > 0.

Vormistame saadud tulemuse.
Lause 1. Kui funktsiooni z = f(x, y) osatuletised fxx, fxy ja fyy on pidevad

selle funktsiooni statsionaarses punktis S (a, b) ja A = fxx (a, b) , B = fxy (a, b)
ning C = fyy (a, b) , siis

AC −B2 < 0 ⇒ punktis (a, b) ei ole lokaalset ekstreemumit

AC −B2 > 0 ∧ A > 0 ⇒ punktis S (a, b) on lokaalne miinimum,

AC −B2 > 0 ∧ A < 0 ⇒ punktis S (a, b) on lokaalne maksimum.

Näites 1 on punkt O (0; 0) statsionaarne. Leiame, et fxx = 2, fxy = 0 ja
fyy = 2. Seega A = 2, B = 0 ja C = 2 ning AC − B2 = 4. Lause 1 p~ohjal on
funktsioonil z = x2 +y2 punktis O (0; 0) lokaalne ekstreemum. Et A > 0, siis on
tegemist lokaalse miinimumiga.

Näites 2 on punkt O (0; 0) statsionaarne. Leiame, et fxx = 2, fxy = 0 ja
fyy = −2. Seega A = 2, B = 0 ja C = −2 ning AC −B2 = −4. Lause 1 p~ohjal
ei ole funktsioonil z = x2 + y2 punktis O (0; 0) lokaalset ekstreemumi.

1.10 Tinglik ekstreemum

Käsitleme järgnevalt tinglikku ekstreemumülesannet, nn lisatingimustega ekst-
reemumülesannet. Probleemiks on leida funktsiooni

u = f(x1, . . . , xn) (1.10.1)

ekstreemumpunktid piirkonnas, mis on määratud tingimustega F1(x1, . . . , xn) = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Fm(x1, . . . , xn) = 0,

(1.10.2)

kusjuuresm < n. Edaspidi piirdutakse tingliku ekstreemumi tarvilike tingimuste
esitamisega juhul, kui funktsioonid f ja Fi (1 ≤ i ≤ m) on vaadeldavas piir-
konnas diferentseeruvad. Tingliku ekstreemumi piisavate tingimuste uurimine on
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keerukam probleem ja sellega me järgnevas üldjuhul ei tegele. Vastuse küsimuse-
le, kas leitud punktis on tegemist tingliku ekstreemumiga v~oi mitte, saame
sageli anda lähtudes ülesande sisust. Kui vaadeldavas piirkonnas on punkte,
milles funktsioonid f ja Fi (1 ≤ i ≤ m) on mittediferentseeruvad, siis tuleb
neis punktides esitatud probleemi täiendavalt uurida.

Alustame lihtsamate erijuhtude 1◦ ja 2◦ käsitlusega.
1◦ Uurime funktsiooni z = f(x, y) ekstremaalseid väärtusi joone

F (x, y) = 0 (1.10.3)

punktides. Lause 1.6.1 tingimustel on v~orrandist F (x, y) = 0 avaldatava funkt-
siooni y = y(x) korral

y′(x) = −Fx(x, y (x))
Fy(x, y (x))

. (1.10.4)

Joone (1.10.3) punktides saame ühe muutuja funktsiooni

z|y=y(x) = f(x, y (x)),

mille lokaalse ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks on

fx(x, y (x)) + fy(x, y (x))y′(x) = 0. (1.10.5)

Seostest (1.10.4) ja (1.10.5) ~onnestub elimineerida suurus y′(x). Saame tulemu-
seks

fx(x, y (x))− fy(x, y (x))
Fx(x, y (x))
Fy(x, y (x))

= 0

ehk
fx(x, y (x))
fy(x, y (x))

=
Fx(x, y (x))
Fy(x, y (x))

. (1.10.6)

Lisatingimusel (1.10.3) funktsiooni z = f(x, y) v~oimalike tinglike ekstreemum-
kohtade, st funktsiooni z|y=y(x) statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb seega
lahendada v~orrandisüsteem

fx(x, y (x))
fy(x, y (x))

=
Fx(x, y (x))
Fy(x, y (x))

F (x, y) = 0.
(1.10.7)

Süsteemini (1.10.7) v~oib j~ouda ka abifunktsiooni

Φ(x, y, λ) def.= f(x, y) + λF (x, y), (1.10.8)

kus λ on abimuutuja, statsionaarsete punktide leidmisel. Nimelt, Φx = 0
Φy = 0
Φλ = 0

, (1.10.9)
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st  fx(x, y) + λFx(x, y) = 0
fy(x, y) + λFy(x, y) = 0

F (x, y) = 0
. (1.10.10)

Elimineerides süsteemi (1.10.10) kahe esimese v~orrandi abil abimuutuja λ ja
lisades süsteemi kolmanda v~orrandi, j~ouame süsteemini (1.10.7).

Lause 1. Funktsiooni z = f(x, y) tinglik ekstreemum lisatingimusel (1.10.3)
v~oib olla abifunktsiooni (1.10.8) statsionaarses punktis.

Näide 1. Leiame funktsiooni z = xy tingliku ekstreemumi lisatingimusel
x− y − 1 = 0.

Moodustame abifunktsiooni Φ = xy+λ (x− y − 1) korral süsteemi (1.10.9): y + λ = 0
x− λ = 0

x− y − 1 = 0
⇔

 λ = −y
λ = x

x− y = 1
⇒
{

y = −x
x− y = 1 ⇒

{
x = 1/2
y = −1/2

Leidsime abifunktsiooni Φ statsionaarse punkti P (1/2,−1/2) , kusjuures
z|P = −1/4. Osutub, et

@ max
x−y−1=0

z, sup
x−y−1=0

z = +∞,

min
x−y−1=0

z = z|P = −1/4.

T~oesti, tasandi x−y−1 = 0 ja sadulpinna z = xy l~oikejooneks on parabool, mis
avaneb z-telje positiivses suunas. Kui lisatingimusest x − y − 1 = 0 avaldame
muutuja y, leiame y = x− 1. Asendades selle avaldise funktsiooni z avaldisse,
saame

z|y=x−1 = x (x− 1) = x2 − x

ja
dz|y=x−1

dx
= 2x− 1.

Funktsiooni z|y=x−1 statsionaarses punktis x = 1/2 on lokaalne (ka globaalne)
miinimum. Kontrollige! Funktsiooni z|y=x−1 väärtused on ülalt t~okestamata.
♦

Näide 2. Leiame funktsiooni z = x2+y2 tingliku ekstreemumi lisatingimusel
x2

4
+
y2

9
− 1 = 0. Moodustame abifunktsiooni Φ = x2 + y2 + λ

(
x2

4
+
y2

9
− 1
)

korral süsteemi (1.10.9):


2x+

λx

2
= 0

2y +
2λy
9

= 0
x2

4
+
y2

9
− 1 = 0

⇔


x

(
2 +

λ

2

)
= 0

y

(
2 +

2λ
9

)
= 0

x2

4
+
y2

9
= 1.
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Lahendame viimase süsteemi. Kuna λ = −9 ⇒ x = 0 ∧ y = ±3, siis saame kaks
punkti P1 (0;−3) ning P2 (0; 3) . Et y = 0 ⇒ λ = −4, x = ±2, siis saame veel
kaks punkti P3 (−2; 0) ja P4 (2; 0) . Leiame funktsiooni z = x2 + y2 väärtused
neis punktides:

z|P1 = 9, z|P2 = 9, z|P3 = 4, z|P4 = 4.

Ellipsi
x2

4
+
y2

9
−1 = 0 punktide hulk on kinnine t~okestatud hulk. Sellisel hulgal

omandab pidev funktsioon ekstremaalsed väärtused. Seega,

∃ max
x2

4 +
y2

9 −1=0

z ∧ ∃ min
x2

4 +
y2

9 −1=0

z.

Et v~oetud osatuletised on pidevad vaadeldavas piirkonnas, siis ekstremaalsed
väärtused saavutatakse statsionaarsetes punktides. Statsionaarseid punkte on
neli, kusjuures punktides P1 ja P2 saavutatakse väärtus 9 ning punktides P3 ja
P4 väärtus 4. Seega,

max
x2

4 +
y2

9 −1=0

z = z|P1 = z|P2 = 9,

min
x2

4 +
y2

9 −1=0

z = z|P3 = z|P4 = 4. ♦

2◦ Uurime funktsiooni u = f(x, y, z) ekstremaalseid väärtusi pinna

F (x, y, z) = 0 (1.10.11)

punktides. Lause 1.6.2 tingimustel on v~orrandist F (x, y, z) = 0 avaldatav
z = z(x, y), kusjuures

zx(x, y) = −Fx(x, y, z(x, y))/Fz(x, y, z(x, y)), (1.10.12)
zy(x, y) = −Fy(x, y, z(x, y))/Fz(x, y, z(x, y)).

Pinna (1.10.11) punktides saame kahe muutuja funktsiooni

u|z=z(x,y) = f(x, y, z(x, y)),

mille statsionaarsed punktid leitakse süsteemist{
fx(x, y, z(x, y)) + fz(x, y, z(x, y))zx(x, y) = 0
fy(x, y, z(x, y)) + fz(x, y, z(x, y))zy(x, y) = 0 . (1.10.13)

Seoste (1.10.12) abil elimineerime süsteemist (1.10.13) suurused zx(x, y) ja
zy(x, y). Tulemuseks on süsteem

fx(x, y, z(x, y))− fz(x, y, z(x, y))
Fx(x, y, z(x, y))
Fz(x, y, z(x, y))

= 0

fy(x, y, z(x, y))− fz(x, y, z(x, y))
Fy(x, y, z(x, y))
Fz(x, y, z(x, y))

= 0
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ehk 
fx(x, y, z(x, y))
fz(x, y, z(x, y))

=
Fx(x, y, z(x, y))
Fz(x, y, z(x, y))

fy(x, y, z(x, y))
fz(x, y, z(x, y))

=
Fy(x, y, z(x, y))
Fz(x, y, z(x, y))

.

Lisatingimusel (1.10.11) funktsiooni u = f(x, y, z) v~oimalike tinglike ekstree-
mumkohtade, st funktsiooni u|z=z(x,y) statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb
seega lahendada v~orrandisüsteem

fx(x, y, z)
fz(x, y, z)

=
Fx(x, y, z)
Fz(x, y, z)

fy(x, y, z)
fz(x, y, z)

=
Fy(x, y, z)
Fz(x, y, z)

F (x, y, z) = 0

. (1.10.14)

Süsteemini (1.10.14) v~oib j~ouda ka abifunktsiooni

Φ(x, y, z, λ) def.= f(x, y, z) + λF (x, y, z), (1.10.15)

kus λ on abimuutuja, statsionaarsete punktide leidmisel. Leiame, et
Φx = 0
Φy = 0
Φz = 0
Φλ = 0

, (1.10.16)

st 
fx(x, y, z) + λFx(x, y, z) = 0
fy(x, y, z) + λFy(x, y, z) = 0
fz(x, y, z) + λFz(x, y, z) = 0

F (x, y) = 0

. (1.10.17)

Elimineerides süsteemi (1.10.17) kahest esimesest v~orrandist abimuutuja λ ja
siis selle süsteemi teisest ning kolmandast v~orrandist λ ning lisades v~orrandi
(1.10.11), j~ouame süsteemini (1.10.14). S~onastame saadud tulemuse.

Lause 2. Funktsiooni u = f(x, y, z) tinglik ekstreemum lisatingimusel (1.10.11)
v~oib olla abifunktsiooni (1.10.15) statsionaarses punktis.

Näide 3. Leiame funktsiooni u = x2+y2+z2 tingliku ekstreemumi lisatingimusel
x−y+ z+2 = 0. Kasutame Lauset 2. Lahendame abifunktsiooni Φ = x2 +y2 +
z2 + λ (x− y + z + 2) korral süsteemi (1.10.16):

2x+ λ = 0
2y − λ = 0
2z + λ = 0

x− y + z + 2 = 0

⇔


x = −λ/2
y = λ/2

z = −λ/2
x− y + z + 2 = 0

⇒

⇒ −λ/2− λ/2− λ/2 + 2 = 0⇒ λ = 4/3



1.10. TINGLIK EKSTREEMUM 47

ja x = −2/3 , y = 2/3 ning z = −2/3. Leiame punkti P (−2/3; 2/3;−2/3),
milles funktsiooni väärtuseks on 4/3. Uuritav funktsioon saavutab antud tasandi
punktides kui tahes suuri väärtusi. Järelikult,

@ max
x−y+z+2=0

(
x2 + y2 + z2

)
∧ sup

x−y+z+2=0

(
x2 + y2 + z2

)
= +∞.

Et igas punktis on selle pideva funktsiooni väärtused mittenegatiivsed, siis selle
funktsiooni korral leidub tasandil x − y + z + 2 = 0 punkt, milles funktsioon
saavutab minimaalse väärtuse. Kasutatavad osatuletised on meid huvitavas piir-
konnas pidevad. See minimaalne väärtus saavutatakse statsionaarses punktis. Et
statsionaarseid punkte on vaid üks, siis saavutatakse tinglik miinimum punktis
P :

min
x−y+z+2=0

(
x2 + y2 + z2

)
= u|P = 4/3. ♦

Näide 4. Leiame funktsiooni u = x2+y2−z2 tingliku ekstreemumi lisatingimusel
x− y + z + 2 = 0.

Kasutame Lauset 2. Lahendame abifunktsiooni

Φ = x2 + y2 − z2 + λ (x− y + z + 2)

korral süsteemi (1.10.16):
2x+ λ = 0
2y − λ = 0
−2z + λ = 0

x− y + z + 2 = 0

⇔


x = −λ/2
y = λ/2
z = λ/2

x− y + z + 2 = 0

⇒

⇒ −λ/2− λ/2 + λ/2 + 2 = 0⇒ λ = 4

ja x = −2 , y = 2 ning z = 2. Leidsime punkti P (−2; 2; 2), milles funktsiooni
väärtuseks on 4. Osutub, et uuritav funktsioon ei saavuta selles punktis ekst-
remaalset väärtust. Kui tasandi x − y + z + 2 = 0 punkt läheneb l~opmatusele
nii, et x = y, siis funktsiooni väärtused lähenevad pluss l~opmatusele. Kui aga
tasandi punkt läheneb l~opmatusele nii, et x = −y, siis funktsiooni väärtused
lähenevad miinus l~opmatusele. Antud ülesande korral ekstremaalsed väärtused
puuduvad. Seega

@ max
x−y+z+2=0

u ∧ @ min
x−y+z+2=0

u ∧ supu
x−y+z+2=0

= +∞ ∧ inf
x−y+z+2=0

= −∞.

Antud tulemuseni v~oib j~ouda ka teisel teel. Uurime kahe muutuja funktsiooni

u|z=−x+y−2 = x2 + y2 − (−x+ y − 2)2 = 2xy − 4x+ 4y − 4

ekstremaalseid väärtusi. Et

∂u|z=−x+y−2

∂x
= 2y − 4,

∂u|z=−x+y−2

∂y
= 2x+ 4,
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siis funktsiooni u|z=−x+y−2 ainsa statsionaarse punkti määrame süsteemist{
2y − 4 = 0
2x+ 4 = 0 .

Leiame, et selleks punktiks on P (−2; 2). Rakendame Lauset 1.9.1. Et

∂2u|z=−x+y−2

∂x2
= 0,

∂2u|z=−x+y−2

∂x∂y
= 2,

∂u|z=−x+y−2

∂y
= 0,

siis A = C = 0 ja B = 2 ning AC−B2 = −4 < 0, st punktis P ei ole funktsioonil
u|z=−x+y−2 lokaalset ekstreemumit. Märgime, et kuigi funktsioonil u|z=−x+y−2

puuduvad ekstremaalsed väärtused, eksisteerivad

inf u|z=−x+y−2 = −∞, sup u|z=−x+y−2 = +∞. ♦

Näide 5. Konstrueerime poolkerasse, mille raadius onR,maksimaalse ruum-
alaga risttahuka. Olgu tegemist kera x2 +y2 +z2 ≤ R2 ülemise poolega (z ≥ 0) .
Valime xy-tasandil risttahuka p~ohja tippudega (x, y, 0) , (−x, y, 0) , (x,−y, 0) ja
(−x,−y, 0) . Ristahuka ülemised tipud (x, y, z) , (−x, y, z) , (x,−y, z) ja (−x,−y, z)
valime sfääril x2 + y2 + z2 = R2, st ülemiste tippude koordinaadid rahuldavad
selle sfääri v~orrandit. Seega lahendame tingliku ekstreemumi ülesande: leiame
funktsiooni V = (2x) (2y) z tingliku ekstreemumi lisatingimusel x2 + y2 + z2 =
R2. Moodustame abifunktsiooni (1.10.15) korral süsteemi (1.10.16) ja lahen-
dame selle. Seega leiame, et

Φ = 4xyz + λ
(
x2 + y2 + z2 −R2

)
,

ja 
4yz + 2λx = 0
4xz + 2λy = 0
4xy + 2λz = 0

x2 + y2 + z2 = R2

⇔


λ = −2yz/x

+λ = −2xz/y
λ = 2xy/z

x2 + y2 + z2 = R2

⇒

⇒


2yz
x

=
2xz
y

2xz
y

=
2xy
z

x2 + y2 + z2 = R2

⇔

 (y − x) (y + x) z = 0
(z − y) (z + y)x = 0
x2 + y2 + z2 = R2

⇒

⇒
{

x = y = z
x2 + y2 + z2 = R2 ⇒ x = y = z =

R
√

3
3

ning V =
4R3
√

3
9

. ♦

S~onastame tulemuse punkti alguses esitatud tingliku ekstreemumülesande
korral.
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Lause 3. Funktsiooni u = f(x1, . . . , xn) tinglik ekstreemum lisatingimustel
(1.10.2) v~oib olla abifunktsiooni

Φ (x1, . . . , xn;λ1, . . . , λm) = f(x1, . . . , xn) +
m∑
i=1

λiFi(x1, . . . , xn) (1.10.18)

statsionaarses punktis. Statsionaarsete punktide leidmiseks tuleb lahendada v~orrandisüsteem{
Φxi

= 0 (1 ≤ i ≤ n)
Φλk

= 0 (1 ≤ k ≤ m) . (1.10.19)

Näide 6. Leiame funktsiooni u = x2+y2+z2 tingliku ekstreemumi lisatingimus-
tel x−y+z+2 = 0 ja x+y = 1. Kasutame Lauset 3. Lahendame abifunktsiooni
(1.10.18) korral v~orrandisüsteemi (1.10.19). Leiame, et

Φ (x, y, z, λ, µ) = x2 + y2 + z2 + λ (x− y + z + 2) + µ (x+ y − 1)

ja 
Φx = 0
Φy = 0
Φz = 0
Φλ = 0
Φµ = 0

⇔


2x+ λ+ µ = 0
2y − λ+ µ = 0

2z + λ = 0
x− y + z + 2 = 0

x+ y − 1 = 0

⇒


x = −1/6
y = 7/6
z = −2/3
λ = 4/3
µ = −1

ning tinglik ekstreemum v~oib olla punktis P
(
−1

6
;
7
6
;−2

3

)
.Kas on ekstreemuum

ja milline? Et v~orranditega x− y+ z+ 2 = 0 ja x+ y = 1 määratud tasandid ei
ole paralleelsed, siis nad l~oikuvad piki sirget. Kui aga selle sirge punkt läheneb
l~opmatusele, siis uuritava funktsiooni u = x2 + y2 + z2 väärtused lähenevad
pluss l~opmatusele. Seega ei eksisteeri antud ülesande korral funktsiooni tinglikku
maksimumi, küll aga eksisteerib tinglik miinimum. Miks? Et kasutatavad osatu-
letised on pidevad meid huvitavas piirkonnas ja statsionaarseid punkte on vaid
üks, siis selles punktis saavutab uuritav funktsioon tingliku miinimumi. Seega
leiame, et

min
x−y+z+2=0, x+y=1

(
x2 + y2 + z2

)
= u|P =

3
2
,

sup
x−y+z+2=0, x+y=1

(
x2 + y2 + z2

)
= +∞.

Kui esitatud arutelu tehnilise poole pealt kirja panna, siis punkt (0; 1;−1) on
tasandite l~oikesirge üks punkt ja sirge sihivektoriks on s = (−1; 1; 2) . V~orrandid x = −t

y = 1 + t
z = −1 + 2t

on selle l~oikesirge parameetrilised v~orrandid. Uurime ühe muutuja funktsiooni

u(t) = u| x=−t
y=1+t
z=−1+2t

= (−t)2 + (1 + t)2 + (−1 + 2t)2 = 6t2 − 2t+ 2
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käitumist. Et
du

dt
= 12t − 2 ja 12t − 2 = 0 ⇔ t =

1
6

ning
d2u

dt2
= 12 > 0, siis

kohal t =
1
6

on funktsioonil lokaalne miinimum. Seega saame tulemuseks, et

min
x−y+z+2=0, x+y=1

(
x2 + y2 + z2

)
= u|P =

3
2
,

sup
x−y+z+2=0, x+y=1

(
x2 + y2 + z2

)
= +∞. ♦

1.11 Globaalne ekstreemum

Uurime diferentseeruva funktsiooni u = f(x1, . . . , xn) ekstremaalseid väär-
tusi kinnisel sidusal t~okestatud hulgal Ω. Tähistame sümboliga ∂ Ω selle hulga
raja. Funktsiooni f diferentseeruvusest hulgal Ω järeldub selle funktsiooni pide-
vus sel hulgal. Et kinnisel sidusal t~okestatud hulgal pidev funktsioon omandab
sel hulgal vähima ja suurima väärtuse, siis

∃ max
(x1,...,xn)∈Ω

f(x1, . . . , xn) ∧ ∃ min
(x1,...,xn)∈Ω

f(x1, . . . , xn).

Kinnisel sidusal t~okestatud hulgal Ω diferentseeruv funktsioon saab ekstremaal-
se väärtuse omandada kas hulka Ω kuuluvas funktsiooni f statsionaarses punktis
v~oi hulga Ω rajapunktis. Seega tuleb

1) leida k~oik hulka Ω kuuluvad funktsiooni f statsionaarsed punktid Pi
(1 ≤ i ≤ k) ja arvutada neis funktsiooni väärtused f(Pi) (1 ≤ i ≤ k) ;

2) leida raja ∂ Ω punktid Pi (k + 1 ≤ i ≤ m) , milles funktsioon f v~oib
omandada ekstremaalse väärtuse, ja arvutada neis funktsiooni väärtused f(Pi)
(k + 1 ≤ i ≤ m) ;

3) leida min
1≤i≤m

f(Pi) ja max
1≤i≤m

f(Pi).

Näide 1. Leiame funktsiooni z = x2− y2 ekstremaalsed väärtused sirgetega
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y = x+ 1, y = 2 (x− 1) ja x+ y = −1 määratud kolmnurgas

y = x+ 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

x

y = 2(x− 1)

@
@

@
@�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

x+ y = −1

-

6

1

P4(4/3; 2/3)r r

r

r
r
−1

1

C(1/3,−4/3)

B(3; 4)
4

3

P1(0; 0)

y

A(−1, 0)

Leiame kolmnurga tipud: A (−1; 0) , B (3; 4) , ja C
(

1
3
;−4

3

)
. Statsionaarse

punkti leiame süsteemist:{
zx = 0
zy = 0 ⇔

{
2x = 0
−2y = 0 ⇔

{
x = 0
−y = 0 ⇒ P1 (0; 0) .

Statsionaarne punkt P1 kuulub kolmnurka ABC. Leiame, et z|P1 = 0. Kolm-
nurga ABC raja jaotame kolmeks osaks: l~oigud AB, BC ja CA. Igal neist
l~oikudest uurime funktsiooni käitumist eraldi. Esiteks valime l~oigu AB. Selleks
tuleb uurida funktsiooni z|y=x+1 = x2 − (x+ 1)2 = −2x − 1 ekstremaalseid
väärtusi l~oigul [−1; 3] . L~oigul diferentseeruv ühe muutuja funktsioon omandab
ekstremaalsed väärtused kas sellesse l~oiku kuuluvas statsionaarses punktis v~oi
l~oigu otspunktides. Et

dz|y=x+1

dx
= −2 6= 0⇒ statsionaarseid punkte ei ole,

siis tuleb leida funktsiooni z|y=x+1 väärtused l~oigu [−1; 3] otspunktides, st funkt-
siooni z väärtused punktides P2 (−1; 0) = A ja P3 (3; 4) = B : z|P2 = 1 ja
z|P3 = −7. Analoogiliselt leiame l~oigu BC korral, et

z|y=2(x−1) = x2 − (2x− 2)2 = −3x2 + 8x− 4

ja

dz|y=2(x−1)

dx
= −6x+ 8 ∧ −6x+ 8 = 0⇒ x =

4
3
∈
[
1
3
; 3
]
,

P4

(
4
3
;
2
3

)
, z|P4 =

4
3
, P5

(
1
3
;−4

3

)
, z|P5 = −5

3
.
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L~oigu AC korral leiame, et z|y=−1−x = −1 − 2x ja
dz|y=−1−x

dx
= −2 6= 0, st

statsionaarseid punkte ei ole ning l~oigu m~olemad otspunktid on juba käsitletud.
Tulemuseks saame, et

min
1≤i≤5

z|Pi = z|P3 = −7, max
1≤i≤5

z|Pi = z|P4 =
4
3
.

Seega on kolmnurgas ABC funktsiooni z = x2− y2 vähim väärtus −7 ja suurim
väärtus 4/3 ning funktsioon omandab need vastavalt punktides P3 (3; 4) ja

P4

(
4
3
;
2
3

)
. ♦

1.12 Väljateooria p~ohim~oisted

Olgu u = f(x, y, z) ja F = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)) . Öeldakse, et
funktsioon f määrab skalaarvälja ja vektorväärtustega funktsioon F vektorvälja,
st f seab igale punktile P (x, y, z) funktsiooni f määramispiirkonnast vastavusse
skalaari ja F seab igale punktile P (x, y, z) funktsioonide X, Y ning Z määramis-
piirkondade ühisosast vastavusse vektori. Skalaarvälja näiteks sobib tempera-
tuuriväli ja vektorvälja näiteks kiiruste väli.

Definitsioon 1. Vektorit (fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)) nimetatakse
skalaarvälja f gradiendiks punktis P (x, y, z) ja tähistatakse grad f, st

(grad f) (x, y, z) def.= (fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)) (1.12.1)

ehk lühidalt grad f = (fx, fy, fz) .

Näide 1. Olgu u = cos
z

xy
. Leiame gradu.

Vastavalt Definitsioonile 1 saame

gradu = (ux, uy, uz) =
(

z

x2y
sin

z

xy
,
z

xy2
sin

z

xy
,− 1

xy
sin

z

xy

)
. ♦

Definitsioon 2. Skalaari Xx(x, y, z) + Yy(x, y, z) + Zz(x, y, z) nimetatakse
vektorvälja F divergentsiks punktis P (x, y, z) ja tähistatakse div F, st

(div F) (x, y, z) def.= Xx(x, y, z) + Yy(x, y, z) + Zz(x, y, z) (1.12.2)

ehk lühidalt div F = Xx + Yy + Zz.

Näide 2. Kui F =
(
xy,−x2 + z3,

xy

z

)
, siis

div F =y + 0− xy

z2
= y − xy

z2
. ♦
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Definitsioon 3. Vektorit

(Zy(x, y, z)− Yz(x, y, z), Xz(x, y, z)− Zx(x, y, z), Yx(x, y, z)−Xy(x, y, z))

nimetatakse vektorvälja F rootoriks punktis P (x, y, z) ja tähistatakse rotF,
st

(rotF) (x, y, z) def.= (1.12.3)

= (Zy(x, y, z)− Yz(x, y, z), Xz(x, y, z)− Zx(x, y, z), Yx(x, y, z)−Xy(x, y, z))

ehk lühidalt rotF =(Zy − Yz, Xz − Zx, Yx −Xy) .

Näide 3. Kui F =
(
xy,−x2 + z3,

xy

z

)
, siis

rotF =
(x
z
− 3z2, 0− y

z
,−2x− x

)
=
(x
z
− 3z2,−y

z
,−3x

)
.

Definitsioon 4. Hamiltoni operaatoriks ehk nablaoperaatoriks nimetatakse

operaatorit
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ja tähistatakse sümboliga ∇, st

∇ def.=
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
. (1.12.4)

Lause 1. Hamiltoni operaator v~oimaldab gradienti, divergentsi ja rootorit
kirja panna kujul

grad f = ∇ f, div F = ∇F, rotF = ∇× F. (1.12.5)

T~oestus. Suurust ∇ f käsitleme kui vektorit, milles ∇ iga koordinaati on

funktsiooniga f läbi korrutatud, ja sümbolite
∂

∂x
,
∂

∂y
ja

∂

∂z
korrutised funkt-

siooniga f olgu vastavalt
∂f

∂x
,
∂f

∂y
ja
∂f

∂z
. Suurust ∇F vaatleme kui vektorite

∇ ja F skalaarkorrutist. Kui vektorid on antud koordinaatkujul, siis vektorite
skalaarkorrutis on vastavate koordinaatide korrutiste summa,

∇F =
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (X,Y, Z) =

∂X

∂x
+
∂Y

∂y
+
∂Z

∂z
.

Olgu i, j ja k vastavalt x-telje, y-telje ja z-telje suunalised ühikvektorid. Et

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
X Y Z

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (Zy(x, y, z)− Yz(x, y, z)) i + (Xz(x, y, z)− Zx(x, y, z)) j+
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+(Yx(x, y, z)−Xy(x, y, z))k =

= (Zy(x, y, z)− Yz(x, y, z), Xz(x, y, z)− Zx(x, y, z), Yx(x, y, z)−Xy(x, y, z)) ,

siis rotF = ∇× F. �
Definitsioon 5. Laplace’i operaatoriks nimetatakse operaatorit ∇2 ja tähis-

tatakse sümboliga 4, st
4 def.= ∇2.

Seega

4 = ∇ · ∇ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
·
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Lause 2. Kehtib seos
div grad f = 4f .

T~oestus. Leiame, et

div grad f = div (fx, fy, fz) = fxx + fyy + fzz. �

Lause 3. Kui kasutada tähistust v = g (x, y, z) , ϕ = ϕ(t) ja
G = (U(x; y; z), V (x; y; z),W (x; y; z)) , siis

• grad(u · v) = u · gradv + v · gradu,

• grad(ϕ(u)) = ϕ′(u) · gradu,

• ∇2(uv) = u∇2v + v∇2u+ 2∇u∇v,

• div (uF) =u div F + F gradu,

• rot (uF) = u rotF+(gradu)×F,

• div (F×G) = (rotF) ·G− F · (rotG) .

T~oestus. T~oestame esimese ja viienda neist seostest. Palun t~oestage üle-
jäänud seosed iseseisvalt. Et

grad (u · v) =
(
(uv)x , (uv)y , (uv)z

)
=

= (uxv + uvx, uyv + uvy, uzv + uvz) =
= u (vx, vy, vz) + v (ux, uy, uz) =
= u gradv + v gradu,
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esimene seos peab paika. Leiame viienda seose vasaku poole

rot (uF) = ∇× (uF) = ∇× (uX, uY, uZ) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
uX uY uZ

∣∣∣∣∣∣∣ =
=
(
(uZ)y − (uY )z

)
i− ((uZ)x − (uX)z) j +

(
(uY )x − (uX)y

)
k =

= (uyZ + uZy − uzY − uYz) i− (uxZ + uZx − uzX − uXz) j+
+ (uxY + uYx − uyX − uXy) k

ja siis uuritava seose parema poole

u rotF+ (gradu) ×F =

= u (Zy − Yz) i + u (Xz − Zx) j + u (Yx −Xy)k+

∣∣∣∣∣∣
i j k
ux uy uz
X Y Z

∣∣∣∣∣∣ =
= (uZy − uYz) i + (uXz − uZx) j + (uYx − uXy)k+

+(uyZ − uzY ) i− (uxZ − uzX) j + (uxY − uyX)k =

= (uyZ + uZy − uzY − uYz) i− (uxZ + uZx − uzX − uXz) j+
+ (uxY + uYx − uyX − uXy)k.

Seega kehtib viies seos. �

Definitsioon 6. Funktsiooni u = f (x, y, z) suunatuletiseks punktis P (x, y, z)
vektori l = (lx, ly, lz) suunas nimetatakse suurust

lim
t→0+

f (x+ tlx, y + tly, z + tlz)− f (x, y, z)√
(tlx)

2 + (tly)
2 + (tlz)

2
(1.12.6)

ja tähistatakse sümboliga
∂f

∂l
(x, y, z) , st

∂f

∂l
(x, y, z) def.= lim

t→0+

f (x+ tlx, y + tly, z + tlz)− f (x, y, z)√
(tlx)

2 + (tly)
2 + (tlz)

2
.

Kui tähistada Q(x + tlx, y + tly, z + tlz), siis
−−→
PQ = (tlx, tly, tlz) ja∣∣∣−−→PQ∣∣∣ =√(tlx)

2 + (tly)
2 + (tlz)

2 ning

∂f

∂l
(P ) = lim

Q→P

f (Q)− f (P )∣∣∣−−→PQ∣∣∣ , (1.12.7)
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kus punkt Q paikneb punktist P vektori l suunas lähtuval kiirel. Seega näitab
funktsiooni f suunatuletis punktis P funktsiooni f muutumise kiirust selles
punktis vektori l suunas.

Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis (x, y, z) , siis

f (x+ tlx, y + tly, z + tlz)− f (x, y, z) =

= fx (x, y, z) tlx + fy (x, y, z) tly + fz (x, y, z) tlz + δ,

kusjuures

lim
t→0+

δ√
(tlx)

2 + (tly)
2 + (tlz)

2
= lim
t→0+

δ

t
√
l2x + l2y + l2z

= 0,

ja suunatuletis
∂f

∂l
avaldub kujul

∂f

∂l
(x, y, z) = lim

t→0+

f (x+ tlx, y + tly, z + tlz)− f (x, y, z)

t
√
l2x + l2y + l2z

=

= lim
t→0+

fx (x, y, z) tlx + fy (x, y, z) tly + fz (x, y, z) tlz + δ

t
√
l2x + l2y + l2z

=

=
fx (x, y, z) · lx√
l2x + l2y + l2z

+
fy (x, y, z) · ly√
l2x + l2y + l2z

+
fz (x, y, z) · lz√
l2x + l2y + l2z

.

Olgu lo vektori l suunaline ühikvektor, st

lo =
1
|l|

l =
1
|l|

(lx, ly, lz) =
1√

l2x + l2y + l2z

(lx, ly, lz) =

=

 lx√
l2x + l2y + l2z

,
ly√

l2x + l2y + l2z

,
lz√

l2x + l2y + l2z

 =

= (cosα, cosβ, cos γ) ,

kus suurused cosα, cosβ ja cos γ on vektori l suunakoosinused. Tuletame
meelde, et vektori suunakoosinused on koosinused nurkadest, mille see vektor
moodustab vastavalt x-telje, y-telje ja z-telje positiivse suunaga,
kusjuures kehtib seos

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Seega saame suunatuletise
∂f

∂l
avaldada kujul

∂f

∂l
(x, y, z) = fx (x, y, z) cosα+ fy (x, y, z) cosβ + fz (x, y, z) cos γ =

= (grad f(x, y, z)) · lo.
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Oleme t~oestanud järgmise väite.
Lause 4. Kui lo = (cosα, cosβ, cos γ) on vektori l suunaline ühikvektor, siis

punktis P (x, y, z) diferentseeruva funktsiooni u = f (x, y, z) suunatuletis vektori
l suunas avaldub kujul

∂f

∂l
(x, y, z) = fx (x, y, z) cosα+ fy (x, y, z) cosβ + fz (x, y, z) cos γ (1.12.8)

ehk lühidalt
∂f

∂l
= (grad f) · lo, (1.12.9)

kus lo =
1
|l|

l.

Et

∂f

∂ grad f
= (grad f) · (grad f)o = (grad f) · 1

|grad f |
(grad f) =

=
1

|grad f |
(grad f) · (grad f) =

1
|grad f |

|grad f |2 = |grad f |

ja ∣∣∣∣∂f∂l
∣∣∣∣ = |(grad f) · lo| =

∣∣∣|grad f | |lo| cos
(

̂grad f, lo
)∣∣∣ =

= |grad f | |lo|
∣∣∣cos

(
̂grad f, l0

)∣∣∣ ≤ |grad f | ,

siis funktsiooni suunatuletis on absoluutväärtuse poolest suurim selle funkt-
siooni gradiendi sihis, kusjuures gradiendi suunas funktsioon kasvab k~oige kii-
remini ja vastassuunas kahaneb k~oige kiiremini.

Funktsiooni u = f(x, y, z) nivoopinna f(x, y, z) = C normaalvektor selle
pinna punktis (x, y, z) avaldub kujul (fx, fy, fz) . Järelikult on funktsiooni
u = f(x, y, z) gradient nivoopinna punktis risti seda punkti läbiva nivoopinnaga.

Näide 4. Leiame funktsiooni u = xy sin z suunatuletise punktis P
(
1;−2;

π

2

)
vektori l = (2; 1;−2) suunas. Et

gradu = (y sin z, x sin z, xy cos z) , (gradu) |P = (−2; 1; 0) ,

lo =
1√

22 + 12 + (−2)2
l =

(
2
3
;
1
3
;−2

3

)
,

siis (
∂f

∂l

)
|P = (−2; 1; 0)

(
2
3
;
1
3
;−2

3

)
=

= −2 · 2
3

+ 1 · 1
3

+ 0 ·
(
−2

3

)
= −1. ♦
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Näide 5. Leiame, millises suunas muutub funktsioon

u = cos (xy) + sin (yz)

punktis P (2;π/4; 1) k~oige kiiremini.
Et funktsioon kasvab gradiendi suunas k~oige kiiremini ja vastassuunas ka-

haneb k~oige kiiremini, siis leiame funktsiooni u gradiendi

gradu = (−y sin (xy) ,−x sin (xy) + z cos (yz) , y cos (yz)) .

Seega kasvab vektori

(gradu)|P (2;π/4;1) =
(
−1

4
π,−2 +

1
2

√
2,

1
8
π
√

2
)

suunas funktsioon u punktis P k~oige kiiremini ja selle vektori vastassuunas ka-
haneb k~oige kiiremini. ♦

Funktsiooni f(x1, x2, . . . , xn) (n ≥ 2) gradient punktis P (x1, x2, . . . , xn)
defineeritakse kujul

(grad f) (x) def.= ∇f = (fx1 (x) , fx2 (x) , . . . , fxn (x))

ja funktsiooni f suunatuletis selles punktis vektori l =(l1, l2, . . . , ln) suunas aval-
dub kujul

∂f

∂l
(x) = fx1 (x) cosα1 + fx2 (x) cosα2 + . . .+ fxn

(x) cosαn

ehk lühidalt
∂f

∂l
= (grad f) · lo,

kus x =(x1, x2, . . . , xn) ja lo =
1
|l|

l = (cosα1, cosα2, . . . , cosαn) on vektori l

suunaline ühikvektor, st

cosαk =
lk√

l21 + l22 + . . .+ l2n
(k = 1, . . . , n) .
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1.13 Ülesanded

Ülesannetes 1–10 leidke funktsiooni määramispiirkond ja kujutage see graa-
filiselt.
1. z =

√
4− x2 −

√
y2 − 4. V: |x| ≤ 2 ∧ |y| ≥ 2.

2. z = ln (e− x− y) . V: x+ y < e.
3. z =

√
x sin y.

V: n ∈ Z,
(x ≥ 0 ∧ 2nπ ≤ y ≤ (2n+ 1)π) ∨ (x ≤ 0 ∧ (2n+ 1)π ≤ y ≤ (2n+ 2)π) .
4. z = arcsin

x

y − x
.

V: ((x ≥ 0) ∧ ((y ≤ 0) ∨ (y ≥ 2x))) ∨ ((x ≤ 0) ∧ ((y ≥ 0) ∨ (y ≤ 2x))) .
5. z =

√
sin(π(x2 + y2)).

V: 2n ≤ x2 + y2 ≤ 2n+ 1 ∧ n ∈ N ∪ {0} .
6. z = ln

sinx
cos y

. V: n,m ∈ Z,(
2nπ < x < (2n+ 1)π ∧ 2mπ − π

2
< y < 2mπ +

π

2

)
∨

∨
(

(2n+ 1)π < x < (2n+ 2)π ∧ 2mπ +
π

2
< y < 2mπ +

3π
2

)
.

7. z =
1√

R2 − x2
− 1√

R2 − y2
.

V: |x| < R ∧ |y| < R.
8. z = ln [(x− y) ln (x+ y)] .
V: (y > x ∧ 0 < x+ y < 1) ∨ (1− x < y < x ) .
9. z = (1/ ln(1− x2 − y2))

√
4x− y2.

V: 0 < x2 + y2 < 1 ∧ x ≥ y2/4.
10. z = arccos

(
2x
(
1 + y2

)
− 1
)
.

V: 0 ≤ x ≤ 1/
(
1 + y2

)
.

Ülesannetes 11–18 leidke funktsiooni nivoojooned ja kujutage need graafiliselt.
11. z = 4x2 + 9y2. V: ellipsid x2/9 + y2/4 = C2.
12. z = 4x2 − 9y2. V: hüperboolid 4x2 − 9y2 = C.

13. z = |x+ 1|+ |y − 1|.

V: |x+ 1|+ |y − 1| = C, C = 1; 2; 3 :
-x

6y

1

3
C = 1

C = 3

C = 2

�
��

@
@@

�
��

@
@@

.

...................................................................
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.
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......................
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14. z = min(x, y).

V: min(x, y) = C, C = −1; 1; 2 : -

6

C = −1

C = 1
C = 2

1
x

y

1

15. z = max(|x|, |y|).

V: max(|x|, |y|) = C, C = 1; 2; 3 :

6

C = 2

C = 3
C = 1

x3

y3

-

16. z = min(x2, y)

V: min(x2, y) = C, C = −1; 1; 2 :
-x

6
y

C = 1
C = 2

C = −11

1

17. z =sgn(sin(x) sin(y)) (|x| ≤ 3π) ∧ |y| ≤ 3π).

V: sgn(sin(x) sin(y)) = C, C = 1 :

6
y3π

x3π -

18. z = [x] + [y], kus [x] on arvu x täisosa.

V: [x] + [y] = C, C = 1 :

6y

x

−1 1

1
-

Ülesannetes 19–21 leidke funktsiooni nivoopinnad. Skitseerige.
19. w = x+ y + z − 1. V: tasandid x+ y + z − 1 = C.
20. w = x2 + y2 + z. V: pöördparaboloidid x2 + y2 + z = C.
21. w = z +

√
x2 + y2. V: koonused z +

√
x2 + y2 = C.

22. Näidake, et ϕ (x, y) = xy rahuldab seost

ϕ (ax+ bz, cy + dw) = acϕ (x, y) + bcϕ (z, y) + adϕ (x,w) + bdϕ (z, w) .

23. Näidake, et positiivsete x, y, z ja w korral rahuldab ψ (x, y) = (lnx) (ln y)
seost

ψ (xy, zw) = ψ (x, z) + ψ (x,w) + ψ (y, z) + ψ (y, w) .
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Ülesannetes 24 ja 25 leidke f(x, y).

24. f (x− y, x+ y) =
x2 + y2

2xy
. V:

x2 + y2

y2 − x2
.

25. f
(
x

y
, x+ y

)
= xy. V:

xy2

(x+ 1)2
.

Ülesannetes 26–32 on esitatud pinna v~orrand ristkoordinaatides. Leidke selle
pinna v~orrand: 1) silinderkoordinaatides; 2) sfäärkoordinaatides.
26. x+ y + z = 1.
V: ρ cosϕ+ ρ sinϕ+ z = 1, ρ sinψ cosϕ+ ρ sinψ sinϕ+ ρ cosψ = 1.
27. x2 + y2 + z2 = R2. V: ρ2 + z2 = R2, ρ = R.
28. x2 + y2 − z2 = 0. V: ρ2 = z2, ψ = π/4 ∨ ψ = 3π/4.
29. x2 + y2 + z = 1. V: ρ2 + z = 1, ρ2 sin2 ψ + ρ cosψ = 1.
30. z = xy. V: z = ρ2 cosϕ sinϕ, cosψ = ρ sin2 ψ cosϕ sinϕ.
31. z2 = xy. V: z2 = ρ2 cosϕ sinϕ, cos2 ψ = sin2 ψ cosϕ sinϕ.
32. z = tan (y/x) . V: z = tan (tanϕ) , ρ cosψ = tan (tanϕ) .
Ülesannetes 33–36 on antud joone v~orrand xy-tasandil. Leida selle joone pöör-
lemisel ümber y-telje tekkiva pöördpinna v~orrand. Ümber x-telje? Skitseerige
saadud pinnad.
33. x+ y = 1. V: x2 + z2 = (1− y)2 , y2 + z2 = (1− x)2 .
34. xy = 1. V:

(
x2 + z2

)
y2 = 1, x2

(
y2 + z2

)
= 1.

35. y = x2. V: y = x2 + z2, y2 + z2 = x4.

36. x2 − 2x+ y2 + 4y = 1. V: 4x2 + 4z2 =
(
1− x2 − z2 − y2 − 4y

)2
,

16
(
y2 + z2

)
=
(
1− x2 + 2x− y2 − z2

)
.

Ülesannetes 37–41 uurige funktsiooni piirväärtust.

37. lim
(x,y)→(0,0)

4x2y3

x4 + y4
. V: 0. 38. lim

(x,y)→(∞,∞)

x2 + y4

x4 + y2
. V: @.

39. lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
. V: @. 40. lim

(x,y)→(0,0)
(1 + x2y2)1/(x

2+y2) . V: 0.

41. lim
(x,y)→(0,0)

(
√
x2y2 + 1− 1)/(x2 + y2). V: 0.

42. Uurige funktsiooni

f(x, y) =


7x2y

x2 + y2
, kui x2 + y2 6= 0;

0 , kui x2 + y2 = 0.

pidevust punktis (0; 0). V: pidev.

43. Uurige funktsiooni

f(x, y) =


7xy

x2 + y2
, kui x2 + y2 6= 0;

0 , kui x2 + y2 = 0.
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pidevust punktis (0; 0). V: katkev.
44. Uurige funktsiooni

f(x, y) =


x+ y

x− y
, kui x− y 6= 0;

1 , kui x− y = 0.

pidevust punktis (0; 0) . V: katkev.
Ülesannetes 45–50 leidke funktsiooni esimest ja teist järku osatuletised.

45. z =
y√

x2 − y2
. V: zx = −xy/

√
(x2 − y2)3, zy = x2/

√
(x2 − y2)3,

zxx = y
(
2x2 + y2

)
/

√
(x2 − y2)5, zxy = −x

(
x2 + 2y2

)
/

√
(x2 − y2)5,

zyy = 3yx2/

√
(x2 − y2)5.

46. w =
(
z

y

)x
. V: wx =

(
z

y

)x
ln
z

y
, wy = −x

y

(
z

y

)x
, wz =

x

z

(
z

y

)x
,

wxx =
(
z

y

)x
ln2 z

y
, wyy =

x (x+ 1)
y2

(
z

y

)x
, wxy = −1

y

(
z

y

)x(
x ln

z

y
+ 1
)
,

wzz =
x (x− 1)

z2

(
z

y

)x
, wxz =

1
z

(
z

y

)x(
x ln

z

y
+ 1
)
, wyz = −x

2

zy

(
z

y

)x
.

47. z = arctan
x

y
. V: zx =

y

y2 + x2
, zy = − x

y2 + x2
, zxx = − 2xy

(y2 + x2)2
,

zxy =
x2 − y2

(y2 + x2)2
, zyy =

2xy
(y2 + x2)2

.

48. z = arccos
x√

x2 + y2
. V: zx = − y

y2 + x2
, zy =

x

y2 + x2
, zxx =

2xy
(y2 + x2)2

,

zxy =
y2 − x2

(y2 + x2)2
, zyy = − 2xy

(y2 + x2)2
.

49. z = ln
√
x2 + y2. V: zx =

x

y2 + x2
, zy =

y

y2 + x2
, zxx =

y2 − x2

(y2 + x2)2
,

zxy = − 2xy
(y2 + x2)2

, zyy =
x2 − y2

(y2 + x2)2
.

50. z = (cosx)sin y .
V: zx = − cos(sin y−1) x sin y sinx, zy = cossin y x cos y ln (cosx) ,
zxx =

(
cos(sin y−2) x

) (
1− cos2 x− cos2 y + cos2 y cos2 x− sin y

)
,

zxy = −
(
cos(sin y−1) x cos y sinx

)
(sin y ln (cosx) + 1) ,

zyy = cossin y x cos2 y ln2 (cosx)− cossin y x sin y ln (cosx) .
51. Näidake, et funktsiooni

f(x, y) =
{
xy
(
x2 − y2

)
/
(
x2 + y2

)
, kui x2 + y2 6= 0,

0, kui x2 + y2 = 0

korral fxy(0; 0) = −1 ja fyx(0; 0) = 1, st fxy(0; 0) 6= fyx(0; 0).
52. Näidake, et z = xyyx rahuldab seost

xzx + yzy = (x+ y + ln z) z.
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53. Näidake, et w =
x− y
u− v

+
x− v
u− y

rahuldab seost

wx + wy + wu + wv = 0.

Ülesannetes 54–56 näidake, et funktsioon z = z(x, y) rahuldab seost

zxx + zyy = 0.

54. z = ln
√
x2 + y2. 55. z = arctan

y

x
. 56. z = arctan

x

y
.

57. Näidake, et z = f(x2− y2), kus f(t) on suvaline diferentseeruv funktsioon,
rahuldab seost

yzx + xzy = 0.

58. Näidake, et z = f(y/x), kus f(t) on suvaline diferentseeruv funktsioon,
rahuldab seost

xzx + yzy = 0.

59. Olgu z = y / f(x2 − y2). Näidake, et suvalise diferentseeruva funktsiooni
f(u) korral

zx/x+ zy/y = z/y2.

60. Näidake, et u = xkf(z/x; y/x), kus f (p, q) on suvaline diferentseeruv funk-
tsioon, rahuldab seost

xux + yuy + zuz = ku .

61. Näidake, et u = xkf(z/x; y/x), kus f (p, q) on suvaline diferentseeruv kahe
muutuja funktsioon, rahuldab seost

xux + yuy + zuz = ku .

62. Olgu x = aρ cosϕ ja y = bρ sinϕ, kus a ja b on konstandid. Leidke jakobiaan

(funktsionaaldeterminant) J (ρ, ϕ) =
∣∣∣∣ xρ xϕ
yρ yϕ

∣∣∣∣ . V: abρ.

63. Teisendage v~orrand
dy

dx
=
x+ y

x− y
polaarkoordinaatidesse. V:

dρ

dϕ
= ρ.

Ülesannetes 64–66 leidke ilmutamata funktsiooni z = z(x, y) esimest ja teist
järku osatuletised.

64. x2 − y2 + z2 = a2. V: zx = −x
z
, zy =

y

z
, zxx = −x

2 + z2

z3
, zxy =

xy

z3
,

zyy =
z2 − y2

z3
.

65.
y

z
= ln

z

x
− 3. V: zx =

z2

x (y + z)
, zy =

z

y + z
, zyy = − z2

(y + z)3
,

zxy =
yz2

x (y + z)3
, zxx = − z2y2

x2 (y + z)3
.

66. x+ y + z = exp (x+ y + z) . V: zx = zy = −1, zxx = zxy = zyy = 0.
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Ülesannetes 67–68 leidke ilmutamata funktsiooni z = z(x, y) esimest järku osa-
tuletised.
67. z3 + 3x2z = 2xy. V: zx =

2y − 6xz
3z2 + 3x2

, zy =
2x

3z2 + 3x2
.

68. f(x− y + z, xyz) = 0. V: kui f (u, v) , siis

zx = − fu(x− y + z, xyz) + yzfv(x− y + z, xyz)
fu(x− y + z, xyz) + xyfv(x− y + z, xyz)

,

zy =
fu(x− y + z, xyz)− xzfv(x− y + z, xyz)
fu(x− y + z, xyz) + xyfv(x− y + z, xyz)

.

69. Näidake, et seosest
f(cx− az, cy − bz) = 0,

kus ϕ (u, v) on suvaline diferentseeruv funktsioon, järeldub seos

azx + bzy = c.

70. Näidake, et f(x, y, z) = 0⇒ xy · yx = 1 ∧ xy · yz · zx = −1.
71. Näidake, et {

y = f(x, z)
g(x, y, z) = 0 ⇒ dy

dx
=
fxgz − fzgx
fzgy + gz

.

72. Näidake, et{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0 ⇒ dy

dx
= (fxgz − gxfz)/(gyfz − fygz).

Ülesannetes 73–75 leidke funktsiooni esimest järku täisdiferentsiaal.

73. u = ln
√
x2 + y2. V: du =

x dx+ y dy

x2 + y2
.

74. v = arctan
y

x
. V: dv =

xdy − ydx
x2 + y2

.

75. u = xy/ yz.
V: du = xy−1y1−zdx+

(
xyy−z lnx− zxyy−z−1

)
dy − xyy−z ln ydz.

Ülesannetes 76–78 leidke funktsiooni esimest ja teist järku täisdiferentsiaalid.

76. w = ln (x− y + z) . V: dw =
dx− dy + dz

x− y + z
,

d2w =
− (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 + 2 dxdy − 2 dxdz + 2 dydz

(x− y + z)2
.

77. u =
√
x2 + y2. V: du =

x dx+ y dy√
x2 + y2

,

d2u =
y2 (dx)2 − 2xy dxdy + x2 (dy)2(√

(x2 + y2)3
) .

78. u = xyz. V: du = yz dx+xz dy+xy dz, d2u = 2z dxdy+2y dxdz+2x dydz.

Ülesannetes 79–81 leidke ligikaudu, kasutades täisdiferentsiaali.
79. ln( 3

√
1.03 + 4

√
0.98− 1). V: ≈ 0.005.
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80.
√

6.022 + 7.972. V: ≈ 9.976
81. 1.030.96. V: ≈ 1.03.
82. Näidake, et funktsiooni z =

√
x2 + y2 korral d 2z ≥ 0.

83. Olgu f (x, y) =
√
x

y
. Leidke df (1; 1) ja d 2f (1; 1) .

V: df (1; 1) =
dx− dy

2
, d2f (1; 1) =

1
4

(
3 (dy)2 − (dx)2 − 2 dxdy

)
.

84. Leidke funktsiooni z =
1

x+ y
esimest järku Taylori arendus punkti (2; 3)

ümbruses.

V:
1
5
− 1

25
(x− 2)− 1

25
(y − 3) +

(x− 2)2 + 2 (x− 2) (y − 3) + (y − 3)2

(2 + θ (x− 2) + 3 + θ (y − 3))3
.

85. Leidke funktsiooni z =
√
x+ y esimest järku Taylori arendus punkti (1; 1)

ümbruses.

V:
√

2 +
1

2
√

2
(x− 1) +

1
2
√

2
(y − 1)− (x− 1)2 + 2 (x− 1) (y − 1) + (y − 1)2

8
√

(1 + θ (x− 1) + 1 + θ (y − 1))3
.

86. Leidke funktsiooni w = xy + yz − xz teist järku Taylori arendus punkti
(1; 0;−1) ümbruses.
V: 1 + (x− 1)− (z + 1) + (x− 1) y + y (z + 1)− (x− 1) (z + 1) .
87. Leidke funktsiooni z = xy teist järku Taylori polünoom punkti (1; 1) ümb-
ruses. Leidke selle abil ligikaudu 1.11.02. V: 1 + (x− 1) + (x− 1) (y − 1) ,
≈ 1.102.
88. Leidke punktis

(
2;−2;−π

4

)
pinnale z = arctan

y

x
konstrueeritud puutu-

jatasandi ja normaali v~orrandid.

V: z +
π

4
=

1
4

(x− 2) +
1
4

(y + 2) ,
x− 2
1/4

=
y + 2
1/4

=
z + π/4
−1

.

89. Leidke punktis (3;−4; 5) pinnale z =
√
x2 + y2 konstrueeritud puutujatasan-

di ja normaali v~orrandid.

V: z − 5 =
3
5

(x− 3)− 4
5

(y + 4) ,
x− 3
3/5

= −y + 4
4/5

=
z − 5
−1

.

90. Leidke punktis (−1;−π;−1) pinnale z = cos (y/x) konstrueeritud puu-

tujatasandi ja normaali v~orrandid. V: z + 1 = 0,
x+ 1

0
=
y + π

0
=
z + 1
−1

.

91. Leidke ellipsoidi x2 + 2y2 + z2 = 1 puutujatasandid, mis on paralleelsed

tasandiga x− y+ 2z = 0. V:
(
x± 2√

22

)
−
(
y ∓ 1√

22

)
+ 2

(
z ± 4√

22

)
= 0.

92. Leidke sfääri x2 + y2 + z2 = 2y puutujatasandid, mis on risti tasandiga
x+ y − z = 3, kui ka tasandiga x− 2y + z = 1.

V:
(
x∓ 1√

14

)
+ 2

(
y ∓ 2√

14
− 1
)

+ 3
(
z ∓ 3√

14

)
= 0.

93. Näidake, et pindadel x+ 2y − ln z = −4 ja x2 − xy − 8x+ z = −5 on ühine
puutujatasand punktis (2;−3; 1) .
94. Leidke ellipsoidi x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 puutujatasand, mis l~oikab
koordinaattelgedel v~ordse pikkusega l~oigud. V: x+ y + z =

√
a2 + b2 + c2.
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95. Näidake, et pinnale xyz = a3 suvalises selle pinna punktis konstrueeritud
puutujatasand moodustab koos koordinaattasanditega tetraeedri, mille ruumala
ei s~oltu pinnapunkti valikust.
96. T~oestage, et pöördpinna z = f(

√
x2 + y2) k~oik normaalsirged l~oikavad

z−telge.
Ülesannetes 97–102 leidke funktsiooni z = z(x, y) statsionaarsed punktid.
97. z = x2 + xy + y2 − 2x− 3y. V: (1/3; 4/3) .
98. z = xy

(
1− x2 − y2

)
. V: P1 (0; 0) , P2 (1; 0) , P3 (0; 1) , P4 (−1; 0) ,

P5 (0;−1) , P6 (0.5; 0.5) , P7 (0.5;−0.5) , P8 (−0.5; 0.5) , P9 (−0.5;−0.5) .
99. z = x3 + y3 − 3xy. V: P1 (0; 0) , P2 (1; 1) .
100. 5x2+5y2+5z2−2xy−2xz−2yz−72 = 0. V: P1 (1; 1; 4) , P2 (−1;−1;−4) .
101. z = sinx+ cos y. V: P (π/2 + kπ;nπ) , kus k, n ∈ Z.
102. 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0. V: P1 (−2; 0; 1) , P2 (16/7; 0;−8/7) .
103. Veenduge, et funktsioonil z = x2 + xy + y2 + a3/x + a3/y on punktis(
a/ 3
√

3, a/ 3
√

3
)

lokaalne miinimum.
104. Veenduge, et funktsioonil z = 2x2 + 4xy + 2y2 − x4 − y4 on punktides(√

2,
√

2
)

ja
(
−
√

2,−
√

2
)

lokaalne maksimum.

Ülesannetes 105–108 leidke funktsiooni z = z(x, y) lokaalsed ekstreemumid.
105. z = x2 + xy + y2 − 2x− 3y. V: min z = z (1/3; 4/3) = −7/3.
106. z = xy (1− x− y) . V: max z = z (1/3; 1/3) = 1/27.
107. z = x2 + xy + y2 + x− y + 1. V: min z = z (−1; 1) = 0.
108. z = x+ y2 − 2 ln (xy) . V: min z = z(2; 1) = 3− ln 4.
Ülesannetes 109–112 uurige funktsiooni tinglikke ekstreemume.
109. z = exp (xy) , x+ y = 1. V: min

x+y=1
z = z (1/2; 1/2) = 4

√
e.

110. z = xy, x2 + y2 = 1.
V: min

x2+y2=1
z = z

(
1/
√

2;−1/
√

2
)

= z
(
−1/
√

2; 1/
√

2
)

= −1/2,

max
x2+y2=1

z = z
(
1/
√

2; 1/
√

2
)

= z
(
1/
√

2; 1/
√

2
)

= 1/2.

111. z =
1
x

+
1
y
, x+ y = 1. V: min

x+y=1
z = z (1/2; 1/2) = 4.

112. z = cos2 x+ cos2 y, x− y =
π

4
.

V: max
x−y=π/4

z = z (π/8 + kπ,−π/8 + kπ) = 1 +
√

2/2,

min
x−y=π/4

z = z (5π/8 + kπ, 3π/8 + kπ) = 1−
√

2/2 (k ∈ Z) .

113. Leidke sirgele x − 3y − 9 = 0 lähim ellipsi
x2

9
+
y2

4
= 1 punkt. Kaugeim?

V:
(
3/
√

5;−4/
√

5
)
,
(
−3/
√

5; 4/
√

5
)
.

114. Leidke funktsiooni z = x − 2y − 3 suurim ja vähim väärtus v~orratustega
0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ y ≤ 1 määratud piirkonnas D.
V: min

D
z = z(0; 1) = −5, max

D
z = z (1; 0) = −2.

115. Leidke funktsiooni z = x2 + 3y2 − x + 18y − 3 suurim ja vähim väärtus
ruudus D = [0; 1]×[0; 1] . V: min

D
z = z(1/2; 0) = −13/4, max

D
z = z (1; 1) = 18.
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116. Leidke funktsiooni z = x2y(4− x− y) suurim ja vähim väärtus sirgetega
x = 0, y = 0 ja x+y = 6 määratud kolmnurgas D. V: min

D
z = z(4; 2) = −64,

max
D

z = z (2; 1) = 4.

117. Leidke funktsiooni z = x2−y2 suurim ja vähim väärtus ringis x2+y2 ≤ 4 .
V: min

D
z = z(0;±2) = −4, max

D
z = z (±2; 0) = 4.

Ülesannetes 118–120 leidke gradu.

118. u =
(
x

y

)z
. V:

(
z

x

(
x

y

)z
, −z

y

(
x

y

)z
,

(
x

y

)z
ln
x

y

)
.

119. u = arctan
xy

z
. V:

(
yz

z2 + x2y2
,

xz

z2 + x2y2
,− xy

z2 + x2y2

)
.

120. x2 + u2 = y2 + z2 . V: (−x/u, y/u, z/u) .
Ülesannetes 121–124 leidke divF ja rotF.

121. F =
(
x

y
,
y

z
,
z

x

)
. V:

1
y

+
1
z

+
1
x
,
(
y/z2, z/x2, x/y2

)
.

122. F =
(
ln(x2 − y2), arctan (z − y) , xyz

)
.

V:
2x

x2 − y2
− 1

1 + z2 − 2zy + y2
+ xy,

(
xz − 1

1 + (z − y)2
,−yz, 2y

x2 − y2

)
.

123. F = grad (ln (x+ y − z)) . V: −3/ (x+ y − z)2 , 0.
124. F = rotG, G =

(
x2y, y2z, x2z

)
. V: 0, (2x, 2x, 2y − 2z) .

Ülesannetes 125–126 leidke funktsiooni w suunatuletis punktis A vektori AB
suunas.
125. w = x2y2z2, A(1;−1; 3), B(0; 1; 1). V: −22.
126. w = x2 − y2 + z2, A(0; 1; 1), B(−1; 1; 0). V: −

√
2.

127. Leidke funktsiooni z =
√
x2 + y2 suunatuletis punktis (−3; 4) , seda punkti

läbiva funktsiooni nivoojoone normaali suunas. V: 1.
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Peatükk 2

Read

2.1 Arvread
Read on aluseks paljude probleemide lahendamisel matemaatikas. Eriti liht-

ne on ridade abil leitud lahendusalgoritmide realiseerimine arvutil.
Definitsioon 1. Avaldist

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ ak + . . . , (2.1.1)

kus ak (k ∈ N) on reaalarvud, nimetatakse arvreaks. Arve a1, a2, a3, . . . nime-
tatakse rea liikmeteks ja suurust ak nimetatakse rea üldliikmeks.

Järgnevalt nimetame arvrida lihtsalt reaks. Teatud juhtudel on otstarbekas
uurida rida

∑∞
k=0 ak, st alustada rea nullindast liikmest.

Definitsioon 2. Rea (2.1.1) esimese n liikme summat Sn nimetatakse selle
rea n-ndaks osasummaks, st

Sn =
n∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an . (2.1.2)

Reale (2.1.1) v~oime vastavusse seada selle rea osasummade jada {Sn} .
Definitsioon 3. Rida (2.1.1) nimetatakse koonduvaks, kui selle rea osasum-

made jada {Sn} on koonduv, st

∃ lim
n→∞

Sn = S,

kusjuures suurust S nimetatakse selle rea summaks. Kui ei eksisteeri l~oplikku
piirväärtust

lim
n→∞

Sn,

siis nimetatakse rida hajuvaks.

69
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Tähistame sümboliga c k~oigi koonduvate ridade hulka. Asjaolu, et rida (2.1.1)
on koonduv, tähistame lühidalt

∑∞
k=1 ak ∈ c, ja asjaolu, et rida on hajuv,∑∞

k=1 ak /∈ c. Juhtudel lim
n→∞

Sn = ∞ v~oi lim
n→∞

Sn = −∞ on tegemist hajuva
reaga.

Näide 1. Uurime rea
∑∞
k=1 1 = 1 + 1 + . . .+ 1 + . . . koonduvust.

Et Sn =
∑n
k=1 1 = n, siis

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n = +∞,

st uuritav rida on hajuv. ♦
Esitame kaks lihtsat näidet, mis on edaspidi olulised.
Näide 2. Arvrida

∑∞
k=0 q

k, kus q on mingi reaalarv, nimetatakse geomeet-
riliseks reaks. Uurime selle rea koonduvust.

Et rea osasumma Sn avaldub kujul

Sn =
n−1∑
k=0

qk
q 6=1
=

(
1 + q + q2 + . . .+ qn−1

)
(1− q)

1− q
=

1− qn

1− q
,

siis

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1− qn

1− q
=


1

1− q
, kui |q| < 1,

@, kui |q| > 1.

Kui q = 1, siis Näite 1 p~ohjal on tegemist hajuva reaga. Kui q = −1, siis S1 = 1,
S2 = 0, S3 = 1, . . . ja ka sel juhul on tegemist hajuva reaga. Seega geomeetriline
rida

∑∞
k=0 q

k koondub, kui |q| < 1, ja hajub, kui |q| ≥ 1. ♦

Näide 3. Arvrida
∑∞
k=1

1
kα

nimetatakse harmooniliseks reaks. Osutub, et
harmooniline rida on koonduv, kui α > 1, ja hajuv, kui α ≤ 1. T~oestame selle
edaspidi.

Näide 4. Uurime rea
∑∞
k=1

1
k(k + 1)

koonduvust. Koonduvuse korral leiame
rea summa.

Selleks et lihtsustada osasumma Sn =
∑n
k=1

1
k(k + 1)

avaldist, lahutame rea

üldliikme osamurdudeks

1
k(k + 1)

=
A

k
+

B

k + 1
=
A (k + 1) +Bk

k(k + 1)
⇒

⇒ A (k + 1) +Bk = 1 (∀k ∈ N0) ⇒ A = 1 ∧B = −1.

J~ouame tulemuseni

Sn =
n∑
k=1

1
k(k + 1)

=
n∑
k=1

(
1
k
− 1
k + 1

)
=

=
1
1
− 1

2
+

1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ . . .+

1
n
− 1
n+ 1

= 1− 1
n+ 1

.
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Et
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1,

siis uuritav rida koondub, kusjuures rea summa on 1. ♦

Näide 5. Uurime rea
∑∞
k=0

4k + 6k

5k
koonduvust.

Kuna

Sn =
n−1∑
k=0

4k + 6k

5k
=
n−1∑
k=0

(
4
5

)k
+
n−1∑
k=0

(
6
5

)k
(2.1.3)

=

=
1−

(
4
5

)n
1− 4

5

+
1−

(
6
5

)n
1− 6

5

=

= 5
(

1−
(

4
5

)n)
+ 5

((
6
5

)n
− 1
)
,

siis lim
n→∞

Sn = +∞. Tegemist on hajuva reaga. ♦

Näide 6. Uurime rea
∑∞
k=1 arctan

1
2k2

koonduvust. Koonduvuse korral leia-
me rea summa.

Leiame osasummale Sn lihtsama kuju. Nendime, et

S1 = arctan
1
2
.

Järgnevate osasummade leidmisel kasutame seost

arctanx+ arctan y
|xy|<1

= arctan
x+ y

1− xy
.

Leiame, et

S2 = arctan
1
2

+ arctan
1
8

= arctan

1
2

+
1
8

1− 1
2
· 1
8

= arctan
2
3

ja

S3 = S2 + arctan
1
18

= arctan
2
3

+ arctan
1
18

=

= arctan

2
3

+
1
18

1− 2
3
· 1
18

= arctan
3
4
.

Püstitame hüpoteesi

Sn = arctan
n

n+ 1
(n ∈ N) ,
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mille t~oestame induktsioonimeetodil. Et hüpotees on t~oene n = 1 korral, siis
induktsioonibaas on olemas. Näitame induktsioonisammu lubatavust. Selleks
uurime suurust Sn+1. Tulemuseks saame

Sn+1 = Sn + arctan
1

2 (n+ 1)2
= arctan

n

n+ 1
+ arctan

1
2 (n+ 1)2

=

= arctan

n

n+ 1
+

1
2 (n+ 1)2

1− n

n+ 1
· 1
2 (n+ 1)2

= arctan
n+ 1
n+ 2

=

= arctan
n+ 1

(n+ 1) + 1
,

st induktsioonisamm on lubatav ja püstitatud hüpotees on t~oene. Seega

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

arctan
n

n+ 1
= arctan 1 =

π

4
. ♦

Rea (2.1.1) osasummad Sn−1 ja Sn rahuldavad seost

Sn − Sn−1 = an. (2.1.3)

Kui rida (2.1.1) koondub ja selle rea summa on S, siis

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn−1 = S (2.1.4)

ja seostest (2.1.3) ning (2.1.4) järeldub, et

lim
n→∞

an = 0. (2.1.5)

S~onastame saadud tulemuse.
Lause 1. Koonduva rea (2.1.1) üldliige an rahuldab seost (2.1.5).
Seega

∞∑
k=1

ak ∈ c ⇒ lim
n→∞

an = 0.

Tingimust (2.1.5) nimetatakse rea (2.1.1) koonduvuse tarvilikuks tingimuseks.
Tingimus (2.1.5) ei osutu piisavaks. Näites 3 esitatud harmooniline rida on ha-
juv 0 < α < 1 korral. Ometi on selle rea korral täidetud rea koonduvuse tarvilik
tingimus (2.1.5), sest lim

n→∞
1/nα 0<α<1= 0.

Koos reaga (2.1.1) uurime rida

∞∑
k=m

ak (m ≥ 2), (2.1.6)
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mis on lähtereast (2.1.1) saadav m−1 esimese liikme ärajätmisel. Kui tähistada
rea (2.1.1) esimese n liikme summat sümboliga SIn ja rea (2.1.6) esimese n liikme
summat sümboliga SIIn , siis kehtib seos

SIn+m−1 = (a1 + . . .+ am−1) + SIIn . (2.1.7)

Kui rida (2.1.1) koondub ja rea (2.1.1) summa on S, siis ka

lim
n→∞

SIn+m−1 = S.

Seega eksisteerib piirväärtus seose (2.1.7) vasakust poolest piirprotsessis
n → ∞. Järelikult eksisteerib selles piirprotsessis piirväärtus ka seose (2.1.7)
paremast poolest. Et suurus a1+ . . .+am−1 ei s~oltu muutujast n, siis eksisteerib
piirväärtus lim

n→∞
SIIn , st rida (2.1.6) on koonduv. Rea (2.1.6) koonduvusest saab

järeldada rea (2.1.1) koonduvuse. Seega on read (2.1.1) ja (2.1.6) kas m~olemad
koonduvad v~oi on m~olemad hajuvad. Analoogilise tulemuseni j~ouame l~opliku
arvu liikmete juurdev~otmisel. Vormistame tulemuse.

Lause 2. L~opliku arvu liikmete ärajätmine v~oi lisamine ei m~ojuta rea koon-
duvust. Rea koonduvuse korral muutub vaid rea summa.

Olgu S koonduva rea (2.1.1) summa. Lause 2 p~ohjal on koonduv ka rida
∞∑

k=n+1

ak.

Kui tähistada selle rea summat sümboliga Rn, siis kehtib seos

S = Sn +Rn,

kusjuures Rn
n→∞→ 0. Cauchy kriteerium annab tarviliku ja piisava tingimu-

se selleks, et jadal {Sn} oleks l~oplik piirväärtus. Nimelt, jadal {Sn} on l~oplik
piirväärtus parajasti siis, kui vastavalt igale positiivsele arvule ε leidub niisugune
naturaalarv n0, et iga naturaalarvu p puhul

|Sn+p − Sn| < ε,

kui n > n0. Et Sn+p − Sn =
∑n+p
k=n+1 ak, siis saame Cauchy kriteeriumi alusel

tarviliku ja piisava tingimuse arvrea (2.1.1) koonduvuseks.
Lause 3 (Cauchy kriteerium). Arvrida (2.1.1) koondub parajasti siis, kui

vastavalt igale positiivsele arvule ε leidub selline naturaalarv n0, et iga natu-
raalarvu p puhul

|an+1 + an+2 + an+3 + . . .+ an+p| < ε,

kui n > n0.
Selleks et defineerida tehted ridadega, vaatleme veel rida

∞∑
k=1

bk. (2.1.8)
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Kui kahele reale (2.1.1) ja (2.1.8) on vastavusse seatud rida

∞∑
k=1

(ak + bk) , (2.1.9)

siis öeldakse, et on defineeritud ridade liitmine, st ridade liitmisel saadava rea
üldliige on liidetavate üldliikmete summa. Kui arvule γ ∈ R ja reale (2.1.1) on
vastavusse seatud rida

∞∑
k=1

γak, (2.1.10)

siis öeldakse, et on defineeritud rea arvuga korrutamine.
Definitsioon 4. Ridade

∑∞
k=0 ak ja

∑∞
k=0 bk Cauchy korrutiseks nimeta-

takse rida
∑∞
k=0 ck, kus

ck =
k∑
i=0

aibk−i. (2.1.11)

Näide 7. Leiame ridade
∑∞
k=0 p

k ja
∑∞
k=0 q

k Cauchy korrutise
∑∞
k=0 ck.

Kui p 6= q, siis valemi (2.1.11) abil saame meid huvitava Cauchy korrutise
üldliikme

ck =
k∑
i=0

aibk−i =
k∑
i=0

piqk−i = qk
k∑
i=0

(
p

q

)i
=

= qk
1−

(
p

q

)k+1

1− p

q

=
qk+1 − pk+1

q − p
.

Kui p = q, siis

ck =
k∑
i=0

aibk−i =
k∑
i=0

piqk−i =
k∑
i=0

pipk−i = (k + 1) pk. ♦

Lause 4. Kui read (2.1.1) ja (2.1.8) on koonduvad, siis koondub ka rida
(2.1.9), kusjuures rea (2.1.9) summa saadakse ridade (2.1.1) ning (2.1.8) sum-
made liitmisel. Kui rida (2.1.1) koondub, siis koondub ka rida (2.1.10), kusjuures
rea (2.1.10) summaks on rea (2.1.1) summa korrutis arvuga γ.

T~oestus. Olgu read (2.1.1) ja (2.1.8) koonduvad. Kui tähistame ridade (2.1.1),
(2.1.8) ja (2.1.9) esimese n liikme summat vastavalt sümbolitega San, Sbn ja Sa+bn ,
siis kehtib seos

Sa+bn = San + Sbn.

Et piirprotsessis n → ∞ selle seose parema poole m~olemast liidetavast eksis-
teerib piirväärtus, siis eksisteerib piirväärtus ka vasakust poolest, st rida (2.1.9)
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on koonduv, kusjuures rea (2.1.9) summaks on ridade (2.1.1) ning (2.1.8) sum-
made summa. Seega oleme t~oestanud Lause 4 esimese osa. Lause 4 teine osa
järeldub v~orduste ahelast

Sγan
def.=

n∑
k=1

γak = γ
n∑
k=1

ak = γSan. �

2.2 Positiivsete arvridade v~ordlustunnused
Definitsioon 1. Kui ak ≥ 0 (k ∈ N) , siis arvrida

∞∑
k=1

ak (2.2.1)

nimetatakse positiivseks arvreaks.
Tähistame sümboliga San rea (2.2.1) n-ndat osasummat. Leiame, et

San+1 = San + an+1 ≥ San.

Seega on positiivse arvrea (2.2.1) osasummmade jada {San}monotoonselt kasvav,
st San ↑ . Monotoonselt kasvav jada koondub aga parajasti siis, kui see jada on
ülalt t~okestatud. Formuleerime selle tulemuse.

Lause 1. Positiivne arvrida (2.2.1) koondub parajasti siis, kui selle rea osa-
summade jada on ülalt t~okestatud, ja hajub parajasti siis, kui osasummade jada
on ülalt t~okestamata.

Seega

∞∑
k=1

ak ∈ c⇔ (∃M > 0 : San ≤M (n ∈ N)) ,

∞∑
k=1

ak /∈ c⇔ (@M > 0 : San ≤M (n ∈ N)) .

Olgu ka
∞∑
k=1

bk (2.2.2)

positiivne arvrida.
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Lause 2. Kui positiivne arvrida (2.2.1) koondub ja

bk ≤ ak (k ∈ N) , (2.2.3)

siis koondub ka positiivne arvrida (2.2.2).
T~oestus. Olgu

Sbn =
n∑
k=1

bk.

Lause 1 p~ohjal järeldub rea (2.2.1) koonduvusest hinnang San ≤ M (n ∈ N) .
Seoste (2.2.3) p~ohjal saame Sbn ≤ San (n ∈ N) . Seega leiame Sbn ≤M (n ∈ N) ,
st rida (2.2.2) on koonduv. �

Lause 3. Kui positiivne arvrida (2.2.2) hajub ja ridade (2.2.2) ja (2.2.1)
liikmed rahuldavad v~orratusi (2.2.3), siis hajub ka positiivne arvrida (2.2.1).

T~oestus. Lause 1 p~ohjal järeldub rea (2.2.2) hajuvusest, et jada
{
Sbn
}

on
ülalt t~okestamata. Järelikult v~orratustest Sbn ≤ San (n ∈ N) leiame, et ka jada
{San} on ülalt t~okestamata. Lause 1 p~ohjal on rida (2.2.1) hajuv. �

Märkus 1. Lausete 2 ja 3 väited jäävad kehtima, kui eeldus (2.2.3) asendada
n~orgemaga:

bk ≤ ak (k ≥ k0 ∈ N) .

Märkus 1 järeldub Lausest 2.1.2. Nimelt, rea l~opliku arvu esimeste liikmete
ärajätmine ei m~ojuta rea koonduvust.

Näide 1. Uurime rea
∑∞
k=1

1
(k + 1) 2k

koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga, sest
1

(k + 1) 2k
≥ 0 (k ∈ N) . V~ordleme seda

rida geomeetrilise reaga
∑∞
k=1

(
1
2

)k
. See geomeetriline rida on koonduv, sest

q =
1
2

ja |q| = 1
2
< 1. Et

1
(k + 1) 2k

≤
(

1
2

)k
(k ∈ N) ,

siis Lause 2 p~ohjal on uuritav rida koonduv. ♦

Näide 2. Uurime rea
∑∞
k=1

ln (k + 2)
k

koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga, sest
ln (k + 2)

k
≥ 0 (k ∈ N) . V~ordleme seda

rida harmoonilise reaga α = 1 korral. Et harmooniline rida on α = 1 korral
hajuv ja

1
k
≤ ln (k + 2)

k
(k ∈ N) ,

st uuritava rea üldliige on suurem kui hajuva positiivse arvrea üldliige, siis Lause
3 p~ohjal on uuritav rida hajuv. ♦



2.2. POSITIIVSETE ARVRIDADE V~ORDLUSTUNNUSED 77

Lause 4. Kui (2.2.1) ja (2.2.2) on positiivsed arvread ja eksisteerib l~oplik
nullist erinev piirväärtus nende üldiikmete suhtest

lim
k→∞

ak
bk

= γ > 0, (2.2.4)

siis read (2.2.1) ja (2.2.2) koonduvad v~oi hajuvad samaaegselt, st

∞∑
k=1

ak ∈ c ⇔
∞∑
k=1

bk ∈ c,

∞∑
k=1

ak /∈ c ⇔
∞∑
k=1

bk /∈ c.

T~oestus. Lähtudes jada piirväärtuse definitsioonist, leiame(
lim
n→∞

ak
bk

= γ 6= 0
)
⇔
(
∀ε > 0 ∃ k0 = k0 (ε) :

∣∣∣∣akbk − γ
∣∣∣∣ < ε (k ≥ k0)

)
.

Lause 2.1.2 p~ohjal v~oime piirduda juhuga k0 = 1. Et∣∣∣∣akbk − γ
∣∣∣∣ < ε ⇔ −ε < ak

bk
− γ < ε ⇔

⇔ γ − ε < ak
bk

< γ + ε ⇔

⇔ (γ − ε) bk < ak < (γ + ε) bk,

siis saame tulemuseks v~orratuste ahela

(γ − ε) bk < ak < (γ + ε) bk (k ∈ N) . (2.2.5)

Käsitleme kaht juhtu.
1◦ Eeldame, et rida (2.2.1) on koonduv. Olgu arv ε > 0 selline, et γ − ε > 0.
Ahela (2.2.5) esimese v~orratuse p~ohjal (γ − ε) bk < ak (k ∈ N) . Rakendame
Lauset 2. Selle p~ohjal koondub positiivne arvrida

∑∞
k=1 (γ − ε) bk,mis aga Lause

2.1.4 p~ohjal koondub parajasti siis, kui koondub rida (2.2.2). Seega on rida
(2.2.2) ka koonduv.
2◦ Eeldame, et rida (2.2.2) on koonduv. Siis koondub ka rida, mille üldliikmeks
on (γ + ε) bk. Ahela (2.2.5) viimase v~orratuse p~ohjal ak < (γ + ε) bk (k ∈ N) .
Lause 2 p~ohjal koondub ka rida (2.2.1).

Järelikult rea (2.2.1) koonduvusest järeldub rea (2.2.2) koonduvus, ja vastu-
pidi, rea (2.2.2) koonduvusest järeldub rea (2.2.1) koonduvus. Seega read (2.2.1)
ja (2.2.2) kas koonduvad v~oi hajuvad samaaegselt. �
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Näide 3. Uurime rea
∑∞
k=1

2k + 1
k2 + 2

koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga, sest
2k + 1
k2 + 2

≥ 0 (k ∈ N) . V~ordleme seda rida

harmoonilise reaga
∑∞
k=1

1
kα
. Leiame, et

lim
k→∞

2k + 1
k2 + 2

1
kα

= lim
k→∞

2k1+α + kα

k2 + 2
= lim

k→∞

2kα−1 + kα−2

1 +
2
k2

=

=

 ∞, kui α > 1,
0, kui α < 1,
2, kui α = 1.

Rakendame Lauset 4. Kuna harmooniline rida on hajuv α = 1 korral, siis ka
uuritav rida on hajuv. ♦

Näide 4. Uurime rea
∑∞
k=1 sin

π

2k
koonduvust.

Tegemist on positiivse arvreaga, sest

(k ∈ N) ⇒
(
0 <

π

2k
≤ π

2

)
⇒
(
sin

π

2k
> 0
)
.

V~ordleme uuritavat rida harmoonilise reaga α = 1 korral. Leiame

lim
k→∞

sin
π

2k
1
k

= lim
k→∞

sin
π

2k
1
k

=
[
sin

π

2k
k→∞∼ π

2k

]
= lim
k→∞

π

2k
1
k

=
π

2
> 0.

Lause 4 p~ohjal on uuritav rida hajuv. ♦

Näide 5. Uurime rea
∑∞
k=1

3√
k3 + 2k

koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. V~ordleme seda rida harmoonilise reaga. Leiame

lim
k→∞

3√
k3 + 2k

1
kα

= lim
k→∞

3√
k3−2α + 2k1−2α

=

 ∞, kui α > 1.5,
0, kui α < 1.5,
3, kui α = 1.5.

Kuna harmooniline rida on koonduv α = 1.5 korral, siis on uuritav rida Lause
4 p~ohjal koonduv. ♦

Näide 6. Uurime rea
∑∞
k=1

(√
k −
√
k − 1

)
koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. V~ordleme seda rida harmoonilise reaga. Leiame

lim
k→∞

√
k −
√
k − 1

1
kα

= lim
k→∞

(√
k −
√
k − 1

)(√
k +
√
k − 1

)
k−α

(√
k +
√
k − 1

) =



2.3. D’ALEMBERT’I TUNNUS 79

= lim
k→∞

1√
k1−2α +

√
k1−2α − k−2α

=

=


∞, kui α >

1
2
,

0, kui α <
1
2
,

1, kui α =
1
2
.

Rakendame Lauset 4. Et harmooniline rida on α =
1
2

korral hajuv, siis ka
uuritav rida on hajuv. ♦

2.3 D’Alembert’i tunnus
Olgu

∑∞
k=1 ak positiivne arvrida. Eksisteerigu l~oplik piirväärtus

lim
k→∞

ak+1

ak
= q. (2.3.1)

Lähtudes jada piirväärtuse definitsioonist leiame

∀ε > 0 ∃k0 = k0(ε) :
∣∣∣∣ak+1

ak
− q
∣∣∣∣ < ε (k ≥ k0)

ehk
∀ε > 0 ∃k0 = k0(ε) : −ε < ak+1

ak
− q < ε (k ≥ k0)

v~oi

∀ε > 0 ∃k0 = k0(ε) : (q − ε) ak < ak+1 < (q + ε) ak (k ≥ k0) . (2.3.2)

Et Lause 2.1.2 alusel ei m~ojuta l~opliku arvu rea esimeste liikmete ärajätmine
v~oi lisamine rea koonduvust, siis piisab vaid uurida juhtu k0 = 1.

Kui q < 1, siis v~oime ette anda sellise arvu ε > 0, et ka q+ε < 1. V~orratuste
ahela (2.3.2) viimase v~orratuse p~ohjal leiame

ak+1 < (q + ε) ak (k ∈ N)

ja

ak < (q + ε) ak−1 < (q + ε)2 ak−2 < . . . < (q + ε)k−1
a1 (k ∈ N) .

V~ordleme positiivseid arvridu
∑∞
k=1 ak ja

∑∞
k=1 (q + ε)k−1

a1 . Et

|q + ε| < 1 Näide 2.1.2⇒
∞∑
k=1

(q + ε)k−1 ∈ c Lause 2.1.4⇒
∞∑
k=1

(q + ε)k−1
a1 ∈ c

ja ak < (q + ε)k−1
a1 (k ∈ N) , siis Lause 2.2.2 p~ohjal on koonduv ka rida∑∞

k=1 ak.
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Kui q > 1, siis v~oime ette anda sellise arvu ε > 0, et ka q−ε > 1. V~orratuste
ahela (2.3.2) esimese v~orratuse p~ohjal leiame

ak+1 > (q − ε) ak (k ∈ N) .

Seega

ak > (q − ε) ak−1 > (q − ε)2 ak−2 > . . . > (q − ε)k−1
a1 (k ∈ N) .

V~orreldes positiivseid arvridu
∑∞
k=1 ak ja

∑∞
k=1 (q − ε)k−1

a1, j~ouame Lause
2.2.3 p~ohjal tulemuseni, et hinnangust ak > (q − ε)k−1

a1 (k ∈ N) ja absoluut-
väärtuse poolest ühest suurema teguriga geomeetrilise rea

∑∞
k=1 (q − ε)k−1

a1

hajuvusest järeldub rea
∑∞
k=1 ak hajuvus. Kui q = 1, siis eelnevalt kasutatud

metoodika ei ole rakendatav. S~onastame t~oestatud väite.

Lause 1 (d’Alembert’i tunnus). Kui positiivse arvrea
∑∞
k=1 ak korral eksis-

teerib l~oplik piirväärtus (2.3.1), siis
1) juhul q < 1 on uuritav rida koonduv,
2) juhul q > 1 on uuritav rida hajuv.

Näide 1. Uurime rea
∑∞
k=1

3k

k!
koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Et

ak =
3k

k!
⇒ ak+1 =

3k+1

(k + 1)!
,

siis

lim
k→∞

ak+1

ak
= lim
k→∞

3k+1

(k + 1)!
3k

k!

= lim
k→∞

3k+1k!
(k + 1)!3k

=

= lim
k→∞

3 · 1 · 2 · 3 · · · k
1 · 2 · 3 · · · k · (k + 1)

= lim
k→∞

3
(k + 1)

= 0 < 1

ja Lause 1 p~ohjal on uuritav rida koonduv. ♦

Näide 2. Uurime rea
∑∞
k=1

(3k − 2)!!!
(2k − 1)!!

koonduvust.

Selgitame tähistusi:

(3k − 2)!!!
def
= 1 · 4 · 7 · · · (3k − 5) · (3k − 2) (k ∈ N) ,

(2k − 1)!!
def
= 1 · 3 · 5 · · · (2k − 3) · (2k − 1) (k ∈ N) .
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Tegu on positiivse arvreaga. Kuna

ak =
(3k − 2)!!!
(2k − 1)!!

⇒ ak+1 =
(3 (k + 1)− 2)!!!
(2 (k + 1)− 1)!!

=
(3k + 1)!!!
(2k + 1)!!

,

siis

lim
k→∞

ak+1

ak
= lim
k→∞

(3k + 1)!!!
(2k + 1)!!
(3k − 2)!!!
(2k − 1)!!

= lim
k→∞

(3k + 1)!!! (2k − 1)!!
(2k + 1)!! (3k − 2)!!!

=

= lim
k→∞

1 · 4 · · · (3k − 2) (3k + 1) · 1 · 3 · · · (2k − 1)
1 · 3 · · · (2k − 1) (2k + 1) · 1 · 4 · · · (3k − 2)

=

= lim
k→∞

3k + 1
2k + 1

=
3
2
> 1

ja uuritav rida on Lause 1 p~ohjal hajuv. ♦

Näide 3. Uurime rea
∑∞
k=1

kk−1

k!ek
koonduvust. Tegu on positiivse arvreaga.

Et

ak =
kk−1

k!ek
⇒ ak+1 =

(k + 1)(k+1)−1

(k + 1)!e(k+1)
=

(k + 1)k

(k + 1)!ek+1
,

siis

lim
k→∞

ak+1

ak
= lim
k→∞

(k + 1)k

(k + 1)!ek+1

kk−1

k!ek

= lim
k→∞

(k + 1)k k!ek

(k + 1)!ek+1kk−1
=

= lim
k→∞

(k + 1)k−1

ekk−1
=

1
e

lim
k→∞

(
1 +

1
k

)k−1

=

=
1
e

lim
k→∞

[(
1 +

1
k

)k]k − 1
k

=


(

1 +
1
k

)k
k→∞→ e,

k − 1
k

k→∞→ 1

 = 1

ja Lause 1 p~ohjal ei ole d’Alembert’i tunnus rakendatav. Selle rea koonduvuse
täiendaval uurimisel kasutame Stirlingi valemit

n! ∼
√

2πnnne−n (n→∞) , (2.3.3)

st
lim
n→∞

n!√
2πnnne−n

= 1.
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Märgime, et
n!−

√
2πnnne−n n→∞→ ∞,

st suuruste n! ja
√

2πnnne−n vahe n! −
√

2πnnne−n on madalamat järku l~op-
mata suur suurus, v~orreldes suurustega n! ja

√
2πnnne−n piirprotsessis n→∞.

V~ordleme positiivseid arvridu
∑∞
k=1

kk−1

k!ek
ja
∑∞
k=1

1
kα
. Leiame

lim
k→∞

kk−1

k!ek
1
kα

=
[
k! ∼

√
2πkkke−k

(k →∞)

]
= lim
k→∞

kk+α−1

√
2πkkke−kek

=

=
1√
2π

lim
k→∞

kα−1.5 α=1.5=
1√
2π
.

Rakendame Lauset 2.2.4. Harmoonilise rea koonduvusest α = 1.5 korral järeldub
uuritava rea koonduvus. ♦

2.4 Cauchy tunnus
Olgu

∑∞
k=1 ak positiivne arvrida. Eksisteerigu l~oplik piirväärtus

lim
k→∞

k
√
ak = q. (2.4.1)

Lähtudes jada piirväärtuse definitsioonist leiame, et

∀ε > 0 ∃ k0 = k0(ε) : | k
√
ak − q| < ε (k ≥ k0)

ja
∀ε > 0 ∃ k0 = k0(ε) : −ε < k

√
ak − q < ε (k ≥ k0)

v~oi
∀ε > 0 ∃ k0 = k0(ε) : q − ε < k

√
ak < q + ε (k ≥ k0)

ehk

∀ε > 0 ∃ k0 = k0(ε) : (q − ε)k < ak < (q + ε)k (k ≥ k0) . (2.4.2)

Lause 2.1.2 p~ohjal piisab uurida vaid juhtu k0 = 1. Kui q < 1, siis v~oime ette
anda sellise arvu ε > 0, et ka q+ ε < 1. V~ordleme positiivseid arvridu

∑∞
k=1 ak

ja
∑∞
k=1 (q + ε)k . Geomeetriline rida

∑∞
k=1 (q + ε)k on teguri q + ε, kusjuures

|q + ε| < 1, korral koonduv. Kasutame v~orratuste ahela (2.4.2) viimast v~orratust

ak < (q + ε)k (k ∈ N) .
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Lause 2.2.2 alusel v~oime väita, et ka rida
∑∞
k=1 ak on koonduv. Kui q > 1, siis

v~oime ette anda sellise arvu ε > 0, et ka q − ε > 1. Kasutame v~orratuste ahela
(2.4.2) esimest v~orratust

(q − ε)k < ak (k ∈ N) .

V~orreldes positiivseid arvridu
∑∞
k=1 ak ja

∑∞
k=1 (q − ε)k , v~oime Lause 2.2.3

p~ohjal väita, et geomeetrilise rea
∑∞
k=1 (q − ε)k hajuvusest teguri q−ε, kusjuures

|q − ε| > 1, korral järeldub rea
∑∞
k=1 ak hajuvus. Kui q = 1, siis eelnevalt

kasutatud metoodika ei ole rakendatav. S~onastame t~oestatud väite.

Lause 1 (Cauchy tunnus). Kui positiivse arvrea
∑∞
k=1 ak korral eksisteerib

l~oplik piirväärtus (2.4.1), siis
1) juhul q < 1 on uuritav rida koonduv,
2) juhul q > 1 on uuritav rida hajuv.

Näide 1. Uurime rea
∑∞
k=1

(
2k + 1
3k − 1

)k
koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Rea üldiikmest on vajalik juur lihtsalt v~oetav.
Leiame piirväärtuse

lim
k→∞

k

√(
2k + 1
3k − 1

)k
= lim
k→∞

2k + 1
3k − 1

=
2
3
.

Cauchy tunnuse p~ohjal on uuritav rida koonduv. ♦

Näide 2. Uurime rea
∑∞
k=1 3k

(
k + 2
k + 1

)−k2

koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Et uuritava rea üldliikmest on lihtsalt v~oetav
k-ndat järku juur, siis rakendame Cauchy tunnust. Leiame

lim
k→∞

k
√
ak = lim

k→∞

k

√
3k
(
k + 2
k + 1

)−k2

= lim
k→∞

3(
k + 2
k + 1

)k =

= lim
k→∞

3[(
1 +

1
k + 1

)k+1
] k

k + 1

=

=


(

1 +
1

k + 1

)k+1
k→∞→ e

k

k + 1
k→∞→ 1

 =
3
e
> 1.

Cauchy tunnuse p~ohjal on uuritav rida hajuv. ♦
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Näide 3. Uurime Cauchy tunnuse abil rea
∑∞
k=1

kk−1

k!ek
koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Kui kasutada lisaks Stirlingi valemit, saame

lim
k→∞

k
√
ak = lim

k→∞

k

√
kk−1

k!ek
= lim
k→∞

k

√
1√

2πkk
= lim
k→∞

1
k
√√

2πk k
√
k

=

=
lim
k→∞

1(
lim
k→∞

k
√√

2πk
)(

lim
k→∞

k
√
k

) =
[

k
√
k
k→∞→ 1

]
= 1.

Seega Cauchy tunnus ei ole rakendatav. Vaadake Näites 2.3.3 esitatud lahendust.
♦

2.5 Integraaltunnus
Olgu

∑∞
k=1 ak positiivne arvrida. Leidugu selline funktsioon f(x), mille

korral on täidetud tingimused

f(k) = ak, (2.5.1)

f(x) ≥ 0 (x ∈ [1;+∞)) (2.5.2)

ja
f(x) ↓ (x ∈ [1;+∞)) . (2.5.3)

Tingimusest (2.5.3) järeldub, et

f(k) ≥ f(x) ≥ f(k + 1) (x ∈ [k, k + 1] , k ∈ N) . (2.5.4)
.

..................
..................
......

...................
...................

...

...................
...................

.

....................
.................

.....................
...............

.......................
..............

..........................
............

..............................
.........

...................................
.....

......................................... .......................................... ........................................... ............................................ ............................................. .............................................. ................................................

k k + 1 x

y

f(k + 1)

f(k)

y = f(x)
F

E

A B

C

D

-

6

Integreerime v~orratuste ahela (2.5.4) iga liiget muutuja x järgi l~oigul [k, k + 1] .
Määratud integraali monotoonsuse p~ohjal leiame∫ k+1

k

f(k) dx ≥
∫ k+1

k

f(x) dx ≥
∫ k+1

k

f(k + 1) dx (k ∈ N)
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(joonisel SABDE ≥ SABCE ≥ SABCF ) ehk

f(k)
∫ k+1

k

dx ≥
∫ k+1

k

f(x) dx ≥ f(k + 1)
∫ k+1

k

dx (k ∈ N)

v~oi

f(k) ≥
∫ k+1

k

f(x) dx ≥ f(k + 1) (k ∈ N) .

Viimasest ahelast saame tingimuse (2.5.1) abil, et

ak ≥
∫ k+1

k

f(x) dx ≥ ak+1 (k ∈ N) .

Seega kehtivad seosed

n∑
k=1

ak ≥
n∑
k=1

∫ k+1

k

f(x) dx ≥
n∑
k=1

ak+1 (n ∈ N)

ja

Sn ≥
∫ n+1

1

f(x) dx ≥ Sn+1 − a1 (n ∈ N) . (2.5.5)

Olgu
∑∞
k=1 ak ∈ c. Et viimane tingimus on positiivse arvrea korral samaväärne

selle rea osasummade jada {Sn} t~okestatusega, st ∃M > 0 : Sn ≤M (n ∈ N) ,
siis ahela (2.5.5) esimesest v~orratusest leiame, et∫ n+1

1

f(x) dx ≤M (n ∈ N) . (2.5.6)

Kuna on täidetud tingimus (2.5.2), siis päratu integraal
∫∞
1
f(x) dx koondub

parajasti siis, kui integraalide jada
{∫ n+1

1
f(x) dx

}
on ülalt t~okestatud. Seega

tingimusest (2.5.6) järeldub, et päratu integraal
∫∞
1
f(x) dx on koonduv. Teist-

pidi, olgu vastav päratu integraal koonduv. Et tingimuse (2.5.2) korral järeldub
päratu integraali koonduvusest tingimuse (2.5.6) täidetus, siis ahela (2.5.5) vii-
mase v~orratuse abil j~ouame hinnanguni

Sn+1 ≤M + a1 (n ∈ N) ,

mis positiivse arvrea korral on piisav selle rea koonduvuseks. Seega päratu inte-
graali

∫∞
1
f(x) dx koonduvusest järeldub rea

∑∞
k=1 ak koonduvus. Formuleerime

t~oestatud tulemuse.
Lause 1 (integraaltunnus). Kui positiivse arvrea

∑∞
k=1 ak korral on täide-

tud tingimused (2.5.1), (2.5.2) ja (2.5.3), siis rida
∑∞
k=1 ak ja päratu integraal∫∞

1
f(x) dx kas koonduvad v~oi hajuvad samaaegselt.
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Näide 1. Uurime harmoonilse rea
∑∞
k=1

1
kα

koonduvust.
Kui α ≤ 0, siis ei ole täidetud rea koonduvuse tarvilik tingimus, sest

lim
k→∞

1
kα

=
{

+∞, kui α < 0,
1, kui α = 0.

Seega juhul α ≤ 0 on harmooniline rida hajuv. Juhul α > 0 rahuldab abi-

funktsioon f(x) =
1
xα

tingimusi (2.5.1), (2.5.2) ja (2.5.3). Et

∫ ∞

1

dx

xα
= lim
A→∞

∫ A

1

dx

xα
α6=1
= lim

A→∞

(
A1−α − 1

1− α

)
=

{ ∞, kui 0 < α < 1,
1

α− 1
, kui α > 1

ja ∫ ∞

1

dx

x
= lim
A→∞

∫ A

1

dx

x
= lim
A→∞

(lnA− ln 1) = +∞,

siis juhul 0 < α ≤ 1 päratu integraal hajub ja juhul α > 1 koondub. Rakendame

Lauset 1. Seega harmooniline rida
∑∞
k=1

1
kα

koondub, kui α > 1, ja hajub, kui
α ≤ 1. ♦

Vormistame Näite 1 tulemuse.

Lause 2. Harmooniline rida
∑∞
k=1

1
kα

koondub, kui α > 1, ja hajub, kui

α ≤ 1.

Näide 2. Uurime rea
∑∞
k=3

1

k (ln k) (ln ln k)β
(β > 1) koonduvust.

Tegu on positiivse arvreaga. Uurime vastava päratu integraali koonduvust.
Et ∫ +∞

3

dx

x (lnx) (ln lnx)β
=
[
d (ln lnx) = (ln lnx)′ dx =

dx

x (lnx)

]
=

= lim
A→+∞

∫ A

3

(ln lnx)−β d (ln lnx) =

=
1

1− β
lim

A→+∞

(
(ln lnA)1−β − (ln ln 3)1−β

)
=

= (ln ln 3)1−β / (β − 1) ,

siis koondub vastav päratu integraal. Vastavalt Lause 1 väitele on koonduv ka
uuritav rida. ♦

Esitame t~oestuseta veel ühe tunnuse.
Lause 2 (Raabe tunnus). Kui positiivse arvrea

∑∞
k=1 ak korral eksisteerib

l~oplik piirväärtus

lim
k→∞

k

(
1− ak+1

ak

)
= r,

siis
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1) juhul r > 1 on uuritav rida koonduv,
2) juhul r < 1 on uuritav rida hajuv.

Näide 3. Uurime Raabe tunnuse abil rea
∑∞
k=1

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p
koonduvust.

Tegemist on positiivse arvreaga. Kuna

lim
k→∞

k

(
1− ak+1

ak

)
= lim
k→∞

k

(
1−

(
(2k + 1)!!
(2k + 2)!!

)p
/

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)p)
=

= lim
k→∞

k

(
1−

(
2k + 1
2k + 2

)p)
= lim
k→∞

k

(
1−

(
(2k + 2)− 1

2k + 2

)p)
=

= lim
k→∞

k

(
1−

(
1− 1

2k + 2

)p)
= [(1 + x)α − 1 ∼ αx (x→ 0)] =

= lim
k→∞

kp

2k + 2
=
p

2
,

siis on uuritav rida juhul
p

2
> 1 ⇔ p > 2 Lause 2 p~ohjal koonduv. ♦

2.6 Leibnizi tunnus
Definitsioon 1. Arvrida

∞∑
k=0

(−1)kak, (2.6.1)

kus ak > 0 (k ∈ N0) , nimetatakse vahelduvate märkidega reaks.
Lause 1 (Leibnizi tunnus). Kui vahelduvate märkidega rea (2.6.1) korral on

täidetud rea kooduvuse tarvilik tingimus ja jada {ak} on monotoonselt kahanev,
siis rida (2.6.1) on koonduv.

T~oestus. Uurime rea (2.6.1) esimese 2n+ 1 liikme summat S2n+1. Et

S2n+1 =
2n∑
k=0

(−1)kak = a0 − (a1 − a2)− (a3 − a4)− . . .− (a2n−1 − a2n) ,

kus a2k−1 − a2k ≥ 0 (1 ≤ k ≤ n) , siis jada {S2n+1} on monotoonselt kahanev.
Et teisalt,

S2n+1 = (a0 − a1) + (a2 − a3) + (a4 − a5) + . . .+ (a2n−2 − a2n−1) + a2n,

kus a2k − a2k+1 ≥ 0 (0 ≤ k ≤ n− 1) , siis S2n+1 ≥ 0. Seega on jada {S2n+1}
monotoonselt kahanev ja alt t~okestatud. Järelikult on jada {S2n+1} koonduv:

∃ lim
n→∞

S2n+1 = S. (2.6.2)
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Et
S2n = S2n+1 − a2n,

siis tingimustest lim
n→∞

S2n+1 = S ja lim
n→∞

a2n = 0 saame, et

∃ lim
n→∞

S2n = S. (2.6.3)

Seostest (2.6.2) ja (2.6.3) järeldub, et

∃ lim
n→∞

Sn = S,

mida oligi vaja t~oestada. �

Definitsioon 2. Arvrida
∑∞
k=0 ak nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui

koondub rida
∑∞
k=0 |ak| .

Kasutame tähistust( ∞∑
k=0

ak ∈ ac

)
⇔

( ∞∑
k=0

|ak| ∈ c

)
.

Definitsioon 3. Koonduvat arvrida
∑∞
k=0 ak nimetatakse tingimisi koon-

duvaks, kui ta ei ole absoluutselt koonduv.

Näide 1. Uurime rea
∑∞
k=1 (−1)k

1
kα

(0 < α < 1) koonduvust.
Tegu on vahelduvate märkidega reaga, mille korral on koonduvuse tarvilik

tingimus täidetud. Juhul 0 < α < 1 leiame, et
1
kα
↓ 0, kui k →∞. Rakendame

Leibnizi tunnust. Rida on koonduv. Et
∞∑
k=1

∣∣∣∣(−1)k
1
kα

∣∣∣∣ = ∞∑
k=1

1
kα

ja juhul 0 < α < 1 on harmooniline rida
∑∞
k=1

1
kα

hajuv, siis on uuritav ri-

da koonduv, kuid ei ole absoluutselt koonduv. Seega on rida
∑∞
k=1 (−1)k

1
kα

(0 < α < 1) tingimisi koonduv. ♦

Näide 2. Uurime rea
∑∞
k=2 (−1)k

1
ln k

koonduvust.
Tegu on vahelduvate märkidega reaga, mille korral on koonduvuse tarvilik

tingimus täidetud. Et (1/ ln k) ↓, siis on v~oimalik rakendada Leibnizi tunnust.
Leiame, et uuritav rida on koonduv. Leiame

∞∑
k=2

∣∣∣∣(−1)k
1

ln k

∣∣∣∣ = ∞∑
k=2

1
ln k

.

Et
(k ≥ 2)⇒

(
1

ln k
>

1
k

)
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ja harmooniline rida
∑∞
k=2

1
k

on hajuv, siis Lause 2.2.3 p~ohjal
∑∞
k=2

1
ln k

/∈ c.

Seega on uuritav rida
∑∞
k=2 (−1)k

1
ln k

koonduv, kuid ei ole absoluutselt koon-
duv. Tegemist on tingimisi koonduva reaga. ♦

Näide 3. Uurime rea
∑∞
k=0

cos (0.3kπ)
k2 + 1

koonduvust.
Tegemist on arvreaga. Uurime selle rea absoluutset koonduvust. Et∣∣∣∣cos (0.3kπ)

k2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1
k2

ja harmooniline rida
∑∞
k=0

1
k2

on koonduv, siis koondub uuritav rida absoluut-
selt. ♦

Rida
∞∑
k=0

ank
= an0 + an1 + an2 + . . .+ ank

+ . . .

nimetatakse rea (2.1.1) ümberjärjestuseks. Esitame t~oestuseta kaks järgmist
väidet, mille t~oestused leiab huviline G. Kangro ~opikust [9] , lk 29–32.

Lause 2 (Dirichlet’ teoreem). Absoluutselt koonduva rea iga ümberjärjestus
koondub samaks summaks.

Lause 3 (Riemanni teoreem). Tingimisi koonduval real (2.1.1) leidub selline
ümberjärjestus, mille summaks on suvaliselt ette antud arv v~oi +∞ v~oi −∞.

2.7 Funktsionaalread
Järgnevalt uurime ridu, millel on matemaatilises analüüsis oluline osa funkt-

sioonide esitamisel.
Definitsioon 1. Rida

∞∑
k=0

uk (x) , (2.7.1)

mille liikmed uk (x) (k ∈ N0) on funktsioonid, nimetatakse funktsionaalreaks.
Olgu Xk funktsiooni uk (x) (k ∈ N0) määramispiirkond ja X = ∩∞k=0Xk.

Fikseerime arvu x ∈ X. Arvutame selle x korral funktsioonide uk (x) väär-
tused ja uurime saadud arvrea

∑∞
k=0 uk (x) koonduvust. Kui saadud arvrida

koondub, siis öeldakse, et funktsionaalrida koondub punktis x ja selle arvrea
summat nimetatakse funktsionaalrea summaks punktis x. Kui saadud arvrida
hajub, siis öeldakse, et funktsionaalrida hajub punktis x. Nii uurime iga x ∈ X
korral.
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Üldjuhul lahutub hulk X kaheks alamhulgaks: hulgaks Xc, mille igas punktis
funktsionaalrida koondub, ja hulgaks X \Xc, mille igas punktis funktsionaalri-
da hajub. Hulka Xc nimetatakse funktsionaalrea koonduvuspiirkonnaks. Tule-
musena saame hulgal Xc määratud funktsiooni, funktsionaalrea summa, mis
funktsionaalrea koonduvuspiirkonna Xc igale punktile x seab vastavusse funkt-
sionaalrea summa selles punktis x. Olgu S(x) funktsionaalrea summa tähistus.
Seega on funktsioon S(x) määratud hulgal Xc.

Näide 1. Uurime funktsionaalrida
∑∞
k=0 x

k.
Antud juhul Xk = R (k ∈ N0) . Seega X = ∩∞k=0Xk = R. Fikseerime arvu

x ∈ X. Arvutame selle x korral funktsioonide xk väärtused ja uurime saadud
arvrea

∑∞
k=0 x

k koonduvust. Tegu on geomeetrilise reaga, mis koondub, kui
|x| < 1, ja hajub, kui |x| ≥ 1. Seega Xc = (−1; 1) ja S (x) = 1/ (1− x) . ♦

Näide 2. Uurime funktsionaalrea x+
∑∞
k=2

(
xk − xk−1

)
koonduvust.

Leiame Xk = R (k ∈ N) , X = R ja Sn (x) = xn (n ∈ N) . Iga fikseeritud
x ∈ (−1; 1] = Xc korral uuritava rea osasummade jada {xn} koondub, kusjuures

S(x) =
{

0, kui x ∈ (−1; 1) ,
1, kui x = 1.

Uurime täiendavalt rea koonduvust vahemikus (0; 1) . Kui x ∈ (0; 1) on fik-
seeritud, siis arvjada {xn} koondub arvuks 0. Vastavalt arvjada piirväärtuse
definitsioonile leidub suvalise ε > 0 korral selline naturaalarv n0, et

|xn − 0| < ε (n > n0) . (2.7.2)

Kuna x ∈ (0; 1) , siis seos (2.7.2) on esitatav kujul

xn < ε (n > n0)

ehk

(n lnx < ln ε (n > n0)) ⇔
(
n >

ln ε
lnx

(n > n0)
)
.

Viimasest seosest selgub, et naturaalarv n0 tuleb valida suurem kui suuruse
(ln ε) / (lnx) täisosa. Seega ei ole v~oimalik valida sellist arvu n0, mis sobiks iga
x ∈ (0; 1) korral. Järelikult saame Näite 2 korral tulemuseks n0 = n0 (ε , x) . ♦

Definitsioon 2. Öeldakse, et funktsionaalrida (2.7.1) koondub ühtlaselt
hulgal Xuc ⊂ Xc summaks S(x), kui suvalise ε > 0 korral leidub selline natu-
raalarv n0, et

|Sn(x)− S(x)| < ε (n > n0)

iga x ∈ Xuc korral, kusjuures Sn(x) =
∑n−1
k=0 uk (x) .

R~ohutame, kui funktsionaalrida (2.7.1) koondub ühtlaselt hulgal Xuc, si-
is arv n0 ei s~oltu argumendi x ∈ Xuc valikust, vaid ainult suurusest ε, st
n0 = n0 (ε ) . Seega ei koondu Näites 2 uuritav rida ühtlaselt vahemikus (0; 1) .
Kasutame Lauses 2.1.3 esitatud arvrea koonduvuse tarvilikke ja piisavaid tingi-
musi.
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Lause 1. Funktsionaalrida (2.7.1) koondub ühtlaselt hulgal Xuc parajasti
siis, kui vastavalt igale positiivsele arvule ε leidub selline naturaalarv n0, et iga
p ∈ N ja x ∈ Xuc puhul

|un+1 (x) + un+2 (x) + un+3 (x) + . . .+ un+p (x)| < ε,

kui n > n0.

Järeldus 1. Kui funktsionaalrida (2.7.1) koondub ühtlaselt hulgal Xuc, siis
suvalise ε > 0 korral leidub selline naturaalarv n0, et

|Rn(x)| < ε (x ∈ Xuc, n > n0) ,

kusjuures Rn(x) on rea
∑∞
k=n uk (x) summa.

Esitame kriteeriumi, mida praktikas rea ühtlase koonduvuse uurimisel tihti
kasutatakse.

Lause 2 (Weierstrassi tunnus). Kui leidub selline koonduv positiivne arv-
rida

∞∑
k=0

ak, (2.7.3)

et
|uk (x)| ≤ ak (x ∈ Xuc, k ∈ N0) , (2.7.4)

siis koondub funktsionaalrida (2.7.1) ühtlaselt hulgal Xuc.
T~oestus. Kui (2.7.3) on koonduv positiivne arvrida, siis Lause 2.1.3 p~ohjal

iga ε > 0 korral leidub selline naturaalarv n0, et tingimusest n > n0 järeldub
iga p ∈ N korral hinnang

|an+1 + an+2 + an+3 + . . .+ an+p| < ε.

Et ak ≥ 0, siis omandab eelmine v~orratus kuju

an+1 + an+2 + an+3 + . . .+ an+p < ε,

millest hinnangute (2.7.4) p~ohjal järeldub

|un+1 (x)|+ |un+2 (x)|+ |un+3 (x)|+ . . .+ |un+p (x)| < ε (∀x ∈ Xuc) .

Seega iga ε > 0 korral leidub selline n0 ∈ N, et n > n0 korral

|un+1 (x) + un+2 (x) + un+3 (x) + . . .+ un+p (x)| < ε (∀p ∈ N, ∀x ∈ Xuc) .

Rakendame Lauset 1. �

Definitsioon 3. Positiivset arvrida (2.7.3), mille liikmed rahuldavad tingi-
must (2.7.4), nimetatakse funktsionaalrea (2.7.1) majorantreaks hulgal Xuc.
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Näide 3. Uurime rea
∑∞
k=0

cos kx
k2 + 1

ühtlast koonduvust.

Positiivne arvrida
∑∞
k=0

1
k2 + 1

on koonduv. T~oesti

∫ +∞

0

dx

x2 + 1
= lim
A→+∞

∫ A

0

dx

x2 + 1
= lim
A→+∞

(arctanA− 0) =
π

2
.

Seega integraaltunnuse p~ohjal on arvrida koonduv. Kehtib hinnang∣∣∣∣ cos kx
k2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1
k2 + 1

(x ∈ R) .

Rakendame Lauset 2. Uuritav funktsionaalrida koondub ühtlaselt k~oigi reaal-
arvude hulgal R. ♦

Lause 3. Kui rea (2.7.1) liikmed uk (x) on pidevad hulgal Xuc ja rida (2.7.1)
koondub ühtlaselt sel hulgal, siis rea (2.7.1) summa S(x) on hulgal Xuc pidev
funktsioon.

T~oestus. Kui Sn(x) =
∑n−1
k=0 uk (x) ja Rn(x) rea

∑∞
k=n uk (x) summa, st

Rn(x) = lim
p→∞

∑p
k=n uk (x) , siis

S(x) = Sn(x) +Rn(x) (x ∈ Xuc, n ∈ N) .

Järelduse 1 p~ohjal leidub suvalise ε > 0 korral selline naturaalarv n0, et

|Rn(x)| < ε/3 (x ∈ Xuc, n > n0) .

Olgu a ∈ Xuc. Et funktsioon Sn(x), kui n pideva funktsiooni summa, on pidev
punktis a, siis vastavalt etteantud arvule ε > 0 leidub selline arv δ, et

(|x− a| < δ)⇒ (|Sn(x)− Sn(a)| < ε/3) .

Leiame, et

|S(x)− S(a)| = |(Sn(x) +Rn(x))− (Sn(a) +Rn(a))| ≤

≤ |Sn(x)− Sn(a)|+ |Rn(x)|+ |Rn(a)|
|x−a|<δ, n>n0

≤

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

st funktsioon S(x) on pidev punktis a. �

Lause 4. Kui l~oigul [a, b] integreeruvate funktsioonide rida (2.7.1) koondub
sel l~oigul ühtlaselt, siis rida (2.7.1) v~oib l~oigul [a, b] liikmeti integreerida, st

∫ b

a

( ∞∑
k=0

uk (x)

)
dx =

∞∑
k=0

∫ b

a

uk (x) dx. (2.7.5)
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T~oestus. Kui Sn(x) =
∑n−1
k=0 uk (x) , S(x) = lim

n→∞
Sn(x) ja

Rn(x) = lim
p→∞

∑p
k=n uk (x) , siis leiame, et

S(x) = Sn(x) +Rn(x) (x ∈ [a, b] , n ∈ N)

ning

∫ b

a

S(x)dx−
n−1∑
k=0

∫ b

a

uk (x) dx =
∫ b

a

S(x)dx−
∫ b

a

Sn(x)dx =

=
∫ b

a

(S(x)− Sn(x)) dx =

=
∫ b

a

Rn(x)dx.

Rea (2.7.1) ühtlase koonduvuse t~ottu saame Järelduse 1 abil

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N (n > n0)⇒ |Rn(x)| <
ε

b− a
.

Seega ∣∣∣∣∣
∫ b

a

Rn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|Rn(x)| dx
n>n0
<

∫ b

a

ε

b− a
dx = ε

ja ∣∣∣∣∣
∫ b

a

S(x)dx−
n−1∑
k=0

∫ b

a

uk (x) dx

∣∣∣∣∣ n>n0
< ε,

mis tähendab, et integraal
∫ b
a
S(x)dx on rea

∑∞
k=0

∫ b
a
uk (x) dx n-nda osasum-

ma
∑n−1
k=0

∫ b
a
uk (x) dx piirväärtus piirprotsessis n → ∞. Järelikult kehtib seos

(2.7.5), kus sümboliga
∫ b
a

(
∑∞
k=0 uk (x)) dx tähistatakse integraali rea (2.7.1)

summast. �

Analoogiliselt t~oestatakse järgmine väide.

Lause 5. Kui rea (2.7.1) korral u′k (x) ∈ C [a, b] (k ∈ N0) ja
∑∞
k=0 u

′
k (x)

koondub ühtlaselt l~oigul [a, b] , siis funktsionaalrida (2.7.1) v~oib l~oigul [a, b] liik-
meti diferentseerida, st

d

dx

( ∞∑
k=0

uk (x)

)
=

∞∑
k=0

d

dx
(uk (x)) .

Seejuures tähistatakse sümboliga
d

dx
(
∑∞
k=0 uk (x)) tuletist rea (2.7.1) summast.
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2.8 Abeli teoreem
Järgnevas uurime teatavas m~ottes lihtsamaid funktsionaalridu.
Definitsioon 1. Funktsionaalrida kujul

∞∑
k=0

ak (x− a)k (2.8.1)

nimetatakse astmereaks. Suurusi ak (k ∈ N0) nimetatakse astmerea kordajateks.

Teostame rea (2.8.1) korral muutujate vahetuse y = x−a. Tulemuseks saame
astmerea

∑∞
k=0 aky

k. Seega piisab uurida astmeridu kujul

∞∑
k=0

akx
k. (2.8.2)

Lause 1 (Abeli teoreem). Kui astmerida (2.8.2) koondub punktis x0, siis
rida (2.8.2) koondub absoluutselt iga x korral, mis rahuldab v~orratust

|x| < |x0| , (2.8.3)

ja hulgal
X = {x : |x| ≤ q < |x0|} , (2.8.4)

kus q on mingi positiivne arv, koondub rida (2.8.2) ühtlaselt. Kui astmerida
(2.8.2) hajub punktis x1, siis rida (2.8.2) hajub iga x korral, mis rahuldab
v~orratust

|x| > |x1| . (2.8.5)

T~oestus. Lause 1 väide koosneb kolmest osast.
1. Juhul x0 = 0 on Lause 1 esimene väide ilmne. Olgu rida (2.8.2) koonduv
punktis x0, kusjuures x0 6= 0. Arvrea koonduvuse tarviliku tingimuse p~ohjal
leiame, et ( ∞∑

k=0

akx
k
0 ∈ c

)
⇒
(

lim
k→∞

akx
k
0 = 0

)
.

Kuna iga koonduv arvjada on t~okestatud, siis(
lim
k→∞

akx
k
0 = 0

)
⇒
(
∃M > 0 :

∣∣akxk0∣∣ ≤M (k ∈ N0)
)
. (2.8.6)

Fikseerime punkti x, mis rahuldab v~orratust (2.8.3). Saame hinnangu

∣∣akxk∣∣ ≤ ∣∣akxk0∣∣ ∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k (2.8.6)

≤ M

∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k (k ∈ N0) ,

st ∣∣akxk∣∣ ≤M ∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k (k ∈ N0) . (2.8.7)
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V~ordleme positiivseid arvridu, mille üldliikmeteks on
∣∣akxk∣∣ ja M

∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k . Et∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣ (2.8.3)
< 1, siis geomeetriline rida

∑∞
k=0M

∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k on koonduv. V~orratuse

(2.8.7) ning Lause 2.2.2 p~ohjal on rida
∑∞
k=0

∣∣akxk∣∣ koonduv. Seega meie poolt
fikseeritud tingimust (2.8.3) rahuldava x korral on arvrida

∑∞
k=0 akx

k absoluut-
selt koonduv. Kuna tingimust (2.8.3) rahuldava arvu x fikseerisime suvaliselt,
siis oleme t~oestanud Lause 1 esimese väite.
2.Kui x kuulub tingimusega (2.8.4) määratud hulka X, siis tingimusest
q < |x0| ja rea (2.8.2) koonduvusest punktis x0 järeldub Lause 1 esimese
osa p~ohjal rea (2.8.2) absoluutne koonduvus punktis q, st positiivse arvrea∑∞
k=0

∣∣akqk∣∣ koonduvus. Lisaks kehtib tingimuse (2.8.4) p~ohjal hinnang∣∣akxk∣∣ ≤ ∣∣akqk∣∣ (x ∈ X) .

Rakendame Weierstrassi tunnust. Sellest järeldub astmerea (2.8.2) ühtlane koon-
duvus hulgal X.
3.Olgu astmerida (2.8.2) hajuv punktis x1. Eeldame väitevastaselt, et leidub
selline tingimust (2.8.5) rahuldav punkt x, milles rida (2.8.2) koondub. Sel juhul
järeldub Lause 1 esimesest väitest, et rida (2.8.2) koondub punktis x1 absolu-
utselt. See tulemus on aga vastuolus meie eeldusega. �

Definitsioon 2. Astmerea (2.8.2) koonduvusraadiuseks R nimetatakse suu-
rust, mis on defineeritud valemiga

R = sup
P∞

k=0 akxk ∈ c
|x| .

Seega defineeritakse astmerea (2.8.2) koonduvusraadius R kui suuruste x,
milles astmerida koondub, absoluutväärtuste hulga vähim ülemine t~oke, kus-
juures R v~oib olla ka +∞.

Järeldus 1. Arv R on astmerea (2.8.2) koonduvusraadius parajasti siis, kui
astmerida (2.8.2) koondub vahemikus (−R,R) absoluutselt ja R 6= +∞ korral
hajub hulgal {x : |x| > R} .

Lause 2. Kui astmerea (2.8.2) korral ak 6= 0 (k ≥ k0) ja leidub l~oplik v~oi
l~opmatu piirväärtus

lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

,

siis astmerea (2.8.2) koonduvusraadius avaldub kujul

R = lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

. (2.8.8)

T~oestus. Fikseerime rea (2.8.2) korral punkti x. Saame arvrea. Veenduge, et
limk→∞

|ak|
|ak+1| = 0 korral on Lause 2 väide ilmne. Olgu limk→∞

|ak|
|ak+1| 6= 0. Uuri-

me D’Alembert’i tunnuse abil selle arvrea absoluutset koonduvust, st positiivse
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arvrea
∑∞
k=0

∣∣akxk∣∣ koonduvust. Leiame

lim
k→∞

∣∣ak+1x
k+1
∣∣

|akxk|
=
[

lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

6= 0
]

= |x| 1

lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

.

Seega koondub astmerida (2.8.2) absoluutselt, kui

|x| 1

lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

< 1⇔ |x| < lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

,

ja ei ole absoluutselt koonduv, kui

|x| 1

lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

> 1⇔ |x| > lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

.

Järelduse 1 p~ohjal avaldub astmerea (2.8.2) koonduvusraadiusR valemiga (2.8.8).
Seda oligi vaja t~oestada. �

Analoogiliselt t~oestatakse järgnev väide.
Lause 3. Kui astmerea (2.8.2) korral ak 6= 0 (k ≥ k0) ja leidub l~oplik v~oi

l~opmatu piirväärtus

lim
k→∞

1
k
√
|ak|

,

siis astmerea (2.8.2) koonduvusraadius avaldub kujul

R = lim
k→∞

1
k
√
|ak|

. (2.8.9)

Näide 1. Uurime astmerea
∞∑
k=1

2kxk

k
(2.8.10)

koonduvust.
Lahendusvariant A. Teostame uurimist vahetult, samm-sammult.

1. Fikseerime arvu x. Saame arvrea
∑∞
k=1

2kxk

k
.

2. Uurime saadud arvrea absoluutset koonduvust, st positiivse arvrea
∞∑
k=1

∣∣∣∣2kxkk
∣∣∣∣ = ∞∑

k=1

2k

k
|x|k

koonduvust. Kasutame Cauchy tunnust:

lim
n→∞

k

√
2k

k
|x|k = lim

n→∞

2 |x|
k
√
k

= 2 |x| < 1.
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3. Kui esimesel sammul fikseerisime arvu x nii, et 2 |x| < 1, st |x| < 1
2
, siis

saadud arvrida koondub absoluutselt. Seega vahemikus (−0.5; 0.5) rida (2.8.10)
koondub absoluutselt.
4. Uurime rea (2.8.10) koonduvust vahemiku (−0.5; 0.5) otspunktides. Kui
x = −0.5, siis saame vahelduvate märkidega arvrea

∞∑
k=1

2k (−0.5)k

k
=

∞∑
k=1

(−1)k

k
.

Rakendame Leibnizi tunnust. Saadud vahelduvate märkidega rida on koonduv,
kuid ei ole absoluutselt koonduv, sest harmooniline rida α = 1 korral on hajuv.
Seega koondub rida (2.8.10) otspunktis x = −0.5 tingimisi. Kui x = 0.5, siis
saame hajuva harmoonilise rea

∞∑
k=1

2k (0.5)k

k
=

∞∑
k=1

1
k
.

Seega on astmerea (2.8.10) absoluutse koonduvuse piirkond vahemik (−0.5; 0.5)
ja tingimisi koonduvuse piirkond üheelemendiline hulk {−0.5} ning koonduvus-
piirkond on pooll~oik [−0.5; 0.5) . Rea (2.8.10) koonduvusraadius on R = 0.5.

Lahendusvariant B. Antud ülesande v~oime lahendada ka valemi (2.8.8) v~oi
(2.8.9) abil. Leiame

R = lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

= lim
k→∞

∣∣∣∣2kk
∣∣∣∣∣∣∣∣ 2k+1

k + 1

∣∣∣∣ =
1
2

lim
k→∞

k + 1
k

=
1
2

ehk

R = lim
k→∞

1
k
√
|ak|

= lim
k→∞

1

k

√∣∣∣∣2kk
∣∣∣∣

= lim
k→∞

k
√
k

2
=

1
2
.

Vahemiku (−0.5; 0.5) otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida, nii nagu
tegime variant A korral.

Nii lahendusvariandil A kui ka B on omad eelised. Variant A lahendus on
pikem, kuid üldisem. Miks? Variant B on lühem, kuid ei ole alati rakendatav.
Miks? ♦

Näide 2. Uurime astmerea
∞∑
k=1

(−1)k
kk (x+ e)k

k!
(2.8.11)

koonduvust. Piisab uurida rea
∞∑
k=1

(−1)k
kkxk

k!
(2.8.12)
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koonduvust. Kasutame varianti B. Leiame valemi (2.8.8) abil esiteks rea (2.8.12)
koonduvusraadiuse:

R = lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

= lim
k→∞

∣∣∣∣(−1)k
kk

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣(−1)k+1 (k + 1)k+1

(k + 1)!

∣∣∣∣∣
=

= lim
k→∞

kk

(k + 1)k
= lim
k→∞

1(
1 +

1
k

)k =
1
e
.

Vahemiku (−1/e, 1/e) otspunktides uurime rea (2.8.12) koonduvust eraldi. Leia-
me, et

∞∑
k=1

(−1)k
kk

k!

(
−1
e

)k
=

∞∑
k=1

kk

k!ek
,

kusjuures

kk

k!ek
∼
[

Kasutame Stirlingi valemit
k! ∼

√
2πkkke−k (k →∞)

]
∼

∼ kk√
2πkkke−kek

=
1√
2πk

=
1√
2π
· 1√

k
.

Positiivne arvrida üldliikmega 1/
√
k kui harmooniline rida α = 0.5 korral on

hajuv. Seega on rida (2.8.12) vahemiku (−1/e, 1/e) otspunktis −1/e hajuv. Va-
hemiku parempoolses otspunktis 1/e saame vahelduvate märkidega rea, mis
on tingimisi koonduv. Järelikult on rida (2.8.12) vahemikus (−1/e, 1/e) ab-
soluutselt koonduv ja punktis x = 1/e tingimisi koonduv ning pooll~oigus
(−1/e, 1/e] koonduv. Seega on rida (2.8.11) vahemikus (−e− 1/e,−e+ 1/e) ab-
soluutselt koonduv ja punktis x = −e+ 1/e tingimisi koonduv ning pooll~oigus
(−e− 1/e,−e+ 1/e] koonduv. ♦

Lause 4. Astmerida (2.8.2) v~oib hulgal X = {x : |x| ≤ r < R} , kus R on
rea (2.8.2) koonduvusraadius, liikmeti integreerida v~oi liikmeti diferentseerida,
kusjuures koonduvusraadius ei muutu.

T~oestus. Rakendame Abeli teoreemi. Selle p~ohjal koondub astmerida (2.8.2)
hulgal X ühtlaselt. Rea (2.8.2) liikmed on nii integreeruvad kui ka pidevalt dife-
rentseeruvad funktsioonid hulgal X. Lause 2.7.4 p~ohjal v~oib ühtaselt koonduvat
integreeruvate funktsioonide rida liikmeti integreerida. Lause 2.7.5 p~ohjal v~oib
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide rida liikmeti diferentseerida, kui saadud
rida on ühtlaselt koonduv. Olgu −r ≤ x0 < x ≤ r, kus x0 on fikseeritud punkt ja
x muutuv punkt. L~oik [x0, x] kuulub hulka X ja rida (2.8.2) koondub ühtlaselt
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ka l~oigul [x0, x] . Integreerime rida (2.8.2) l~oigul [x0, x] liikmeti:∫ x

x0

( ∞∑
k=0

akx
k

)
dx =

∞∑
k=0

∫ x

x0

akx
kdx =

∞∑
k=0

ak

∫ x

x0

xkdx =

=
∞∑
k=0

ak
k + 1

xk+1|xx0
=

∞∑
k=0

ak
k + 1

(
xk+1 − xk+1

0

)
.

Kui x0 = 0, siis saame tulemuseks∫ x

0

( ∞∑
k=0

akx
k

)
dx =

∞∑
k=0

ak
k + 1

xk+1,

st leidsime astmerea
∞∑
k=1

ak−1

k
xk. (2.8.13)

Diferentseerime rida (2.8.2) hulgal X liikmeti

d

dx

( ∞∑
k=0

akx
k

)
=

∞∑
k=0

d

dx

(
akx

k
)

=
∞∑
k=1

kakx
k−1.

Saame astmerea
∞∑
k=1

kakx
k−1. (2.8.14)

Näitame, et nii rea (2.8.13) kui ka rea (2.8.14) koonduvusraadius on R. Seda
on lihtne teha, kui rea (2.8.2) koonduvusraadius R on leitav kas valemi (2.8.8)
v~oi valemi (2.8.9) abil. Rakendame rea (2.8.13) koonduvusraadiuse leidmiseks
valemit (2.8.8). Leiame

lim
k→∞

∣∣∣ak−1

k

∣∣∣∣∣∣∣ ak
k + 1

∣∣∣∣ = lim
k→∞

k + 1
k

lim
k→∞

|ak−1|
|ak|

= lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

= R.

Valemi (2.8.9) abil saame

lim
k→∞

1

k

√∣∣∣ak−1

k

∣∣∣ = lim
k→∞

k
√
k

k
√
|ak−1|

=
lim
k→∞

k
√
k

lim
k→∞

(
k−1
√
|ak−1|

)k − 1
k

=

= lim
k→∞

 1(
k
√
|ak|
)


k

k + 1
= R.
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Seega on antud tingimustel ka rea (2.8.13) koonduvusraadius R. Analoogiliselt
leiame valemi (2.8.8) v~oi (2.8.9) abil, et ka rea (2.8.14) koonduvusraadius on R.

Üldjuhul, kui loobuda valemi (2.8.8) v~oi (2.8.9) kasutamisest, on lihtne posi-
tiivsete arvridade v~ordlustunnuse abil näidata, et astmerea (2.8.2) liikmeti integ-
reerimisel saadud rea koonduvusraadius on suurem-v~ordne kui rea (2.8.2) koon-
duvusraadius ja astmerea (2.8.2) liikmeti diferentseerimisel saadud rea koondu-
vusraadius on väiksem-v~ordne kui rea (2.8.2) koonduvusraadius. Palun näidake
seda! Üldjuhu t~oestuse leiate G. Kangro ~opikust [9], lk 70–71. �

Järeldus 2. Astmerea (2.8.2) summa S (x) on selle rea koonduvusvahemikus
(−R, R) l~opmata arv kordi diferentseeruv funktsioon, kusjuures

S(m) (x) =
∞∑
k=m

k (k − 1) · · · (k −m+ 1) akxk−m (m ∈ N) .

Näide 3. Leiame astmerea
∑∞
k=0

xk

k + 1
summa.

Teame
∞∑
k=0

xk
|x|<1
=

1
1− x

,

st R = 1. Rida
∑∞
k=0 x

k v~oime Lause 4 p~ohjal l~oigul [0, x] , kus 0 < |x| < 1,
liikmeti integreerida, kusjuures ka saadud rea koonduvusraadius on 1. Leiame∫ x

0

( ∞∑
k=0

xk

)
dx =

∫ x

0

dx

1− x
Lause 4⇒

∞∑
k=0

∫ x

0

xkdx =
∫ x

0

dx

1− x

ja
∞∑
k=0

xk+1

k + 1
= − ln (1− x) x6=0⇔

∞∑
k=0

xk

k + 1
= − ln (1− x)

x
. ♦

Näide 4. Leiame astmerea
∑∞
k=1 (−1)k kx2k summa.

Teame
∞∑
k=0

(−1)k x2k |x|<1
=

1
1 + x2

,

kus R = 1. Rida
∑∞
k=0 (−1)k x2k v~oime Lause 4 p~ohjal vahemikus (−1; 1) liik-

meti diferentseerida, kusjuures saadud rea koonduvusraadius on 1. Leiame

d

dx

∞∑
k=0

(−1)k x2k =
d

dx

1
1 + x2

Lause 4⇒
∞∑
k=0

d

dx

(
(−1)k x2k

)
=

−2x
(1 + x2)2

.

Seega
∞∑
k=0

(−1)k 2kx2k−1 =
−2x

(1 + x2)2
.
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Korrutades viimase seose m~olemat poolt suurusega x/2, ei muutu astmerea
koonduvusraadius. Miks? Tulemuseks on

∞∑
k=1

(−1)k kx2k =
−x2

(1 + x2)2
. ♦

2.9 Taylori rida

Järeldus 2.8.2 p~ohjal on astmerea

∞∑
k=0

ak (x− a)k . (2.9.1)

summa S (x) koonduvusvahemikus (a−R, a+R) l~opmata arv kordi diferent-
seeruv funktsioon. Seejuures seosest

S (x)
|x−a|<R

=
∞∑
k=0

ak (x− a)k (2.9.2)

järeldub

S(m) (x)
|x−a|<R

=
∞∑
k=m

k (k − 1) · · · (k −m+ 1) ak (x− a)k−m (m ∈ N) .

(2.9.3)
Seoste (2.9.2) ja (2.9.3) abil saame leida astmerea (2.9.1) kordajad ak (k ∈ N0) .
Valides seoses (2.9.2) x = a, saame S(a) = a0 ehk a0 = S(0)(a)/0! Valides seoses
(2.9.3) m = 1 ja x = a, leiame S(1)(a) = 1!a1 ehk a1 = S(1)(a)/1! Valides seoses
(2.9.3) m = 2 ja x = a, leiame S(2)(a) = 2!a2 ehk a2 = S(2)(a)/2! Nii jätkates
saame k~oik astmerea (2.9.1) kordajad ak avaldada selle astmerea summa S(x)
abil. Saame

ak =
S(k)(a)
k!

(k ∈ N0)

ja

S (x) =
∞∑
k=0

S(k)(a)
k!

(x− a)k .

Seni piirdusime astmerea (2.9.1) järgi tema summa S(x) leidmisega. Järgnevas
üritame l~opmata arv kordi diferentseeruva funktsiooni f(x) korral leida selleks
funktsiooniks koonduvat astmerida. Seame punkti a mingis ümbruses l~opmata
arv kordi diferentseeruvale funktsioonile f(x) vastavusse astmerea

∞∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k , (2.9.4)
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mida nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks kohal a. Selle vastavuse jaoks
kasutatakse tähistust

f(x) ∼
∞∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k .

Funktsiooni f(x) Taylori rida kohal 0 nimetatakse funktsiooni Maclaurini reaks.
Osutub, et funktsiooni f(x) kui tahes k~orget järku tuletiste olemasolust punk-
tis a ei järeldu selle funktsiooni Taylori rea (2.9.4) koonduvus punkti a mingis
ümbruses. Isegi siis, kui funktsiooni f(x) Taylori rida (2.9.4) koondub punkti a
mingis ümbruses, ei pruugi ta koonduda funktsiooniks f(x). Uurime, millistel
tingimustel funktsiooni f(x) Taylori rida koondub punktis x funktsiooni väär-
tuseks f(x). Funktsiooni f(x) Taylori rea (2.9.4) osasumma

Sn(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k

on Taylori valemi juures käsitlemist leidnud Taylori polünoom. Funktsiooni f(x)
Taylori valem kohal a on kujul

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k +Rn−1(x),

kus

Rn−1(x) =
f (n) (a+ θ (x− a))

n!
(x− a)n (0 < θ < 1) . (2.9.5)

Seega kehtib väide.
Lause 1. Funktsiooni f(x) Taylori rida (2.9.4) koondub punktis x funkt-

siooni f väärtuseks f(x) parajasti siis, kui lim
n→∞

Rn−1(x) = 0.

Olgu R rea (2.9.4) koonduvusraadius. Fakti, et funktsiooni f(x) Taylori rida
(2.9.4) koondub hulgaX = (a−R, a+R) igas punktis x funktsiooni f väärtuseks
f(x), tähistatakse lühidalt kujul

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k (x ∈ X) . (2.9.6)

Näide 1. Leiame funktsiooni ex Taylori rea kohal −1.
Et (ex)(k) = ex, siis f (k)(−1) = e−1. Leiame soovitud Taylori rea

∞∑
k=0

e−1

k!
(x− (−1))k =

∞∑
k=0

1
k!e

(x+ 1)k .

Valemi (9.5) abil saame, et

Rn−1(x) =
f (n) (−1 + θ (x+ 1))

n!
(x+ 1)n =

e−1+θ(x+1)

n!
(x+ 1)n ,
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kusjuures muutuja x fikseeritud väärtuse korral

lim
n→∞

Rn−1(x) = lim
n→∞

e−1+θ(x+1)

n!
(x+ 1)n =

[
kasutame Stirlingi

valemit

]
=

= lim
n→∞

e−1+θ(x+1)

√
2πnnne−n

(x+ 1)n = O(1) lim
n→∞

(
(x+ 1) e

n

)n
√

2πn
=

=
[
|(x+ 1) e| < n, kui n on piisavalt suur

iga fikseeritud väärtuse x korral

]
= 0.

Seega koondub funktsiooni f(x) Taylori rida kohal −1 iga x ∈ R korral funkt-
siooni ex väärtuseks punktis x, st

ex =
∞∑
k=0

1
k!e

(x+ 1)k . ♦

Lause 2. Kui

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k (x ∈ (a−R, a+R))

ja on leitud punkti a mingis ümbruses funktsiooniks f(x) koonduv astmerida
(2.9.1), siis see langeb kokku funktsiooni f(x) Taylori reaga (2.9.4), st funkt-
siooni f(x) arendus astmeritta x− a astmete järgi on ühene.

T~oestus. Olgu lisaks funktsiooni f(x) Taylori reaksarendusele (2.9.6) veel
mingi teine funktsiooni f(x) arendus astmeritta

f(x) =
∞∑
k=0

ak (x− a)k (2.9.7)

koonduvusraadiusega ρ. Seostest (2.9.7) ja

f (m) (x) =
∞∑
k=m

k (k − 1) · · · (k −m+ 1) ak (x− a)k−m (m ∈ N)

saame leida kordajad am = f (m)(a)/m! (m ∈ N0) . �
Esitame m~oningate lihtsamate elementaarfunktsioonide Maclaurini reaks-

arendused:

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
(R =∞) ; (2.9.8)

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
(R =∞) ; (2.9.9)

sinx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
(R =∞) ; (2.9.10)
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chx =
∞∑
k=0

x2k

(2k)!
(R =∞) ; (2.9.11)

shx =
∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
(R =∞) ; (2.9.12)

ln (1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1 x
k

k
(R = 1) ; (2.9.13)

(1 + x)α = 1 +
∞∑
k=1

α (α− 1) · · · (α− k + 1)
k!

xk (R = 1) . (9.14)

Viimane reaksarendus kannab binoomrea nime. Binoomrea (2.9.14) erijuhuks
α = −1 korral on geomeetriline rida

1
1− x

= (1− x)−1 = 1 +
∞∑
k=1

(−1) (−1− 1) · · · (−1− k + 1)
k!

(−x)k =

= 1 +
∞∑
k=1

xk =
∞∑
k=0

xk (R = 1) .

Näide 2. Arendame funktsiooni sin
2x
3

Maclaurini ritta.

Rakendame Lauset 2. Asendame valemis (2.9.10) suuruse x suurusega
2x
3

:

sin
2x
3

=
∞∑
k=0

(−1)k

(
2x
3

)2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(−1)k
22k+1x2k+1

(2k + 1)!32k+1
.

Et (∣∣∣∣2x3
∣∣∣∣ < +∞

)
⇔ (|x| < +∞) ,

siis ka sin
2x
3

Maclaurini reaksarenduse koonduvusraadius R on ∞. ♦
Näide 3. Arendame funktsiooni ln(2− 3x2) Maclaurini ritta.
Teisendame

ln(2− 3x2) = ln
(
2(1− 3x2/2)

)
= ln 2 + ln(1− 3x2/2).

Rakendame Lauset 2, kusjuures funktsiooni ln(1 − 3x2/2) arendamisel Mac-
laurini ritta kasutame valemit (2.9.13), asendades selles suuruse x suurusega
−3x2/2 :

ln
(
1− 3x2/2

)
=

∞∑
k=1

(−1)k+1

(
−3x2/2

)k
k

= −
∞∑
k=1

(
3
2

)k
x2k

k
.
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Et (∣∣−3x2/2
∣∣ < 1

)
⇔

(
|x| <

√
2
3

)
,

siis

ln(2− 3x2) = ln 2−
∞∑
k=1

(
3
2

)k
x2k

k

(
R =

√
2
3

)
. ♦

Näide 4. Arendame funktsiooni
x

3
√

3− x3
Maclaurini ritta.

Teisendame
x

3
√

3− x3
=

x
3
√

3
·
(

1− x3

3

)−1/3

.

Rakendame Lauset 2, kusjuures funktsiooni
(

1− x3

3

)−1/3

arendamisel Maclau-

rini ritta kasutame valemit (2.9.14), asendades selles suuruse x suurusega−x3/3 :(
1− x3

3

)−1/3

= 1 +
∞∑
k=1

(−1/3) (−1/3− 1) · · · (−1/3− k + 1)
k!

(
−x

3

3

)k
=

= 1 +
∞∑
k=1

(
−1

3

)(
−4

3

)
· · ·
(
−3k − 2

3

)
k!

(
−x

3

3

)k
=

= 1 +
∞∑
k=1

(−1)2k
(3k − 2)!!!

32kk!
x3k.

Et (∣∣−x3/3
∣∣ < 1

)
⇔
(
|x| < 3

√
3
)
,

siis soovitud Maclaurini reaksarenduse

x
3
√

3− x3
=

x
3
√

3
·
(

1− x3

3

)−1/3

=

=
x
3
√

3
·

(
1 +

∞∑
k=1

(3k − 2)!!!
32kk!

x3k

)
=

=
x
3
√

3
+

∞∑
k=1

(3k − 2)!!!
32k+1/3k!

x3k+1

koonduvusraadius on 3
√

3. ♦



106 PEATÜKK 2. READ

Näide 5. Arendame funktsiooni
1

x− 1
Taylori ritta x+ 4 astmete järgi.

Leiame

1
x− 1

=
1

(x+ 4)− 5
= −1

5
· 1

1− x+ 4
5

= −1
5
· 1

1− x+ 4
5

=

=


rakendame geomeetrilise rea
summa valemit, kusjuures(∣∣∣∣x+ 4

5

∣∣∣∣ < 1
)
⇔ |x+ 4| < 5

 = −1
5

∞∑
k=0

(
x+ 4

5

)k
=

= −
∞∑
k=0

(x+ 4)k

5k+1
(R = 5) . ♦

Näide 6. Arendame funktsiooni arctanx Maclaurini ritta. Et

1
1 + x2

=
1

1− (−x2)
=
[

geomeetriline rida, q = −x2,∣∣−x2
∣∣ < 1⇔ |x| < 1

]
=

=
∞∑
k=0

(
−x2

)k
=

∞∑
k=0

(−1)k x2k (R = 1)

ja ∫ x

0

dx

1 + x2
= arctanx,

siis rea
∑∞
k=0 (−1)k x2k liikmeti integreerimisel leiame soovitud reaksarenduse:

arctanx =
∞∑
k=0

∫ x

0

(−1)k x2kdx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
(R = 1) . ♦

2.10 Astmeridade rakendused

2.10.1 Elementaarfunktsiooni väärtuste arvutamine

P~ohiliste elementaarfunktsioonide väärtuste arvutamisel arvuti abil kasu-
tatakse nende funktsioonide Maclaurini reaksarendusi.

Näide 1. Leiame suuruse 1/
√
e täpsusega 10−3.

Kasutame suuruse e−0.5 ligikaudse väärtuse arvutamisel reaksarendust (2.9.8).
Et rida

e−0.5 =
∞∑
k=0

(−0.5)k

k!
=

∞∑
k=0

(−1)k
1

2kk!

on vahelduvate märkidega arvrida, kusjuures
1

2kk!
↓, siis viga, mida me teeme

selle rea summa S asendamisel osasummaga Sn, on absoluutväärtuse poolest



2.10. ASTMERIDADE RAKENDUSED 107

väiksem esimese ärajäetud liikme absoluutväärtusest. Miks? Järelikult ~onnestub
suurus n määrata v~orratusest:

1
2n+1 (n+ 1)!

< 10−3.

Et
1

21+1 (1 + 1)!
=

1
8
,

1
22+1 (2 + 1)!

=
1
48
,

1
23+1 (3 + 1)!

=
1

384
ja

1
24+1 (4 + 1)!

=
1

3840
,

siis n = 4. Leiame suuruse 1/
√
e täpsusega 10−3 :

e−0.5 ≈
4∑
k=0

(−1)k
1

2kk!
=

233
384
≈ 0. 607. ♦

2.10.2 Integraalide leidmine
Näide 2. Arvutame integraali∫ 1

0

e−x
2/2dx.

Funktsiooni e−x
2/2 algfunktsioon ei ole elementaarfunktsioon. Kasutame in-

tegreeritava funktsiooni reaksarendust (2.9.8) ja liikmeti integreerimist:∫ 1

0

e−x
2/2dx =

∫ 1

0

∞∑
k=0

(
−x2/2

)k
k!

dx =
∞∑
k=0

(−1)k
1

k!2k

∫ 1

0

x2kdx =

=
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

k!2k (2k + 1)

∣∣∣∣1
0

=
∞∑
k=0

(−1)k
1

k!2k (2k + 1)
. ♦

Saadud rea abil leidke selle integraali väärtus täpsusega 10−5.

Näide 3. Leiame reaksarenduse abil integraali∫
ln
(
1− 2x3

)
x2

dx.

Funktsiooni ln
(
1− 2x3

)
arendamiseks astmeritta kasutame valemit (2.9.13),

asendades selles valemis suuruse x suurusega −2x3, kusjuures∣∣−2x3
∣∣ < 1⇔ |x| < 1/ 3

√
2,

st funktsiooni ln
(
1− 2x3

)
reaksarenduse korral R = 1/ 3

√
2. Leiame∫

ln
(
1− 2x3

)
x2

dx =
∫

1
x2

∞∑
k=1

(−1)k+1

(
−2x3

)k
k

dx =

=
∞∑
k=1

(−1)2k+1 2k

k

∫
x3k−2dx = −

∞∑
k=1

2kx3k−1

k (3k − 1)
+ C. ♦
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2.10.3 Diferentsiaalv~orrandite lahendamine
Diferentsiaalv~orrandiks nimetatakse v~orrandit, mis seob otsitavat funktsioo-

ni, selle tuletisi ja argumenti. Diferentsiaalv~orrandi järguks nimetatakse otsita-
va funktsiooni tuletiste k~orgeimat järku selles v~orrandis. Kasutame järgnevas
diferentsiaalv~orrandi lahendamisel selle funktsiooni arendust astmeritta.

Näide 4. Leiame diferentsiaalv~orrandi

y′ − y = 1 (2.10.1)

algtingimust y(1) = 2 rahuldava erilahendi.
Kasutame kaht lahendusvarianti.

Variant A. Avaldame diferentsiaalv~orrandist (2.10.1) suuruse y′ (üldjuhul
k~orgeimat järku tuletise) ja leiame y′(1) :

y′ = 1 + y ⇒ y′ (1) = 1 + y (1) = 3.

Analoogiliselt, diferentseerides eelneva funktsionaalse seose m~olemat poolt muu-
tuja x järgi, leiame

y′′ = y′ ⇒ y′′ (1) = y′ (1) = 3,
y′′′ = y′′ ⇒ y′′′ (1) = y′′ (1) = 3,
· · · · · · · · · · · · · · ·

y(n+1) = y(n) ⇒ y(n+1) (1) = y(n) (1) = 3 (n ≥ 0) .

Rakendades valemit (2.9.6), saame v~orrandi (2.10.1) erilahendi Taylori reana

y = 2 + 3
∞∑
k=1

(x− 1)k

k!
.

Variant B. Otsime diferentsiaalv~orrandi lahendit astmerea kujul

y =
∞∑
k=0

ak (x− 1)k (2.10.2)

ehk

y = a0 + a1 (x− 1) + a2 (x− 1)2 + a3 (x− 1)3 + . . .+ ak (x− 1)k + . . . .

Selle lahendi tuletis avaldub astmereana y′ =
∑∞
k=1 kak (x− 1)k−1 ehk

y′ = 1a1 + 2a2 (x− 1) + 3a3 (x− 1)2 + . . .+ kak (x− 1)k−1 + . . . .

Paigutades suuruste y ja y′ arendused v~orrandisse (2.10.1), saame iga x korral
vahemikust (1−R, 1 +R) :

1a1 + 2a2 (x− 1) + 3a3 (x− 1)2 + . . .+ kak (x− 1)k−1 + . . .−
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−a0 − a1 (x− 1)− a2 (x− 1)2 − a3 (x− 1)3 − . . .− ak (x− 1)k − . . . = 1.

Seda seost v~oib t~olgendada kui kahe suuruse x − 1 astmete järgi astmerea
v~ordumise tingimust. Selleks peavad k~oik vastavate astmete kordajad olema
v~ordsed, st 

1a1 − a0 = 1
2a2 − a1 = 0
3a3 − a2 = 0
4a4 − a3 = 0
· · · · · · · · · · · ·

(k + 1) ak+1 − ak = 0
· · · · · · · · · · · ·

. (2.10.3)

Seosest (2.10.2) ja algtingimusest y(1) = 2 järeldub a0 = 2. Süsteemi (2.10.3)
esimesest v~orrandist leiame a1 = 1 + a0 = 3/1!. Järgmisena leiame süsteemi
teisest v~orrandist a2 = a1/2 = 3/2! . Süsteemi kolmandast v~orrandist saame
a3 = a2/3 = 3/3! ja neljandast a4 = a3/4 = 3/4! jne. Induktsioonimeeetodil
saab t~oestada, et ak = 3/k! (k ∈ N) . Saame diferentsiaalv~orrandi (2.10.1)
lahendi astmerea (2.10.2) kujul

y = 2 + 3
∞∑
k=1

(x− 1)k

k!
. ♦

Näide 5. Leiame diferentsiaalv~orrandi

y′′ − y = ex (2.10.4)

algtingimusi y(0) = 1 ja y′(0) = 0 rahuldava erilahendi.
Kasutame kaht lahendusvarianti
Variant A. Avaldame diferentsiaalv~orrandist (2.10.4) suuruse y′′ ja leiame

y′′(0) :
y′′ = y + ex ⇒ y′′ (0) = y(0) + e0 = 1 + 1 = 2.

Diferentseerides seose (2.10.4) m~olemat poolt muutuja x järgi, leiame

y′′′ = y′ + ex ⇒ y′′′ (0) = y′(0) + e0 = 0 + 1 = 1.

Jätkates seda laadi samme, saame

y(4) = y′′ + ex ⇒ y(4) (0) = y′′(0) + e0 = 2 + 1 = 3,

y(5) = y′′′ + ex ⇒ y(5) (0) = y′′′(0) + e0 = 1 + 1 = 2,

y(6) = y(4) + ex ⇒ y(6) (0) = y(4)(0) + e0 = 3 + 1 = 4,

y(7) = y(5) + ex ⇒ y(7) (0) = y(5)(0) + e0 = 2 + 1 = 3,

y(8) = y(6) + ex ⇒ y(8) (0) = y(6)(0) + e0 = 4 + 1 = 5,

Induktsioonimeetodil saab näidata, et k ∈ N0 korral

y(2k) = y(2k−2) + ex ⇒ y(2k) (0) = y(2k−2)(0) + e0 = k + 1.
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ja

y(2k+1) = y(2k−1) + ex ⇒ y(2k+1) (0) = y(2k−1)(0) + e0 = (k − 1) + 1 = k.

Seega avaldub v~orrandi (2.10.4) lahend y Taylori reana

y =
∞∑
k=0

(
k + 1
(2k)!

x2k +
k

(2k + 1)!
x2k+1

)
.

Leiame selle rea koonduvusraadiuse R :

lim
k→∞

∣∣∣∣k + 1
(2k)!

∣∣∣∣∣∣∣∣ k

(2k + 1)!

∣∣∣∣ = lim
k→∞

(k + 1) (2k + 1)!
k (2k)!

= lim
k→∞

(k + 1) (2k + 1)
k

=∞,

kui ka

lim
k→∞

∣∣∣∣ k

(2k + 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣ k + 2
(2k + 2)!

∣∣∣∣ = lim
k→∞

k (2k + 2)!
(k + 2) (2k + 1)!

= lim
k→∞

k (2k + 2)
k + 2

=∞.

Seega R =∞.

Variant B. Otsime diferentsiaalv~orrandi (2.10.4) lahendit astmerea kujul

y =
∞∑
k=0

akx
k (2.10.5)

ehk
y = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + . . .+ akx

k + . . . .

Lahendi tuletis y′ avaldub astmereana y′ =
∑∞
k=1 kakx

k−1 ehk

y′ = 1a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

3 + . . .+ kakx
k−1 + . . . .

Samuti leiame teise tuletise

y′′ =
∞∑
k=2

k (k − 1) akxk−2

ehk

y′′ = 2 · 1a2 + 3 · 2a3x+ 4 · 3a4x
2 + . . .+ (k + 2) (k + 1) ak+2x

k + . . . .

Paigutades suuruste y ja y′′ arendused v~orrandisse (2.10.4), saame

2 · 1a2 + 3 · 2a3x+ 4 · 3a4x
2 + . . .+ (k + 2) (k + 1) ak+2x

k + . . .−



2.10. ASTMERIDADE RAKENDUSED 111

−a0 − a1x− a2x
2 − a3x

3 − . . .− akxk − . . . =

= 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xk

k!
+ . . . (x ∈ (−R,R)) .

K~oik vastavate astmete kordajad peavad olema v~ordsed:

2 · 1a2 − a0 = 1,

3 · 2a3 − a1 =
1
1!
,

4 · 3a4 − a2 =
1
2!
,

5 · 4a5 − a3 =
1
3!
,

· · · · · · · · · · · · · · ·
(k + 2) (k + 1) ak+2 − ak =

1
k!
,

· · · · · · · · · · · · · · ·

. (2.10.6)

Astmerea kujust (2.10.4) ja algtingimustest y(0) = 1 ning y′(0) = 0 järeldub
a0 = 1 ja a1 = 0. Süsteemi (2.10.6) esimesest v~orrandist leiame

a2 = (1 + a0) /2! = 2/2! .

Järgmisena leiame süsteemi (2.10.6) teisest v~orrandist

a3 =
(

1
1!

+ a1

)
/ (3 · 2) =

1
3!
.

Kolmandast v~orrandist saame

a4 =
(

1
2!

+
2
2!

)
/ (4 · 3) =

3
4!
,

neljandast

a5 =
(

1
3!

+ a3

)
/ (5 · 4) =

(
1
3!

+
1
3!

)
/ (5 · 4) =

2
5!

ja kuuendast

a6 =
(

1
4!

+ a4

)
/ (6 · 5) =

(
1
4!

+
3
4!

)
/ (6 · 5) =

4
6!

ning seitsmendast

a7 =
(

1
5!

+
2
5!

)
/ (7 · 6) =

(
1
5!

+
2
5!

)
/ (7 · 6) =

3
7!

jne. Induktsioonimeeetodil saab t~oestada, et

a2k =
(k + 1)
(2k)!

, a2k+1 =
k

(2k + 1)!
(k ∈ N0) .
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Seega saame diferentsiaalv~orrandi (2.10.4) algtingimusi y(0) = 1 ja y′(0) = 0
rahuldava erilahendi astmerea (2.10.6) kujul

y =
∞∑
k=0

(
(k + 1)
(2k)!

x2k +
k

(2k + 1)!
x2k+1

)
. ♦

Millal kasutada varianti A ja millal varinti B?

2.10.4 V~orrandite lahendamine
Olgu A (a, y (a)) ilmutamata kujul v~orrandiga

F (x, y) = 0 (2.10.7)

määratud funktsiooni y = y (x) graafiku punkt. Kuna funktsiooni tuletis on
teatud tingimustel avaldatav v~orrandist (2.10.7) kujul

y′ (x) = −Fx (x, y (x))
Fy (x, y (x))

, (2.10.8)

siis saame selle tuletise väärtuse punktis a :

y′ (a) = −Fx (a, y (a))
Fy (a, y (a))

.

Diferentseerides seose (2.10.8) m~olemat poolt muutuja x järgi, saame

y′′ (x) = − (Fxx (x, y (x)) + Fxy (x, y (x)) y′ (x))Fy (x, y (x))
(Fy (x, y (x)))2

+

+
(Fyx (x, y (x)) + Fyy (x, y (x)) y′ (x))Fx (x, y (x))

(Fy (x, y (x)))2

ja selle abil

y′′ (a) = − (Fxx (a, y (a)) + Fxy (a, y (a)) y′ (a))Fy (a, y (a))
(Fy (a, y (a)))2

+

+
(Fyx (a, y (a)) + Fyy (a, y (a)) y′ (a))Fx (a, y (a))

(Fy (a, y (a)))2
.

Nii jätkates on v~oimalik leida k~orgemat järku tuletiste väärtused kohal a. Kui
on arvutatud y(k) (a) (k = 0; 1; 2; . . . ;n) , siis on v~oimalik leida funktsiooni
y = y(x) Taylori rea osasumma

n∑
k=0

y(k) (a)
k!

(x− a)k ,

mille abil on v~oimalik leida funktsiooni y = y(x) ligikaudseid väärtusi punkti a
mingis ümbruses.
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Näide 6. Olgu A (1; 0) v~orrandiga

exp (xy)− x = 0

määratud ilmutamata funktsiooni y = y (x) graafiku punkt. Leiame funktsiooni
y(x) Taylori rea osasumma S3(x) punktis x = 1.

Et otsitava funktsiooni tuletis on valemi (2.10.8) abil avaldatav kujul

y′ = −y exp (xy)− 1
x exp (xy)

, (2.10.9)

siis
y′ (1) = 1.

Diferentseerides seose (2.10.9) m~olemat poolt muutuja x järgi, saame

y′′ = − (y′ exp (xy) + y exp (xy) (y + xy′)) (x exp (xy))
(x exp (xy))2

+
(y exp (xy)− 1) (exp (xy) + x exp (xy) (y + xy′))

(x exp (xy))2
.

Seega
y′′ (1) = −3.

Järelikult
S3(x) = 0 + (x− 1)− 3

2
(x− 1)2

on funktsiooni y = y(x) Taylori rea soovitud osasumma. ♦

2.11 Ortogonaalsed polünoomid

Selle peatüki ülejäänud osas on otstarbekas kasutada üldisemat integreeruvuse
m~oistet, v~ottes kokku määratud ja päratu integraali.

Definitsioon 1. Öeldakse, et funktsioon f(x) on l~oigul [a, b] integreeruv,
kui eksisteerib määratud integraal

∫ b
a
f(x)dx v~oi koondub päratu integraal∫ b

a
f(x)dx.

Definitsioon 2. Öeldakse, et l~oigul [a, b] integreeruv funktsioon f(x) on
integreeruva ruuduga sel l~oigul, kui eksisteerib määratud integraal

∫ b
a
f2(x)dx

v~oi koondub päratu integraal
∫ b
a
f2(x)dx.

Näide 1. Näitame, et funktsioon f(x) = 1/
√
x− 1 on integreeruv l~oigul

[1; 2] , kuid ei ole sel l~oigul integreeruva ruuduga.
See funktsioon ja tema ruut ei ole t~okestatud punkti 1 ümbruses. Saame∫ 2

1

dx√
x− 1

= lim
a→1+

∫ 2

a

dx√
x− 1

= lim
a→1+

(
2
√

2− 1− 2
√
a− 1

)
= 2
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ja ∫ 2

1

(
1√
x− 1

)2

dx =
∫ 2

1

dx

x− 1
= lim
a→1+

∫ 2

a

dx

x− 1
=

= lim
a→1+

(ln |2− 1| − ln |a− 1|) = +∞.

Seega funktsioon f(x) = 1/
√
x− 1 on l~oigul [1; 2] integreeruv, kuid ei ole sel

l~oigul integreeruva ruuduga. ♦
Et

(|f(x)| − |g(x)|)2 ≥ 0 ⇔ f2(x)− 2 |f(x)| |g(x)|+ g2(x) ≥ 0 ⇔

⇔ f2(x) + g2(x)
2

≥ |f(x)g(x)| ,

siis määratud integraali monotoonsuse omaduse p~ohjal saame järgmise väite.
Lause 1. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on l~oigul [a, b] integreeruva ruuduga,

siis nende funktsioonide korrutis f(x)g(x) on sel l~oigul integreeruv funktsioon.
Definitsioon 3. Suurust 〈f, g〉 , kus

〈f, g〉 def=
∫ b

a

f(x)g(x)dx (2.11.1)

nimetatakse l~oigul [a, b] integreeruva ruuduga funktsioonide f(x) ja g(x) skalaar-
korrutiseks.

Näide 2. Leiame l~oigul [0; 1] integreeruva ruuduga funktsioonide x ja x2

skalaarkorrutise.
Valemi (2.11.1) abil saame

〈
x, x2

〉
=
∫ 1

0

x · x2dx =
∫ 1

0

x3dx =
1
4
. ♦

Integreeruva ruuduga funktsioonide skalaarkorrutisel 〈f, g〉 on järgmised oma-
dused:
1) 〈f, f〉 ≥ 0;
2) 〈f, g〉 = 〈g, f〉 ;
3) 〈λf, g〉 = λ 〈f, g〉 (λ ∈ R) ;
4) 〈f1 + f2, g〉 = 〈f1, g〉+ 〈f2, g〉 .

Märkus 1. Kuna Definitsiooni 3 abil defineeritud skalaarkorrutise korral

〈f, f〉 = 0 ; (f(x) ≡ 0 (x ∈ [a, b])) ,

siis oleks korrektsem (vt [16], lk 232) nimetuse skalaarkorrutis asemel kasutada
nimetust poolskalaarkorrutis.
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Märkus 2. Juhul kui l~oigul [a, b] vaadeldavate funktsioonide väärtused on
kompleksarvulised, siis

〈f, g〉 def.=
∫ b

a

f(x)g(x)dx,

kus g(x) on kompleksarvu g(x) kaaskompleksarv. Omadused 2 ja 3 on siis vas-
tavalt kujul

〈f, g〉 = 〈g, f〉, 〈λf, g〉 = λ 〈f, g〉 (λ ∈ C) ,

kusjuures
〈f, λg〉 = λ 〈f, g〉 .

Definitsioon 4. Integreeruva ruuduga funktsioonide süsteemi

{ϕk} (k ∈ N0)

nimetatakse ortogonaalseks l~oigul [a, b] , kui

〈ϕk, ϕm〉 = 0 (k 6= m) ,

kusjuures skalaarkorrutis on defineeritud valemiga (2.11.1).
Definitsioon 5. Integreeruva ruuduga funktsioonide süsteemi

{ϕk} (k ∈ N0)

nimetatakse ortonormeerituks l~oigul [a, b] , kui

〈ϕk, ϕm〉 = δk,m,

kusjuures

δk,m =
{

0, kui k 6= m,
1, kui k = m

on Kroneckeri sümbol.
Definitsioon 6. Suurust

√
〈f, f〉 nimetatakse integreeruva ruuduga funkt-

siooni f(x) normiks ja tähistatakse sümboliga ‖f‖ , s.o

‖f‖ def.=
√
〈f, f〉. (2.11.2)

Märkus 3. Kuna Definitsiooni 6 abil defineeritud integreeruva ruuduga
funktsiooni f(x) normi korral

‖f‖ = 0 ; (f(x) = 0 (∀x ∈ [a, b])) ,

siis oleks korrektsem (vt [16], lk 130) nimetuse norm asemel kasutada poolnormi
nimetust.



116 PEATÜKK 2. READ

Definitsioon 7. Kui
‖fn − f‖

n→∞→ 0,

st ∫ b

a

(fn(x)− f(x))2 dx n→∞→ 0,

siis öeldakse, et jada {fn(x)} koondub l~oigul [a, b] keskmiselt funktsiooniks f(x).
Definitsioon 8. Kui

‖Sn − f‖
n→∞→ 0,

kus Sn(x) on funktsionaalrea
∞∑
k=0

uk(x) (2.11.3)

osasumma, siis öeldakse, et see rida koondub l~oigul [a, b] keskmiselt funkt-
siooniks f(x).

Lause 2. Kui rida (2.11.3), mille liikmed uk(x) on integreeruva ruuduga
funktsioonid l~oigul [a, b] , koondub l~oigul [a, b] keskmiselt funktsiooniks f(x),
siis iga integreeruva ruuduga funktsiooni g(x) korral kehtib valem∫ x

a

f(t)g(t)dt =
∞∑
k=0

∫ x

a

uk(t)g(t)dt, (2.11.4)

kus v~orduse paremal poolel olev rida koondub muutuja x suhtes ühtlaselt l~oigul
[a, b] .

T~oestuse leiate G. Kangro ~opikust [9], lk 99-100. �

Näide 3. Näitame, et 2π -perioodiline trigonomeetriline süsteem

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cos kx, sin kx, . . .} (2.11.5)

on ortogonaalne l~oigul [−π, π] . Seejärel leiame vastava ortonormeeritud süs-
teemi.

Näitame k~oigepealt, et selle süsteemi esimene element 1 on ortogonaalne
ülejäänutega. Leiame

〈1, cos kx〉 =
∫ π

−π
1 · cos kx dx k∈N=

sin kx
k

∣∣∣∣π
−π

=

=
1
k

(sin kπ − sin (−kπ)) =
2 sin kπ

k
= 0

ja

〈1, sin kx〉 =
∫ π

−π
1 · sin kx dx k∈N= −cos kx

k

∣∣∣∣π
−π

=

=
1
k

(− cos kπ + cos (−kπ)) =

=
1
k

(− cos kπ + cos (kπ)) = 0.
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Järgmisena näitame, et elemendid cos kx ja sinmx on ortogonaalsed

〈cos kx, sinmx〉 =
∫ π

−π
cos kx sinmxdx =

=
[

integrand on paaritu funktsioon,
rajad sümmeetrilised nullpunkti suhtes

]
= 0.

Näitame, et elemendid cos kx ja cosmx (k 6= m) on ortogonaalsed

〈cos kx, cosmx〉 =
∫ π

−π
cos kx cosmxdx =

=
[

integrand on paarisfunktsioon,
rajad sümmeetrilised nullpunkti suhtes

]
=

= 2
∫ π

0

cos kx cosmxdx =

=
∫ π

0

(cos (kx−mx) + cos (kx+mx)) dx
k 6=m
=

=
sin ((k −m)x)

k −m

∣∣∣∣π
0

+
sin ((k +m)x)

k +m

∣∣∣∣π
0

= 0.

Analoogiliselt saame k 6= m korral

〈sin kx, sinmx〉 =
∫ π

−π
sin kx sinmxdx = 2

∫ π

0

sin kx sinmxdx =

=
∫ π

0

(cos (kx−mx)− cos (kx+mx)) dx
k 6=m
=

=
sin ((k −m)x)

k −m

∣∣∣∣π
0

− sin ((k +m)x)
k +m

∣∣∣∣π
0

= 0.

Järelikult on 2π -perioodiline trigonomeetriline süsteem (2.11.3) ortogonaalne
l~oigul [−π, π] . Lisaks leiame elementide 1, cos kx ja sin kx skalaarruudud. Leiame

〈1; 1〉 =
∫ π

−π
1 · 1 dx = 2π,

〈cos kx, cos kx〉 =
∫ π

−π
cos kx cos kx dx =

1
2

∫ π

0

(1 + cos 2kx) dx =

=
1
2

(
x+

sin 2kx
2k

)∣∣∣∣π
0

= π

ja

〈sin kx, sin kx〉 =
∫ π

−π
sin kx sin kx dx =

1
2

∫ π

0

(1− cos 2kx) dx =

=
1
2

(
x− sin 2kx

2k

)∣∣∣∣π
0

= π.
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Avaldame elementide 1, cos kx ja sin kx normid:

‖1‖ =
√

2π, ‖cos kx‖ =
√
π, ‖sin kx‖ =

√
π.

Normeerides süsteemi (2.11.5) elemendid, saame 2π -perioodilise ortonormeeri-
tud trigonomeetrilise süsteemi

{
1√
2π
,

cosx√
π
,

sinx√
π
,

cos 2x√
π
,

sin 2x√
π
, . . . ,

cos kx√
π

,
sin kx√

π
, . . .

}
(2.11.6)

l~oigul [−π, π] . ♦

Näide 4. Leiame l~oigul [−1; 1] ortonormeeritud polünoomide süsteemi
{Pk(x)} , kus Pk(x) on k-ndat järku polünoom. Sellise omadusega polünoome
Pk(x) nimetatakse Legendre’i polünoomideks. K~oik polünoomid on integreeruva
ruuduga l~oigul [−1; 1] . Veenduge, et polünoomide süsteem

{
xk
}

(k ∈ N0) ei

ole ortogonaalne l~oigul [−1; 1] . Valime nullindat järku polünoomi P0(x) =
1√
2
.

Selle polünoomi norm on 1, sest

√√√√√ 1∫
−1

(
1√
2

)2

dx = 1.

Ortonormaalse süsteemi järgmiste polünoomide saamiseks kasutame Gram-
Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi (vt [16], lk 250-251 v~oi[18], lk 116-117).
Ortogonaalsed polünoomid Pk(x) (k ∈ N) leitakse samm-sammult, kasutades
algoritmi

Qk(x) = xk −
k−1∑
j=0

〈
xk, Qj(x)

〉
Qj(x), Pk(x) = Qk(x)/ ‖Qk(x)‖ (k ∈ N) .

(2.11.7)
Esimesena leiame algoritmi (2.11.7) abil polünoomi P1(x) :

Q1(x) = x−
〈
x,

1√
2

〉
· 1√

2
= x− 1√

2
·

1∫
−1

x · 1√
2
dx = x,

‖Q1(x)‖ =

√√√√√ 1∫
−1

x2dx =

√
2
3
, P1 (x) = Q1(x)/ ‖Q1(x)‖ =

x√
2/3

=
1
2
x
√

6.
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Järgmisena leiame valemi (2.11.7) abil polünoomid P2 (x) ja P3 (x) :

Q2(x) = x2 −
〈
x2,

1√
2

〉
· 1√

2
−
〈
x2,

1
2
x
√

6
〉
· 1
2
x
√

6 =

= x2 − 1√
2

1∫
−1

x2dx√
2
− 1

2
x
√

6

1∫
−1

1
2
x3
√

6dx =

= x2 − 1
3
,

‖Q2(x)‖ =

√√√√√ 1∫
−1

(
x2 − 1

3

)2

dx =
2
15

√
10,

P2(x) =
(
x2 − 1

3

)
/

(
2
15

√
10
)

=
1
4
(
3x2 − 1

)√
10;

Q3(x) = x3 −
〈
x3,

1√
2

〉
1√
2
−
〈
x3,

1
2
x
√

6
〉

1
2
x
√

6−

−
〈
x3,

1
4
(
3x2 − 1

)√
10
〉

1
4
(
3x2 − 1

)√
10 =

= x3 − 1√
2

∫ 1

−1

x3dx√
2
− x
√

6
2

∫ 1

−1

x4
√

6
2

dx−

−3
4

(
x2 − 1

3

)√
10
∫ 1

−1

3x3

4

(
x2 − 1

3

)√
10dx = x3 − 3

5
x,

‖Q3(x)‖ =

√∫ 1

−1

(
x3 − 3

5
x

)2

dx =
2
35

√
14,

P3(x) =
(
x3 − 3

5
x

)
/

(
2
35

√
14
)

=
5
√

14
4

(
x3 − 3

5
x

)
.

Analoogiliselt saab leida järgmised polünoomid Pk(x) (k ≥ 4) . ♦
Legendre’i ortonormaalsed polünoomid Pn(x) (n ∈ N0) avalduvad Rodri-

gues’i valemi abil

Pn(x) =
(
dn

dxn
(
x2 − 1

)n)
/

∥∥∥∥ dndxn (x2 − 1
)n∥∥∥∥ . (2.11.8)

Veenduge, et Rodrigues’i valem kehtib n = 0; 1; 2; 3 korral.
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2.12 Fourier’ rida ortogonaalse süsteemi korral
Olgu integreeruva ruuduga funktsioonide süsteem

{ϕk(x)} (k ∈ N0) (2.12.1)

ortogonaalne l~oigul [a, b] .
Definitsioon 1. Funktsionaalrida

c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + . . .+ ckϕk(x) + . . . =
∞∑
k=0

ckϕk(x) (2.12.2)

nimetatakse ortogonaalreaks süsteemi (2.12.1) järgi. Oletame, et rida (2.12.2)
koondub keskmiselt funktsiooniks f(x), s.o

f(x) =
∞∑
k=0

ckϕk(x). (2.12.3)

Avaldame seosest (2.12.3) kordajad ck funktsiooni f(x) kaudu. Korrutades seose
(2.12.3) m~olemat poolt suurusega ϕk(x) ja integreerides seejärel saadud seose
m~olemat poolt, saame∫ b

a

f(x)ϕm(x)dx =
∫ b

a

∞∑
k=0

ckϕk(x)ϕm(x)dx. (2.12.4)

Lause 2.11.2 p~ohjal v~oime seose (2.12.4) paremas pooles muuta integreerimise
ja summeerimise järjekorda. Saame∫ b

a

f(x)ϕm(x)dx =
∞∑
k=0

∫ b

a

ckϕk(x)ϕm(x)dx

ehk

〈f, ϕm〉 =
∞∑
k=0

ck 〈ϕk, ϕm〉 . (2.12.5)

Et süsteem {ϕk(x)} (k ∈ N0) on ortogonaalne l~oigul [a, b] , siis 〈ϕk, ϕm〉 = 0
(k 6= m) , ja seosest (2.12.5) saame

〈f, ϕm〉 = cm 〈ϕm, ϕm〉 ⇒ cm =
〈f, ϕm〉
〈ϕm, ϕm〉

(m ∈ N0)

ehk
ck =

〈f, ϕk〉
〈ϕk, ϕk〉

(k ∈ N0) . (2.12.6)

Erijuhul, kui tegemist on ortonormeeritud süsteemiga {ϕk(x)} (k ∈ N0) , oman-
dab valem (2.12.6) kuju

ck = 〈f, ϕk〉 (k ∈ N0) . (2.12.7)

Definitsioon 2. Ortogonaalrida (2.12.2), mille kordajad on leitud valemi
(2.12.6) abil, nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ reaks ortogonaalse süstee-
mi (2.12.1) järgi. Kordajaid ck (k ∈ N0) nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’
kordajateks süsteemi (2.12.1) järgi.
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2.13 Besseli v~orratus. Parsevali v~ordus
Olgu

{ϕk(x)} (k ∈ N0)

ortonormeeritud süsteem l~oigul [a, b] . Käsitleme l~oigul [a, b] integreeruva ruu-
duga funktsiooni f(x) lähendamist ortogonaalrea

∞∑
k=0

dkϕk (x) (2.13.1)

osasummaga

σn (x) =
n∑
k=0

dkϕk (x) . (2.13.2)

Olgu
∞∑
k=0

akϕk (x) (2.13.3)

funktsiooni f(x) Fourier’ rida selle ortonormeeritud süsteemi järgi, st
ak = 〈f, ϕk〉 . Uurime vahe f (x)− σn (x) normi ruutu. Leiame

0 ≤ ‖f (x)− σn (x)‖2 = 〈f − σn, f − σn〉 = 〈f, f〉 − 2 〈f, σn〉+ 〈σn, σn〉 =

= 〈f, f〉 − 2

〈
f,

n∑
k=0

dkϕk

〉
+

〈
n∑
k=0

dkϕk,
n∑

m=0

dmϕm

〉
=

= 〈f, f〉 − 2
n∑
k=0

dk 〈f, ϕk〉+
n∑
k=0

dk

n∑
m=0

dm 〈ϕk, ϕm〉 =

= 〈f, f〉 − 2
n∑
k=0

dk ak +
n∑
k=0

d 2
k = 〈f, f〉+

n∑
k=0

(dk − ak)2 −
n∑
k=0

a 2
k

ehk

‖f (x)− σn (x)‖2 = 〈f, f〉+
n∑
k=0

(dk − ak)2 −
n∑
k=0

a 2
k . (2.13.4)

Seosest (2.13.4) selgub, et valiku dk = ak (k ∈ N0) korral minimiseerime vahe
f (x)− σn (x) normi ‖f (x)− σn (x)‖ . Oleme t~oestanud järgmise väite.

Lause 1. Ortonormeeritud süsteemi {ϕk(x)} korral integreeruva ruuduga
funktsiooni f(x) Fourier’ rea (2.13.3) osasumma

Sn(x) =
n∑
k=0

akϕk (x)

kujutab endast funktsiooni f(x) parimat keskmist lähendit v~orreldes teiste sama
süsteemi järgi moodustatud ortonormaalridade (2.13.1) n-ndat järku osasum-
madega (2.13.2).
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Valiku dk = ak korral järeldub seosest (2.13.4)

‖f (x)− Sn (x)‖2 = 〈f, f〉 −
n∑
k=0

a 2
k (n ∈ N0) (2.13.5)

ja

〈f, f〉 −
n∑
k=0

a 2
k ≥ 0 (n ∈ N0)

v~oi

〈f, f〉 ≥
n∑
k=0

a 2
k (n ∈ N0) . (2.13.6)

Minnes soses (2.13.5) piirile n→∞, saame Besseli v~orratuse

〈f, f〉 ≥
∞∑
k=0

a 2
k .

V~ordust

〈f, f〉 =
∞∑
k=0

a 2
k (2.13.7)

nimetatakse Parsevali v~orduseks. Seostest (2.13.5) ja (2.13.7) järeldub järgmine
väide.

Lause 2. Funktsiooni f(x) Fourier’ rida (2.13.3) koondub keskmiselt funkt-
siooniks f(x) parajasti siis, kui funktsiooni f(x) korral kehtib Parsevali v~ordus
(2.13.7).

Definitsioon 1. Ortonormaalset süsteemi {ϕk(x)} (k ∈ N0) , mille korral
Parsevali v~ordus (2.13.7) kehtib iga integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) kor-
ral, nimetatakse täielikuks süsteemiks.

2.14 Fourier’ rida trigonomeetrilise süsteemi
järgi

Vaatleme kaht juhtu, esiteks Fourier’ rida 2π-perioodilise trigonomeetrilise
süsteemi järgi ja teiseks 2l-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi.
1◦ Jaotises 2.11 näitasime 2π-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi (2.11.5)
ortogonaalsust l~oigul [−π, π] . Koondugu rida

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx (2.14.1)

keskmiselt integreeruva ruuduga funktsiooniks f(x), st

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx (x ∈ [−π, π]) . (2.14.2)
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Korrutame skalaarselt seose (2.14.2) m~olemat poolt funktsiooniga 1. Leiame, et

〈f(x), 1〉 =

〈
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, 1

〉
,

millest Lause 2.11.2 p~ohjal saame(
〈f(x), 1〉 =

〈a0

2
, 1
〉

+
∞∑
k=1

ak 〈cos kx, 1〉+ bk 〈sin kx, 1〉

)
⇒

⇒
[
〈cos kx, 1〉 k∈N= 0, 〈sin kx, 1〉 k∈N= 0, 〈1; 1〉 = 2π

]
⇒

⇒
∫ π

−π
f(x)dx = a0π ⇔ a0 =

1
π

∫ π

−π
f(x)dx.

Järgmise sammuna korrutame skalaarselt seose (2.14.2) m~olemat poolt funkt-
siooniga cosmx (m ∈ N) . Saame(

〈f(x), cosmx〉 =

〈
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, cosmx

〉)
⇒

⇒

(
〈f(x), cosmx〉 =

=
〈a0

2
, cosmx

〉
+
∑∞
k=1 ak 〈cos kx, cosmx〉+ bk 〈sin kx, cosmx〉

)
⇒

⇒

[
〈1, cosmx〉 m∈N= 0, 〈cos kx, cosmx〉 k,m∈N

= πδk,m,

〈sin kx, cosmx〉 k,m∈N
= 0

]
⇒

⇒
∫ π

−π
f(x) cosmxdx = amπ ⇒ am =

1
π

∫ π

−π
f(x) cosmxdx (m ∈ N) .

Korrutades skalaarselt seose (2.14.2) m~olemat poolt funktsiooniga sinmx
(m ∈ N) , j~ouame tulemuseni

bm =
1
π

∫ π

−π
f(x) sinmxdx (m ∈ N) .

Seega näitasime, et kui l~oigul [a, b] integreeruva ruuduga funktsioon f(x) on
2π-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi koostatud rea (2.14.1) summa,
siis rea (2.14.1) kordajad avalduvad kujul

ak =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx (k ∈ N0) (2.14.3)

ja

bk =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx (k ∈ N) . (2.14.4)
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Kui l~oigul [−π, π] on antud mingi integreeruva ruuduga funktsioon f(x),
siis me v~oime koostada rea (2.14.1), arvutades valemite (2.14.3) ja (2.14.4) abil
suurused ak (k ∈ N0) ja bk (k ∈ N) . Nii koostatud rida (2.14.1) nimetatakse
funktsiooni f(x) Fourier’ reaks 2π-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi
ja suurusi ak ja bk Fourier’ rea kordajateks.

Lause 1. Funktsioon f(x), mis on l~oigul [−π, π] integreeruva ruuduga, on
sellel l~oigul arendatav 2π-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi Fourier’
ritta

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx,

kusjuures Fourier’ kordajad ak ja bk on leitavad valemite (2.14.3) ja (2.14.4)
abil.

Integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) Fourier’ rida trigonomeetrilise süs-
teemi järgi koondub keskmiselt funktsiooniks f(x), st

‖f(x)− Sn(x)‖
n→∞→ 0. (2.14.5)

R~ohutame, et

‖f(x)− Sn(x)‖
n→∞→ 0 ; Sn(x)

n→∞→ f(x) ∀x ∈ [−π, π] .

Tingimus, et funktsioon f(x) on integreeruva ruuduga l~oigul [−π, π] , on piisav
valemites (2.14.3) ja (2.14.4) esinevate integraalide olemasoluks v~oi koondu-
vuseks, kuid ei ole tarvilik. Integraalid valemites (2.14.3) ja (2.14.4) on leitavad
ka l~oigul [−π, π] absoluutselt integreeruva funktsiooni f(x) korral. Sel juhul on
funktsiooni f(x) Fourier’ rea koonduvuse uurimine keerukam ülesanne. Fakti,
et trigonomeetriline rida (2.14.1) on funktsiooni f(x) Fourier’ rida, tähistame
järgmiselt

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

R~ohutame, et 2π-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi leitud Fourier’ rea
summa on 2π-perioodiline funktsioon.

Näide 1. Leiame funktsiooni

f(x) =
{
−1, kui x ∈ [−π, 0) ,

1, kui x ∈ [0, π] ,

Fourier’ rea 2π- perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi.
See funktsioon on l~oigul [−π, π] integreeruva ruuduga. Arvutame valemite
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(2.14.3) ja (2.14.4) abil Fourier’ rea kordajad:

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) dx =

1
π

∫ 0

−π
(−1) dx+

1
π

∫ π

0

1 dx = 0,

ak =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx =

1
π

∫ 0

−π
(−1) cos kx dx+

1
π

∫ π

0

1 · cos kx dx =

= − sin kx
kπ

∣∣∣∣0
−π

+
sin kx
kπ

∣∣∣∣π
0

= 0 (k ∈ N) ,

bk =
1
π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx =

1
π

∫ 0

−π
(−1) sin kx dx+

1
π

∫ π

0

1 · sin kx dx =

=
cos kx
kπ

∣∣∣∣0
−π
− cos kx

kπ

∣∣∣∣π
0

=
1
kπ

(
1− (−1)k − (−1)k + 1

)
=

=
1
kπ

(
2− 2 (−1)k

)
=

2
kπ

(
1− (−1)k

)
⇒

 b2k = 0

b2k−1 =
4

(2k − 1)π
.

Vormistame saadud tulemuse:

f(x) ∼ 4
π

∞∑
k=1

1
2k − 1

sin (2k − 1)x.

Skitseerime l~oigul [−π, π] funktsiooni f(x) ja tema Fourier’ rea osasummade

S1(x) =
4
π

1∑
k=1

1
2k − 1

sin (2k − 1)x

ning

S5(x) =
4
π

5∑
k=1

1
2k − 1

sin (2k − 1)x

graafikud
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2◦ Vaatleme analoogilist probleemi trigonomeetrilise süsteemi{
1, cos

πx

l
, sin

πx

l
, cos

2πx
l
, sin

2πx
l
, . . . , cos

kπx

l
, sin

kπx

l
, . . .

}
(2.14.6)

korral. Süsteemi (2.14.6) funktsioonid on perioodiga 2l. T~oesti konstantse funkt-
siooni 1 perioodiks sobib suvaline positiivne arv ja

cos
kπ

(
x+

2l
k

)
l

= cos
(
kπx

l
+ 2π

)
= cos

kπx

l
(k ∈ N)

ja

sin
kπ

(
x+

2l
k

)
l

= sin
(
kπx

l
+ 2π

)
= sin

kπx

l
(k ∈ N) .

Seega on selle süsteemi elementide ühine periood 2l. Süsteemi (2.14.6) funkt-
sioonid on ortogonaalsed l~oigul [−l, l] , st kehtivad seosed〈

1, cos
kπx

l

〉
= 0,

〈
1, sin

kπx

l

〉
= 0 (k ∈ N) ,

〈
cos

kπx

l
, sin

mπx

l

〉
= 0 (k,m ∈ N) ,〈

cos
kπx

l
, cos

mπx

l

〉
= 0,

〈
sin

kπx

l
, sin

mπx

l

〉
= 0 (k,m ∈ N, k 6= m) .

T~oestame neist kolmanda seose〈
cos

kπx

l
, sin

mπx

l

〉
=
∫ l−
−l cos

kπx

l
sin

mπx

l
dx =

=
[
t =

πx

l
, x =

lt

π
, dx =

l

π
dt

]
=

=
l

π

∫ π
−π cos kt sinmtdt = 0 (k,m ∈ N) .

Olgu antud trigonomeetriline rida

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l

2l-perioodilise süsteemi (2.14.6) järgi, kusjuures l~oigul [−l, l] olgu selle rea sum-
ma f(x) integreeruva ruuduga funktsioon. Seega kehtib seos

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
. (2.14.7)
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Korrutades seose (2.14.7) m~olemat poolt skalaarselt kas funktsiooniga cos
kπx

l

(k ∈ N0) v~oi funktsiooniga sin
kπx

l
(k ∈ N) . Pärast teisendamist j~ouame vas-

tavalt valemiteni

ak =
1
l

∫ l

−l
f(x) cos

kπx

l
dx (k ∈ N0) (2.14.8)

ja

bk =
1
l

∫ l

−l
f(x) sin

kπx

l
dx (k ∈ N) . (2.14.9)

Lause 2. Kui l~oigul [−l, l] on antud integreeruva ruuduga funktsioon f(x),
siis v~oime funktsioonile f(x) vastavusse seada tema Fourier’ rea

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
(2.14.10)

süsteemi (2.14.6) järgi, arvutades valemite (2.14.8) ja (2.14.9) abil Fourier’ rea
kordajad.

Näide 2. Leiame l~oigul [−1; 1] funktsiooni

f(x) = |x|

Fourier’ rea perioodilise trigonomeetrilise süsteemi, perioodiga 2, järgi.
See funktsioon on l~oigul [−1; 1] integreeruva ruuduga. Antud juhul l = 1.

Arvutame valemite (2.14.9) ja (2.14.10) abil Fourier’ rea kordajad

bm
m∈N=

1
1

∫ 1

−1

|x| sin (mπx) dx =

 integreeritav funktsioon on
paaritu, rajad sümmeetrilised

nullpunkti suhtes

 = 0

ja

am =
1
1

∫ 1

−1

|x| cos (mπx) dx =
[

integreeritav funktsioon on
paaris, rajad sümmeetrilised

]
=

= 2
∫ 1

0

x cos (mπx) dx =

[
u = x du = dx

dv = cos (mπx) dx v =
sin (mπx)

mπ

]
=

= 2
x sin (mπx)

mπ

∣∣∣∣1
0

− 2
∫ 1

0

sin (mπx)
mπ

dx = 0 + 2
cos (mπx)
m2π2

∣∣∣∣1
0

=

= 2
(

cos (mπ)
m2π2

− 1
m2π2

)
=

2 ((−1)m − 1)
m2π2

(m ∈ N) ,

st a2n = 0, a2n−1 = −4/
(
(2n− 1)2 π2

)
(n ∈ N) ning

a0 =
1
1

∫ 1

−1

|x| dx = 2
∫ 1

0

xdx = 1.
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Seega saame tulemuseks

|x| ∼ 1
2
− 4
π2

∞∑
n=1

cos ((2n− 1)πx)
(2n− 1)2

.

Skitseerime l~oigul [−1; 1] funktsiooni |x| ja tema Fourier’ rea osasumma S1(x)
graafikud vastavalt punktiirjoone ja pideva joonega

1

x1

y
6
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.
...............................................................................

♦

Lisame t~oestuseta veel ühe olulise väite.
Lause 3. Kui funktsioon f(x) on t~okestatud l~oigul [−l, l] ja tükiti pidev

ning tükiti monotoonne sel l~oigul, siis funktsiooni f(x) Fourier’ rida koondub
l~oigu [−l, l] igas punktis. Seejuures vahemiku (−l, l) igas punktis, milles f(x)
on pidev, koondub rida funktsiooni f(x) väärtuseks ja vahemiku igas punk-
tis, milles f(x) on katkev, koondub rida funktsiooni ühepoolsete piirväärtuste
aritmeetiliseks keskmiseks. L~oigu [−l, l] otspunktides koondub rida suuruseks
0.5 (f(l − 0) + f(−l + 0)) .

2.15 Koosinusrida ja siinusrida
Valemitest (2.14.8) ja (2.14.9) järeldub, et l~oigul [−l, l] paarisfunktsiooni

f(x) Fourier’ rida (2.14.10) on koosinusrida ja paaritu funktsiooni f(x) Fourier’
rida (2.14.10) on siinusrida. Käsitleme järgnevalt probleemi, kuidas l~oigul [0, l]
integreeruva ruuduga funktsiooni f(x) arendada l~oigul [0, l] süsteemi (2.14.6)
järgi (Fourier’) koosinusritta v~oi (Fourier’) siinusritta. Uurime lähemalt koosi-
nusritta arendamist.

Defineerime funktsiooni

g(x) =
{

f(x), kui x ∈ [0, l] ,
f(−x), kui x ∈ [−l, 0) .

Funktsioon g(x) on l~oigul [−l, l] paarisfunktsioon ja on integreeruva ruuduga sel
l~oigul. Leiame valemite (2.14.9) ja (2.14.8) abil funktsiooni Fourier’ kordajad

am =
1
l

∫ l

−l
g(x) cos

mπx

l
dx =

[
g(x) on

paarisfunktsioon

]
=

=
2
l

∫ l

0

g(x) cos
mπx

l
dx = [l~oigul [0, l] g(x) = f(x)] =

=
2
l

∫ l

0

f(x) cos
mπx

l
dx (m ∈ N0)
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ja

bm =
1
l

∫ l

−l
g(x) sin

mπx

l
dx =

[
g(x) on

paarisfunktsioon

]
= 0 (m ∈ N) .

Lause 1. Suvaline funktsioon f(x), mis on l~oigul [0, l] integreeruva ruuduga,
on sel l~oigul arendatav koosinusritta

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
, (2.15.1)

kusjuures

ak =
2
l

∫ l

0

f(x) sin
kπx

l
dx (k ∈ N0) . (2.15.2)

Näide 1. Leiame l~oigul [0; 1] funktsiooni

f(x) = sinx

arenduse koosinusritta perioodilise trigonomeetrilise süsteemi, perioodiga 2, jär-
gi.

Valemi (2.15.2) abil saame

ak =
2
1

∫ 1

0

sinx cos (kπx) dx =
∫ 1

0

(sin (x− kπx) + sin (x+ kπx)) dx =

= −
(

cos (x− kπx)
1− kπ

+
cos (x+ kπx)

1 + kπ

)∣∣∣∣1
0

=

=
1

1− kπ
+

1
1 + kπ

+ (−1)k+1

(
1

1− kπ
+

1
1 + kπ

)
cos 1 =

=
2
(
1 + (−1)k+1 cos 1

)
1− k2π2

(k ∈ N0) .

Seose (2.15.1) abil leiame soovitud arenduse

sinx ∼ 1− cos 1 + 2
∞∑
k=1

(
1 + (−1)k+1 cos 1

)
1− k2π2

cos (kπx) (x ∈ [0; 1]) . ♦

Sarnaselt Lausega 1 t~oestatakse järgmine väide.
Lause 2. Funktsioon f(x), mis on l~oigul [0, l] integreeruva ruuduga, on sel

l~oigul arendatav siinusritta

f(x) ∼
∞∑
k=1

bk sin
kπx

l
, (2.15.3)

kusjuures

bk =
2
l

∫ l

0

f(x) sin
kπx

l
dx (k ∈ N) . (2.15.4)
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Näide 2. Leiame l~oigul [0; 3] funktsiooni

f(x) = x2

arenduse siinusritta perioodilise trigonomeetrilise süsteemi, perioodiga 6, järgi.
Valemi (2.15.4) abil saame

bk =
2
3

∫ 3

0

x2 sin
kπx

3
dx = [SWP30] =

= 18
(−1)k+1 (

k2π2 − 2
)
− 2

k3π3
(k ∈ N0) .

Seosest (2.15.3) leiame, et x ∈ [0; 3] korral

x2 ∼
∞∑
k=1

18
(−1)k+1 (

k2π2 − 2
)
− 2

k3π3
sin

kπx

3
.

Skitseerime Fourier’ rea osasumma

S10(x) =
30∑
k=1

18
(−1)k+1 (

k2π2 − 2
)
− 2

k3π3
sin

kπx

3

graafiku l~oigul [−5; 5]
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S10(x)

4

9

−4

−9

2 4−2−4

x

V~orrelge funktsioonide x2 ja S30(x) käitumist l~oigul [0; 3] ja väljaspool seda
l~oiku. ♦



2.16. FOURIER’ REA KOMPLEKSKUJU 131

2.16 Fourier’ rea komplekskuju
Euleri valemist

exp (iϕ) = cosϕ+ i sinϕ (2.16.1)

järeldub

cosϕ =
exp (iϕ) + exp (−iϕ)

2
(2.16.2)

ja

sinϕ =
exp (iϕ)− exp (−iϕ)

2i
, (2.16.3)

kusjuures exp (iϕ) = eiϕ.
Lause 1. Funktsioonide süsteem

{exp (ikπx/l)} (k ∈ Z) (2.16.4)

on perioodiga 2l ja on ortogonaalne l~oigul [−l, l] ning süsteem{
1√
2l

exp (ikπx/l)
}

(k ∈ Z) (2.16.5)

on ortonormeeritud l~oigul [−l, l] .
T~oestus. Kuna k ∈ Z korral

exp (ikπ (x+ 2l) /l) = exp (ikπx/l + i2kπ) = exp (i2kπ) exp (ikπx/l)
(2.16.1)

=
= (cos (2kπ) + i sin (2kπ)) exp (ikπx/l) = exp (ikπx/l) ,

siis on süsteem (2.16.4) 2l-perioodiline. Et k 6= m (k,m ∈ Z) korral, kasutades
Märkust 2.11.2, saame

〈exp (ikπx/l) , exp (imπx/l)〉 =
∫ l
−l exp (ikπx/l) exp (imπx/l)dx =

=
∫ l
−l exp (ikπx/l) exp (−imπx/l) dx =

∫ l
−l exp (i (k −m)πx/l) dx =

=
l

i (k −m)π
exp (i (k −m)πx/l)

∣∣∣∣l
−l

=

=
l

i (k −m)π
(exp (i (k −m)π)− exp (−i (k −m)π))

(2.16.3)
=

=
2

(k −m)π
sin ((k −m)π) = 0,

siis süsteem (2.16.4) on ortogonaalne. Kuna süsteem (2.16.4) on ortogonaalne
ja

〈exp (ikπx/l) , exp (ikπx/l)〉 =
∫ l
−l exp (ikπx/l) exp (ikπx/l)dx =

=
∫ l
−l exp (ikπx/l) exp (−ikπx/l) dx =

∫ l
−l dx = 2l,
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siis süsteem (2.16.5) on ortonormaalne. �

Lähtudes seosest (2.14.10), saame

f(x) ∼ a0

2
+
∑∞
k=1 ak

exp (ikπx/l) + exp (−ikπx/l)
2

+

+bk
exp (ikπx/l)− exp (−ikπx/l)

2i
=

=
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak − ibk

2
exp (ikπx/l) +

ak + ibk
2

exp (−ikπx/l)
)

=

=
∞∑

k=−∞

ck exp (ikπx/l) ,

kus c0 = a0/2, ck = (ak − ibk) /2, c−k = (ak + ibk) /2 (k ∈ N) . Seoste
(2.14.8) ja (2.14.9) abil leiame, et k ∈ N korral

ck =

(
1
l

∫ l

−l
f(x) cos (kπx/l) dx− i

l

∫ l

−l
f(x) sin (kπx/l) dx

)
/2 =

=
1
2l

∫ l

−l
f(x) (cos (−kπx/l) + i sin (−kπx/l)) dx =

=
1
2l

∫ l

−l
f(x) exp (−ikπx/l) dx

ja

c−k =

(
1
l

∫ l

−l
f(x) cos (kπx/l) dx +

i

l

∫ l

−l
f(x) sin (kπx/l) dx

)
/2 =

=
1
2l

∫ l

−l
f(x) (cos (kπx/l) + i sin (kπx/l)) dx =

=
1
2l

∫ l

−l
f(x) exp (−i (−k)πx/l) dx.

Et ka

c0 =
1
2l

∫ l

−l
f(x) cos (0πx/l) dx =

1
2l

∫ l

−l
f(x) exp (−i0πx/l) dx,

siis k~oik suurused ck avalduvad valemi

ck =
1
2l

∫ l

−l
f(x) exp (−ikπx/l) dx (k ∈ Z) (2.16.6)

abil. S~onastame saadud tulemuse.
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Lause 1. Suvaline funktsioon f(x), mis on l~oigul [−l, l] integreeruva ruudu-
ga, on sel l~oigul arendatav 2l-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi Fouri-
er’ ritta komplekskujul

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

ck exp (ikπx/l) , (2.16.7)

kusjuures Fourier’ kordajad ck on leitavad valemi (2.16.6) abil.
Näide 1. Leiame l~oigul [−2; 2] Haari funktsiooni

ψ(x) =


0, kui x < 0
1, kui 0 ≤ x < 0.5
−1, kui 0.5 ≤ x < 1
0, kui x ≥ 1

arenduse Fourier’ ritta komplekskujul, kusjuures trigonomeetrilise süsteemi pe-
riood olgu 2l = 4.

Valemi (2.16.6) abil leiame, et

ck =
1
4

∫ 2

−2

ψ(x) exp (−ikπx/2) dx =

=
1
4

∫ 0

−2

0 · exp (−ikπx/2) dx+
1
4

∫ 0.5

0

1 · exp (−ikπx/2) dx+

+
1
4

∫ 1

0.5

(−1) · exp (−ikπx/2) dx+
1
4

∫ 2

1

0 · exp (−ikπx/2) dx =

= − 1
2kπi

exp (−ikπx/2)
∣∣∣∣0.5
0

+
1

2kπi
exp (−ikπx/2)

∣∣∣∣1
0.5

=

=
1

2kπi
(− exp (−ikπ/4) + 1 + exp (−ikπ/2)− exp (−ikπ/4)) =

=
1

2kπi
(1− exp (−ikπ/4))2 (k ∈ Z ∧ k 6= 0)

ja

c0 =
1
4

∫ 2

−2

ψ(x) exp (−i0πx/2) dx =
1
4

∫ 2

−2

ψ(x)dx = 0.

Valemi (2.16.7) abil saame soovitud reaksarenduse

ψ(x) ∼
∞∑

k=−∞, k 6=0

1
2kπi

(1− exp (−ikπ/4))2 exp (ikπx/2) . ♦
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2.17 Fourier’ integraalvalem. Fourier’ teisendus

Fourier’ rea summa on perioodiline funktsioon. Seega vahemikus (−∞,+∞)
saame esitada Fourier’ rea summana vaid perioodilisi funktsioone. Järgnevas uu-
rime m~oningaid mitteperioodiliste funktsioonide esitamisv~oimalusi vahemikus
(−∞,+∞) .

Definitsioon 1. Funktsiooni f(x) nimetatakse lokaalselt tükiti siledaks vahe-
mikus (−∞,+∞) , kui see on tükiti sile igal l~oigul [a, b] , st igal l~oigul [a, b] on
funktsiooni tuletis f ′(x) pidev, välja arvatud ülimalt l~oplikus arvus punktides,
mis on tuletisele f ′(x) esimest liiki katkevuspunktideks.

Olgu funktsioon f(x) lokaalselt tükiti sile vahemikus (−∞,+∞) ja abso-
luutselt integreeruv selles vahemikus. Neil eeldustel on funktsiooni f(x) jaoks
leitavad valemi (2.16.6) abil Fourier’ kordajad ck (k ∈ Z) ja Fourier’ rea komp-
lekskuju (2.16.7). Asendades need kordajad reaksarendusse (2.16.7), saame l~oigul
[−l, l]

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

ck exp
(
ikπx

l

)
=

=
∞∑

k=−∞

(
1
2l

∫ l

−l
f(t) exp

(
− ikπt

l

)
dt

)
exp

(
ikπx

l

)
.

Kui tähistada kπ/l = ωk, siis

∆ωk = ωk − ωk−1 = kπ/l − (k − 1)π/l = π/l
l→+∞−→ 0

ja

f(x) ∼ 1
2π

∞∑
k=−∞

(∫ l

−l
f(t) exp (−iωkt) dt

)
exp (iωkx) ∆ωk.

Käsitleme seda rida kui integraalsummat. Minnes piirile l→ +∞, saame teatud
tingimustel

f(x) ∼ lim
l→+∞

1
2π

∞∑
k=−∞

(∫ l

−l
f(t) exp (−iωkt) dt

)
exp (iωkx) ∆ωk =

=
1
2π

∫ +∞

−∞
exp (iωx) dω

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−iωt) dt.

Seega

f(x) ∼ 1
2π

∫ +∞

−∞
exp (iωx) dω

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−iωt) dt. (2.17.1)

Seost (2.17.1) nimetatakse Fourier’ integraalvalemiks.
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Lause 1. Kui funktsioon f(x) lokaalselt tükiti sile vahemikus (−∞,+∞)
ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.17.1) ja igas
punktis x, milles f(x) on diferentseeruv, kehtib v~ordus

f(x) =
1
2π

∫ +∞

−∞
exp (iωx) dω

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−iωt) dt. (2.17.2)

Definitsioon 2. Kujutist∫ +∞

−∞
f(x) exp (−iωx) dx (2.17.3)

nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ teisendiks ja tähistatakse sümboliga f̂(ω)
ning kujutist

1
2π

∫ +∞

−∞
g(ω) exp (iωx) dω (17.4)

nimetatakse funktsiooni g(ω) Fourier’ pöördteisendiks ja tähistatakse g̃(x), kus-
juures kujutust f 7−→ f̂ nimetatakse Fourier’ teisenduseks ja kujutust g 7−→ g̃
nimetatakse Fourier’ pöördteisenduseks.

Seega

f̂(ω) =
∫ +∞

−∞
f(x) exp (−iωx) dx, g̃(x) =

1
2π

∫ +∞

−∞
g(ω) exp (iωx) dω.

Lauses 1 on esitatud piisavad tingimused selleks, et ˜̂f(x) = f(x), st kehtib seos
(2.17.2).

Näide 1. Olgu

f(x) =
{

1, kui x ∈ [0; 1] ,
0, kui x /∈ [0; 1] .

Leiame funktsiooni f(x) Fourier’ teisendi.
Valemi (2.17.3) abil leiame

f̂(ω) =
∫ +∞

−∞
f(x) exp (−iωx) dx =

∫ 1

0

1 · exp (−iωx) dx =

=
exp (−iωx)
−iω

∣∣∣∣1
0

=
1− exp (−iω)

iω
. ♦

Näide 2. Olgu

f(ω) =
{

sinω, kui x ∈ [−π;π] ,
0, kui x /∈ [−π;π] .

Leiame funktsiooni f(ω) Fourier’ pöördteisendi.
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Valemi (2.17.4) abil leiame

f̃ (x) =
1
2π

∫ +∞

−∞
f(ω) exp (iωx) dω =

1
2π

∫ π

−π
sinω · exp (iωx) dω =

=
1
2π

∫ π

−π

exp (iω)− exp (−iω)
2i

exp (iωx) dω =

=
1

4πi

∫ π

−π
(exp (i (x+ 1)ω)− exp (i (x− 1)ω)) dω =

=
1

4πi

(
exp (i (x+ 1)ω)

i (x+ 1)
− exp (i (x− 1)ω)

i (x− 1)

)∣∣∣∣π
−π

=

=
−1
4πi

(
exp (ixπ)− exp (−ixπ)

i (x+ 1)
+

exp (−ixπ)− exp (ixπ)
i (x− 1)

)
=

=
−1
2πi

(
sin (xπ)
x+ 1

− sin (xπ)
x− 1

)
=
−i sin (xπ)
π (x2 − 1)

. ♦

Märkus 1. Kui arendame 2l-perioodilist funktsiooni f(x) kogu arvteljel
Fourier’ ritta kujul (2.14.10) v~oi (2.16.7), siis kasutame sagedusi ωk = (kπ) /l,
vastavalt k ∈ N0 v~oi k ∈ Z. Sel korral k~oneldakse diskreetsest spektrist. Kui aga
kasutame mitteperioodilise funktsiooni kirjeldamiseks Fourier’ integraalvalemit
(2.17.1), siis kasutame üldjuhul k~oiki sagedusi ω vahemikust (−∞;∞) v~oi selle
vahemiku osavahemikust. Sel korral k~oneldakse pidevast spektrist.

Teatud erijuhul on ka mitteperioodiline funktsioon kogu arvteljel kirjeldatav
diskreetse spektri abil.

Lause 2 (Shannoni teoreem). Kui funktsioon f(x) on lokaalselt tükiti sile va-
hemikus (−∞;∞) ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus ning selle funkt-
siooni Fourier’ teisendus f̂(ω) on nullist erinev vaid l~oigul [−l, l] , siis

f(x) =
∑
n∈Z

f
(nπ
l

) sin (lx− nπ)
lx− nπ

.

Fourier’ teisenduse rakendustes on kasulik järgmine väide.
Lause 3. Kui f(x) on pidev lokaalselt tükiti sile funktsioon ja funktsioonid

f(x) ning xf(x) on absoluutselt integreeruvad vahemikus (−∞,+∞) , siis

f̂ ′ (ω) = iωf̂ (ω) .

2.18 Koosinusteisendus ja siinusteisendus

Kui funktsioon f(x) on lokaalselt tükiti sile vahemikus (−∞,+∞) ja ab-
soluutselt integreeruv selles vahemikus, siis Lause 2.17.1 p~ohjal kehtib seos
(2.17.1), st

f(x) ∼ 1
2π

∫ +∞

−∞
exp (iωx) dω

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−iωt) dt. (2.18.1)
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Kasutades Euleri valemit (2.16.1), saame v~ordusest (2.18.1)

f(x) ∼ 1
2π

∫ +∞

−∞
(cos (ωx) + i sin (ωx)) dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωt)− i sin (ωt)) dt =

=
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωx) + i sin (ωx)) (cos (ωt)− i sin (ωt)) dt =

=
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωx) cos (ωt) + sin (ωx) sin (ωt)) dt+

+
i

2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωt) sin (ωx)− cos (ωx) sin (ωt)) dt =

=
[

funktsioon f(x) on reaalsete väärtustega funktsioon⇒
⇒ imaginaarühiku i kordaja on 0

]
=

=
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωx) cos (ωt) + sin (ωx) sin (ωt)) dt =

=
1
2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt =

=
[∫ +∞

−∞
f(t) cos (−ω (x− t)) dt =

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt

]
=

=
1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt.

S~onastame saadud tulemuse.

Lause 1. Kui funktsioon f(x) on lokaalselt tükiti sile vahemikus (−∞,+∞)
ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis

f(x) ∼ 1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt (2.18.2)

ja igas punktis x, milles f(x) on diferentseeruv, kehtib v~ordus

f(x) =
1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt. (2.18.3)

Integraali
1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt
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nimetatakse funktsiooni f(x) Fourier’ integraaliks. Et

f(x) ∼ 1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) cos (ω (x− t)) dt =

=
1
π

∫ +∞

0

dω

∫ +∞

−∞
f(t) (cos (ωx) cos (ωt) + sin (ωx) sin (ωt)) dt,

siis juhul kui f(x) on paarisfunktsioon, saame∫ +∞

−∞
f(t) cos (ωx) cos (ωt) dt = 2

∫ +∞

0

f(t) cos (ωx) cos (ωt) dt

ja ∫ +∞

−∞
f(t) sin (ωx) sin (ωt) dt = 0

ning

f(x) ∼ 2
π

∫ +∞

0

cos (ωx) dω
∫ +∞

0

f(t) cos (ωt) dt. (2.18.4)

Analoogiliselt saame paaritu funktsiooni f(x) korral, et

f(x) ∼ 2
π

∫ +∞

0

sin (ωx) dω
∫ +∞

0

f(t) sin (ωt) dt. (2.18.5)

Vormistame saadud tulemused.
Lause 2. Kui paarisfunktsioon f(x) on lokaalselt tükiti sile vahemikus (−∞,+∞)

ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.18.4) ja igas
punktis x, milles f(x) on diferentseeruv, kehtib v~ordus

f(x) =
2
π

∫ +∞

0

cos (ωx) dω
∫ +∞

0

f(t) cos (ωt) dt. (2.18.6)

Lause 3. Kui paaritu funktsioon f(x) on lokaalselt tükiti sile vahemikus
(−∞,+∞) ja absoluutselt integreeruv selles vahemikus, siis kehtib seos (2.18.5)
ja igas punktis x, milles f(x) on diferentseeruv, kehtib v~ordus

f(x) =
2
π

∫ +∞

0

sin (ωx) dω
∫ +∞

0

f(t) sin (ωt) dt. (2.18.7)

Definitsioon 1. Integraale√
2
π

∫ +∞

0

f(x) cos (ωx) dx (2.18.8)

ja √
2
π

∫ +∞

0

f(x) sin (ωx) dx (2.18.9)
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nimetatakse vastavalt funktsiooni f(x) Fourier’ koosinusteisendiks ja Fourier’
siinusteisendiks ning kujutusi, mis funktsioonile f(x) seavad vastavusse tema
koosinusteisendi ja siinusteisendi, nimetatakse vastavalt Fourier’ koosinustei-
senduseks ja Fourier’ siinusteisenduseks.

Näide 1. Leiame funktsiooni

f(x) =
{
|x| , kui |x| ≤ 1,
0, kui |x| > 1

Fourier’ koosinusteisendi.
Tegu on paarisfunktsiooniga. Rakendades eeskirja (2.18.8), saame√

2
π

∫ +∞

0

f(x) cos (ωx) dx =

=

√
2
π

(∫ 1

0

x cos (ωx) dx+
∫ +∞

1

0 · cos (ωx) dx
)

=

=

[
u = x du = dx

dv = cos (ωx) dx v =
sin (ωx)

ω

]
=

=

√
2
π

(
x sin (ωx)

ω

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

sin (ωx)
ω

dx

)
=

=

√
2
π

(
sinω
ω

+
cos (ωx)
ω2

∣∣∣∣1
0

)
=

√
2
π

(
sinω
ω

+
cosω
ω2
− 1
ω2

)
=

=

√
2
π

ω sinω + cosω − 1
ω2

.

Skitseerime leitud koosinusteisendi graafiku l~oigul [−10; 10]

105−5−10

0.2

−0.2

ω

6

-

1/
√

2π...................... ........................... .................
..................
.......

..................
........
.

.................
.................
.................
.......

.

.................
.................
.................
......

.
..................
........

..................
......
.
................... ................. . ............. ............. . ........... ............ . ..............

.............. .
...................................
.

......................................

. ..................
................. .
..............
.............. . .............

............ . ........... ............ . ............. ............. .
.........................

..
.

.......................
....

. ..........................

..................................................................
..................
.......

..................
........
.

.................
.................
.................
.......

.

.................
.................
.................
......

.
..................
........

..................
......
.

......................................................................................................
...............

...................................

.
......................................
...................

..................
..............

............................
................................................................

.........................
..

.
.......................

....
...........................

♦

Näide 2. Leiame funktsiooni

f(x) =

 1, kui x ∈ (0; 2] ,
−1, kui x ∈ [−2; 0) ,
0, kui x = 0 v~oi x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞)
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Fourier’ siinusteisendi.
Tegemist on paaritu funktsiooniga. Rakendades eeskirja (2.18.9), saame√
2
π

∫ +∞

0

f(x) sin (ωx) dx =

√
2
π

(∫ 2

0

1 · sin (ωx) dx+
∫ +∞

2

0 · sin (ωx) dx
)

=

= −
√

2
π

cos (ωx)
ω

∣∣∣∣∣
2

0

=

√
2
π

1− cos (2ω)
ω

.

Skitseerime leitud siinusteisendi graafiku l~oigul [−10; 10]

105
−5−10

1

−1

ω

6

-.

......................................................

....................................................

.
............................

..........................

.......................

............
......................................................

.................
.............

.................
...............
.
.................
................

.................
...............
.
.................
.......

.................
....
...............................................

.............................

.............
....................................... ............

...................
.......
............ .....................................

.................. . .................. ......... ........................... .......... .................. .......... ..............................................

................
................
................
......

................
................
................
....

.
................
............

.................
.........

.................
......
............................................

..........
............
..............................

................................

.
.................................

................................

.
........................

.....................

...............................................
...................
..........

....................................................
............

..........................

............
.................................................................................................................................................................................................

2.19 Ülesanded

Ülesannetes 1–3 on antud rea neli esimest liiget. Leida nende p~ohjal rea üldliik-
me v~oimalik kuju.

1.
√

3 arctan
2
5

+
√

4 arctan
3
9

+
√

5 arctan
4
13

+
√

6 arctan
5
17

+ . . .

V:
√
k + 2 arctan

k + 1
4k + 1

.

2.
3
6
− 7

12
+

11
24
− 15

48
+ . . . V:

4k − 1
3 · 2k

.

3.
1
2
− 1 · 3

2 · 6
+

1 · 3 · 5
2 · 6 · 10

− 1 · 3 · 5 · 7
2 · 6 · 10 · 14

+ . . . V: (−1)k+1 (2k − 1)!!
(4k − 2)!!!!

.

Ülesannetes 4–12 leidke rea osasumma Sn ja rea summa S.

4.
∑∞
k=1

1
k (k + 1)

. V:
n

n+ 1
, 1.

5.
∑∞
k=1

1
(k + 1) (k + 3)

. V:
n (5n+ 13)

12 (n2 + 5n+ 6)
,

5
12
.

6.
∑∞
k=1

1
(k + α) (k + α+ 1)

. V:
1

1 + α
− 1
n+ 1 + α

,
1

1 + α
.

7.
∑∞
k=1

1
(k + α) (k + α+ 1) (k + α+ 2)

.
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V:
1

2 (α+ n+ 2)
− 1

2 (α+ n+ 1)
+

1
2 (1 + α) (2 + α)

,
1

2 (1 + α) (2 + α)
.

8.
∑∞
k=1

(√
k + 2− 2

√
k + 1 +

√
k
)
. V: 1−

√
2 +
√
n+ 2−

√
n+ 1, 1−

√
2.

9.
∑∞
k=1

1
4k2 − 1

. V:
n

1 + 2n
,

1
2
.

10.
∑∞
k=1

1
k (k + 1) (k + 2)

. V:
n (n+ 3)

4 (n+ 2) (n+ 1)
,

1
4
.

11.
∑∞
k=1

x2n−1

1− x2n . V:
1

1− x
− 1

1− x2n ;
x

1− x
, kui |x| < 1, ja

1
1− x

, kui

|x| > 1.

12.
∑∞
k=1 arctan

1
2k2

. Kasutage valemit arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1− xy
(xy < 1) . V: arctan (n/ (n+ 1)) , π/4.

13. T~oestage matemaatilise induktsiooni meetodil, et
1

p (α+ 1) · · · (α+ p)
on

rea
∑∞
k=1

1
(k + α) (k + α+ 1) · · · (k + α+ p)

summa.

Ülesannetes 14–45 uurige rea koonduvust.

14.
∑∞
k=1

1
1 + ak

(a > 0) . V: hajub, kui a ≤ 1 ja koondub, kui a > 1.

15.
∑∞
k=1

1
(3k − 1) 3k

. V: koonduv.

16.
∑∞
k=1 sin

3π
4k
. V: koonduv. 17.

∑∞
k=1

3k + 2
k2 + 2

. V: hajuv.

18.
∑∞
k=1

(k + 2) (k + 4)
(2k + 1) (2k + 3) (2k + 5)

. V: hajuv.

19.
∑∞
k=1

√
k2 + 1−

√
k2 − 1

5
√
k2

. V: koonduv.

20.
∑∞
k=1 tan

2π
5k
. V: hajuv. 21.

∑∞
k=1

1
ln (2k + 3)

. V: hajuv.

22.
∑∞
k=1

(
1 +
√
k

1 + 3
√
k2

)7

. V: koonduv.

23.
∑∞
k=1

(
3
√
k − 3
√
k − 1

)2

. V: koonduv.

24.
∑∞
k=1

3k

(3k + 1)!
. V: koonduv. 25.

∑∞
k=1 sin

kπ

3k
. V: koonduv.

26.
∑∞
k=1

(2k − 1)!!
(3k − 2)!!!

. V: koonduv. 27.
∑∞
k=1

2k

(k + 1)4
. V: hajuv.

28.
∑∞
k=1

(
e1/k − 1

)
. V: hajuv. 29.

∑∞
k=1 ln (1 + 1/k) . V: hajuv.

30.
∑∞
k=1 q

k+
√
k (q > 0) . V: koonduv, kui q < 1, ja hajuv, kui q ≥ 1.

31.
∑∞
k=1

(
1− cos

π

k

)
. V: koonduv.

32.
∑∞
k=1 ln

1 + tan
π

k

1− tan
π

k

. V: hajuv. 33.
∑∞
k=1

kk−1

k!ek
. V: koonduv.
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34.
∑∞
k=1 2k

(
k + 2
k + 1

)−k2

. V: koonduv. 35.
∑∞
k=1 tank

π

3k
. V: koonduv.

36.
∑∞
k=1 lnk

2k + 3
k + 1

. V: koonduv. 37.
∑∞
k=1

1
lnk (2k + 3)

. V: koonduv.

38.
∑∞
k=2

1
(ln k)p

(p > 0) . V: hajuv, sest (ln k)p < k (k > k0) .

39.
∑∞
k=3

1

(ln k)ln k
. V: koonduv, sest

1

(ln k)ln k
=

1
kln ln k

<
1
k2

(k > k0) .

40.
∑∞
k=3

1
k (ln k) (ln ln k)

. V: hajuv.

41.
∑∞
k=2

1
k ln1+α k

(α > 0) . V: koonduv.

42.
∑∞
k=2

1
k (ln k) ln ln1+α k

(α > 0) . V: koonduv.

43.
∑∞
k=1

ek

e2k + 1
. V: koonduv. 44.

∑∞
k=1 cos

π

3k2
. V: hajuv.

45.
∑∞
k=1 arcsink

2k − 1
4k + 3

. V: koonduv.

Ülesannetes 46–51 uurige rea absoluutset ja tingimisi koonduvust.

46.
∑∞
k=1 (−1)k+1

3
√
k + 2√
k + 7

. V: tingimisi koonduv.

47.
∑∞
k=1 (−1)k

√
k sin

π

2k
. V: tingimisi koonduv.

48.
∑∞
k=1

cos k
k2 + 1

. V: absoluutselt koonduv.

49.
∑∞
k=1 (−1)k+1 (ln k) (ln (k + 1))

10
√
k + 2

. V: tingimisi koonduv.

50.
∑∞
k=1

2k + 1
10k + 2

sin
kπ

2
. V: hajuv.

51.
∑∞
k=1 (−1)k

kk

k!ek
. V: tingimisi koonduv.

Ülesannetes 52–57 leidke funktsionaalrea koonduvuspiirkond.
52.

∑∞
k=0 (−1)k arcsink x. V: (− sin 1; sin 1) .

53.
∑∞
k=0 lnk (ex) . V:

(
e−2; 1

)
. 42.

∑∞
k=0

sin
(
3kx
)

√
k3 + 1

. V: R.

54.
∑∞
k=0 x

k tan
x

πk
. V: (−π;π) .

55.
∑∞
k=0

k + 1
k + 2

(
x

2x− 1

)k
. V: (−∞; 1/3) ∪ (1;+∞) .

56.
∑∞
k=0 e

−k3x. V: (0;+∞) .

57.
∑∞
k=0 (−1)k

2k+1

(x+ 2)k
. V: (−∞;−4) ∪ (0;+∞) .

Ülesannetes 58–66 leidke astmerea koonduvuspiirkond ja koonduvusraadius.
58.

∑∞
k=0 (−1)k+1 3k+1xk. V: (−1/3; 1/3) , 1/3.
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59.
∑∞
k=0 (−1)k

xk

k (k + 1)
. V: [−1; 1] , 1.

60.
∑∞
k=0

2k (x+ 3)k

k!
. V: R, +∞.

61.
∑∞
k=0

(k + 1) (x− 2)k

3k
. V: (−1; 5) , 3.

62.
∑∞
k=0

(kx)k

k!
. V:

[
−e−1, e−1

)
, e−1.

63.
∑∞
k=1

(
1 +

1
k

)k
(x+ 2)k

3k
. V: (−5; 1) , 3.

64.
∑∞
k=0 (−1)k

(k!)2

(2k)!
(x− 3)k

3k
. V: (−9; 15) , 12.

65.
∑∞
k=0 (−1)k (k + 1)k+1 (x+ 1)k

3k
. V: {−1} , 0.

66.
∑∞
k=0

k + 1
k + 3

(x+ 2)2k

(2k)!
. V: R, +∞.

Ülesannetes 67–70 leidke astmerea summa.

67.
∑∞
k=0

xk

k + 1
. V: − ln (1− x)

x
.

68.
∑∞
k=1 kx

k. V: x/ (x− 1)2 . 69.
∑∞
k=1 k (k + 1)xk. V: 2x/ (1− x)3 .

70.
∑∞
k=1

(x− 2)k

k (k + 1)
. V: 1 + (3 ln (3− x)− (ln (3− x))x) / (x− 2) .

Ülesannetes 71–77 leidke funktsiooni f(x) Maclaurini rida ja selle koonduvus-
piirkond.

71. f(x) = cos
2x
3

V:
∞∑
k=0

(−1)k
22kx2k

32k (2k)!
, R.

72. f(x) = e3x/ 7. V:
∞∑
k=0

3kxk

7kk!
, R.

73. f(x) =
x√

2− x2
. V:

x√
2

+
∞∑
k=1

(2k − 1)!!
22k+0.5k!

x2k+1,
[
−
√

2;
√

2
)
.

74. f(x) = sin2 2x. V:
∞∑
k=1

(−1)k+1 24k−1x2k

(2k)!
, R.

75. f(x) = x2 ln
(
3− x2

)
. V: x2 ln 3−

∞∑
k=1

x2k+2

k3k
,
(
−
√

3;
√

3
)
.

76. f(x) = cos
(
π − x3

)
. V:

∞∑
k=0

(−1)k+1 x6k

(2k)!
, R.

77. f(x) =
x+ 3

3
√

27 + x3
.

V: 1 +
x

3
+

∞∑
k=1

(−1)k
(3k − 2)!!!x3k

k!34k
+

∞∑
k=1

(−1)k
(3k − 2)!!!x3k+1

k!34k+1
, (−3; 3) .

Ülesannetes 78–81 leidke funktsiooni f(x) Taylori rida punkti a ümbruses. Leid-
ke selle rea koonduvuspiirkond.
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78. f(x) = cosx, a = π/2. V:
∞∑
k=0

(−1)k+1 (x− π/2)2k+1

(2k + 1)!
, R.

79. f(x) = sinx, a = π. V:
∞∑
k=0

(−1)k+1 (x− π)2k+1

(2k + 1)!
, R.

80. f(x) =
1

x− 1
, a = −1. V: −

∞∑
k=0

(x+ 1)k

2k+1
, (−3; 1) .

81. f(x) = lnx, a = 1. V:
∞∑
k=1

(−1)k+1 (x− 1)k

k
, [0; 2) .

Ülesannetes 82–88 avaldage integraal astmerea abil.

82.
∫ 2

0
e−x

2
dx. V:

∞∑
k=0

(−1)k
22k+1

(2k + 1) k!
.

83.
∫ sinx

x
dx. V: C +

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)! (2k + 1)
.

84.
∫ ln

(
1− 2x3

)
x2

dx. V: C −
∞∑
k=1

2kx3k−1

k(3k − 1)
.

85.
∫ 1− cos

(
3x2
)

2x3
dx. V: C +

∞∑
k=1

(−1)k+1 32kx4k−2

2 (4k − 2) (2k)!
.

86.
∫ 0.5

0
ln (3 + 3

√
x) dx. V: ln

√
3 +

∞∑
k=1

(−1)k+1 1
k (k/3 + 1) 3k2k/3+1

.

87.
∫ sh (2x)

3x
dx. V: C +

∞∑
k=0

22k+1x2k+1

3 (2k + 1) (2k + 1)!
.

88.
∫ 1

0

1− ch (3x)
2x2

dx. V: −
∞∑
k=1

32k

(4k − 2) (2k)!
.

89. Leidke funktsiooni arcsinx Maclaurini rida. Lähtuge seosest arcsinx =∫ x
0

dx√
1− x2

ja avaldage integraal astmerea abil. V: x+
∑∞
k=1

(2k − 1)!!x2k+1

2k k! (2k + 1)
.

90. Leidke funktsiooni ln (1 + x) Maclaurini rida. Lähtuge seosest ln (1 + x) =∫ x
0

dx

1 + x
ja avaldage integraal astmerea abil.

91. Leidke funktsiooni arctanx Maclaurini rida. Lähtuge seosest arctanx =∫ x
0

dx

1 + x2
ja avaldage integraal astmerea abil. V:

∑∞
k=0 (−1)k

x2k+1

2k + 1
.

Ülesannetes 92–95 leidke astmeridade abil diferentsiaalv~orrandi erilahend v~oi
üldlahend.

92. y′ + y = x, y(−1) = 1. V: 1− 2 (x+ 1) + 3
∞∑
k=2

(−1)k
(x+ 1)k

k!
.

93. y′ − 2y = ex, y(0) = 1. V:
∞∑
k=0

2k+1 − 1
k!

xk.

94. y′′ − y′ = 0. V: C2 + (C1 − C2)x+ C2

∞∑
k=2

(−1)k
xk

k!
.

95. y′′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0. V:
∞∑
k=0

(−1)k
22kx2k

(2k)!
.
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Ülesannetes 96–99 leidke Maclaurini arenduse abil täpsusega 10−4. Millist järku
osasumma annab juba sellise täpsuse?
96.
√
e3. V: 4. 481 7, 9. 97. sin 0.1 . V: 0.0998, 3.

98. cos 0.2 . V: 0. 980 0, 2. 99. 10
√

1000. V: 1. 995 3, 1.
Ülesannetes 100–111 arendage funktsioon f(x) Fourier’ ritta vahemikus (a, b)
2l-perioodilise trigonomeetrilise süsteemi järgi.
100. f(x) = e−x, (−π;π) , l = π.

V:
shπ
π

+
2 shπ
π

∞∑
k=1

(−1)k

1 + k2
(cos kx+ k sin kx) .

101. f(x) = eax, (−π;π) , l = π.

V:
2sh (aπ)

π

{
1
2a

+
∞∑
k=1

(−1)k

a2 + k2
(a cos kx− k sin kx)

}
.

102. f(x) = x, (−π;π) , l = π. V: 2
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
sin kx.

103. f(x) = x2, (−π;π) , l = π. V:
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos kx.

104. f(x) = shx, (−π;π) , l = π. V:
2 shπ
π

∞∑
k=1

(−1)k+1
k

k2 + 1
sin kx.

105. f(x) = chx, (−π;π) , l = π. V:
shπ
π

(
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)k

k2 + 1
cos kx

)
.

106. f(x) = sin ax, (−π;π) , l = π. V:
2 sin aπ
π

∞∑
k=1

(−1)k k
a2 − k2

sin kx.

107. f(x) = cos ax, (−π;π) , l = π. V:
2a sin aπ

π

(
1

2a2
+

∞∑
k=1

(−1)k k
a2 − k2

cos kx

)
.

108. f(x) = (π − x) /2, (0; 2π) , l = π. V:
∞∑
k=1

sin kx
k

.

109. f(x) = sgnx, (−1; 1) , l = 1. V:
4
π

∞∑
k=0

sin ((2k + 1)πx)
2k + 1

.

110. f(x) = 1− |x| , (−1; 1) , l = 1. V: 0.5 +
4
π2

∞∑
k=0

cos ((2k + 1)πx)
(2k + 1)2

.

111. f(x) = H(x) − 2H(x − 0.5) + H(x − 1), (−1; 1) , l = 1, kus H(x) on
Heaviside’i funktsioon.

V:
1
π

∑∞
=1

2 sin
kπ

2
k

cos (kπx) +
1 + (−1)k − 2 cos

kπ

2
k

sin (kπx) .

112. Arendage funktsioon x koosinusritta vahemikus (0;π) 2π-perioodilise trigonomeetrilise

süsteemi järgi. V:
π

2
− 4
π

∑∞
k=1

cos (2k − 1)x
(2k − 1)2

.

113. Arendage funktsioon (π − x) /2 koosinusritta vahemikus (0;π) 2π-perioo-

dilise trigonomeetrilise süsteemi järgi. V:
π

4
+

2
π

∑∞
k=0

cos (2k + 1)x
(2k + 1)2

.
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114. Arendage funktsioon cosx siinusritta vahemikus (0; 1) 2-perioodilise trigo-
nomeetrilise süsteemi järgi.

V: 2π
∑∞
k=1

k
(
1 + (−1)k+1 cos 1

)
k2π2 − 1

sin (kπx) .

Ülesannetes 90–94 leidke funktsiooni f(x) Fourier’ teisend.

115. f(x) = H(x)−H(x− 1). V:
sinω
ω

+ i
cosω − 1

ω
.

116. f(x) = (1− |x|) (H(x+ 1)−H(x− 1)) . V: 2 (1− cosω) /
(
ω2
)
.

117. f(x) = (sgnx) (H(x+ a)−H(x− a)) (a > 0) .V: 2i
cos aω − 1

ω
.

118. f(x) = e−x (H(x)− 2H(x− 0.5) +H(x− 1)) .

V:
1

1 + iω
(1 + (cosω − i sinω) /e− 2 (cos 0.5ω − sin 0.5ω) /

√
e) .

119. f(x) = (H(x+ π)−H(x− π)) sinx. V:
2i sin (πω)
ω2 − 1

.

120. Leidke funktsiooni g(ω) = H(ω+2π)−H(ω+π)+H(ω−π)−H(ω− 2π)

Fourier’ pöördteisend. V:
sin (2πx)− sin (πx)

πx
.

121. Leidke funktsiooni

f(x) =
{
x2, kui |x| ≤ 1,
0, kui |x| > 1

Fourier’ koosinusteisend. V:
√

2
(
ω2 sinω − 2 sinω + 2ω cosω

)
/
(√
πω3

)
.

122. Leidke funktsiooni

f(x) =
{
x, kui x ∈ [−2; 2] ,
0, kui x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞)

Fourier’ siinusteisend. V: 2
√

2
(
sinω cosω − 2ω cos2 ω + ω

)
/
(√
πω2

)
.



Peatükk 3

Integraalarvutus

3.1 Kahekordse integraali definitsioon.
Omadused

Olgu D piirkond xy-tasandil. Rääkides selles peatükis m~oistest piirkond,
eeldame, et tegemist on kinnise, m~o~otuva, t~okestatud hulgaga. Olgu funktsioon
f(x, y) määratud piirkonna D igas punktis P (x, y) , lühidalt f (P ) . Jaotame
piirkonna D tükiti siledate joontega n osapiirkonnaks Di (i = 1; . . . ;n)

D1 Pi(ξi, ηi)

Di

y

x

Pn

'

&

$

%

�

�
%&P1

q P2

D2
q

q

D

Dn

-

q6

Olgu ∆Si osapiirkonna Di pindala ja di selle piirkonna läbim~o~ot, s.o suurim
kaugus piirkonna Di kahe punkti vahel. R~ohutame, et

max di → 0 ⇒ n→∞.

Valime igas osapiirkonnasDi suvaliselt punkti Pi (ξi, ηi) , kusjuures i = 1; . . . ;n.
Moodustame integraalsumma

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si. (3.1.1)

147
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Märkus 1. Kui f (P ) ≥ 0 (P ∈ D) , siis suurus f (Pi) ∆Si on püstsilindri,
mille p~ohjaks on piirkond Di ja k~orguseks f (Pi) , ruumala ning integraalsumma
(3.1.1) on püstsilindrite ruumalade summa.

Definitsioon 1. Kui eksisteerib

lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si,

mis ei s~oltu piirkonna D osapiirkondadeks Di jaotamise viisist ja punktide Pi ∈
Di valikust, siis seda piirväärtust nimetatakse funktsiooni f(x, y) kahekordseks
integraaliks üle piirkonna D ning tähistatakse sümboliga∫∫

D

f(x, y) dS

ehk lühidalt
∫∫
D
f(P ) dS, st∫∫

D

f(P )dS def.= lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si,

kus f (Pi) = f (ξi, ηi) .

Kasutatakse ka tähistusi
∫∫
D
f dxdy ja

∫∫
D
f dS. Kui ∃

∫∫
D
f(P ) dS, siis

öeldakse, et funktsioon f(P ) on integreeruv piirkonnasD ja tähistatakse f (P ) ∈
I (D) .

Märkus 2. Kui f (P ) ≥ 0 (P ∈ D) ja f (P ) ∈ C (D) ning

Ω = {(x, y, z) | ((x, y) ∈ D) ∧ (0 ≤ z ≤ f (x, y))} ,

siis piirkonna Ω ruumalaks VΩ nimetatakse suurust

VΩ
def.=
∫∫
D

f(P )dS.

Paneme kirja m~oningad kahekordse integraali omadused.
Lause 1 (vt [9] , lk 267). Kui funktsioon f(P ) on pidev piirkonnas D, siis

f (P ) on integreeruv selles piirkonnas, st

f (P ) ∈ C (D)⇒ f (P ) ∈ I (D) .

Märkus 3. Funktsiooni f (P ) pidevus piirkonnas D on piisav, kuid mitte
tarvilik tingimus funktsiooni f(P ) integreeruvuseks selles piirkonnas.

Lause 2. Piirkonnas D on konstantne funktsioon 1 integreeruv, kusjuures
integraali väärtuseks on piirkonna D pindala SD, st

(1 ∈ I (D)) ∧

∫∫
D

1 dS = SD

 .
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T~oestus. Et vastav integraalsumma

n∑
i=1

1 ·∆Si =
n∑
i=1

∆Si = SD

on konstantne suurus ja konstantse suuruse piirväärtus on see suurus ise, siis
Lause 2 väide kehtib. �

Lause 3. Kui eksisteerib kahekordne integraal
∫∫
D
f(P )dS ja c on konstant,

siis eksisteerib ka
∫∫
D
c f(P )dS, kusjuures∫∫
D

c f(P )dS = c

∫∫
D

f(P )dS.

T~oestus. Kuna funktsiooni c f(x, y) integraalsumma korral

n∑
i=1

c f (ξi, ηi) ∆Si = c
n∑
i=1

f (ξi, ηi) ∆Si

ja ∫∫
D

cf(P )dS = lim
max di→0

n∑
i=1

cf (Pi) ∆Si =

= lim
max di→0

c

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si =

= c lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si = c

∫∫
D

f(P )dS,

siis Lause 3 väide kehtib. �

Lause 4. Kui integraalid
∫∫
D
f(P )dS ja

∫∫
D
g(P )dS eksisteerivad, siis ek-

sisteerib integraal
∫∫
D

(f(P ) + g (P )) dS, kusjuures∫∫
D

(f(P ) + g (P )) dS =
∫∫
D

f(P )dS +
∫∫
D

g(P )dS.

T~oestame Lause 4 väite∫∫
D

(f(P ) + g (P )) dS = lim
max di→0

n∑
i=1

(f (Pi) + g (Pi))∆Si =

= lim
max di→0

(
n∑
i=1

f (Pi) ∆Si +
n∑
i=1

g (Pi) ∆Si

)
=

=
[

kui m~olemast liidetavast piirväärtus eksisteerib,
siis summa piirväärtus on piirväärtuste summa

]
=
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= lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si + lim
max di→0

n∑
i=1

g (Pi) ∆Si =

=
∫∫
D

f(P )dS +
∫∫
D

g(P )dS. �

Lausetest 3 ja 4 järeldub kahekordse integraali lineaarsuse omadus.
Lause 5. Kui D = DI ∪ DII , kus DI ∩ DII koosneb vaid piirkondade

DI ja DII ühistest rajapunktidest, ning eksisteerivad integraalid
∫∫
DI
f(P )dS,∫∫

DII
f(P )dS ja

∫∫
D
f(P )dS, siis∫∫

D

f(P )dS =
∫∫
DI

f(P )dS +
∫∫
DII

f(P )dS. (3.1.2)

T~oestus. Esitame integraalsumma kujul

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si =
nI∑
i=1

f (Pi) ∆Si +
n∑

i=nI +1

f (Pi) ∆Si, (3.1.3)

kusjuures piirkonna D osapiirkondadeks jagamisel on ühe joonena kasutatud
piirkondade DI ja DII ühist rajajoont ja osapiirkonnad D1, . . . , DnI

on saadud
piirkonna DI jaotamisel ning DnI +1, . . . , Dn on saadud piirkonna DII jao-
tamisel. Et

lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si =
∫∫
D

f(P )dS

ja piirprotsessis max di → 0 eksisteerib piirväärtus m~olemast seose (3.1.3) pare-
mal poolel esinevast summast, siis piirväärtus summast on piirväärtuste summa
ning

lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si = lim
max di→0

nI∑
i=1

f (Pi) ∆Si+

+ lim
max di→0

n∑
i=nI +1

f (Pi) ∆Si,

st seos (3.1.2) kehtib. �

Lause 6. Kui eksisteerivad integraalid
∫∫
D
f(P )dS ja

∫∫
D
g(P )dS ning

f(P ) ≤ g(P ) (P ∈ D) , (3.1.4)

siis ∫∫
D

f(P )dS ≤
∫∫
D

g(P )dS. (3.1.5)

T~oestus. Et integraalid
∫∫
D
f(P )dS ja

∫∫
D
g(P )dS eksisteerivad, siis ka-

hekordse integraali definitsioonis esinevad piirväärtused ei s~oltu piirkonna D
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osapiirkondadeks Di jaotamise viisist ja punkti Pi ∈ Di valikust. Seega on
v~oimalik nende integraalsummade koostamisel kasutada ühist piirkonna D osa-
piirkondadeks Di jaotamist ja punkti Pi ∈ Di valikut. Et seose (3.1.4) p~ohjal
saame f (Pi) ≤ g (Pi) , siis rahuldavad integraalsummad v~orratust

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si ≤
n∑
i=1

g (Pi) ∆Si.

V~ottes viimase v~orratuse m~olema poole piirväärtuse

lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Si ≤ lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

g (Pi) ∆Si,

saame Lause 6 väite. �

Lause 7. Kui eksisteerib integraal
∫∫
D
f(P )dS ja

m ≤ f(P ) ≤M (P ∈ D) , (3.1.6)

kus m ja M on konstandid, siis

m · SD ≤
∫∫
D

f(P )dS ≤M · SD. (3.1.7)

T~oestus. Konstantne funktsioon kui pidev funktsioon on integreeruv. Seosest
(3.1.6) järeldub Lause 6 p~ohjal v~orratuste ahel∫∫

D

mdS ≤
∫∫
D

f(P )dS ≤
∫∫
D

M dS.

Viimasest ahelast saame Lausete 2 ja 3 abil Lause 7 väite. �

Järeldus 1. Kui funktsioon f(P ) on pidev sidusas piirkonnas D, siis leidub
piirkonnas D selline punkt Q, et∫∫

D

f(P )dS = f(Q) · SD. (3.1.8)

T~oestus. Rääkides selles peatükis m~oistest piirkond, me eeldame vaikimisi,
et tegemist on kinnise t~okestatud m~o~otuva hulgaga. Kinnisel t~okestatud sidusal
hulgal omandab pidev funktsioon ekstremaalsed väärtused ja iga väärtuse nende
ekstremaalsete väärtuste vahel. Seega leiduvad piirkonnas D sellised punktid P1

ja P2, et
f(P1) = min

P ∈D
f(P ), f(P2) = max

P ∈D
f(P ).

Rakendame Lauset 7, valides m = f(P1) ja M = f(P2). Saame

min
P ∈D

f(P ) · SD ≤
∫∫
D

f(P )dS ≤ max
P ∈D

f(P ) · SD.

Kuna kinnisel t~okestatud sidusal hulgal D pidev funktsioon f(P ) omandab iga
väärtuse ekstremaalsete väärtuste vahel, siis leidub selline punkt Q ∈ D, mille
korral kehtib seos (3.1.8). �
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3.2 Kahekordne integraal ristkoordinaatides
Definitsioon 1. Piirkonda D xy-tasandil nimetatakse regulaarseks, kui te-

ma raja Γ koosneb l~oplikust arvust pidevatest joontest tüüpi

y = ϕ(x) v~oi x = ψ (y) .

Definitsioon 2. Regulaarset piirkonda

D = {(x, y) | (a ≤ x ≤ b) ∧ (ϕ (x) ≤ y ≤ ψ (x))} , (3.2.1)

kus funktsioonid ϕ(x) ja ψ(x) on mingid pidevad funktsioonid l~oigul [a, b] ,
nimetatakse normaalseks piirkonnaks xy-tasandil (x-telje suhtes).

Analoogiliselt defineeritakse normaalne piirkond

D = {(x, y) | (a ≤ y ≤ b) ∧ (ϕ (y) ≤ x ≤ ψ (y))} (3.2.2)

y-telje suhtes.
Eksisteerigu integraal ∫∫

D

f(P )dS, (3.2.3)

kus D on regulaarne piirkond. Uurime selle integraali arvutamise kolme juhtu.
10 Olgu D = {(x, y) : (a ≤ x ≤ b) ∧ (c ≤ y ≤ d)} , st D on ristkülik, mille küljed
on paralleelsed koordinaattelgedaga

x

y

y = c

y = d

x = a x = bDi,jr
P (ξi, ηj)

-

6

ξia = x0 xi−1

ηj

c y0

yj−1

yj

d ym

b = xkxi

Integraali (3.2.3) olemasolust järeldub, et vastava integraalsumma piirväärtus ei
s~oltu piirkonnaD osapiirkondadeks jaotamise viisist ja punktide valikust osapiir-
kondades. Kasutame seda järgnevas. Olgu a = x0 < x1 < . . . < xk−1 < xk = b
ja c = y0 < y1 < . . . < ym−1 < ym = d. Jaotame ristküliku sirgl~oikudega

{(x, y) | (x = xi) ∧ (c ≤ y ≤ d)} (i = 1, . . . , k − 1)
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ja
{(x, y) | (y = yj) ∧ (a ≤ x ≤ b)} (j = 1, . . . ,m− 1)

n osapiirkonnaks

Di, j = {(x, y) | (xi−1 ≤ x ≤ xi) ∧ (yj−1 ≤ y ≤ yj)} ,

kusjuures n = km. Kui tähistada ∆xi = xi − xi−1 (i = 1, . . . , k) ja
∆yj = yj − yj−1 (j = 1, . . . ,m) , siis

∆Si,j = ∆xi∆yj , di,j =
√

(∆xi)
2 + (∆yj)

2
.

R~ohutame
max di,j → 0 ⇒ (k,m)→ (∞,∞) .

Valime piirkonnas Di, j punkti Pi, j (ξi, ηj) . Saame∫∫
D

f(P )dS = lim
max di,j→0

k∑
i=1

m∑
j=1

f (ξi, ηj)∆xi∆yj =

=
[

kui eksisteerib funktsiooni piirväärtus,
siis eksisteerib korduv piirväärtus

]
=

= lim
max ∆xi →0

lim
max ∆yj→0

k∑
i=1

m∑
j=1

f (ξi, ηj) ∆xi∆yj =

= lim
max ∆xi →0

k∑
i=1

∆xi lim
max ∆yj→0

m∑
j=1

f (ξi, ηj) ∆yj =

= lim
max ∆xi →0

k∑
i=1

∆xi
∫ d

c

f (ξi, y) dy =

=

[
g(x) def.=

∫ d

c

f (x, y) dy

]
= lim

max ∆xi →0

k∑
i=1

g(ξi)∆xi =

=
∫ b

a

g(x)dx =
∫ b

a

(∫ d

c

f (x, y) dy

)
dx =

=
∫ b

a

dx

∫ d

c

f (x, y) dy.

Analoogiliselt saab näidata, et
∫∫
D
f(P )dS =

∫ d
c
dy
∫ b
a
f (x, y) dx. S~onastame

saadud tulemuse.
Lause 1. Kui f(P ) ∈ C(D), kus D = {(x, y) | (a ≤ x ≤ b) ∧ (c ≤ y ≤ d)} ,

st D on ristkülik, mille küljed on paralleelsed koordinaattelgedaga, siis∫∫
D

f(P )dS =

b∫
a

dx

d∫
c

f (x, y) dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f (x, y) dx. (3.2.4)
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R~ohutame, et integraali
∫ d
c
f (x, y) dy arvutamisel käsitletakse suurust x kui

konstanti.

Näide 1. Olgu D = {(x, y) | (1 ≤ x ≤ 3) ∧ (−2 ≤ y ≤ 1)} . Arvutame integ-
raali

∫∫
D

(1 + x− y)2 dS.
Skitseerime piirkonna D :

x

y

y = −2

y = 1

x = 1 x = 3
D

-

6

−2

1

�
�

�
�

�
�

�
��

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

���

�
�

�
��

�
�

�

��

Funktsiooni z = (1 + x− y)2 pidevusest piirkonnas D järeldub vaadeldava
kahekordse integraali olemasolu. Lause 1 p~ohjal saame

∫∫
D

(1 + x− y)2 dS =
∫ 3

1

dx

∫ 1

−2

(1 + x− y)2 dy =

=
[

sisemise integraali all käsitletakse
muutujat x kui konstantset suurust

]
=

= −
∫ 3

1

dx

∫ 1

−2

(1 + x− y)2 d (1 + x− y) =

= −
∫ 3

1

(1 + x− y)3

3

∣∣∣∣∣
1

−2

dx =

= −1
3

∫ 3

1

[
(1 + x− 1)3 − (1 + x+ 2)3

]
dx =

= −1
3

∫ 3

1

[
x3 − (x+ 3)3

]
dx = − 1

12

(
x4 − (x+ 3)4

)∣∣∣∣3
1

= 80. ♦

20 Olgu x-teje suhtes normaalne integreerimispiirkond D antud seosega
(3.2.1). Selle k~overjoonelise trapetsi alused on paralleelsed y-teljega. Leiduvad
sellised arvud m ja M, et m ≤ ϕ (x) ≤ ψ (x) ≤M (a ≤ x ≤ b)
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x = a

b

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

����

�
�

�
�

�
�

��

.
...................

.....................

.
..................
...............
.............

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
��

.
..............
............

y

x

x = b

a
-

6

m

M

y = ψ(x)

y = ϕ(x)

D

y = m

y = M

.

..............

..............
..............
..............
................

...................
......................

........................ ........................... ............................. ................................ .................................. . .................................. ................................ ............................. ........................... ........................
......................

...................
................
..............
..............
..............

..............

.

.............
.............

......

..............
..............

..

...............
..............

..................
...........

......................
.......

...........................
.

............................ ............................ ........................... ............................ ..............................
................................

.................................

...................................

....................................

......................................

Olgu
D� = {(x, y) | (a ≤ x ≤ b) ∧ (m ≤ y ≤M)}

ja

g(P ) def.=
{

f(P ), kui P ∈ D,
0, kui P ∈ D� \D.

Eelduse (3.2.3) p~ohjal eksisteerib
∫∫
D
g(P )dS. Definitsiooni 3.1.1 abil saame,

et ∃
∫∫
D�\D

g(P )dS = 0. Seega Lause 3.1.5 p~ohjal eksisteerib
∫∫
D�

g(P )dS,
kusjuures∫∫

D�

g(P )dS =
∫∫

D

g(P )dS +
∫∫

D�\D
g(P )dS =

∫∫
D

f(P )dS.

Rakendame Lauset 1∫∫
D�

g(P )dS =
∫ b

a

dx

∫ M

m

g (x, y) dy =

=
∫ b

a

dx

(∫ ϕ(x)

m

g (x, y) dy +
∫ ψ(x)

ϕ(x)

g (x, y) dy +
∫ M

ψ(x)

g (x, y) dy

)
=

=
∫ b

a

dx

(∫ ϕ(x)

m

0 dy +
∫ ψ(x)

ϕ(x)

f (x, y) dy +
∫ M

ψ(x)

0 dy

)
=

=
∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

f (x, y) dy.

S~onastame t~oestatu.

Lause 2. Kui ∃
∫∫
D
f(P )dS ja piirkond D on antud seosega (3.2.1), siis

∫∫
D

f(P )dS =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f (x, y) dy. (3.2.5)
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Märkus 1. Kui ∃
∫∫
D
f(P )dS ja piirkond D on antud seosega (3.2.2)

@
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@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@

@
@

@

@
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@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@

@
@

@
@

@ @@

@
@

@

.
.......................

..............
................

@
@

@@

y

x-

6

a

b

x = ψ(y)x = ϕ(y) D

y = a

y = b

.
...............................

............................

..........................

.........................

........................

.......................

......................

.....................

....................

.....................

......................

.......................

........................

.
.............................

..........................
......................
...................
.................
...............
.............
...........
...........
.............
............
...........
...........
.............
...............
.................
...................

......................
..........................

.............................

. ..................................................................................................................................................................................................................

. .....................................................................................................................................................................................................................................................................................................

siis ∫∫
D

f(P )dS =

b∫
a

dy

ψ(y)∫
ϕ(y)

f (x, y) dx. (3.2.6)

Näide 2. Olgu piirkond D määratud joontega x = 0, x = 2, y = 2x − x2

ja y = 4− x, st D =
{
(x, y)

∣∣ (0 ≤ x ≤ 2) ∧
(
2x− x2 ≤ y ≤ 4− x

)}
. Arvutame∫∫

D
(1 + xy) dS.

Skitseerime selle piirkonna D

-

6

. .............
................

��

�
��

�
�

�

�
�

�
�

��

.
...................

.....................

��

�
��
��

..........
............
..............

. ............

y = 2x− x2

D

x

x = 2

y = 4− x

x = 0
1

2

3

4

y

1 2
.

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .

........................................................................................................................................................................

.

....................
....................

....................
....................

....................
....................

....................
....................

....................
....................

....................
....

.
.........................

......................
...................
................
............... .............. ............. ............ ............. .............. ............... ................

...................
...................

...

..................
.......

Lause 2 abil saame

∫∫
D

(1 + xy) dS =

2∫
0

dx

4−x∫
2x−x2

(1 + xy) dy =

2∫
0

dx

(
y +

xy2

2

)∣∣∣∣∣∣
4−x

2x−x2

=
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=

2∫
0

(
(4− x) +

x (4− x)2

2
−
(
2x− x2

)
−
x
(
2x− x2

)2
2

)
dx =

=

2∫
0

(
4 + 5x− 3x2 − 3

2
x3 − x5

2
+ 2x4

)
dx =

=
(

4x+
5x2

2
− x3 − 3

8
x4 − x6

12
+

2x5

5

)∣∣∣∣2
0

=
172
15

. ♦

30 Integreerimispiirkond D on sirgl~oikudega, mis on paralleelsed kas x- v~oi y-
teljega, jaotatav l~oplikuks arvuks tüüpi 10 v~oi 20 normaalseteks integreerimis-
piirkondadeks. Lause 3.1.5 on üldistatav ka juhule, kui piirkond D on jaotatud
m osapiirkonnaks. Selle üldistuse abil saame∫∫

D

f(P )dS =
m∑
k=1

∫∫
Dk

f(P )dS, (3.2.7)

kusjuures iga liidetava korral on rakendatav kas Lause 1 v~oi Lause 2.
Näide 3. Olgu

D =

{
(x, y)

∣∣∣∣∣
(
x
√

3
3
≤ y ≤ x

√
3

)
∧
(
x2 + y2 ≤ 1

)}
.

Paigutame rajad integraalis
∫∫
D
f(x, y)dS.

Integreerimispiirkond D on sirgega x = 0.5 jaotatav kaheks osapiirkonnaks
tüüpi 2◦

.
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0.5 1

x = 0.5

y =
√

1− x2

y = x
√

3

y = x
√

3/3

DI

DII

-x

6y

.
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.
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...............................

.
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.............................................................................................

Valemite (3.2.7) ja (3.2.5) abil saame∫∫
D

f(x, y)dS =
∫∫
DI

f(x, y)dS +
∫∫
DII

f(x, y)dS =

=
0.5∫
0

dx
x
√

3∫
x
√

3/3

f(x, y)dy +

√
3/2∫

0.5

dx

√
1−x2∫

x
√

3/3

f(x, y)dy. ♦
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3.3 Muutujate vahetus kahekordses integraalis
Vaatleme muutujate vahetust{

x = x (u, v)
y = y (u, v) (u, v) ∈ ∆ (3.3.1)

kahekordses integraalis
∫∫
D
f(x, y)dxdy. Eeldame, et teisendus (3.3.1), mis tei-

sendab uv-tasandil asetseva piirkonna ∆ xy-tasandil paiknevaks piirkonnaks D,

x u

D

y v

∆

r r(x, y) (u, v)

.
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on regulaarne, st
1) teisendus (3.3.1) on üksühene,
2) osatuletised xu (u, v) , xv (u, v) , yu (u, v) ja yv (u, v) on pidevad piirkonnas ∆,
3) teisenduse (3.1) jakobiaan

J(u, v) def.=
∣∣∣∣ xu xv
yu yv

∣∣∣∣ 6= 0 ((u, v) ∈ ∆) .

Kehtib järgmine väide.
Lause 1 (vt [9] , lk 282-285). Kui funktsioon f (x, y) on pidev piirkonnas

D ja teisendus (3.3.1) on regulaarne piirkonnas ∆ ning teisendab piirkonna ∆
piirkonnaks D, siis∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫
∆

f(x (u, v) , y (u, v)) | J (u, v)| du dv. (3.3.2)

Märkus 1. Valem (3.3.2) kehtib ka juhul, kui teisendus (3.3.1) ei ole regulaarne
l~oplikus arvus punktides v~oi l~oplikul arvul joontel, mille pindala on null.

Vaatleme üleminekut polaarkoordinaatidele, kus teisendus (3.3.1) on kujul{
x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ (ϕ, ρ) ∈ ∆

ja

J(ϕ, ρ) =
∣∣∣∣ xϕ xρ
yϕ yρ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −ρ sinϕ cosϕ
ρ cosϕ sinϕ

∣∣∣∣ = −ρ 6= 0,
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kui ρ 6= 0. Lause 1 ja Märkuse 1 abil saame∫∫
D

f(x, y)dxdy =
∫∫
∆

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ)ρ dϕ dρ. (3.3.3)

Kui piirkond D on polaarkoordinaatides piiratud kiirtega ϕ = α ja ϕ = β ning
k~overatega ρ = ρ1 (ϕ) ja ρ = ρ2 (ϕ) ,

ϕ = β

ρ = ρ2(ϕ)

ϕ = α

ρ = ρ1(ϕ)

D�
��

� �
� �

�
�
�
�
�
��

������

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

����������������

siis saame valemile (3.3.3) kuju

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

β∫
α

dϕ

ρ2(ϕ)∫
ρ1(ϕ)

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ)ρ dρ. (3.3.4)

Näide 1. Arvutame kahekordse integraali
∫∫
D

arctan
y

x
dx dy, kus

D =

{
(x, y)

∣∣∣∣∣
(
x
√

3
3
≤ y ≤ x

√
3

)
∧
(
1 ≤ x2 + y2 ≤ 9

)}
.

Skitseerime piirkonna D

. ............... ............ ......... ......

ϕ = π/2 ϕ = arctan
√

3

ϕ = arctan
√

3
3

ϕ = 0

ρ = 3

ρ = 1

D

.
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.
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.
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..................................................................................
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..........................

.
.........................

.........................

.
..........................

..........................

....................
..................

...................

..........................................................................................................................................................................................................
.

..........................................................................................................................................................................................................

Et piirkonna D rajajoonte osad paiknevad joontel, mille v~orrandid polaarkoor-
dinaatides on ϕ = π/6, ϕ = π/3, ρ = 1 ning ρ = 3, siis valemi (3.3.4) abil
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saame ∫∫
D

arctan
y

x
dx dy =

π/3∫
π/6

dϕ

3∫
1

ρ arctan
ρ sinϕ
ρ cosϕ

dρ =

=

π/3∫
π/6

dϕ

3∫
1

ρϕ dρ =

π/3∫
π/6

ϕdϕ

3∫
1

ρ dρ =

=
1
4

(
π2

9
− π2

36

)
(9− 1) =

1
6
π2. ♦

Näide 2. Leida kahe ringi x2 + y2 ≤ 4x ja x2 + y2 ≤ 2y ühisosa D pindala.
Skitseerime D

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��ϕ = arctan 2ρ = 2 sinϕ

ρ = 4 cosϕ

D

-

6

1 2 3
x

y

1

x2 + y2 ≤ 2y

x2 + y2 ≤ 4x

.
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.
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.
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.
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Integraal
∫∫
D
dx dy annab Lause 3.1.2 p~ohjal piirkonna D pindala. Kontrollige,

et ringjoonte x2 +y2 = 4x ja x2 +y2 = 2y v~orrandeiks on polaarkoordinaatides
vastavalt ρ = 4 cosϕ ja ρ = 2 sinϕ. Et

4 cosϕ = 2 sinϕ ⇒ ϕ = arctan 2,

siis v~oime ringide ühisosa jaotada kiirega ϕ = arctan 2 kaheks osapiirkonnaks.
Esimene neist on määratud kiirtega ϕ = 0 ja ϕ = arctan 2 ning joontega ρ = 0 ja
ρ = 2 sinϕ. Teine on määratud kiirtega ϕ = arctan 2 ja ϕ = π/2 ning joontega
ρ = 0 ja ρ = 4 cosϕ.
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Rakendame m~olema osa jaoks valemit (3.3.4) eraldi. Saame

SD =
∫∫
D

dx dy =

arctan 2∫
0

dϕ
2 sinϕ∫

0

ρ dρ+

π/2∫
arctan 2

dϕ
4 cosϕ∫

0

ρ dρ =

=

arctan 2∫
0

dϕ
ρ2

2

∣∣∣∣2 sinϕ

0

+

π/2∫
arctan 2

dϕ
ρ2

2

∣∣∣∣4 cosϕ

0

=

=

arctan 2∫
0

2 sin2 ϕdϕ+

π/2∫
arctan 2

8 cos2 ϕdϕ =

=

arctan 2∫
0

(1− cos 2ϕ)dϕ+

π/2∫
arctan 2

4(1 + cos 2ϕ)dϕ =

=
(
ϕ− sin 2ϕ

2

)∣∣∣∣arctan 2

0

+ (4ϕ+ 2 sin 2ϕ)|π/2arctan 2 =

= 2π − 3 arctan 2− 2. ♦

3.4 Kahekordse integraali rakendused

3.4.1 Tasandilise pinnatüki pindala arvutamine

Kui D on kinnine t~okestatud ühelisidus hulk xy-tasandil, siis Lause 3.1.2
p~ohjal

SD =
∫∫
D

dxdy. (3.4.1)

Näide 1. Leiame joontega y = x2 ja y = x + 2 määratud piirkonna D
pindala.

Skitseerime piirkonna D
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3

3

4

y

1

y = x2

y = x+ 2

x-
−1

6

2

D.
............
...

............
......
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............................

..................
........
.
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.
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�
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�
��

Et {
y = x2

y = x+ 2 ⇒ P1 (−1; 1) , P1 (2; 4) ,

siis valemi (3.4.1) abil saame

SD =
∫∫
D

dxdy =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

dy =

2∫
−1

(
2 + x− x2

)
dx =

=
(

1
2
x2 + 2x− 1

3
x3

)∣∣∣∣2
−1

=
9
2
. ♦

Näide 2. Leiame joontega√
x

a
+
√
y

b
= 1 (a, b > 0) , x = 0, y = 0

piiratud piirkonna D pindala.
Skitseerime piirkonna D

-

6

x

y

b

a
��
D

��

�
�
�

�
��
�

�
�

�
�
�
����

�
���
��

���

.
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.................
..
.......................................................... ................
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.
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3.4. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED 163

Valemi (3.4.1) abil saame

SD =
∫∫
D

dxdy =

 kasutame muutujate vahetust
{
x = aρ cos4 ϕ
y = bρ sin4 ϕ

∆ = { (ρ, ϕ) | (0 ≤ ρ ≤ 1) ∧ (0 ≤ ϕ ≤ π/2)} ,
D ←→ ∆, J = 4abρ cos3 ϕ sin3 ϕ

 =

=

π/2∫
0

dϕ

1∫
0

4abρ cos3 ϕ sin3 ϕdρ = 2ab

π/2∫
0

cos3 ϕ sin3 ϕdϕ =

=
ab

4

π/2∫
0

sin3 2ϕdϕ = −ab
8

π/2∫
0

(
1− cos2 2ϕ

)
d (cos 2ϕ) =

= −ab
8

(
cos 2ϕ− cos3 2ϕ

3

)∣∣∣∣π/2
0

=
ab

8
· 4
3

=
ab

6
. ♦

3.4.2 Keha ruumala arvutamine
Olgu keha määratud ruumis R3 piirkonnaga Ω. Kui f (P ) ≥ 0 (P ∈ D) ja

f (P ) ∈ C (D) ning

Ω = {(x, y, z) | ((x, y) ∈ D) ∧ (0 ≤ z ≤ f (x, y))} ,

siis Märkuse 3.1.2 p~ohjal avaldub piirkonna Ω ruumala VΩ kujul

VΩ =
∫∫
D

f(P )dS. (3.4.2)

T~oestage järgmine väide.
Lause 1. Kui f (P ) , g (P ) ∈ C (D) ja g (P ) ≥ f (P ) (P ∈ D) ning

Ω = {(x, y, z) | ((x, y) ∈ D) ∧ (f (x, y) ≤ z ≤ g (x, y))} ,

siis piirkonna Ω ruumala VΩ avaldub kujul

VΩ =
∫∫
D

(g (P )− f(P )) dS. (3.4.3)

Näide 3. Leiame pindadega z = x2+y2 ja z = x+y määratud keha ruumala.
Olgu f (x, y) = x2 + y2 ja g (x, y) = x+ y. Kuna{

z = x2 + y2

z = x+ y
⇒
[

elimineerime
muutuja z

]
⇒

⇒ x2 + y2 − x− y = 0⇔
(
x− 1

2

)2

+
(
y − 1

2

)2

=
1
2
,
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siis (veenduge)

D =
{

(x, y) | (x− 1/2)2 + (y − 1/2)2 ≤ 1/2
}

ja
x+ y, x2 + y2 ∈ C (D) , x+ y ≥ x2 + y2 ((x, y) ∈ D) .

Lause 1 tingimused on täidetud. Valemi (3.4.3) p~ohjal saame

VΩ =
∫∫
D

(g (P )− f(P )) dS =
∫∫
D

(
x+ y − x2 − y2

)
dS =

=

 x = 1/2 + ρ cosϕ
y = 1/2 + ρ sinϕ ⇒

J = ρ
x2 + y2 − x− y = 0⇔

⇔ ρ =
√

2/2

 =

=

2π∫
0

dϕ

√
2/2∫

0

(
1
2
− ρ2

)
ρdρ = 2π · 1

16
=
π

8
. ♦

3.4.3 Pinnatüki pindala arvutamine

Definitsioon 1. V~orrandiga z = f (x, y) ((x, y) ∈ D) esitatud pinda Σ nimetatakse
siledaks, kui

fx (x, y) , fy (x, y) ∈ C (D) .

Lause 2. KuiD on normaalne piirkond ja v~orrandiga z = f (x, y) ((x, y) ∈ D)
esitatud pind Σ on sile, siis tema pindala SΣ on leitav valemiga

SΣ =
∫∫
D

√
1 + (fx (x, y))2 + (fy (x, y))2dxdy. (3.4.4)

T~oestame Lause 2 juhul, kui

D� = {(x, y) | (a ≤ x ≤ b) ∧ (c ≤ y ≤ d)} .

Jaotame piirkonna D� r osapiirkonnaks

Di,j = {(x, y) | (xi−1 ≤ x ≤ xi) ∧ (yj−1 ≤ y ≤ yj)} ,

kusjuures

a = x0 < x1 < . . . < xp−1 < xp = b

c = y0 < y1 < . . . < yq−1 < yq = d
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ja r = pq. Olgu ∆xi = xi− xi−1 (i = 1, . . . , p) ja ∆yj = yj − yj−1 (j = 1, . . . , q)
ning ∆Si,j = ∆xi∆yj . Valime piirkonnas Di, j punkti (ξi, ηj) . Piirkonna D�

jaotusele osapiirkondadeks Di, j vastab pinna Σ jaotus osapindadeks

Σij
def.= {(x, y, z) |((x, y) ∈ Di, j) ∧ (z = f(x, y))} .

Pinna Σij punktis Pi, j (ξi, ηj , f(ξi, ηj)) leiame puutujatasandi

z − f(ξi, ηj) = fx(ξi, ηj) (x− ξi) + fy(ξi, ηj) (y − ηj) .

Vaatleme selle tasandi osa

Tij
def.=
{

(x, y, z)
∣∣∣∣ ((x, y) ∈ Di, j)∧
∧ (z − f(ξi, ηj) = fx(ξi, ηj) (x− ξi) + fy(ξi, ηj) (y − ηj))

}
Seega Di, j → Σij → Tij . V~orrandiga z = f(x, y) ((x, y) ∈ D�) esitatud sileda
pinna Σ pindalaks nimetame suurust

SΣ
def.= lim

(max ∆xi,max ∆yj)→(0;0)

p∑
i=1

q∑
j=1

STij
, (3.4.5)

kus STij
on tasanditüki Tij pindala. Vektor n = (−fx(ξi, ηj), −fy(ξi, ηj), 1) on

pinnatüki Σij normaalvektor punktis Pi, j (ξi, ηj , f(ξi, ηj)) . Veenduge, et

STij cos
(
n̂,k

)
= ∆Si,j ,

kus k =(0; 0; 1) on z-telje suunaline ühikvektor. Kuna

cos
(
n̂,k

)
=

n · k
|n| · |k|

=
1√

(fx(ξi, ηj))
2 + (fy(ξi, ηj))

2 + 1
,

siis
STij

=
∆Si,j

cos
(
n̂,k

) =
√

1 + (fx(ξi, ηj))
2 + (fy(ξi, ηj))

2∆xi∆yj

ja seose (3.4.5) p~ohjal

SΣ = lim
(max ∆xi,max ∆yj)→(0;0)

p∑
i=1

q∑
j=1

√
1 + (fx(ξi, ηj))

2 + (fy(ξi, ηj))
2∆xi∆yj

=
∫∫
D�

√
1 + (fx (x, y))2 + (fy (x, y))2dxdy,

st ristkülikukujulise piirkonna D� korral Lause 2 väide kehtib. �
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Näide 4. Leiame püstsilindri x2 + y2 = R2 sees paikneva pöördparaboloidi
z = x2 + y2 osa pindala.

Skitseerime joonise

z = x2 + y2
Σ

D = prxyΣ

y

x x2 + y2 = R2

R

z

.
.................
...............
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.................
..........
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.......................................................................................................................................................................
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.................................... .................. . ..................... . ......................... . ........................... . ............................. . .............................. . ..............................

Olgu D =
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ R2
}
. Kui f (x, y) = x2 + y2, siis fx (x, y) = 2x ja

fy (x, y) = 2y. Veenduge, et on täidetud Lause 2 eeldused. Valemi (3.4.4) p~ohjal
saame

SΣ =
∫∫
D

√
1 + (2x)2 + (2y)2dxdy =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

√
1 + 4ρ2ρdρ =

=
1
12

2π∫
0

dϕ

√
(1 + 4ρ2)3

∣∣∣∣R
0

=
π

6

(√
(1 + 4R2)3 − 1

)
. ♦

Definitsioon 2. Parameetriliste v~orranditega x = x (u, v)
y = y (u, v)
z = z (u, v)

(u, v) ∈ ∆ (3.4.6)

antud pinda Σ nimetatakse siledaks, kui funktsioonid x (u, v) , y (u, v) ja z (u, v)
koos oma esimest järku osatuletistega on pidevad ning∣∣∣∣ xu yu

xv yv

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ yu zu
yv zv

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ xu zu
xv zv

∣∣∣∣2 6= 0

piirkonna ∆ igas punktis.
Kehtib järgmine väide (täpsemalt vt [9] , lk 297-299).
Lause 3. Kui parameetriliste v~orranditega (3.4.6) antud pind Σ on sile ja

vastavus piirkonna ∆ ja pinna Σ vahel on üksühene, siis

SΣ =
∫∫
∆

√
(xuyv − xvyu)2 + (zuyv − zvyu)2 + (zvxu − zuxv)2dudv. (3.4.7)
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Märkus 1. Lausest 3 järeldub Lause 2.
T~oestus. Pinna v~orrandit z = f (x, y) ((x, y) ∈ D) saab esitada parameetri-

lisel kujul (3.4.6), valides

x = u, y = v, z = f(u, v) ((u, v) ∈ ∆ = D) .

Sel korral saame
xu = 1, xv = 0, yu = 0, yv = 1

ja
xuyv − xvyu = 1, zuyv − zvyu = zu = zx, zvxu − zuxv = zv = zy

ning väide (3.4.7) omandab kuju (3.4.4). �

Märkus 2. Kui parameetriliste v~orranditega (3.4.6) antud sileda pinna Σ
korral on vastavus piirkonna ∆ ja pinna Σ vahel üksühene ja muutuja z on
avaldatav muutujate x ja y kaudu z = z(x, y), siis väide (3.4.4) on esitatav
kujul (3.4.7).

T~oestus. Antud eeldustel on täidetud Lause 2 tingimused (veenduge!). Leia-
me

z = z (x, y) = z (x (u, v) , y (u, v))⇒ [rakendame Lauset 1.5.2]⇒

⇒

 zu = zxxu + zyyu,

zv = zxxv + zyyv

⇒

 zx =
zuyv − zvyu
xuyv − xvyu

,

zy =
zvxu − zuxv
xuyv − xvyu

.

 .
Et teisenduse {

x = x (u, v)
y = y (u, v) (u, v) ∈ ∆ (3.4.8)

jakobiaan J(u, v) avaldub kujul

J(u, v) = xuyv − xvyu,

siis Lausete 2 ja 3.3.1 p~ohjal saame

SΣ =
∫∫
D

√
1 + (fx (x, y))2 + (fy (x, y))2dxdy =

=
∫∫
∆

√
1 +

(
zuyv − zvyu
xuyv − xvyu

)2

+
(
zvxu − zuxv
xuyv − xvyu

)2

|J | dudv =

=
∫∫
∆

√
(xuyv − xvyu)2 + (zuyv − zvyu)2 + (zvxu − zuxv)2dudv. �
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Näide 5. Leiame helikoidi (kruvipinna) osa x = u cos v
y = u sin v
z = v

((u ∈ [0;R]) ∧ (v ∈ [0; 2π]))

pindala. See helikoid saadakse z-teljega ristuva kiire ühtlasel pöörlemisel ümber
z-telje ja samaaegsel nihkumisel selle telje sihis, st kruviliikumisel.

Skitseerime helikoidi selle osa
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-
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�
��*
y

R

2π

Leiame, et
xu = cos v, yu = sin v, zu = 0,
xv = −u sin v, yv = u cos v, zv = 1

ja
xuyv − xvyu = u cos2 v + u sin2 v = u,

zuyv − zvyu = − sin v, zvxu − zuxv = cos v

ning

(xuyv − xvyu)2 + (zuyv − zvyu)2 + (zvxu − zuxv)2 = u2 + 1.

Veenduge, et on täidetud Lause 3 tingimused. Valemi (3.4.7) p~ohjal saame

SΣ =
∫∫
∆

√
u2 + 1dudv =

2π∫
0

dv

R∫
0

√
u2 + 1du =

=
[

u = sh t, du = ch t dt, t = ln
(
u+
√
u2 + 1

)
u = 0←→ t = 0, u = R←→ t = ln

(
R+
√
R2 + 1

) ] =

= 2π

ln(R+
√
R2+1)∫

0

ch 2t dt = π

ln(R+
√
R2+1)∫

0

(1 + ch 2t) dt =
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= π

ln(R+
√
R2+1)∫

0

(1 + ch 2t) dt = π

(
t+

sh 2t
2

)∣∣∣∣ln(R+
√
R2+1)

0

=

= π
(
R
√
R2 + 1 + ln

(
R+

√
R2 + 1

))
. ♦

Näide 6. Tooriks nimetatakse pöördpinda, mis tekib ringjoone pöörlemisel
selle ringjoonega samal tasandil asuva ning temaga mittel~oikuva sirge ümber.
Leiame ringjoone (y −R)2 + z2 = r2 (0 < r < R) pöörlemisel ümber z-telje

tekkiva toori
(√

x2 + y2 −R
)2

+ z2 = r2 pindala.
Skitseerime selle toori

. .................
...............
.............
...........

z

y

x

r +RR

(y −R)2 + z2 = r2

q -

6

����
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.................
....................

........................................................................................................................... ..........
....................

...........................................................................................................................

Veenduge, et x = (R+ r cos v) cosu
y = (R+ r cos v) sinu
z = r sin v

((u ∈ [0; 2π]) ∧ (v ∈ [0; 2π]))

on selle toori parameetrilised v~orrandid. Leiame, et

xu = − (R+ r cos v) sinu, yu = (R+ r cos v) cosu, zu = 0,
xv = −r sin v cosu, yv = −r sin v sinu, zv = r cos v,

ja
xuyv − xvyu = r (sin v)R+ r2 sin v cos v = r sin v (R+ r cos v) ,
zuyv − zvyu = − (r cos v) ((R+ r cos v) cosu) ,
zvxu − zuxv = − (r cos v) (R+ r cos v) sinu

ning

(xuyv − xvyu)2 + (zuyv − zvyu)2 + (zvxu − zuxv)2 = r2 (R+ r cos v)2 .

Veenduge, et Lause 3 tingimused on täidetud. Valemi (3.4.7) p~ohjal saame

SΣ =
∫∫
∆

√
r2 (R+ r cos v)2dudv R>r=

∫∫
∆

r (R+ r cos v) dudv =

=

2π∫
0

du

2π∫
0

r (R+ r cos v) dv = 4π2Rr. ♦
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3.4.4 Tasandilise kujundi mass, massikese ja
inertsmomendid

Olgu xy-tasandi piirkondD kaetud massiga pindtihedusega ρ(x, y). Nimetame
koorikuks keha, mille üks m~o~ode on teistest oluliselt väiksem. Seega on tege-
mist koorikuga, mis paikneb piirkonnas D ja on pindtihedusega ρ(x, y). Olgu D
jaotatud osapiirkondadeks Di (i = 1; . . . ;n) . Olgu Pi (ξi, ηi) ∈ Di. Kui ∆Si on
piirkonna Di pindala, di piirkonna Di läbim~o~ot ja ρ(x, y) ∈ C (D) , siis vaadel-
dava kooriku massi m defineerime kui piirväärtuse

lim
max di→0

n∑
i=1

ρ (Pi) ∆Si,

st
m =

∫∫
D

ρ (P ) dS. (3.4.9)

Analoogiliselt leitakse kooriku staatilised momendid Mx ja My vastavalt x- ja
y-telje suhtes kui piirväärtused

lim
max di→0

n∑
i=1

ηiρ (ξi, ηi) ∆Si,

lim
max di→0

n∑
i=1

ξiρ (ξi, ηi) ∆Si.

Saame
Mx =

∫∫
D

yρ (P ) dS, (3.4.10)

My =
∫∫
D

xρ (P ) dS. (3.4.11)

Kooriku massikeskme koordinaadid xc ja yc avalduvad kujul

xc = My/m, yc = Mx/m. (3.4.12)

Seega

xc =
1
m

∫∫
D

xρ (P ) dS, (3.4.13)

yc =
1
m

∫∫
D

yρ (P ) dS. (3.4.14)

Kooriku inertsmomendid Ix ja Iy vastavalt x- ja y-telje suhtes on piirväärtused

lim
max di→0

n∑
i=1

η2
i ρ (ξi, ηi) ∆Si,
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lim
max di→0

n∑
i=1

ξ2i ρ (ξi, ηi)∆Si.

Seega

Ix =
∫∫
D

y2ρ (P ) dS, (3.4.15)

Iy =
∫∫
D

x2ρ (P ) dS. (3.4.16)

Kuna kooriku inertsmoment IO nullpunkti O suhtes avaldub kujul

IO = Ix + Iy, (3.4.17)

siis

IO =
∫∫
D

(
x2 + y2

)
ρ (P ) dS. (3.4.18)

Lause 4. Kui koorik on xy-tasandi piirkonnas D ja kooriku pindtihedus
ρ(x, y) ∈ C (D) , siis selle kooriku massm on leitav valemi (3.4.9) abil, staatilised
momendid Mx ja My valemite (3.4.10) ja (3.4.11) abil, massikeskme koordinaa-
did xc ja yc kas valemite (3.4.12) v~oi valemite (3.4.13) ja (3.4.14) abil ning inerts-
momendid Ix, ja Iy valemite (3.4.15) ja (3.4.16) abil ning IO valemi (3.4.17) v~oi
valemi (3.4.18) abil.

Näide 7. Olgu koorik xy-tasandi piirkonnas D, mis on määratud joontega
y = x2 ja y = x + 2. Olgu ρ(x, y) = 1 + x + y2. Leiame selle kooriku massi,
staatilised momendid, massikeskme koordinaadid ja inertsmomendid x-telje, y-
telje ning nullpunkti suhtes.

Piirkond D on skitseeritud Näites 1. Kasutame Lauset 4. Kooriku massi
saame valemi (3.4.9) abil

m =
∫∫
D

ρ (P ) dS =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

(
1 + x+ y2

)
dy =

=

2∫
−1

(
14
3

+ 7x+ 2x2 − 2
3
x3 − 1

3
x6

)
dx =

=
(

14
3
x+

7
2
x2 +

2
3
x3 − 1

6
x4 − 1

21
x7

)2

−1

=
153
7
.

Staatilised momendidMx jaMy on leitavad vastavalt valemite (3.4.10) ja (3.4.11)
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abil

Mx =
∫∫

D

yρ (P ) dS =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

y
(
1 + x+ y2

)
dy =

=

2∫
−1

(
6 + 12x+

17
2
x2 +

5
2
x3 − 1

4
x4 − 1

2
x5 − 1

4
x8

)
dx =

1989
40

ja

My =
∫∫
D

xρ (P ) dS =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

x
(
1 + x+ y2

)
dy =

=

2∫
−1

(
7x2 +

14
3
x+ 2x3 − 2

3
x4 − 1

3
x7

)
dx =

819
40

.

Massikeskme koordinaadid xc ja yc leiame valemite (3.4.12) abil

xc = My/m =
819
40

/
153
7

=
637
680

,

yc = Mx/m =
1989
40

/
153
7

=
91
40
.

Inertsmomendid Ix, ja Iy saame vastavalt valemite (3.4.15) ja (3.4.16) abil

Ix =
∫∫
D

y2ρ (P ) dS =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

y2
(
1 + x+ y2

)
dy =

398 637
3080

ja

Iy =
∫∫
D

x2ρ (P ) dS =

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

x2
(
1 + x+ y2

)
dy =

549
20

.

Leiame inertsmomendi IO valemi (3.4.17) abil

IO = Ix + Iy =
398 637
3080

+
549
20

=
483 183
3080

. ♦

Näide 8. Olgu a, b > 0. Leiame astroidiga(x
a

)2/3

+
(y
b

)2/3

= 1

piiratud ühiktihedusega kooriku inertsmomendid Ix, Iy ja IO.
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Kasutame Lauset 4. Valemi (3.4.15) p~ohjal saame

Ix =
∫∫
D

y2dS =


kasutame muutujate vahetust
x = aρ cos3 ϕ, y = bρ sin3 ϕ,
J = 3abρ cos2 ϕ sin2 ϕ,

∆ = {(ρ, ϕ) | (0 ≤ ρ ≤ 1) ∧ (0 ≤ ϕ ≤ 2π)}

 =

=

2π∫
0

dϕ

1∫
0

3abρ cos2 ϕ sin2 ϕb2ρ2 sin6 ϕdρ =
3ab3

4

2π∫
0

cos2 ϕ sin8 ϕdϕ =

=
3ab3

4
· 7
128

π =
21
512

ab3π.

Analoogiliselt saame valemi (3.4.16) abil

Iy = 21a3bπ/512.

Seega leiame (3.4.17) p~ohjal

IO = Ix + Iy =
21
512

ab3π +
21
512

a3bπ =
21
512

abπ
(
a2 + b2

)
. ♦

3.5 Kolmekordne integraal
Olgu ruumis R3 ehk lihtsalt xyz-ruumis antud piirkond (kinnine, t~okestatud,

m~o~otuv hulk) Ω. Olgu piirkonna Ω igas punktis P (x, y, z) määratud funktsioon
f(x, y, z). Jaotame piirkonna Ω tükiti siledate pindadega n osapiirkonnaks Ωi
(i = 1; . . . ;n) . Olgu ∆Vi osapiirkonna Ωi ruumala ja di selle piirkonna läbim~o~ot.
Fikseerime igas osapiirkonnas Ωi suvaliselt punkti Pi (ξi, ηi, ςi) (i = 1; . . . ;n) .
Moodustame integraalsumma

n∑
i=1

f (ξi, ηi, ςi) ∆Vi

ehk lühidalt
n∑
i=1

f (Pi) ∆Vi.

Märgime, et max di → 0 ⇒ n→∞.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirväärtus

lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Vi,

mis ei s~oltu piirkonna Ω osapiirkondadeks Ωi jaotamise viisist ja punktide Pi ∈
Ωi valikust, siis seda piirväärtust nimetatakse funktsiooni f(x, y, z) kolmekord-
seks integraaliks üle piirkonna Ω ning tähistatakse sümboliga∫∫∫

Ω

f(P ) dV,
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st ∫∫∫
Ω

f(P ) dV def.= lim
max di→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆Vi, (3.5.1)

kus f (Pi) = f (ξi, ηi, ςi) .
Olgu I(Ω) k~oigi piirkonnas Ω integreeruvate funktsioonide hulk. Kolmekord-

se integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali omadustega.
Lause 1. Kehtivad järgmised väited.

1. Funktsiooni pidevusest piirkonnas järeldub funktsiooni integreeruvus selles
piirkonnas, st

f(P ) ∈ C (Ω)⇒ f(P ) ∈ I (Ω) .

2. Piirkonnas Ω on konstantne funktsioon 1 integreeruv, kusjuures integraali
väärtuseks on piirkonna Ω ruumala VΩ, st

(1 ∈ I (Ω)) ∧
∫∫∫

Ω

1 dV = VΩ.

3. Funktsiooni f(P ) integreeruvusest piirkonnas Ω järeldub funktsiooni c f(P )
integreeruvus selles piirkonnas, st

f(P ) ∈ I (Ω)⇒ c f(P ) ∈ I (Ω) (c – konstant) ,

kusjuures ∫∫∫
Ω

c f(P ) dV = c

∫∫∫
Ω

f(P ) dV.

4. Kui funktsioonid f(P ) ja g(P ) on integreeruvad piirkonnas Ω, siis ka nende
funktsioonide summa on integreeruv selles piirkonnas ning summa integraal on
integraalide summa, st

(f(P ), g(P ) ∈ I (Ω))⇒ (f(P ) + g(P )) ∈ I (Ω) ∧

∧
(∫∫∫

Ω

(f(P ) + g(P )) dV =
∫∫∫
Ω

f(P )dV +
∫∫∫
Ω

g(P ) dV
)
.

5. Kui funktsioon f(P ) on integreeruv piirkonnas Ω ja piirkond Ω on jaotatud ka-
he ühiseid sisepunkte mitteomava piirkonna ΩI ja ΩII summaks, siis funktsioon
f(P ) on integreeruv piirkondades ΩI ja ΩII ning funktsiooni f(P ) integraal üle
Ω v~ordub integraalide summaga üle ΩI ja ΩII , st

(f(P ) ∈ I (Ω)) ∧ (Ω = ΩI ∪ ΩII)⇒

⇒

(∫∫∫
Ω

f(P ) dV =
∫∫∫
ΩI

f(P ) dV +
∫∫∫
ΩII

f(P ) dV

)
.
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6. Kui funktsioonid f(P ) ja g(P ) on integreeruvad piirkonnas Ω ja f(P ) ≤ g(P )
(P ∈ Ω) , siis samasugust v~orratust rahuldavad nende funktsioonide kolmekord-
sed integraalid, st

(f(P ), g(P ) ∈ I (Ω)) ∧ (f(P ) ≤ g(P ) (P ∈ Ω))⇒

⇒
∫∫∫
Ω

f(P )dV ≤
∫∫∫
Ω

g(P ) dV.

7. Kui funktsioon f(P ) on integreeruv piirkonnas Ω ja m ning M on sellised
arvud, et

m ≤ f(P ) ≤M (P ∈ Ω) ,

siis
m · VΩ ≤

∫∫∫
Ω

f(P )dV ≤M · VΩ.

8. Kui funktsioon f(P ) on pidev sidusas piirkonnas Ω, siis piirkonnas Ω leidub
selline punkt Q, et ∫∫∫

Ω

f(P )dV = f(Q) · VΩ.

3.6 Kolmekordne integraal ristkoordinaatides

Eksisteerigu integraal ∫∫∫
Ω

f(P )dV, (3.6.1)

s.o f(P ) ∈ I(Ω).
Definitsioon 1. Piirkonda Ω xyz-ruumis nimetatakse regulaarseks, kui

tema raja koosneb l~oplikust arvust pidevatest pindadest

z = z(x, y) v~oi y = y(x, z) v~oi x = x(y, z).

Definitsioon 2. Regulaarset piirkonda

Ω =
{

(x, y, z) | (a1 ≤ x ≤ a2) ∧ (ϕ1 (x) ≤ y ≤ ϕ2 (x)) ∧
∧ (ψ1 (x, y) ≤ z ≤ ψ2 (x, y))

}
, (3.6.2)

kus ϕ1 (x) , ϕ2 (x) ∈ C [a1, a2] ja ψ1 (x, y) , ψ1 (x, y) ∈ C
(
prxyΩ

)
ning prxyΩ on

piirkonna Ω ristprojektsioon xy-tasandil, nimetatakse normaalseks piirkonnaks
(xy-tasandi suhtes).

Defineerige analoogiliselt normaalse piirkonna m~oiste muutujate x, y, ja z
ülejäänud viie järjestuse korral.

Nii nagu kahekordse integraali korral eristame kolme juhtu.
10 Analoogiliselt kahekordse integraali juhuga t~oestage järgnev väide.
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Lause 1. Kui funktsioon f on pidev risttahukas

Ω = {(x, y, z) | (a1 ≤ x ≤ a2) ∧ (b1 ≤ y ≤ b2) ∧ (c1 ≤ z ≤ c2)} ,

st risttahuka tahud on paralleelsed koordinaattasanditega, siis

∫∫∫
Ω

f(P )dV =

a2∫
a1

dx

b2∫
b1

dy

c2∫
c1

f (x, y, z) dz =

=
a2∫
a1

dx
c2∫
c1

dz
b2∫
b1

f (x, y, z) dy =
b2∫
b1

dy
a2∫
a1

dx
c2∫
c1

f (x, y, z) dz =

=
b2∫
b1

dy
c2∫
c1

dz
a2∫
a1

f (x, y, z) dx =
c2∫
c1

dz
a2∫
a1

dx
b2∫
b1

f (x, y, z) dy =

=
c2∫
c1

dz
b2∫
b1

dy
a2∫
a1

f (x, y, z) dx.

Näide 1. Olgu

Ω = {(x, y, z) | (0 ≤ x ≤ 1) ∧ (−1 ≤ y ≤ 2) ∧ (1 ≤ z ≤ 2)} .

Arvutame integraali
∫∫∫
Ω

(1 + x− y + z) dV.

Lause 1 abil saame∫∫∫
Ω

(1 + x− y + z) dV =
1∫
0

dx
2∫
−1

dy
2∫
1

(1 + x− y + z) dz =

=
1
2

1∫
0

dx
2∫
−1

(1 + x− y + z)2
∣∣∣∣∣
2

1

dy =

=
1
2

1∫
0

dx
2∫
−1

(
(3 + x− y)2 − (2 + x− y)2

)
dy =

= −1
6

1∫
0

(
(3 + x− y)3 − (2 + x− y)3

)∣∣∣∣∣∣
2

−1

dx =

= −1
6

1∫
0

(
(1 + x)3 − x3 − (4 + x)3 + (3 + x)3

)
dx =

= − 1
24

(
(1 + x)4 − x4 − (4 + x)4 + (3 + x)4

)∣∣∣1
0

=
15
2
. ♦
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20 Integreerimispiirkonna (3.6.2) ristprojektsioon xy-tasandil on k~overjooneline
trapets

prxyΩ = {(x, y) | (a1 ≤ x ≤ a2) ∧ (ϕ1 (x) ≤ y ≤ ϕ2 (x))} ,

kusjuures selle piirkonna poolt määratud keha külgpind on osa püstsilindrist,
mille juhtjooneks on trapetsi prxyΩ raja ja moodustajaks z-teljega paralleelne
sirge. Keha on alt ja ülalt piiratud vastavalt pindadega z = ψ1 (x, y) ja
z = ψ2 (x, y) . Et Ω on piirkond, s.o kinnine t~okestatud m~o~otuv hulk, siis leidu-
vad sellised arvud b1, b2, c1 ja c2, et keha Ω asetseb risttahukas

Ω� = {(x, y, z) | (a1 ≤ x ≤ a2) ∧ (b1 ≤ y ≤ b2) ∧ (c1 ≤ z ≤ c2)} .

Defineerime abifunktsiooni

g(P ) =
{
f(P ), kui P ∈ Ω,
0, kui P ∈ Ω� \Ω.

Veenduge, et

∫∫∫
Ω� \Ω

g (P ) dV = 0 ∧
∫∫∫

Ω

g (P ) dV =
∫∫∫

Ω

f (P ) dV.

Seega

∫∫∫
Ω�

g(P )dV =
∫∫∫

Ω� \Ω

g (P ) dV +
∫∫∫

Ω

g (P ) dV =
∫∫∫

Ω

f (P ) dV.

Lause 1 p~ohjal leiame

∫∫∫
Ω�

g(P )dV =

a2∫
a1

dx

b2∫
b1

dy

c2∫
c1

g (x, y, z) dz =
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=

a2∫
a1

dx

b2∫
b1

dy

 ψ1∫
c1

g (x, y, z) dz +

ψ2∫
ψ1

g (x, y, z) dz +

c2∫
ψ2

g (x, y, z) dz

 =

=

a2∫
a1

dx

b2∫
b1

dy

 ψ1∫
c1

0 dz +

ψ2∫
ψ1

g (x, y, z) dz +

c2∫
ψ2

0dz

 =

=

a2∫
a1

dx

 ϕ1∫
b1

dy

ψ2∫
ψ1

gdz +

ϕ2∫
ϕ1

dy

ψ2∫
ψ1

gdz +

b2∫
ϕ2

dy

ψ2∫
ψ1

gdz

 =

=

a2∫
a1

dx

 ϕ1∫
b1

dy

ψ2∫
ψ1

0dz +

ϕ2∫
ϕ1

dy

ψ2∫
ψ1

fdz +

b2∫
ϕ2

dy

ψ2∫
ψ1

0dz

 =

=

a2∫
a1

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

dy

ψ2(x, y)∫
ψ1(x, y)

f (x, y, z) dz.

Järelikult kehtib järgmine väide.

Lause 2. Kui funktsioon f on pidev seosega (3.6.2) määratud regulaarses
piirkonnas Ω, siis

∫∫∫
Ω

f(P )dV =

a2∫
a1

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

dy

ψ2(x, y)∫
ψ1(x, y)

f (x, y, z) dz. (3.6.3)

Märkus 1. T~oestage veel viis Lause 2 analoogi integreerimise erinevate

järjekordade korral. Näiteks, kui ∃
∫∫∫
Ω

f(P )dV ja piirkond Ω on antud seosega

Ω =
{

(x, y, z) | (a1 ≤ y ≤ a2) ∧ (ϕ1 (y) ≤ z ≤ ϕ2 (y)) ∧
∧ (ψ1 (y, z) ≤ x ≤ ψ2 (y, z))

}
, (3.6.4)

siis ∫∫∫
Ω

f(P )dV =

a2∫
a1

dy

ϕ2(y)∫
ϕ1(y)

dz

ψ2(y, z)∫
ψ1(y, z )

f (x, y, z) dx. (3.6.5)
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Näide 2. Arvutame

∫∫∫
Ω

dx dy dz

(2 + x+ y + z)3
,

kus Ω on määratud tasanditega x = 0, y = 0, z = 0 ja x+ y + z = 1

x

Ω

1

1

z

y1

��	

6

-

�
�
�
�
�
�
�
�
�

���������

@
@

@
@

@
@

Piirkonna Ω ristprojektsioon xy-tasandil prxyΩ on kolmnurk

1

1

x = 0 y = 1− x
prxyΩ

x = 1

x

y

y = 0
-

6

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@@

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��
�

�
��

���

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

��

�
�
�

�
�
���

�
�

�
��

Kasutame Lauset 2 valiku a1 = 0, a2 = 1, ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = 1−x, ψ1 (x, y) = 0
ja ψ2 (x, y) = 1− x− y korral

∫∫∫
Ω

dx dy dz

(2 + x+ y + z)3
=

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

dz

(2 + x+ y + z)3
=
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= −1
2

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy
1

(2 + x+ y + z)2

∣∣∣∣∣∣
1−x−y

0

=

= −1
2

1∫
0

dx

1−x∫
0

(
1
32
− 1

(2 + x+ y)2

)
dy =

= −1
2

1∫
0

dx

(
y

32
+

1
2 + x+ y

)∣∣∣∣∣∣
1−x

0

=

= −1
2

1∫
0

(
1− x
32

+
1
3
− 0− 1

2 + x

)
dx =

= ln

√
3
2
− 7

36
. ♦

Näide 3. Arvutame I =
∫∫∫
Ω

√
x2 + y2dx dy dz, kus Ω on määratud pin-

dadega x2 + y2 = z2 ja z = 2.

Piirkond Ω on v~orrandiga x2 +y2 = z2 määratud koonuse osa, mis on tasan-
dite z = 0 ja z = 2 vahel. Skitseerime piirkonna Ω ja selle ristprojektsiooni
prxyΩ xy-tasandil

-x
2

2

prxyΩ

y =
√

4− x2

y = −
√

4− x2

6y

2

z

x

6

z = 2

.

.............................................................................................................................................................................................................

Ω

prxyΩ
.

............................................................................................................................................................................................................. -y
�

�
�

�
�

�
�

��+

z =
√
x2 + y2 �

�
�

�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

���
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�
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Kasutame Lauset 2, kusjuures a1 = −2, a2 = 2, ϕ1 (x) = −
√

4− x2,

ϕ2 (x) =
√

4− x2, ψ1 (x, y) =
√
x2 + y2 ja ψ2 (x, y) = 2. Saame

I =
∫∫∫

Ω

√
x2 + y2dx dy dz =

2∫
−2

dx

√
4−x2∫

−
√

4−x2

dy

2∫
√
x2+y2

√
x2 + y2 dz =
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=

2∫
−2

dx

√
4−x2∫

−
√

4−x2

(
2
√
x2 + y2 − x2 − y2

)
dy =

=
[

kasutame polaarkoordinaate ja valemit (3.3.4),
x2 + y2 = 4←→ ρ = 2, α = 0, β = 2π, ρ1 (ϕ) = 0, ρ1 (ϕ) = 2

]
=

=

2π∫
0

dϕ

2∫
0

(
2ρ2 − ρ3

)
dρ = 2π

(
16
3
− 4
)

=
8
3
π. ♦

30 Integreerimispiirkond Ω on püstsilindritega, mille moodustaja on paralleelne
kas x-, y- v~oi z-teljega, jaotatav l~oplikuks arvuks normaalseteks osapiirkon-
dadeks. Sel korral v~oib t~oestuseks kasutada kolmekordse integraali aditiivsust
integreerimispiirkonna järgi (Lause 3.5.1 viiendat väidet) ja iga liidetava korral
rakendada kas Lauset 1 v~oi Lauset 2.

Näide 4. Muudame integreerimisjärjekorda integraali

I =

1∫
0

dx

1∫
0

dy

x2+y2∫
0

f (x, y, z) dz

korral.
Antud integraalis on rajad paigutatud valemi (3.6.3) p~ohjal. Seega a1 = 0,

a2 = 1, ϕ1 (x) = 0, ϕ2 (x) = 1, ψ1 (x, y) = 0 ja ψ2 (x, y) = x2 + y2. Skitseerime
integreerimispiirkonna Ω ja selle projektsiooni pryzΩ yz-tasandile

z z

y

x

y

0
1

1

1

2

1

z = y2

z = y2 + 1

Ω
pryzΩ

�
�

�

. ....................... ....................... ......................
......................
.....................
.....................
.......................

.........................

............................

..............................

................................

.
.................
.......

..................
...

................... ................ ................. .................. ..................

. ....................... ....................... ......................
......................
.....................
.....................
.......................

.........................

............................

..............................

................................

��	

-

6

-

6

Kui välimine integraal v~otta muutuja y järgi, siis integreerimispiirkond Ω
on püstsilindritega, mille moodustaja on paralleelne x-teljega, jaotatav kaheks
(miks?) normaalseks osapiirkonnaks. Neist esimese osapiirkonna projektsioon
yz-tasandile on piiratud joontega y = 0, y = 1, z = 0, z = y2 (valem (3.6.5),
a1 = 0, a2 = 1, ϕ1 (y) = 0, ϕ2 (y) = y2). Lisaks ψ1 (y, z) = 0 ja ψ2 (y, z) = 1.
Teise osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on piiratud joontega y = 0, y = 1,
z = y2, z = y2 + 1 (valem (3.6.5), a1 = 0, a2 = 1, ϕ1 (y) = y2, ϕ2 (y) = y2 + 1).
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Seejuures ψ1 (y, z) =
√
z − y2 ja ψ2 (y, z) = 1. Lause 3.5.1 viienda väite ja

Märkuse 1 p~ohjal saame

I =

1∫
0

dy

y2∫
0

dz

1∫
0

f (x, y, z) dx+

1∫
0

dy

y2+1∫
y2

dz

1∫
√
z−y2

f (x, y, z) dx.

Kui välimine integraal v~otta muutuja z järgi, siis integreerimispiirkond Ω on
püstsilindritega, mille moodustaja on paralleelne x-teljega, jaotatav kolmeks
(miks?) normaalseks osapiirkonnaks. Neist esimese osapiirkonna projektsioon
yz-tasandile on piiratud joontega z = 0, z = 1, y = 0, y =

√
z (valemi (3.6.5)

analoogis a1 = 0, a2 = 1, ϕ1 (z) = 0, ϕ2 (z) =
√
z), kusjuures ψ1 (y, z) =√

z − y2 ja ψ2 (y, z) = 1. Teise osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on pii-
ratud joontega z = 0, z = 1, y =

√
z, y = 1 (valemi (3.6.5) analoogis a1 = 0,

a2 = 1, ϕ1 (z) =
√
z, ϕ2 (z) = 1), kusjuures ψ1 (y, z) = 0 ja ψ2 (y, z) = 1. Kol-

manda osapiirkonna projektsioon yz-tasandile on piiratud joontega z = 1, z = 2,
y =

√
z − 1, y = 1 (valemi (3.6.5) analoogis a1 = 1, a2 = 2, ϕ1 (z) =

√
z − 1,

ϕ2 (z) = 1), kusjuures ψ1 (y, z) =
√
z − y2 ja ψ2 (y, z) = 1. Saame

I =

1∫
0

dz

√
z∫

0

dy

1∫
√
z−y2

f (x, y, z) dx+

1∫
0

dz

1∫
√
z

dy

1∫
0

f (x, y, z) dx+

+

2∫
1

dz

1∫
√
z−1

dy

1∫
√
z−y2

f (x, y, z) dx.

Leidke ülejäänud kolm järjekorda. ♦

3.7 Muutujate vahetus kolmekordses integraalis

Vaatleme muutujate vahetust x = x (u, v, w)
y = y (u, v, w)
z = z (u, v, w)

(u, v, w) ∈ ∆ (3.7.1)

kolmekordses integraalis
∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz. Eeldame, et teisendus (3.7.1),

mis teisendab uvw-ruumis asetseva piirkonna ∆ xyz-ruumis paiknevaks piirkon-
naks Ω, on regulaarne, st
1) teisendus (3.7.1) on üksühene,
2) funktsioonide x (u, v, w) , y (u, v, w) ja z (u, v, w) esimest järku osatuletised
on pidevad piirkonnas ∆,
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3) teisenduse (3.7.1) jakobiaan

J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
xu xv xw
yu yv yw
zu zv zw

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ((u, v, w) ∈ ∆) .

Kehtib järgmine väide (vt [9] , lk 313-316).
Lause 1. Kui funktsioon f (x, y, z) on pidev piirkonnas Ω ja teisendus (3.7.1)

on regulaarne piirkonnas ∆ ning teisendab piirkonna ∆ piirkonnaks Ω, siis∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

=
∫∫∫
∆

f(x (u, v, w) , y (u, v, w) , z (u, v, w)) | J (u, v, w)| du dvdw.
(3.7.2)

Märkus 1. Valem (3.7.2) kehtib ka juhul, kui teisendus (3.7.1) ei ole re-
gulaarne l~oplikus arvus punktides v~oi l~oplikul arvul joontel ja pindadel, mille
ruumala on null.

Vaatleme üleminekut silinderkoordinaatidele, vt (1.1.1), kus teisendus (3.7.1)
on kujul  x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ
z = z

((ϕ, ρ, z) ∈ ∆)

ja

J(ϕ, ρ, z) =

∣∣∣∣∣∣
xϕ xρ xz
yϕ yρ yz
zϕ zρ zz

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
−ρ sinϕ cosϕ 0
ρ cosϕ sinϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −ρ 6= 0,

kui ρ 6= 0. Lause 1 ja Märkuse 1 abil saame∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

∆

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)ρ dϕ dρdz. (3.7.3)

Kui piirkond Ω on silinderkoordinaatides piiratud küljelt pooltasanditega ϕ = α
ja ϕ = β ning püstsilindritega ρ = ρ1 (ϕ) ja ρ = ρ2 (ϕ) ning alt ja ülalt vastavalt
pindadega z = z1 (ϕ, ρ) ja z = z2 (ϕ, ρ) , siis omandab valem (3.7.3) kuju

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

β∫
α

dϕ

ρ2(ϕ)∫
ρ1(ϕ)

ρdρ

z2(ϕ,ρ)∫
z1(ϕ,ρ)

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)dz . (3.7.4)
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Näide 1. Arvutame I =
∫∫∫

Ω
(x2 + y2 − z2)dxdydz, kus Ω on määratud

v~orratustega x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 1, x ≥ 0 ja y ≥ 0.
Skitseerime Ω :

6
z
1

Ω....................................................... ......................
x

2
y

2

x2 + y2=4

.......................
..................................................

.

............................................................................................................... .

...............................................................................................................

.

..........................................................................................................................................................................
.....................
..........

.
...........................

......
........................................................................................................

.

.....................................................................................

....................................................................................

.
.....................

..........
.
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......

. .................................. . .................................. . .................................

.
.....................
..........

.
...........................

......
........................................................................................................

.
.....................

..........
.

...........................
......

. .................................. . .................................. . .................................

Kuna silinderkoordinaatides on piirkond Ω määratud küljelt pooltasanditega
ϕ = 0, ϕ = π/2 ja püstsilindritega ρ = 0, ρ = 2 ning alt ja ülalt vastavalt
pindadega z = 0 ja z = 1, siis valemi (3.7.4) abil saame

I =

π/2∫
0

dϕ

2∫
0

ρdρ

1∫
0

(
ρ2 − z2

)
dz =

=

π/2∫
0

dϕ

2∫
0

ρ

(
ρ2 − 1

3

)
dρ =

π/2∫
0

10
3
dϕ =

5
3
π. ♦

Näide 2. Paigutame rajad kolmekordses integraalis
∫∫∫

Ω
f(x, y, z)dxdy, kasu-

tades silinderkoordinaate, kui Ω on kera

x2 + y2 + z2 ≤ R2

osa, mis on silindri (
x2 + y2

)2
= R2

(
x2 − y2

)
(x ≥ 0)

sees. Et

x2 + y2 + z2 = R2 ←→ ρ2 + z2 = R2 ←→ z = ±
√
R2 − ρ2

ja (
x2 + y2

)2
= x2 − y2 ←→ ρ2 = R2 cos 2ϕ←→ ρ = R

√
cos 2ϕ

ning
x ≥ 0 ⇒ −π

4
≤ ϕ ≤ π

4
,

siis valemi (3.7.4) abil saame

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdy =

π/4∫
−π/4

dϕ

R
√

cos 2ϕ∫
0

ρdρ

√
R2−ρ2∫

−
√
R2−ρ2

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)dz .♦
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Vaatleme üleminekut sfäärkoordinaatidele, kus teisendus (3.7.1) on kujul,
vt (1.1.2),  x = ρ sinψ cosϕ

y = ρ sinψ sinϕ
z = ρ cosψ

((ϕ,ψ, ρ) ∈ ∆)

ja

J(ϕ,ψ, ρ) =

∣∣∣∣∣∣
xϕ xψ xρ
yϕ yψ yρ
zϕ zψ zρ

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
−ρ sinϕ sinψ ρ cosψ cosϕ sinψ cosϕ
ρ sinψ cosϕ ρ cosψ sinϕ sinψ sinϕ

0 −ρ sinψ cosψ

∣∣∣∣∣∣ =
= −ρ2 sinψ 6= 0,

kui ρ 6= 0 ja sinψ 6= 0.
Lause 1 ja Märkuse 1 abil saame∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =

=
∫∫∫
∆

f(ρ sinψ cosϕ, ρ sinψ sinϕ, ρ cosψ)ρ2 sinψ dϕdψdρ.
(3.7.5)

Kui piirkond Ω on sfäärkoordinaatides piiratud pooltasanditega ϕ = ϕ1, ϕ = ϕ2

ja pöördkoonustega ψ = ψ1, ψ = ψ2 ning pindadega ρ = ρ1 (ϕ,ψ) , ρ = ρ2 (ϕ,ψ)
(ρ1 (ϕ,ψ) ≤ ρ2 (ϕ,ψ)) , siis valem (3.7.3) omandab kuju∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =

=

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

ψ2∫
ψ1

dψ

ρ2(ϕ,ψ)∫
ρ1(ϕ,ψ)

f(ρ sinψ cosϕ, ρ sinψ sinϕ, ρ cosψ)ρ2 sinψ dρ .
(3.7.6)
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Näide 2. Leiame kahe kera x2 + y2 + z2 ≤ 1 ja x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1
ühisosa ruumala.

Skitseerime need kerad ja nende ristl~oike xz-tasandiga
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Et keha on sümmeetriline z-telje suhtes, siis piisab uurida selle keha ristl~oiget
xz-tasandiga. Kerade ühisosa on koonusega ψ = π/3 jaotatav kahte ossa. Kuna

x2 + y2 + z2 = 1 ←→ ρ = 1

ning
x2 + y2 + (z − 1)2 = 1 ←→ ρ = 2 cosψ,

siis Lause 3.5.1 viienda osa ja valemi (3.7.6) abil saame (miks?)

VΩ =
∫∫∫

Ω

dxdydz =

=

2π∫
0

dϕ

π/3∫
0

dψ

1∫
0

ρ2 sinψ dρ+

2π∫
0

dϕ

π/2∫
π/3

dψ

2 cosψ∫
0

ρ2 sinψ dρ =

=
1
3

2π∫
0

dϕ

π/3∫
0

sinψ dψ +
8
3

2π∫
0

dϕ

π/2∫
π/3

cos3 ψ sinψdψ =

=
2π
3

π/3∫
0

sinψ dψ +
16π
3

π/2∫
π/3

cos3 ψ sinψdψ =

= −2π
3

cosψ
∣∣∣∣π/3
0

− 4π
3

cos4 ψ
∣∣∣∣π/2
π/3

=

= −2π
3

cos
π

3
+

2π
3

+
4π
3

cos4
π

3
=

5π
12
. ♦
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3.8 Kolmekordse integraali rakendused

3.8.1 Keha ruumala arvutamine
Olgu keha määratud ruumis R3 piirkonnaga Ω. Lause 3.5.1 teise osa p~ohjal

avaldub piirkonna Ω, mille rajapind on tükiti sile, ruumala VΩ valemiga

VΩ =
∫∫∫

Ω

1 dV. (3.8.1)

Näide 1. Leiame pindadega

x2 + z2 = 1 ja y2 + z2 = 1

määratud keha ruumala.
Skitseerime selle keha esimeses kaheksandikus oleva osa
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√
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Tänu sümmeetriale on keha jaotatav kuueteistkümneks v~ordse ruumalaga osaks.
Valemi (3.8.1) abil saame

VΩ =
∫∫∫

Ω

dxdydz = 16

1∫
0

dx

x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

dz =

= 16

1∫
0

dx

x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

dz = 16

1∫
0

x
√

1− x2dx =

= −8

1∫
0

(
1− x2

)1/2
d
(
1− x2

)
= −16

3
(
1− x2

)3/2∣∣∣∣1
0

=
16
3
. ♦
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3.8.2 Keha mass, massikese ja inertsmomendid

Olgu xyz-tasandi piirkonnaga Ω määratud keha tihedus ρ(x, y, z). Olgu Ω
jaotatud osapiirkondadeks Ωi (i = 1; . . . ;n) . Olgu Pi (ξi, ηi, ζi) ∈ Ωi. Kui ∆Vi
on piirkonna Ωi ruumala, di piirkonna Ωi läbim~o~ot ja ρ(x, y, z) ∈ C (Ω) , siis
vaadeldava keha massi m defineerime kui piirväärtuse

lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

ρ (Pi)∆Vi,

st
m =

∫∫∫
Ω

ρ (P ) dV. (3.8.2)

T~oestage, et keha massikeskme koordinaadid xc, yc ja zc avalduvad kujul

xc =
1
m

∫∫∫
Ω

xρ (P ) dV, yc =
1
m

∫∫∫
Ω

yρ (P ) dV, zc =
1
m

∫∫∫
Ω

zρ (P ) dV.

(3.8.3)
Keha inertsmomendid Ix, Iy ja Iz vastavalt x-, y- ja z-telje suhtes on piirväär-
tused

lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

(
η2
i + ζ2

i

)
ρ (ξi, ηi, ζi) ∆Vi,

lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

(
ξ2i + ζ2

i

)
ρ (ξi, ηi, ζi) ∆Vi

ja

lim
n→∞,max di→0

n∑
i=1

(
ξ2i + η2

i

)
ρ (ξi, ηi, ζi) ∆Vi.

Seega

Ix =
∫∫∫

Ω

(
y2 + z2

)
ρ (P ) dV, (3.8.4)

Iy =
∫∫∫

Ω

(
x2 + z2

)
ρ (P ) dV (3.8.5)

ja

Iz =
∫∫∫

Ω

(
x2 + y2

)
ρ (P ) dV. (3.8.6)

Kuna keha inertsmoment IO nullpunkti O suhtes avaldub kujul (miks?)

IO =
∫∫∫

Ω

(
x2 + y2 + z2

)
ρ (P ) dV, (3.8.7)
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siis

IO = (Ix + Iy + Iz) /2. (3.8.8)

Lause 1. Kui keha on xyz-ruumi piirkonnas Ω ja keha tihedus ρ(x, y, z) ∈
C (Ω) , siis selle keha mass m on leitav valemi (3.8.2) abil, massikeskme koor-
dinaadid xc, yc ja zc valemite (3.8.3) abil ning inertsmomendid Ix, Iy, Iz ja IO
valemite (3.8.4) – (3.8.8) abil.

Näide 2. Olgu keha määratud xyz-ruumi piirkonnaga Ω, mis on antud
v~orratustega (vt Näidet 1)

x2 + z2 ≤ 1, y2 + z2 ≤ 1, y ≤ x, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

Olgu ρ(x, y, z) = z keha tihedus. Leiame keha massi m, massikeskme koordi-
naadid xc, yc ja zc ning inertsmomendid Ix, Iy, Iz ja IO.

Kasutame Lauset 1

m
(3.8.2)

=
∫∫∫
Ω

ρ (P ) dV =
1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

zdz =

=
1
2

1∫
0

dx
x∫
0

(
1− x2

)
dy =

1
2

1∫
0

(
x− x3

)
dx =

1
8
,

xc
(3.8.3)

=
1
m

∫∫∫
Ω

xρ (P ) dV = 8
1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

xzdz =

= 4
1∫
0

dx
x∫
0

(
x− x3

)
dy = 4

1∫
0

(
x2 − x4

)
dx =

8
15
,

yc
(3.8.3)

=
1
m

∫∫∫
Ω

yρ (P ) dV = 8
1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

yzdz =

= 4
1∫
0

dx
x∫
0

(
y − yx2

)
dy = 2

1∫
0

(
x2 − x4

)
dx =

4
15
,

zc
(3.8.3)

=
1
m

∫∫∫
Ω

zρ (P ) dV = 8
1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

z2dz =

=
8
3

1∫
0

dx
x∫
0

(
1− x2

)√
1− x2dy =

8
3

1∫
0

(
x− x3

)√
1− x2dx =

8
15
,



190 PEATÜKK 3. INTEGRAALARVUTUS

Ix
(3.8.4)

=
∫∫∫
Ω

(
y2 + z2

)
ρ (P ) dV =

1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

(
y2 + z2

)
zdz =

=
1
4

1∫
0

dx
x∫
0

(
1− 2x2 + x4 + 2y2 − 2y2x2

)
dy =

=
1
12

1∫
0

(
3x− 4x3 + x5

)
dx =

1
18
,

Iy
(3.8.5)

=
∫∫∫
Ω

(
x2 + z2

)
ρ (P ) dV =

1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

(
x2 + z2

)
zdz =

=
1
4

1∫
0

dx
x∫
0

(
1− x4

)
dy =

1
4

1∫
0

(
x− x5

)
dx =

1
12
,

Iz
(3.8.6)

=
∫∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
ρ (P ) dV =

1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

(
x2 + y2

)
zdz =

=
1
2

1∫
0

dx
x∫
0

(
x2 + y2 − x4 − y2x2

)
dy =

2
3

1∫
0

(
x3 − x5

)
dx =

1
18

ja

IO
(3.8.7)

=
∫∫∫
Ω

(
x2 + y2 + z2

)
ρ (P ) dV =

1∫
0

dx
x∫
0

dy

√
1−x2∫
0

(
x2 + y2 + z2

)
zdz =

=
1
4

1∫
0

dx
x∫
0

(
1− x4 + 2y2 − 2y2x2

)
dy =

1
4

1∫
0

(
x− 5x5

3
+

2x3

3

)
dx =

7
72
.

♦

3.9 Esimest liiki joonintegraal

Joone pikkuse arvutamisel (vt [22], lk 196-199) vaatlesime joont Γ para-
meetriliste v~orranditega  x = x(t)

y = y(t)
z = z(t)

t ∈ [α, β] . (3.9.1)
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Olgu A joone Γ alguspunkt ja B selle joone l~opp-punkt. Jaotame joone Γ

A = P0(x0, y0, z0)

Pi−1(xi−1, yi−1, zi−1)

Qi(ξi, ηi, ςi)

Pi(xi, yi, zi)

B = Pn(xn, yn, zn)

T
T
T

c
c

c
c

XXXXXXX s
spppppppppppppppppppppppppppppppppp̀ ppppppppppppppppppppp̀ ppppppppppppppppppppppppppppppppppppspppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppspppppppppppppppppppppppppppppppppppps

parameetri t väärtustele ti vastavate punktidega Pi (xi, yi, zi) (i = 0; 1; . . . ;n) n
osakaareks, kusjuures P0 = A vastab parameetri väärtusele α ja Pn = B vastab
parameetri väärtusele β ning α = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = β. Igal osakaarel
Pi−1Pi (i = 1; . . . ;n) v~otame parameetri t väärtusele τi (τi ∈ [ti−1, ti]) vastava
punkti Qi (ξi, ηi, ςi) . Olgu

∆ti = ti − ti−1, ∆xi = xi − xi−1, ∆yi = yi − yi−1, ∆zi = zi − zi−1.

Definitsioon 1. V~orrandiga (3.9.1) esitatud joont Γ nimetatakse sirgestu-
vaks, kui

∃ lim
max ∆ti→0

n∑
i=1

√
(∆xi)

2 + (∆yi)
2 + (∆zi)

2 (3.9.2)

s~oltumata l~oigu [α, β] osal~oikudeks jaotamisest.
Seda piirväärtust nimetatakse joone Γ pikkuseks ja tähistatakse sΓ. Seega

nimetatakse joont Γ sirgestuvaks, kui murdjoone P0P1 . . . Pn−1Pn pikkusel on
l~oplik piirväärtus vaadeldavas piirprotsessis.

Järgnevas tegeldakse vaid sirgestuvate joontega. Olgu funktsioon f(x, y, z)
määratud joone Γ punktides. Moodustame integraalsumma

n∑
i=1

f(Qi)∆si, (3.9.3)

kus ∆si on kaare Pi−1Pi pikkus. Märgime, et max ∆si → 0 ⇒ n→∞.
Definitsioon 2. Kui eksisteerib piirväärtus

lim
max ∆si→0

n∑
i=1

f(Qi)∆si,

mis ei s~oltu joone Γ osakaarteks jaotamise viisist ja punkti Qi valikust osakaares
Pi−1Pi (i = 1; . . . ;n) , siis nimetatakse seda piirväärtust esimest liiki joonin-
tegraaliks ehk joonintegraaliks kaare pikkuse järgi funktsioonist f mööda joont
Γ ja tähistatakse ∫

Γ

f(x, y, z) ds (3.9.4)



192 PEATÜKK 3. INTEGRAALARVUTUS

ehk
∫
Γ
f(P ) ds v~oi

∫
AB

f(P ) ds.
Joont Γ nimetatakse integreerimisteeks, kusjuures punkti A nimetatakse

integreerimistee alguspunktiks ja punkti B integreerimistee l~opp-punktiks. Kui
Γ asetseb m~onel koordinaattasandil, näiteks xy-tasandil, siis räägitakse tasandi-
lisest joonintegraalist. Kui joon Γ on ruumiline joon, siis k~oneldakse ruumilisest
joonintegraalist.

Kui joone Γ esituses (3.9.1) kasutada parameetrina kaare AP pikkust s, siis
saame  x = x(s)

y = y(s)
z = z(s)

s ∈ [0, sΓ] (3.9.5)

ja integraalsumma (3.9.3) omandab kuju
n∑
i=1

f(x (ωi) , y (ωi) , z (ωi))∆si, (3.9.6)

kus si ←→ Pi, ωi ←→ Qi ning ωi ∈ [si−1, si] . Kui ∃
∫
Γ
f(P ) ds, siis

∃ lim
n→∞, max ∆si→0

n∑
i=1

f(x (ωi) , y (ωi) , z (ωi))∆si =

sΓ∫
0

f(x (s) , y (s) , z (s)) ds,

kusjuures viimane integraal on tavaline määratud integraal. Seega järeldub integ-
raalsummade (3.9.3) ja (3.9.6) v~ordsusest∫

Γ

f(P ) ds =

sΓ∫
0

f(x (s) , y (s) , z (s)) ds. (3.9.7)

Et integreeritava funktsiooni pidevus on piisav tingimus mä äratud integraali
olemasoluks, siis saame valemi (3.9.7) abil, et funktsiooni f pidevus parameetri-
liste v~orranditega (3.9.5) antud joone Γ punktides ja x(s), y(s), z(s) ∈ C [0, sΓ]
on piisavad tingimused esimest liiki joonintegraali

∫
Γ
f(P ) ds olemasoluks.

Kasutades määratud integraali omadusi, on lihtne seose (3.9.7) abil t~oestada
esimest liiki joonintegraali omadusi.

Lause 1. Sirgestuva joone Γ korral kehtivad järgmised väited:
1. Kui f(P ) = 1 (P ∈ Γ) , siis ∫

Γ

1 ds = sΓ,

kus sΓ on joone Γ pikkus.
2. Esimest liiki joonintegraal ei s~oltu integreerimistee läbimise suunast.
3. Esimest liiki joonintegraal on aditiivne, st kui eksisteerib

∫
AB

f(P ) ds ja joon
AB koosneb osadest AC ning CB, siis∫

AB

f(P ) ds =
∫
AC

f(P ) ds+
∫
CB

f(P ) ds.
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4. Esimest liiki joonintegraal on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid∫
Γ
f1(P ) ds ja

∫
Γ
f2(P ) ds ning c1, c2 ∈ R, siis eksisteerib ka integraal∫

Γ

(c1f1(P ) + c2f2(P ) ) ds,

kusjuures ∫
Γ

(c1f1(P ) + c2f2(P ) ) ds = c1

∫
Γ

f1(P )ds+ c2

∫
Γ

f2(P )ds.

5. Kui eksisteerivad integraalid
∫
Γ
f(P ) ds ja

∫
Γ
g(P ) ds ning

f(P ) ≤ g(P ) (P ∈ Γ) ,

siis ∫
Γ

f(P ) ds ≤
∫
Γ

g(P ) ds.

T~oestame neist neljanda omaduse∫
Γ

(c1f1(P ) + c2f2(P ) ) ds
(3.9.7)

=

=

sΓ∫
0

(c1f1(x (s) , y (s) , z (s)) + c2f2(x (s) , y (s) , z (s))) ds =

= [kasutame määratud integraali lineaarsust] =

= c1

sΓ∫
0

f1(x (s) , y (s) , z (s))ds + c2

sΓ∫
0

f2(x (s) , y (s) , z (s))ds
(3.9.7)

=

= c1

∫
Γ

f1(P )ds+ c2

∫
Γ

f2(P ) ds.

T~oestage ülejäänud omadused iseseisvalt. �

Definitsioon 3. V~orranditega (3.9.1) antud joont Γ nimetatakse siledaks,
kui

x′(t), y′(t), z′(t) ∈ C [α, β]

ja
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 6= 0 (t ∈ [α, β]) .

Definitsioon 4. V~orranditega (3.9.1) antud joont Γ nimetatakse tükiti si-
ledaks, kui ta koosneb l~oplikust arvust siledatest osadest.
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Saab näidata, et v~orranditega (3.9.1) esitatud tükiti sile joon on sirgestuv.
Kuigi esimest liiki joonintegraali arvutamiseks saab kasutada valemit (3.9.7),

on sileda joone Γ korral selleks otstarbekas kasutada valemit (3.9.8). Nimelt
sileda joone korral

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

ja seosest (3.9.7) järeldub seos (3.9.8).
Lause 2. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste v~orranditega (3.9.1),

kus parameetri t väärtusele α vastab punkt A ja väärtusele β punkt B, ning
funktsioon f on pidev joone Γ punktides, siis

∫
AB

f(P ) ds =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))

√(
dx

dt

)2

+
(
dy

dt

)2

+
(
dz

dt

)2

dt. (3.9.8)

Järeldus 1. Kui sile joon AB on antud xy-tasandil v~orrandiga

y = y(x) (x ∈ [a, b]) ,

kusjuures punktis A x = a ja punktis B x = b, siis

∫
AB

f(x, y) ds =

b∫
a

f(x, y(x))

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx. (3.9.9)

Näide 1. Arvutame joonintegraali∫
Γ

ds

x− y
,

kus Γ on sirge y =
x

2
− 2 l~oik punktide A(0;−2) ja B(4; 0) vahel.

Veenduge, et Järelduse 1 eeldused, kusjuures f(x, y) = 1/ (x− y) , y′ =
1
2

ja a = 0 ning b = 4, on täidetud. Valemi (3.9.9) abil saame

∫
Γ

ds

x− y
=

4∫
0

1

x−
(x

2
− 2
)√1 +

(
1
2

)2

dx =
√

5
2

4∫
0

1
x

2
+ 2

dx =

=
√

5
4∫
0

dx

x+ 4
=
√

5 ln (x+ 4)|40 =
√

5 (ln 8− ln 4) =
√

5 ln 2. ♦

Näide 2. Arvutame joonintegraali
∫
Γ

(
2z −

√
x2 + y2

)
ds, kus joon Γ on

antud parameetriliste v~orranditega x = t cos t, y = t sin t, z = t (0 ≤ t ≤ 4π) .
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Skitseerime joone Γ
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Veenduge, et Lause 2 eeldused on täidetud. Kuna√(
dx

dt

)2

+
(
dy

dt

)2

+
(
dz

dt

)2

=

=
√

(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 12 =
√

2 + t2,

siis valemi (3.9.8) abil saame∫
Γ

(
2z −

√
x2 + y2

)
ds =

4π∫
0

(
2t−

√
t2 cos2 t+ t2 sin2 t

)√
2 + t2dt =

=
4π∫
0

t
√

2 + t2dt =
1
2

4π∫
0

√
2 + t2d

(
2 + t2

)
=

1
3

√
(2 + t2)3

∣∣∣∣4π
0

=

=
2 + 16π2

3
√

2 + 16π2 − 2
3
√

2. ♦

3.10 Teist liiki joonintegraal
Kasutame eelmise punkti tähistust. Skalaarväärtustega funktsiooni f(P )

asemel vaatleme tükiti sileda joone Γ (joone AB) punktides vektorväärtustega
funktsiooni

F = (X (x, y, z) , Y (x, y, z) , Z (x, y, z)) ,

lühidalt F (P ) = (X (P ) , Y (P ) , Z (P )) ehk F = (X,Y, Z) . Olgu

r = (x, y, z) , ∆ri = (∆xi,∆yi,∆zi) , dr = (dx, dy, dz) .

Füüsikast on teada, et masspunkti liikumisel piki joont Γ, mille igas punktis P
m~ojub talle j~oud F(P ), esitab F(Qi)∆ri ligikaudu töö, mis tehakse masspunkti
nihutamisel piki kaart Pi−1Pi. Moodustame integraalsumma

n∑
i=1

F(Qi)∆ri =
n∑
i=1

X (Qi) ∆xi + Y (Qi) ∆yi + Z (Qi) ∆zi, (3.10.1)
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kusjuures kokkuleppeliselt jätame parempoolses summas sulud ära.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirväärtus

lim
max ∆si→0

n∑
i=1

X (Qi)∆xi + Y (Qi) ∆yi + Z (Qi) ∆zi, (3.10.2)

mis ei s~oltu joone Γ osakaarteks jaotamise viisist ja punkti Qi valikust osakaarel
Pi−1Pi (i = 1; . . . ;n) , siis nimetatakse seda piirväärtust teist liiki joonintegraa-
liks (ehk joonintegraaliks projektsioonide järgi) funktsioonist F mööda joont Γ
punktist A punkti B ja tähistatakse∫

AB

X(x, y, z) dx+ Y (x, y, z) dy + Z(x, y, z) dz (3.10.3)

ehk ∫
AB

X(P ) dx+ Y (P ) dy + Z(P ) dz,
∫
AB

X dx+ Y dy + Z dz ,

∫
AB

F dr.

Märkus 1. Kui piirkonnas Ω paikneva joone Γ igas punktis P m~ojub masspunk-
tile j~oud F (P ) , siis

∫
AB

F dr esitab masspunkti liikumisel punktist A punkti B
piki joont AB tehtud töö.

Joonintegraali vektorist F piki kinnist joont Γ nimetatakse vektori F tsirku-
latsiooniks ehk ringintegraaliks piki joont Γ ja tähistatakse

∮
Γ
F dr.

Liikumise suunda piki tasandil (täpsemini selle tasandi fikseeritud poolel)
paiknevat kinnist joont Γ nimetatakse positiivseks, kui mööda joont Γ liikudes
jääb Γ poolt h~olmatav piirkond vasakule. Kui järgnevas ei ole fikseeritud tasandil
paikneva kinnise joone läbimise suunda, siis eeldatakse vaikimisi, et seda joont
läbitakse positiivses suunas.

Sileda joone Γ korral on teist liiki joonintegraal taandatav esimest liiki joon-
integraaliks.

Lause 1. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste v~orranditega (3.9.5)
ja funktsioonid X, Y, Z on pidevad joonel AB, siis∫

AB

X dx+ Y dy + Z dz =
∫
AB

(X cosα+ Y cosβ + Z cos γ) ds, (3.10.4)

kus cosα, cosβ ja cos γ on vektori dr suunakoosinused.
T~oestus. R~ohutame, et α = α (P ) , β = β (P ) ja γ = γ (P ) . Piirdume seose∫

AB

X dx =
∫
AB

X cosαds (3.10.5)

t~oestamisega. Analoogiliselt t~oestatakse seosed∫
AB

Y dy =
∫
AB

Y cosβ ds,
∫
AB

Z dz =
∫
AB

Z cos γ ds.



3.10. TEIST LIIKI JOONINTEGRAAL 197

V~ordleme integraalide
∫
AB

X dx ja
∫
AB

X cosαds integraalsummasid

n∑
i=1

X (Qi) ∆xi ja
n∑
i=1

X (Qi) cos (α (Qi))∆si.

Et

dx

ds
= cos (α (P ))⇒ dx = cos (α (P )) ds⇒ ∆xi =

∫ si

si−1

cos (α (P )) ds =

=
[

AB on sile⇒ cos (α (P )) ∈ C [si−1, si]⇒ saame
rakendada määratud integraali keskväärtusteoreemi

]
=

= cos (α (Q∗i ))∆si (ω∗i ←→ Q∗i , ω
∗
i ∈ [si−1, si]) ,

siis integraalsummade vahe δ jaoks saame

|δ| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

X (Qi) ∆xi −
n∑
i=1

X (Qi) cos (α (Qi))∆si

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

X (Qi) cos (α (Q∗i ))∆si −
n∑
i=1

X (Qi) cos (α (Qi))∆si

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

X (Qi) (cos (α (Q∗i ))− cos (α (Qi)))∆si

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

|X (Qi)| |(cos (α (Q∗i ))− cos (α (Qi)))|∆si.

Kuna funktsiooni cos (α (P )) pidevusest siledal sirgestuval joonel AB järeldub
selle funktsiooni ühtlane pidevus sel joonel, siis ∀ε > 0 korral leidub selline joone
AB jaotus punktidega Pi, et

|cos (α (Q∗i ))− cos (α (Qi))| < ε (i = 1; . . . ;n) .

Seega

|δ| <
n∑
i=1

|X (Qi)| ε∆si < Mε
n∑
i=1

∆si = MεsΓ,

kus M = supP∈AB |X (P )| ja sΓ on joone AB pikkus. Seega on piirprotsessis
max ∆si → 0 uuritavatel integraalsummadel ühinene piirväärtus, st seos (3.10.5)
kehtib. �

Lause 2. Kui joon AB on tükiti sile ja funktsioonid X, Y, Z on pidevad
joonel AB, siis kehtivad järgmised väited:
1. Teist liiki joonintegraal s~oltub integreerimistee läbimise suunast. Nimelt joone
AB läbimise suuna muutmisel vastupidiseks korrutub integraal arvuga miinus
üks, st ∫

AB

F dr = −
∫
BA

F dr.
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2. Teist liiki joonintegraal on aditiivne, st kui joon AB koosneb osadest AC ja
CB, siis ∫

AB

F dr =
∫
AC

F dr +
∫
CB

F dr.

3. Teist liiki joonintegraal on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid∫
AB

F1 dr ja
∫
AB

F2 dr ning c1, c2 ∈ R, siis eksisteerib ka integraal∫
AB

(c1F1 + c2F2 ) dr,

kusjuures ∫
AB

(c1F1 + c2F2 ) dr = c1

∫
AB

F1 dr + c2

∫
AB

F2 dr.

4. Kui joon AB on risti x-teljega, siis∫
AB

X dx = 0.

Kui joon AB on risti y-teljega, siis∫
AB

Y dy = 0.

Kui joon AB on risti z-teljega, siis∫
AB

Z dz = 0.

T~oestus. Lause 2 esimese osa t~oestus järeldub vahetult Definitsioonist 1.
T~oesti, joone AB suuna muutmisel vastupidiseks muudavad vastavas integraal-
summas esinevad suurused ∆xi,∆yi ja ∆zi märki ning märki muudab ka vastav
integraal. Lause 2 ülejäänud osade t~oestamiseks kasutage kas Definitsiooni 1 v~oi
Lauset 1. �

Teist liiki joonintegraali arvutamiseks v~oib kasutada järgmist Lauset.

Lause 3. Kui sile joon AB on esitatud parameetriliste v~orranditega x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

t ∈ [α, β] ,
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kus parameetri t väärtusele α vastab punkt A ja väärtusele β punkt B, ning
funktsioonid X,Y ning Z on pidevad joone AB punktides, siis∫

AB

Xdx+ Y dy + Zdz =

=
β∫
α

(
X(x(t), y(t), z(t))

dx

dt
+ Y (x(t), y(t), z(t))

dy

dt
+ Z(x(t), y(t), z(t))

dz

dt

)
dt.

(3.10.6)
T~oestus. Kuna v~orranditega (3.9.1) esitatud sileda joone AB korral (miks?)

cosαds = x′(t)dt, cosβ ds = y′(t)dt, cos γ ds = z′(t)dt,

siis valemite (3.10.4) ja (3.9.8) p~ohjal saame∫
AB

X dx+ Y dy + Z dz =
∫
AB

(X cosα+ Y cosβ + Z cos γ) ds =

=
β∫
α

(
X(x(t), y(t), z(t))

dx

dt
+ Y (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
+ Z(x(t), y(t), z(t))

dz

dt

)
dt,

st Lause 3 väide on t~oene. �

Järeldus 1. Kui tasandilise joonintegraali∫
AB

X(x, y) dx+ Y (x, y) dy

korral on sile joon AB antud v~orrandiga

y = y(x) (x ∈ [a, b]) ,

kusjuures punktile A vastab x = a ja punktile B vastab x = b, siis

∫
AB

Xdx+ Y dy =

b∫
a

(X(x, y(x)) + Y (x, y(x))y′(x)) dx. (3.10.7)

Analoogiliselt saadakse v~orrandiga

x = x(y) (y ∈ [c, d])

antud joone AB korral valem

∫
AB

Xdx+ Y dy =

d∫
c

(X(x(y), y)x′(y) + Y (x(y), y)) dy. (3.10.8)
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Näide 1. Arvutame joonintegraali∫
Γ

xdx+ ydy + (x+ y − 1) dz,

kui Γ on sirgl~oik punktist A(1; 1; 1) punkti B(2; 3; 4).
Et punkte A ja B läbiva sirge sihivektor on

−−→
AB = (1; 2; 3), siis sirgl~oigu Γ

v~oime esitada parameetriliste v~orranditega x = 1 + t
y = 1 + 2t
z = 1 + 3t

t ∈ [0; 1] ,

kusjuures A korral t = 0 ja B korral t = 1. Rakendame Lauset 3. Valemi (3.10.6)
abil saame∫

Γ

xdx+ ydy + (x+ y − 1) dz =

=
1∫
0

((1 + t) · 1 + (1 + 2t) · 2 + (1 + t+ 1 + 2t− 1) · 3) dt = 13. ♦

Näide 2. Arvutame joonintegraali∫
AB

(x− 3xy) dx+
(
x2 − y3

)
dy,

kus joon AB on antud v~orrandiga

y = x2 − x (x ∈ [−1; 1]) .

Veenduge, et Järeldus 1 on rakendatav. Valemi (3.10.7) abil saame∫
AB

(x− 3xy) dx+
(
x2 − y3

)
dy =

=
1∫
−1

(
x− 3x

(
x2 − x

)
+
(
x2 −

(
x2 − x

)3) (2x− 1)
)
dx =

16
3
. ♦

3.11 Greeni valem

Kirjeldame järgnevalt seost tasandilise teist liiki joonintegraali ja kahekordse
integraali vahel. Kehtib väide.
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Lause 1. Kui funktsioonid X ja Y ning nende osatuletised Xy ja Yx on
pidevad xy-tasandi sidusas piirkonnas D, mille rajajoon Γ on tükiti sile,

D

Γ

-
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siis kehtib Greeni valem∮
Γ

Xdx+ Y dy =
∫∫
D

(Yx −Xy) dx dy, (3.11.1)

kusjuures piirkonna D rajajoont Γ läbitakse positiivses suunas, st liikudes möö-
da rajajoont jääb piirkond D vasakule.

T~oestus. K~oigepealt näitame, et∮
Γ

Xdx = −
∫∫
D

Xy dx dy. (3.11.2)

1◦ Olgu D normaalne piirkond x-telje suhtes, st
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x = a
D

b
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6
x = b

a

y = ψ(x)

QQk

y = ϕ(x)

A

B

C

E
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D = {(x, y) | (a ≤ x ≤ b) ∧ (ϕ (x) ≤ y ≤ ψ (x))} . Rajajoont Γ läbime positiiv-
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ses suunas. Kasutades Lause 3.10.2 teist osa, saame∮
Γ

Xdx =
∫
AB

Xdx+
∫
BC

Xdx+
∫
CE

Xdx+
∫
EA

Xdx =

=

 AB :
x = x, y = ϕ (x) , dx = dx

−−−−−−→
a ≤ x ≤ b

BC :
x = b, y = y, dx = 0
−−−−−−−−−−−−→
ϕ (b) ≤ y ≤ ψ (b)


 CE :

x = x, y = ψ (x) , dx = dx
←−−−−−−
a ≤ x ≤ b

EA :
x = a, y = y, dx = 0
←−−−−−−−−−−−−
ϕ (a) ≤ y ≤ ψ (a)

 =

[(3.10.6)]
=

b∫
a

X (x, ϕ (x)) dx+ 0 +
a∫
b

X (x, ψ (x)) dx+ 0 =

= −
b∫
a

(X (x, ψ (x))−X (x, ϕ (x))) dx.

Kuna

∫∫
D

Xy dx dy =
b∫
a

dx
ψ(x)∫
ϕ(x)

Xy (x, y) dy =

=
b∫
a

X (x, y)|ψ(x)
ϕ(x) dx =

b∫
a

(X (x, ψ (x))−X (x, ϕ (x))) dx,

siis ∮
Γ

Xdx = −
∫∫
D

Xy dx dy.

2◦ Olgu piirkond D jaotatav y-teljega paralleelsete sirgl~oikudega m x-telje suh-
tes normaalseks piirkonnaks Dk vastavalt rajajoontega Γk.

D1?
D2

D3

Dm

D4

D5

� �
�
� � �
� �

6
�
�
�
�
�
�

@
@

@@

�
�

�
�

�
�
�

6?

6?

6?6?

HHj

@@I

@@I

@@R
-

��/

��/

��:

6?

-

���



3.11. GREENI VALEM 203

Et iga y-teljega paralleelset sirgl~oiku, mis eraldab kaht normaalset piirkonda,
läbitakse kokkuv~ottes kahes suunas, siis∮

Γ

Xdx =
m∑
k=1

∮
Γk

Xdx
1◦= −

m∑
k=1

∫∫
Dk

Xy dx dy = −
∫∫
D

Xy dx dy,

st seos (3.11.2) kehtib.
Kasutades piirkonda D = {(x, y) | (c ≤ y ≤ d) ∧ (ϕ (y) ≤ x ≤ ψ (y))} , saab

analoogiliselt näidata ∮
Γ

Y dy =
∫∫
D

Yx dx dy. �

Näide 1. Leiame Greeni valemi abil∮
Γ

(xy + x+ y) dx+ (xy + x− y) dy,

kus Γ on ringjoon x2+y2 = 2x, mida läbitakse kellaosuti liikumise vastassuunas.
Et

x2 + y2 = 2x ←→ ρ = 2 cosϕ (−π/2 ≤ ϕ ≤ π/2) ,

siis valemi (3.11.1) abil saame∮
Γ

(xy + x+ y) dx+ (xy + x− y) dy =

=
∫∫
D

(
∂ (xy + x− y)

∂x
− ∂ ((xy + x+ y))

∂y

)
dx dy =

=
∫∫
D

(y − x) dx dy =
π
2∫

−π
2

dϕ
2 cosϕ∫

0

(ρ sinϕ− ρ cosϕ) ρdρ =

=
π
2∫

−π
2

(
8
3 cos3 ϕ sinϕ− 8

3 cos4 ϕ
)
dϕ = −π. ♦

Järeldus 1. Kui funktsioonid X, Y, Xy ja Yx on pidevad xy-tasandi sidusas
piirkonnas D, mille rajajoon Γ on tükiti sile, ning

Yx ≡ Xy ((x, y) ∈ D) ,

siis iga piirkonnas D paikneva tükiti sileda kinnise ennast mitte l~oikava joone γ
korral ∮

γ

Xdx+ Y dy = 0.
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T~oestus. Rakendame Greeni valemit∮
γ

Xdx+ Y dy =
∫∫
Dγ

(Yx −Xy) dx dy =
∫∫
Dγ

0 dx dy = 0,

kus Dγ on joone γ poolt h~olmatav piirkond. Millise tulemuseni j~ouame ennast
l~oplikus arvus punktides l~oikava joone korral? �

Näide 2. T~oestame Järelduse 1 abil, et∮
Γ

f
(y
x

) xdy − ydx
x2

= 0,

kus f on suvaline diferentseeruv ühe muutuja funktsioon ja Γ on tükiti sile joon.
Kui tähistada

X = − y

x2
f
(y
x

)
, Y =

1
x
f
(y
x

)
,

siis
Yx = − 1

x2
f
(y
x

)
− y

x3
f ′
(y
x

)
, Xy = − 1

x2
f
(y
x

)
− y

x3
f ′
(y
x

)
.

Seega Yx ≡ Xy ((x, y) ∈ D) . Kasutame Järeldust 1. ♦
Järeldus 2. Kui Fx(x, y), Fy(x, y), Fxy(x, y) ja Fyx(x, y) on pidevad sidu-

sas piirkonnas D, siis iga piirkonnas D paikneva tükiti sileda kinnise joone γ
korral ∮

γ

dF (x, y) = 0.

T~oestus. Et antud tingimustel

Fxy(x, y) = Fyx(x, y) ((x, y) ∈ D) ,

siis valiku X = Fx ∧ Y = Fy korral v~oime rakendada Järeldust 1. Saame∮
γ

dF =
∮
γ

Fx dx+ Fy dy =
∮
γ

Xdx+ Y dy = 0. �

Järeldus 3. Olgu funktsioonid X, Y ja nende osatuletised Xy ja Yx pide-
vad xy-tasandi sidusas tükiti sileda rajajoonega Γ piirkonnas D ning Yx = Xy

((x, y) ∈ D) . Kui A,B ∈ D ja γ1, γ2 ⊂ D on suvalised tükiti siledad jooned
punktist A punkti B, siis∫

γ1

Xdx+ Y dy =
∫
γ2

Xdx+ Y dy,

st neil tingimustel s~oltub joonintegraali väärtus vaid punktide A ja B asukohast
ning ei s~oltu tükiti sileda joone valikust punktide A ja B vahel.
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T~oestage see väide Lause 1 abil, kasutades kinnist joont γ = γ1∪ ←−γ 2, kus

D B

A
γ1

γ2

Γ

-

-��

@@

��
��
��
���

��
��
� �

��

@@

r
r

γ1 ja γ2 on piirkonnas D paiknevad tükiti siledad jooned alguspunktiga A ja
l~opppunktiga B ning ←−γ 2 tähendab, et joont γ2 läbitakse punktist B punkti
A. �

Kui joonintegraal
∫
AB

Xdx+Y dy on s~oltumatu integreerimisteest punktide
A ja B vahel, siis kirjutatakse

∫ B
A
Xdx+ Y dy.

Näide 3. Leiame
(2;1)∫

(0;0)

2xydx+ x2dy.

Et antud joonintegraali korral on teada joone Γ alguspunkt (0; 0) ja selle
joone l~opp-punkt (2; 1), kuid ei ole antud integreerimisteed, siis antud ülesandel
on lahend vaid juhul, kui integraali all on mingi kahe muutuja funktsiooni täis-
diferentsiaal, st (2xy)y =

(
x2
)
x
. Kuna see v~ordus kehtib, siis Järelduse 3 p~ohjal

ei s~oltu uuritava joonintegraali väärtus integreerimisteest. Valime integreerimis-
teeks sirgl~oigu punktist (0; 0) punkti (2; 1), v~orrandiga y = x/2 (x ∈ [0; 2]) .
Valemi (3.10.7) abil saame

(2;1)∫
(0;0)

2xydx+ x2dy =

2∫
0

(
2x
x

2
+ x2 1

2

)
dx = 4. ♦

3.12 Joonintegraalide rakendused

Selles punktis esitatud väidete t~oestamise jätame lugeja hooleks. T~oestami-
seks koostage vastavad integraalsummad ja veenduge, et esitatud tingimustel
vastavad integraalid eksisteerivad.

Lause 1. Kui joon Γ on sile, siis selle joone pikkus sΓ avaldub kujul

sΓ =
∫
Γ

ds. (3.12.1)
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Näide 1. Leiame parameetriliste v~orranditega

x = t, y =
2
√

2t3

3
, z =

t2

2
(0 ≤ t ≤ 1)

esitatud joone Γ pikkuse.
Veenduge, et antud joon Γ on sile. Valemite (3.12.1) ja (3.9.8) abil saame

sΓ =

1∫
0

√
(1)2 +

(√
2t
)2

+ (t)2dt =

=

1∫
0

(1 + t) dt =
3
2
. ♦

Lause 2. Kui sileda joone Γ joontihedus ρ (x, y, z) on pidev funktsioon, siis
selle joone mass mΓ avaldub kujul

mΓ =
∫
Γ

ρ (x, y, z) ds. (3.12.2)

Näide 2. Leiame parameetriliste v~orranditega

x = t cos t, y = t sin t, z = t
(
0 ≤ t ≤

√
2
)

esitatud materiaalse joone Γ, mille joontihedus on

ρ (x, y, z) = x2 + y2 + z2,

massi mΓ.
Veenduge, et antud joon Γ on sile. Valemite (3.12.2) ja (3.9.8) abil saame

mΓ =

√
2∫

0

(
t2 cos2 t+ t2 sin2 t+ t2

)√
(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 12dt

=

√
2∫

0

2t2
√

2 + t2dt =

=


t =
√

2shu ←→ u = ln

(√
2t
2

+

√
t2

2
+ 1

)
√

2 + t2 =
√

2chu, dt =
√

2chu du
t = 0 ←→ u = 0, t =

√
2 ←→ u = ln

(
1 +
√

2
)
 =
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=

ln(1+
√

2)∫
0

(
4 sh 2u

) (√
2chu

)(√
2chu

)
du =

ln(1+
√

2)∫
0

8 sh 2u ch2 u du =

=

ln(1+
√

2)∫
0

(ch 4u− 1) du =
(

sh 4u
4
− u
)∣∣∣∣ln(1+

√
2)

0

=

=
1
8

[
e4 ln(1+

√
2) − e−4 ln(1+

√
2)
]
− ln

(
1 +
√

2
)

=

=
1
8

[(
1 +
√

2
)4

−
(
1 +
√

2
)−4

]
− ln

(
1 +
√

2
)
≈ 3. 361 27. ♦

Lause 3. Kui materiaalse sileda joone Γ joontihedus γ (x, y, z) on pidev funkt-
sioon, siis joone Γ massikeskme (xc, yc, zc) koordinaadid avalduvad kujul

xc =
1
mΓ

∫
Γ

xρ (x, y, z) ds, (3.12.3)

yc =
1
mΓ

∫
Γ

yρ (x, y, z) ds, (3.12.4)

zc =
1
mΓ

∫
Γ

zρ (x, y, z) ds (3.12.5)

ja joone Γ inertsmomendid x-telje, y-telje, z-telje ning nullpunkti suhtes aval-
duvad kujul

Ix =
∫
Γ

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds, (3.12.6)

Iy =
∫
Γ

(
x2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds (3.12.7)

ja

Iz =
∫
Γ

(
x2 + y2

)
ρ (x, y.z) ds. (3.12.8)

Joone inertsmoment IO nullpunkti O suhtes avaldub kujul

IO =
∫
Γ

(
x2 + y2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds. (3.12.9)

Näide 3. Leiame materiaalse sirgl~oigu

x = 1 + t, y = 2− 3t, z = 3 + 4t (0 ≤ t ≤ 1) ,

mille joontihedus on ρ(x, y, z) = xy2z, massikeskme koordinaadid ja inertsmo-
mendid x-telje, y-telje, z-telje ning nullpunkti suhtes.
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Veenduge, et antud joon Γ on sile ja ρ on pidev funktsioon. Valemite
(3.12.2–3.12.9) ja (3.9.8) abil saame

mΓ =

1∫
0

(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)
√

12 + (−3)2 + 42dt =
317
√

26
60

≈ 26. 939 8,

xc =
1

26. 939 8

1∫
0

(1 + t)2 (2− 3t)2 (3 + 4t)
√

12 + (−3)2 + 42dt ≈ 1. 394 32,

yc =
1

26. 939 8

1∫
0

(1 + t) (2− 3t)3 (3 + 4t)
√

26dt ≈ 0. 817 035,

zc ≈
1

26. 939 8

1∫
0

(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)2
√

26dt ≈ 4. 577 29,

Ix =

1∫
0

(
(2− 3t)2 + (3 + 4t)2

)
(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)

√
26dt ≈ 661. 622,

Iy =

1∫
0

(
(1 + t)2 + (3 + 4t)2

)
(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)

√
26dt ≈ 670. 667,

Iz =

1∫
0

(
(1 + t)2 + (2− 3t)2

)
(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)

√
26dt ≈ 102. 041,

IO =

1∫
0

(
(1 + t)2 + (2− 3t)2 + (3 + 4t)2

)
(1 + t) (2− 3t)2 (3 + 4t)

√
26dt ≈

≈ 717. 165. ♦

Lause 4. Silindrilise pinna, mille moodustaja on paralleelne z-teljega ja
mille juhtjooneks xy-tasandil on sile joon γ, selle osa, mis paikneb xy-tasandi
ning antud pinna z = f(x, y) ≥ 0 (f(x, y) ∈ C (γ)) vahel, pindala S avaldub
valemiga

S =
∫
γ

f(x, y)ds. (3.12.10)
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Näide 4. Leiame silindrilise pinna x2 + y2 = 1 osa, mis paikneb xy-tasandi
ja pinna z = 1 + y2 vahel, pindala.

Teeme joonise

.
............................

.........................

......................

..................
................
..............
............ ........... ........... ............

x2 + y2 = 1

z = 1 + y2

-y

.
...................x+

6z

1

1

...................................................
....................
....

.
...................
..........

.
...................
.............

.
....................
............

.
.....................
........

.
................
................
.
.
.................
.................
.
.
.................
.................
................. ............................. ........................ ............ ........... ........... . ............ ............. . ..............

..............

.......................................
...........................

............................
................
...............
.............
.............
..................
........ ................. ..................... ............

.........................
.

.
......................

......
.

......................
.......

...........................................................................................................................................................................

............................ .............. ................ . ................... . ..................... . ...................... . ....................... . .......................

Veenduge, et selle silindrilise pinna juhtjoon xy-tasandil (ühikring) γ on sile ja
1 + y2 on pidev joone γ punktides. Joone γ parameetrilised v~orrandid on

x = cos t, y = sin t (0 ≤ t ≤ 2π) .

Valemite (3.12.10) ja (3.9.8) abil saame

S =

2π∫
0

(
1 + sin2 t

)√
(− sin t)2 + (cos t)2dt =

=

2π∫
0

(
1 +

1
2

(1− cos 2t)
)
dt = 3π. ♦

Lause 5. Kui materiaalne punkt liigub piki joont BC punktist B punkti C
sellele materiaalsele punktile m~ojuvas j~ouväljas

F = (X (x, y, z) , Y (x, y, z) , Z (x, y, z)) ,

siis tehtud töö A avaldub kujul

A =
∫
AB

Fdr, (3.12.11)

kusjuures juhul kui Fdr on funktsiooni f (x, y, z) täisdiferentsiaal, siis

A = f (C)− f(B). (3.12.12)
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Näide 5. Materiaalne punkt viiakse piki joont

x = a cos t, y = b sin t, z = t (0 ≤ t ≤ π/2)

punktist B (a; 0; 0) punkti C (0; b;π/2) sellele materiaalsele punktile m~ojuvas
j~ouväljas F = (x+ y, z, z − x) . Leiame tehtud töö.

Valemite (3.12.11) ja (3.10.6) abil saame

A =
π/2∫
0

[(a cos t+ b sin t) (−a sin t) + t (b cos t) + (t− a cos t)] dt =

= a2
π/2∫
0

(cos t) d (cos t)− ab

2

π/2∫
0

(1− cos 2t) dt+ b
π/2∫
0

t cos t dt+

+
π/2∫
0

(t− a cos t) dt = −a
2

2
− abπ

4
+ b

(
1
2
π − 1

)
+

1
8
π2 − a =

=
πb

2
+
π2

8
− a2

2
− πab

4
− b− a. ♦

Lause 6. Kui Yx −Xy ≡ 1 ((x, y) ∈ D) ja piirkonna D rajajoon γ on sile,
siis piirkonna D pindala SD on leitav valemiga

SD =
∮
γ

Xdx+ Y dy. (3.12.13)

T~oestus. Rakenda Greeni valemit. �

Järeldus 1. Kui valida Y = x ∧ X = 0 v~oi X = −y ∧ Y = 0 v~oi Y =
x

2
∧ X = −y

2
, siis valemi (3.12.13) erijuhtudena saame

SD =
∮
γ

xdy, (3.12.14)

SD = −
∮
γ

ydx (3.12.15)

ja

SD =
1
2

∮
γ

xdy − ydx. (3.12.16)

Näide 6. Leiame valemi (3.12.16) abil ellipsi

x2

a2
+
y2

b2
= 1

poolt h~olmatava osa pindala.
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Selle ellipsi parameetrilised v~orrandid on

x = a cos t, y = b sin t (0 ≤ t ≤ 2π) .

Valemite (3.12.16) ja (3.10.6) abil leiame

SD =
1
2

2π∫
0

[(a cos t) (b cos t)− (b sin t) (−a sin t)] dt =

=
ab

2

2π∫
0

(
cos2 t+ sin2 t

)
dt = πab. ♦

Näide 7. Leiame joone (x+ y)3 = xy poolt määratud l~opliku piirkonna
pindala.

Parametriseerime joone, v~ottes y = tx. Saame

(x+ tx)3 = tx2 ⇒ x =
t

(1 + t)3
, y =

t2

(1 + t)3
,

kusjuures t ∈ [0;+∞) korral saame piirkonna D. Skitseerime D :
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6

x

y

0.1

0.1

D

. ................................................... . .................................................... . ..................................................... . ...................................................... . ............................ . ............................. . ............................. .
............................... . ................

................. .
...................
.....................
...............
...........
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................................................................................................................................................................................................................
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Valemite (3.12.16) ja (3.10.6) abil saame

SD =
1
2

+∞∫
0

(
t

(1 + t)3
· 2t− t2

(1 + t)4
− t2

(1 + t)3
· 1− 2t
(1 + t)4

)
dt =

=
1
2

+∞∫
0

t2

(1 + t)6
dt =

[
1 + t = u, t = u− 1, dt = du

t = 0←→ u = 1, t = +∞←→ u = +∞

]
=

=
1
2

+∞∫
1

(u− 1)2

u6
du =

1
2

lim
A→+∞

(
− 1

3u3
+

2
4u4
− 1

5u5

)∣∣∣∣A
1

=
1
60
. ♦
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T~oestage Järelduse 3.11.3 kaasabil järgmine väide.
Lause 7. Kui funktsioonid X, Y ja nende osatuletised Xy ja Yx on pidevad

xy-tasandi sidusas tükiti sileda rajajoonega γ piirkonnas D, kusjuures Yx = Xy

((x, y) ∈ D) , ning A (a, b) ja P (x, y) on piirkonna D sisepunktid, siis Xdx+Y dy
on kahe muutuja funktsiooni

f (x, y) =
∫
AP

Xdx+ Y dy (3.12.17)

täisdiferentsiaal, kus AP on mingi tükiti sile joon piirkonnas D.
Näide 8. Leiame kahe muutuja funktsiooni f(x, y), kui on teada selle funkt-

siooni täisdiferentsiaal

df =
xdx+ ydy

x2 + y2
(x > 0) .

Kontrollime, kas antud avaldis ikka on täisdiferentsiaal:

X =
x

x2 + y2
∧ Y =

y

x2 + y2
⇒

⇒ Xy = − 2xy
(x2 + y2)2

∧ Yx = − 2xy
(x2 + y2)2

⇒ Xy = Yx.

Lause 7 p~ohjal saame

f (x, y) =
∫
AP

xdx+ ydy

x2 + y2
.

Kuna selle integraali väärtus ei s~oltu tükiti sileda joone AP valikust, siis integ-
reerime piki murdjoont AQP, mille l~oigud AQ ja QP on paralleelsed koordi-
naattelgedega

x

y

A(a, b)
Q(x, b)

P (x, y)

b

a

q q
q

Seega

f (x, y) =
∫
AQ

xdx+ ydy

x2 + y2
+
∫
QP

xdx+ ydy

x2 + y2

(3.10.6)
=

=


AQ : x = t, y = b
−−−−−−→
a ≤ t ≤ x

dx

dt
= 1,

dy

dt
= 0

QP : y = u, x = x
−−−−−−→
b ≤ u ≤ y

dx

du
= 0,

dy

du
= 1

 =

=
∫ x

a

t

t2 + b2
dt+

∫ y

b

u

x2 + u2
du = ln

√
x2 + y2 − ln

√
a2 + b2. ♦
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3.13 Pindindintegraalid

Olgu antud tükiti!sile pind Σ, s.o l~oplikust arvust siledatest tükkidest (vt
Definitsioone 3.4.1 ja 3.4.2) koosnev pind. Olgu pinna Σ punktides määratud
funktsioon f(x, y, z). Jaotame pinna Σ sel pinnal asetsevate tükiti siledate joon-
tega n osapinnaks Σi. Olgu osapinna Σi pindala ∆σi ja δi suurim kaugus osa-
pinna Σi kahe punkti vahel. Igal osapinnal Σi valime punkti Pi. Moodustame
integraalsumma

n∑
i=1

f (Pi) ∆σi.

Märgime, et max δi → 0 ⇒ n→∞.
Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirväärtus

lim
max δi→0

n∑
i=1

f (Pi) ∆σi,

mis ei s~oltu pinna Σ osapindadeks Σi jaotamise viisist ja punkti Pi valikust osa-
pinnal Σi, siis nimetatakse seda piirväärtust funktsiooni f esimest liiki pindin-
tegraaliks ehk pindintegraaliks pindala järgi üle pinna Σ ja tähistatakse∫∫

Σ

f(x, y, z)dσ (3.13.1)

v~oi
∫∫

Σ
f(P )dσ.

Paneme kirja m~oningad esimest liiki pindintegraali omadused, mille t~oestamise
jätame üli~opilasele. Vajaduse korral leiate nende väidete t~oestused
G. Kangro ~opikust [9].
1. Kui f(P ) = 1 (P ∈ Σ) , siis ∫∫

Σ

1 dσ = SΣ,

kus SΣ on pinna Σ pindala.
2. Pindintegraal (3.13.1) ei s~oltu pinna Σ poolest.
3. Pindintegraal (3.13.1) on aditiivne, st kui eksisteerib

∫∫
Σ
f(P )dσ ja pind Σ

koosneb kahest osast ΣI ning ΣII , siis∫∫
Σ

f(P ) dσ =
∫∫
ΣI

f(P ) dσ +
∫∫
ΣII

f(P ) dσ.

4. Pindintegraal (3.13.1) on lineaarne, st kui eksisteerivad integraalid∫∫
Σ

f1(P ) dσ,
∫∫
Σ

f2(P ) dσ
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ja c1, c2 ∈ R, siis eksisteerib ka integraal∫∫
Σ

(c1f1(P ) + c2f2(P ) ) dσ,

kusjuures∫∫
Σ

(c1f1(P ) + c2f2(P ) ) dσ = c1

∫∫
Σ

f1(P )dσ + c2

∫∫
Σ

f2(P )dσ.

5. Kui eksisteerivad integraalid
∫∫

Σ
f(P ) dσ ja

∫∫
Σ
g(P ) dσ ning

f(P ) ≤ g(P ) (P ∈ Σ) ,

siis ∫∫
Σ

f(P ) dσ ≤
∫∫
Σ

g(P ) dσ.

Saab t~oestada järgmise väite.
Lause 1. Kui sile pind Σ on esitatud ilmutatud v~orrandiga z = f(x, y) ja

prxyΣ on pinna Σ projektsioon xy-tasandil ning funktsioon f on pidev pinna Σ
punktides, siis∫∫

Σ

f(P ) dσ =
∫∫
prxyΣ

f(x, y, f(x, y))

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+
(
∂z

∂y

)2

dxdy. (3.13.2)

Näide 1. Arvutame pindintegraali
∫∫

Σ

(
x+ z2

)
dσ, kui Σ on koonuse

z2 = x2 + y2

osa, mis on ülalpool tasandit z = 0 ja allpool tasandit z =
√

2
(x

2
+ 1
)
. Leiame

pinna Σ projektsiooni prxyΣ. Selleks elimineerime v~orrandeist

z2 = x2 + y2, z =
√

2
(x

2
+ 1
)

muutuja z. Saame(√
2
(x

2
+ 1
))2

= x2 + y2 ⇔ 1
2

(x+ 2)2 = x2 + y2 ⇔

⇔ x2

2
− 2x+ y2 − 2 = 0⇔ (x− 2)2

2
+ y2 = 4⇔

(x− 2)2(
2
√

2
)2 +

y2

22
= 1.
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Et
z =

√
x2 + y2 ⇒ zx =

x√
x2 + y2

∧ zy =
y√

x2 + y2
,

siis valemi (3.13.2) abil saame

∫∫
Σ

(
x+ z2

)
dσ =

∫∫
prxyΣ

(x+ x2 + y2)

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy =

=
√

2
∫∫

prxyΣ

(x+ x2 + y2)dxdy =

=
[

Kasutame muutujate vahetust x = 2 + 2
√

2ρ cosϕ,
y = 2ρ sinϕ, |J | = 4

√
2ρ

]
=

=
∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

4
√

2ρ(2 + 2
√

2ρ cosϕ+
(
2 + 2

√
2ρ cosϕ

)2

+ (2ρ sinϕ)2)dρ =

=
∫ 2π

0

(
4
√

2 cos2 ϕ+ 16
√

2 +
80
3

cosϕ
)
dϕ = 36π

√
2. ♦

Definitsioon 2. Pinda nimetatakse kahepoolseks pinnaks, kui pinna nor-
maali liikumisel pinnal piki iga kinnist pinnal asetsevat joont, millel ei ole ühi-
seid punkte pinna rajajoonega, normaali suund lähtepunkti tagasij~oudmisel jääb
endiseks. Pinda, mis ei ole kahepoolne, nimetatakse ühepoolseks pinnaks.

Järgnevas eeldatakse vaikimisi, et tegemist on kahepoolse pinnaga.
Definitsioon 3. Integraali ∫∫

Σ

Fn dσ (3.13.3)

nimetatakse vektorvälja F = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)) vooks läbi nor-
maalvektoriga n = (cosα, cosβ, cos γ) määratud pinna Σ pinnapoole
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Vektorvälja F voogu (3.13.3) nimetatakse ka teist liiki pindintegraaliks ehk
pindintegraaliks projektsioonide järgi. Integraal (3.13.3) on esitatav kujul∫∫

Σ

Fn dσ =
∫∫
Σ

(X,Y, Z) · (cosα, cosβ, cos γ) dσ =

=
∫∫
Σ

(X cosα+ Y cosβ + Z cos γ) dσ.

Et

cosαdσ = dy dz, cosβ dσ = dx dz, cos γ dσ = dx dy,

siis saame integraalile (3.13.3) kuju∫∫
Σ

Fn dσ =
∫∫
Σ

Xdydz + Y dxdz + Zdxdy, (3.13.4)

mis ~oigustab nimetust pindintegraal projektsioonide järgi. Et integreeritav funk-
tsioon Fn s~oltub kahepoolse pinna korral sellest, kummale poole pinda on pin-
na normaalvektor n suunatud, siis teist liiki pindintegraal s~oltub pinna poolest,
mööda mida toimub integreerimine. Selleks et integraali (3.13.4) arvutada, tuleb
seose (3.13.4) paremal poolel iga liidetavat integreerida eraldi. Vaatleme inte-
graali

∫∫
Σ
Z dxdy arvutamist, kui pind Σ on antud v~orrandiga

z = z(x, y) ((x, y) ∈ prxyΣ) .

Kehtib järgmine väide∫∫
Σ

Z dxdy = ±
∫∫
prxyΣ

Z (x, y, z(x, y))dx dy, (3.13.5)

kus märgiks valitakse plussmärk, kui kogu pinna Σ piires normaalvektor n
moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga ja miinusmärk, kui kogu pin-
na Σ piires normaalvektor n moodustab z-telje positiivse suunaga nürinurga.
Vajaduse korral jaotatakse pind Σ osadeks ja kasutatakse pindintegraali adi-
tiivsust.

Näide 2. Arvutame pindintegraali∫∫
Σ

z2 dx dy,

kus Σ on pinna x2+y2+z2 = R2 esimeses kaheksandikus paikneva osa pinnapool,



3.14. GAUSS-OSTROGRADSKI VALEM. STOKESI VALEM 217

mille normaalvektor moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga

.
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.........

..................x

z

y

prxyΣ

R

R

R

Σ

��*
n

z =
√
R2 − x2 − y2

-

6

.
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.
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.
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.
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...............................................................................................
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.
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.
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. .................. .

................. . ................

.

................

..............

.............
................
................
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............................................................................................................................................................................................................................... ........... .............. . .............................. . ..............................

Et z =
√
R2 − x2 − y2, siis valemi (3.13.5) abil saame

∫∫
Σ

z2 dx dy = +
∫∫

prxyΣ

(
R2 − x2 − y2

)
dx dy =

=
π/2∫
0

dϕ
R∫
0

ρ
(
R2 − ρ2

)
dρ =

πR4

8
. ♦

3.14 Gauss-Ostrogradski valem. Stokesi valem

Selles jaotises esitame kaks väidet t~oestuseta. Vajaduse korral leiate t~oestuse
~opikust [9] .

Lause 1 (Gauss-Ostrogradski valem). Kui piirkonna Ω rajapind Σ on tükiti
sile ja funktsioonid X, Y, Z ning nende osatuletised Xx, Yy, Zz on pidevad
piirkonnas Ω, siis

∫∫
Σ

Fn dσ =
∫∫∫

Ω

div F dV, (3.14.1)

kus pindintegraal on v~oetud üle Σ välise pinnapoole.

Näide 1. Leiame vektori F =(xy, z + x, y − z) voo läbi tasanditega x = 0,
x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, z = 1 määratud ühikkuubi Σ välise pinnapoole.
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Kasutame Definitsiooni 3.13.3 ja Gauss-Ostrogradski valemit (3.14.1):∫∫
Σ

Fn dσ =
∫∫∫

Ω

div F dV =
∫∫∫

Ω

(
(xy)x + (z + x)y + (y − z)z

)
dV =

=
∫∫∫

Ω

(y + 0− 1) dV =

1∫
0

dx

1∫
0

dy

1∫
0

(y − 1) dz =

=

1∫
0

dx

1∫
0

(y − 1) dy =

1∫
0

dx

(
y2

2
− y
)∣∣∣∣∣∣

1

0

= −1
2
. ♦

Lause 2 (Stokesi valem). Kui kahepoolse tükiti sileda pinna Σ rajajoon Γ
on tükiti sile ja vektori F komponendid X, Y, Z ning nende osatuletised Xy,
Xz, Yx, Yz, Zx, Zy on pidevad pinna Σ punktides, siis∮

Γ

Fdr =
∫∫
Σ

(rotF) n dσ, (3.14.2)

kus joonintegraal on v~oetud positiivses suunas (pinna Σ külje suhtes, piki mida
integreeritakse).

Näide 4. Arvutada Stokesi valemi abil joonintegraal∮
Γ

x2y3dx+ y2dy + zdz,

kus Γ on püstsilindri x2+y2 = R2 ja tasandi z = 0 l~oikejoon ning Σ on poolsfäär
z =

√
R2 − x2 + y2. Integreerimine toimub üle poolsfääri pinnapoole, mille

A
AAK

n

yR
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√
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normaalvektor moodustab z-telje positiivse suunaga teravnurga.
Stokesi valemi abil saame∮

Γ

x2y3dx+ y2dy + zdz =
∫∫
Σ

(
∇×

(
x2y3, y2, z

))
n dσ =
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=
∫∫
Σ

(
0, 0,−3x2y2

)
(cosα, cosβ, cos γ) dσ =

= −3
∫∫
Σ

x2y2 cos γdσ = −3
∫∫
Σ

x2y2dxdy =

= −3
∫∫
prxyΣ

x2y2dxdy = −3

2π∫
0

dϕ

R∫
0

ρ5 cos2 ϕ sin2 ϕdρ =

= −3
8

2π∫
0

(1− cos 4ϕ)
R6

6
dϕ = −πR

6

8
. ♦

3.15 Pindintegraalide rakendused
Järgmised väited jäävad lugeja t~oestada.
Lause 1. Sileda pinna Σ pindala SΣ on leitav valemiga

SΣ =
∫∫
Σ

dσ. (3.15.1)

Lause 2. Kui sileda materiaalse pinna (sileda kooriku) Σ pindtihedus ρ(x, y, z)
on pidev funktsioon pinna punktides, siis pinna Σ mass mΣ on leitav valemiga

mΣ =
∫∫
Σ

ρ(x, y, z)dσ (3.15.2)

ja pinna Σ massikeskme (xc, yc, zc) koordinaadid on leitavad valemitega

xc =
1
mΣ

∫∫
Σ

xρ(x, y, z)dσ, yc =
1
mΣ

∫∫
Σ

yρ(x, y, z)dσ, (3.15.3)

zc =
1
mΣ

∫∫
Σ

zρ(x, y, z)dσ (3.15.4)

ning pinna Σ inertsmomendid x-telje, y-telje, z-telje ja nullpunkti O suhtes on
leitavad valemitega

Ix =
∫∫

Σ

(
y2 + z2

)
ρ(x, y, z)dσ, Iy =

∫∫
Σ

(
x2 + z2

)
ρ(x, y, z)dσ, (3.15.5)

Iz =
∫∫

Σ

(
x2 + y2

)
ρ(x, y, z)dσ, IO =

∫∫
Σ

(
x2 + y2 + z2

)
ρ(x, y, z)dσ.

(3.15.6)
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Näide 1. Leiame poolsfääri z =
√

1− x2 − y2 selle osa, mis on püstsilindri
x2 + y2 = y sees, pindala.

Tehke joonis. Valemite (3.15.1) ja (3.13.2) rakendamisel saame

SΣ =
∫∫
prxyΣ

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+
(
∂z

∂y

)2

dxdy =

=

[
∂z

∂x
= − x√

1− x2 − y2
,
∂z

∂y
= − y√

1− x2 − y2

]
=

=
∫∫
prxyΣ

√√√√1 +

(
− x√

1− x2 − y2

)2

+

(
− y√

1− x2 − y2

)2

dxdy =

=
∫∫
prxyΣ

dxdy√
1− x2 − y2

=
[
x2 + y2 = y ⇔ ρ = sinϕ (0 ≤ ϕ ≤ π)

]
=

=

π∫
0

dϕ

sinϕ∫
0

ρdρ√
1− ρ2

= −1
2

π∫
0

dϕ

sinϕ∫
0

(
1− ρ2

)− 1
2 d
(
1− ρ2

)
=

=

π∫
0

√
1− ρ2

∣∣∣∣∣∣
0

sinϕ

dϕ =

π∫
0

(
1−

√
cos2 ϕ

)
dϕ =

π∫
0

(1− |cosϕ|) dϕ =

= 2

π/2∫
0

(1− cosϕ) dϕ = π − 2. ♦

Näide 2. Leiame koonuse z =
√
x2 + y2 osa, mis on allpool tasandit z = 1,

massi, massikeskme koordinaadid ja inertsmomendid x-telje, y-telje, z-telje ning
nullpunkti O suhtes, kui koonuse pindtihedus on ρ(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2.

Määrame koonuse selle osa ristprojektsiooni xy-tasandile

z =
√
x2 + y2 ∧ z = 1 ⇒

√
x2 + y2 = 1.

Et

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

∧ ∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

⇒

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+
(
∂z

∂y

)2

=
√

2,
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siis valemite (3.15.2–3.15.6) ja (3.13.2) abil saame

mΣ =
∫∫

prxyΣ

(
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
√

2
∫∫

prxyΣ

(
2x2 + 3y2

)
dxdy =

=
√

2

2π∫
0

dϕ

1∫
0

ρ3
(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dρ =

5π
√

2
4

,

xc =
4

5π
√

2

∫∫
prxyΣ

x
(
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
4

5π
√

2

∫∫
prxyΣ

x
(
2x2 + 3y2

)√
2dxdy =

=
4
5π

2π∫
0

dϕ

1∫
0

ρ4 cosϕ
(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dρ =

=
4
5π

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
cosϕdϕ

1∫
0

ρ4dρ = 0,

yc =
4

5π
√

2

∫∫
prxyΣ

y
(
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
4
5π

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
sinϕdϕ

1∫
0

ρ4dρ = 0,

zc =
4

5π
√

2

∫∫
prxyΣ

√
x2 + y2

(
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
4

5π
√

2

∫∫
prxyΣ

√
x2 + y2

(
2x2 + 3y2

)√
2dxdy =

=
4
5π

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dϕ

1∫
0

ρ4dρ =
4
5
,

Ix =
∫∫

prxyΣ

(
y2 +

(
x2 + y2

)) (
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
∫∫

prxyΣ

(
x2 + 2y2

) (
2x2 + 3y2

)√
2dxdy =

=
√

2

2π∫
0

(
cos2 ϕ+ 2 sin2 ϕ

) (
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dϕ

1∫
0

ρ5dρ =
31π
√

2
24

,
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Iy =
∫∫

prxyΣ

(
x2 +

(
x2 + y2

)) (
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
∫∫

prxyΣ

(
2x2 + y2

) (
2x2 + 3y2

)√
2dxdy =

=
√

2

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ sin2 ϕ

) (
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dϕ

1∫
0

ρ5dρ =
29π
√

2
24

,

Iz =
∫∫

prxyΣ

(
x2 + y2

) (
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

=
√

2

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dϕ

1∫
0

ρ5dρ =
5π
√

2
6

,

IO =
∫∫

prxyΣ

(
x2 + y2 +

(
x2 + y2

)) (
x2 + 2y2 +

(
x2 + y2

))√
2dxdy =

= 2
√

2

2π∫
0

(
2 cos2 ϕ+ 3 sin2 ϕ

)
dϕ

1∫
0

ρ5dρ =
5π
√

2
3

. ♦

3.16 Ülesanded

1. Hinnake integraali
∫∫
D

(2x+ 3y + 4)dxdy, kui D: 4x2 + y2 ≤ 9.
V: −17.1π ≤ I ≤ 53.1π.
Ülesannetes 2–5 arvutage kahekordne integraal üle piirkonna D

2.
∫∫
D

dxdy

(x+ y + 1)2
, D : 0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 1 . V: ln

4
3
.

3.
∫∫
D

ydxdy

(1 + x2 + y2)3/2
, D : 0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 1 . V: ln

2 +
√

2
1 +
√

3
.

4.
∫∫
D
x sin(x+ y)dxdy, D : 0 ≤ x ≤ π ∧ 0 ≤ y ≤ π . V: −4.

5.
∫∫
D
x2y sin(xy2)dxdy, D : 0 ≤ x ≤ π/2 ∧ 0 ≤ y ≤ 3 . V:

π2

16
− π

36
+

1
162

.

Ülesannetes 6–7 määrake rajad kahekordses integraalis
∫∫
D
f(x, y)dxdy antud

D korral:
6. D on rööpkülik külgedega y = −x, y = 9− x, y = (x− 3) /2, y = (x+ 6) /2.
V:
∫ 1

−2
dx
∫ (x+6)/2

−x f(x, y)dy+
∫ 4

1
dx
∫ (x+6)/2

(x−3)/2
f(x, y)dy+

∫ 7

4
dx
∫ 9−x
(x−3)/2

f(x, y)dy.
7. D : y2 ≤ x, y ≥ 2− x, y ≥ x− 12 .
V:
∫ 4

0
dx
∫√x
2−x f(x, y)dy +

∫ 9

4
dx
∫√x
−
√
x
f(x, y)dy +

∫ 16

9
dx
∫√x
x−12

f(x, y)dy.

Ülesannetes 8–13 muutke integreerimise järjekorda:
8.
∫ 1

0
dx
∫ x
x2 f(x, y)dy. V:

∫ 1

0
dy
∫√y
y

f(x, y)dx.

9.
∫ r
0
dy
∫ y
r−
√
r2−y2

f(x, y)dx. V:
∫ r
0
dx
∫√2rx−x2

x
f(x, y)dy .
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10.
∫√2

−
√

2
dy
∫√4−2y2

−
√

4−2y2
f(x, y)dx. V:

∫ 2

−2
dx
∫√(4−x2)/2

−
√

(4−x2)/2
f(x, y)dy.

11.
∫ 1

0
dy
∫ 3−2y√

y
f(x, y)dx. V:

∫ 1

0
dx
∫ x2

0
f(x, y)dy +

∫ 3

1
dx
∫ (3−x)/2
0

f(x, y)dy.

12.
∫ 1

0
dy
∫ 2−
√

2y−y2

y3/2 f(x, y)dx.

V:
∫ 1

0
dx
∫ x2/3

0
f(x, y)dy +

∫ 2

1
dx
∫ 1−

√
4x−x2−3

0
f(x, y)dy.

13.
∫ 1

0
dy
∫ 3+
√

1−y2

1−
√

1−y2
f(x, y)dx+

∫ 2

1
dy
∫ 2+
√

2y−y2

2−
√

2y−y2
f(x, y)dx.

V:
∫ 1

0
dx
∫√2x−x2

0
f(x, y)dy +

∫ 3

1
dx
∫ 1+

√
4x−x2−3

0
f(x, y)dy+

+
∫ 4

3
dx
∫√6x−x2−8

0
f(x, y)dy.

14. Arvutage
∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy, kui D on ringi x2+y2 ≤ 4 teises veeran-

dis paiknev osa. V: 4π/3.
15. Leidke funktsiooni z =

√
R2 − x2 − y2 keskmine väärtus ringi

x2 + y2 ≤ R2 esimeses veerandis. V: 2R/3.
Ülesannetes 16–18 arvutage kolmekordne integraal:

16.
∫ c
0
dx
∫ 2x

x
dy
∫ x+y
x−y 2x2y2zdz. V:

15
8
c8.

17.
∫∫∫

Ω

dxdydz

(4 + x+ y + z)3
, kus Ω on määratud tasanditega x = 0, y = 0, z = 0,

x+ y + z = 4. V: ln
√

2− 5/16.
18.

∫∫∫
Ω
y sin(z + x)dxdydz , kus Ω− pindadega y =

√
x , y = 0, z = 0

ja x+ z = π/2 piiratud piirkond. V: π/4− 1/2.
Ülesannetes 19–22 määrake rajad kahekordses integraalis

∫∫
D
f(x, y)dxdy antud

D korral, kasutades polaarkoordinaate:
19. D−piirkond, mis on määratud ringjoontega x2 + y2 = 2y, x2 + y2 = 4y ja
sirgetega y = x ning y = x/2. V:

∫ π/4
arctan 0.5

dϕ
∫ 4 sinϕ

2 sinϕ
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

20. D on kahe ringi x2 + y2 ≤ ax (a > 0) ja x2 + y2 ≤ by (b > 0) ühisosa.
V:
∫ arctan(a/b)

0
dϕ
∫ b sinϕ

0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ+

+
∫ π/2
arctan(a/b)

dϕ
∫ a cosϕ

0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

21. D on Bernoulli lemniskaadi (x2 +y2)2 = a2(x2−y2) poolt piiratud piirkond.
V:
∫ π/4
−π/4 dϕ

∫ a√cos 2ϕ

0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ+

+
∫ 5π/4

3π/4
dϕ
∫ a√cos 2ϕ

0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

22. D on v~orratustega x ≥ 0, y ≤ 0 ja (x2 + y2)3 ≤ 4a2x2y2 (a > 0) määratud
piirkond. V:

∫ 3π/2

π
dϕ
∫ −a sin 2ϕ

0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

Ülesannetes 23–25 teisendada integraalid polaarkoordinaatidesse:
23.

∫ 2R

R/2
dx
∫√2Rx−x2

0
f(x, y)dx. V:

∫ π/3
0

dϕ
∫ 2R cosϕ

R/(2 cosϕ)
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

24.
∫ R
−R dy

∫ 0

−
√
R2−y2 f(x, y)dy. V:

∫ 3π/2

π/2
dϕ
∫ R
0
ρf (ρ cosϕ, ρ sinϕ) dρ.

25.
∫ R/√1+R2

0
dy
∫ Ry
0

f(xy )dx+
∫ R
R/
√

1+R2 dy
∫√R2−y2

0
f(xy )dx.

V:
R2

2
∫ π/2
arctan(1/R)

f (cotϕ) dϕ.
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Ülesannetes 26–28 arvutage integraalid, teisendades polaarkoordinaati-
desse:
26.

∫ R
0
dy
∫√R2−y2

0
ln(1 + x2 + y2)dy. V:

π

4
[(

1 +R2
)
ln
(
1 +R2

)
−R2

]
.

27.
∫∫
D

√
R2 − x2 − y2dxdy, kusD on ring x2 + y2 ≤ Ry . V:

R3

3

[
π − 4

3

]
.

28.
∫∫
D

arctan
y

x
dxdy, kus D on osa r~ongast : 16 ≥ x2 + y2 ≥ 4 ∧

∧ x
√

3 ≥ y ≥ x/
√

3 . V: π2/4.

29. Arvutage integraal
∫∫
D

√
xydxdy, kus D on joonega

(
x2

2
+
y2

5

)4

=
xy√
10

piiratud piirkonna osa, mis paikneb esimeses veerandis. V: 4
√

1000/6.
Ülesannetes 30–32 määrake rajad kolmekordses integraalis∫∫∫

Ω
f(x, y, z)dxdydz antud Ω korral, kasutades silinderkoordinaate v~oi

sfäärkoordinaate:
30. Ω on piirkond, mis on piiratud silindriga x2 + y2 = 2y, tasandiga z = 0 ja
paraboloidiga z = x2 + y2 .

V:
∫ π
0
dϕ
∫ 2 sinϕ

0
ρdρ

∫ ρ2
0
f (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z) dz.

31. Ω on kera x2 + y2 + z2 ≤ R2 osa, mis on silindri
(x2 + y2)2 = R2(x2 − y2) (y ≥ 0) sees.

V:
∫ 3π/4

π/4
dϕ
∫ R√− cos 2ϕ

0
ρdρ

∫√R2−ρ2

−
√
R2−ρ2

f (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z) dz.

32. Ω on kahe kera x2 + y2 + z2 ≤ R2 ja x2 + y2 + (z −R)2 ≤ R2 ühisosa.

V:
∫ 2π

0
dϕ
∫ R√3/2

0
ρdρ

∫√R2−ρ2

R−
√
R2−ρ2

f (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z) dz.

Ülesannetes 33–34 arvutage kolmekordne integraal, kasutades silindrilisi koor-
dinaate v~oi sfäärilisi koordinaate:
33.

∫ R
−R dy

∫√R2−y2

−
√
R2−y2

dz
∫√R2−y2−z2
0

(x2 + y2)dx. V:
4
15
πR5.

34.
∫ 2

−2
dx
∫√4−x2

−
√

4−x2 dy
∫√4−x2−y2

−
√

4−x2−y2

√
x2 + y2 + z2dz. V: 16π.

Ülesannetes 35–51 leidke kordse integraali abil keha ruumala, kui keha on pii-
ratud pindadega:
35. z = x2 + y2, x = 0, y = 0, z = 0, x+ y = 2. V: 8/3.
36. x =

√
y, y = 2

√
y, z = 0, y + z = 4. V: 128/15.

37. z = 4− y2, x = 0, y = 0, z = 0, 2x+ 3y = 6 (y ≥ 0). V: 10.
38. z = 16− x2, x = 0, y = 0, z = 0, 3x+ 2y = 12 (x ≥ 0). V: 160.
39. x2 + y2 = R2, x2 + z2 = R2. V: 16R3/3.
40. x2 + y2 = R2, z = y3/R2, z = 0 (y ≥ 0). V: 4R3/15.
41. z = xy, x =

√
y, x+ y = 2, y = 0, z = 0. V: 3/8.

42. z2 = xy,
√
x+
√
y = 1, z = 0 (z ≥ 0). V: 1/45.

43. x2 + y2 = R2, z =
√
x2 + y2, z + y = 2R. V: 4πR3/3.

44. x2 + y2 = R2, Rz = 2R2 − x2 − y2, z = 0. V: 3πR3/2.
45. x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 = Ry. V: 4R3 (π/2− 2/3) /3.
46. x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 4y, z = 2x+ y, z = 0. V: 6 (π − 2) .
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47. z2 = xy, (x2 + y2)2 = 2xy (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0). V: π
√

2/24.
48. z = 9− y2, z = y2 + 1, x = −1, x = 2. V: 64.
49. x2 + y2 + z2 = 5, x2 + y2 = 4z. V: 2π

(
5
√

5− 4
)
/3.

50. x2 +y2 + z2 = 4Rz−3R2, z2 = 4(x2 +y2) (kera osa, mis on koonuse sees).
V: 92πR3/75.
51. x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 4, z2 = x2 + y2, x = 0, y = 0,
z = 0 (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z ≥ 0). V: 7π

(
2−
√

2
)
/12.

52. Leidke joonega (x2 + y2)2 = 2ax3 (a > 0) piiratud kujundi pindala.
V: 5πa2/8.
Ülesannetes 53–56 leidke antud pinnatüki pindala:
53. Koonuse z2 = x2 + y2 osa, mis ülalpool tasandit z = 0 ja allpool tasandit
z =
√

3
(x

2
+ 1
)
. V: 24

√
2π.

54. Koonuse z2 = x2 + y2 osa, mis on välja l~oigatud silindriga z2 = 2px.
V: 2
√

2πp2.
55. Pinna z = xy osa, mis on välja l~oigatud silindriga x2 + y2 = R2.

V: 2π
[(

1 +R2
)3/2 − 1

]
/3.

56. Pinna x2 + y2 + z2 = R2 osa, mis on välja l~oigatud silindriga
x2 + y2 = Ry. V: 2R2 (π − 2) .
57. Leidke ühtlase pindtihedusega kesknurgaga α ja raadiusega R ringi segmendi
raskuskeskme koordinaadid. V: raskuskese asetseb nurga α poolitajal kaugusel
(4R sin (α/2)) / (3α) tsentrist.
58. Leidke (ühtlase pindtihedusega ρ) ringi, raadiusega R, inertsmoment puu-
tuja suhtes. V: 5πR4ρ/4.
59. Leidke (ühtlase pindtihedusega ρ) ringi, raadiusega R, inertsmoment raja-
joone punkti suhtes. V: 3πR4ρ/2.
60. Leidke pindadega x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 4, x+ y+ z = 8 piiratud,
tihedusega ρ (x, y, z) = x+ y + z, keha
massikeskme koordinaadid. V: (471/344; 81/86; 743/344) .
61. Leidke (ühtlase tihedusega γ ) kera, raadiusega R, inertsmoment diameetri
suhtes. V: 8πγR5/15.
Ülesannetes 62–68 arvutage joonintegraal üle antud joone Γ :

62.
∫
Γ

ds

x+ y
, kus Γ on sirge y = 2 − x

3
osa punktide A(0; 2) ja B(3; 1) vahel.

V:
√

10 (ln 2) /2.
63.

∫
Γ
xyds, kus Γ on ristkülik tippudega A(0; 0), B(4; 0), C(5; 2) ja D(2; 2).

V:
(
14
√

5− 71
)
/3.

64.
∫
Γ

(x2 + y2)nds, kus Γ on ringjoon x = a cos t, y = a sin t. V: 2πa2n+1.
65.

∫
Γ

√
2yds, kus Γ on tsükloidi x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) esimene kaar.

V: 4πa
√
a.

66.
∫
Γ

(y − x)ds, kus Γ on ringjoon x2 + y2 = 2Ry. V: 2πR2.

67.
∫
Γ
x
√
x2 − y2ds, kus Γ on joon (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (x ≥ 0).

V: 2a3
√

2/3.
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68.
∫
Γ

(3z −
√
x2 + y2)ds, kus Γ on x = t cos t, y = t sin t, z = t

(0 ≤ t ≤ 2π). V: 4
√

2
[(

1 + 2π2
)3/2 − 1

]
/3.

69. Leidke punktide A(0; 0; 0) ja B(3; 3; 2) vahel paikneva kaare x = 3t, y = 3t2

ja z = 2t3 pikkus. V: 5.
70. Leidke joone x = e−t cos t, y = e−t sin t, z = e−t (0 < t < +∞) pikkus.
V:
√

3.
71. Leidke materiaalse joone x = a cos t, y = b sin t (0 ≤ t ≤ 2π) , joontiheduse-
ga ρ(x, y) = |xy| , mass. V: 4ab

(
a2 + ab+ b2

)
/ (3 (a+ b)) .

72. Leidke joone x = at, y = at2/2, z = at3/3 (0 ≤ t ≤ 1) mass, kui joontihe-
dus ρ (x, y, z) = 2

√
2y/a+ 12z/a. V: 2a

(
3
√

3− 1
)
/3.

73. Leidke ühtlase tihedusega ρ ringjoonekujulise kujundi inertsmoment dia-
meetri suhtes (raadius R). V: πρR3.
74. Leidke ühtlase tihedusega ρ ringjoonekujulise kujundi inertsmoment ring-
joone keskpunkti suhtes (raadius R). V: 2πρR3.
75. Leidke joontihedusega ρ(x, y) = xy ellipsi x = a cosϕ, y = b sinϕ kaare
(0 ≤ ϕ ≤ π/2) inertsmoment diameetri, mis asub y-teljel, suhtes.
V: a3b

(
3b5 − 5a2b3 + 2a5

)
/
(
15
(
b2 − a2

)2)
.

Ülesannetes 76–84 leidke teist liiki joonintegraal:
76.

∫
Γ
y2dx − xy dy, kus Γ on sirge

x

a
+
y

b
= 1 sirgl~oik punktist (a; 0) punkti

(0; b). V: −ab2/2.
77.

∫
Γ

(
x2 − y2

)
(x dx− y dy) , kus Γ on joone y = x3 kaar punktide (0; 0) ja

(1; 1) vahel. V: 0.
78.

∫
Γ

sin y dx+ sinx dy, kus Γ on sirgl~oik punktide (0;π) ja (π; 0) vahel. V: 0.

79.
∮
OmAnO

arctan
y

x
dy − dx, kus OmA on parabooli y = x2 kaar ja OnA on

sirge y = x l~oik. V: π/4− 1.

80.
∫
Γ

y3dx− x3dy

(x2 + y2)2
, kus Γ on poolringjoon x = R cos t, y = R sin t

(t = 0→ t = π). V: −3π/4.
81.

∫
Γ

(2a− y)dx− (a− y)dy, kus Γ on tsükloidi x = a(t− sin t),
y = a(1− cos t) esimene kaar (t = 0→ t = 2π). V: πa2.

82.
∫
Γ

x2dy − y2dx

x5/3 + y5/3
, kus Γ on astroidi x = R cos3 t, y = R sin3 t veerand punk-

tist (R, 0) punkti (0, R). V: 3πR 3
√
R/16.

83.
∫
Γ
ydx+ xdy+ (2x− y+ z)dz, kus Γ on sirgl~oik punktist (−1; 1;−1) punkti

(2; 0; 3). V: 7.
84.

∫
Γ
yzdx+ z

√
R2 − y2dy + xydz, kus Γ on joone x = R cos t,

y = R sin t, z =
at

2π
osa l~oikumisest tasandiga z = 0 l~oikumiseni tasandiga

z = a. V: 0.
Ülesannetes 85–88 teisendage joonintegraal Greeni valemi abil, kusjuures Γ on
kinnine sile joon, mida läbitakse positiivses suunas:
85.

∮
Γ

(1− x3)ydx+ x(1 + y3)dy. V:
∫∫
D

(
x3 + y3

)
dxdy.

86.
∮
Γ

(exy + 2x cos2 y)dx+ (exy − x2 sin y cos y)dy. V:
∫∫
D

(y − x) exydxdy.
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87.
∮
Γ
f
(y
x

) xdy − ydx
x2

(f on suvaline diferentseeruv funktsioon). V: 0.

88.
∮
Γ

(f(x+ y) + f(x− y)) dx + (f(x+ y)− f(x− y)) dy (f on suvaline dife-
rentseeruv funktsioon). V: 0.
89. Arvutage Greeni valemi abil

∮
Γ
eydx+e−xdy, kui Γ on kolmnurga, tippudega

A (0; 0) , B (1; 0) ja C (1; 1) , rajajoon. V: 2− e− 1/e.
90. Arvutage Greeni valemi abil

∮
Γ

2xy dx+ x2dy, kui Γ on ruudu |x|+ |y| = 1
rajajoon. V: 0.
91. Leidke Greeni valemi abil

∮
Γ

arctan
y

x
dy − ln

√
x+ ydx, kui Γ on ringjoon

x2 + y2 = R2. V: 0.

92. Näidake Greeni valemi abil, et joonintegraal
1
3
∮
Γ
x3dy− y3dx v~ordub tükiti

sileda joone Γ poolt piiratud ühtlase tihedusega ρ(x, y) = 1 plaadi inertsmo-
mendiga koordinaatide alguspunkti suhtes.
93. Arvutage

∫ (2;3)

(−1;2)
ydx+ xdy . V: 8.

94. Arvutage
∫ (2;2)

(1;1)

xdx+ ydy√
x2 + y2

. V:
√

2.

95. Taastage joonintegraali abil kahe muutuja funktsioon u tema täis
diferentsiaali du = x2dx+ y2dy p~ohjal. V:

(
x3 + y3

)
/3 + C.

Ülesannetes 96–99 leidke joonintegraali abil kinnise joonega piiratud
kujundi pindala:
96. x = a cos3 t, y = a sin3 t (0 ≤ t ≤ 2π). V: 3πa2/8.
97. (x+ y)3 = xy. V: 1/60.
98. (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2). V: 2a2.

99. x3 + y3 − 3xy = 0. V: 3/2.
Ülesannetes 100–105 arvutage pindintegraal üle antud pinna Σ :
100.

∫∫
Σ

(z + 2x + 4y/3)dσ, kus Σ on tasandi
x

2
+
y

3
+
z

4
= 1 osa, mis on

esimeses kaheksandikus. V: 4
√

61.
101.

∫∫
Σ

(
x2 + y2

)
dσ, kus Σ on koonuse z =

√
x2 + y2 see osa, mis rahuldab

tingimusi 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4. V: 15
√

2π/2.
102.

∫∫
Σ
xdσ, kus Σ on sfääri x2 + y2 + z2 = R2 osa, mis on esimeses kahek-

sandikus. V: πR3/4.
103.

∫∫
Σ

√
R2 − x2 − y2dσ, kus Σ on poolsfäär z =

√
R2 − x2 − y2. V: πR3.

104.
∫∫

Σ
(x+ y − z)dσ, kus Σ on oktaeedri |x|+ |y|+ |z| = 1 tahk, mille korral

x ≤ 0, y ≤ 0 ja z ≥ 0. V: −
√

3/2.

105.
∫∫

Σ

dσ

(1 + x+ y + z)2
, kus Σ on tetraeedri x+y+z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

kogu välispind. V:
√

3/8− 3/2 + 3 ln 2.
106. Leidke pindtihedusega ρ(x, y, z) = 1 kolmnurkse kooriku x+ y + z = 1
(x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0) inertsmoment koordinaatide alguspunkti suhtes. V:

√
3/4.

107. Leidke paraboolse kooriku z =
(
x2 + y2

)
/2 (0 ≤ z ≤ 1) , pindtihedusega

ρ(x, y, z) = z, mass. V:
(
2 + 12

√
3
)
π/15.
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108. Leidke poolsfääri z =
√
R− x2 − y2 kujulise kooriku inertsmoment z-telje

suhtes, kui pindtihedus ρ(x, y, z) = 1. V: 4πR4/3.
Ülesannetes 109–104 arvutage pindintegraal üle antud pinna Σ :
109.

∫∫
Σ
xdydz + ydxdz + zdxdy, kus Σ on tasandi x + y + z = 1 see osa,

mis paikneb esimeses oktandis. Valige pinnapool, millel normaal moodustab
koordinaattelgede suundadega teravnurgad. V: 1/2.
110.

∫∫
Σ
xdydz + ydxdz + zdxdy, kus Σ on tasanditega x = 0, y = 0,

z = 0, x = 1, y = 1, z = 1 määratud kuubi väline pinnapool. V: 3.
111.

∫∫
Σ
x2y2zdxdy, kus Σ on poolsfääri x2 + y2 + z2 = R2 (z ≤ 0) ülemine

pinnapool. V: 2πR7/105.
112.

∫∫
Σ
xyzdxdy, kus Σ on poolsfääri z = −

√
R− x2 − y2 alumine pinnapool.

V: 0.
113.

∫∫
Σ
x2dydz, kus Σ on sfääri x2 + y2 + z2 = R2 väline pinnapool. V: 0.

114.
∫∫

Σ
xzdxdy + xydydz + yzdxdz, kus Σ on tasanditega x = 0,

y = 0, z = 0, x+ y+ z = 1 määratud püramiidi sisemine pinnapool. V: −1/8.
115.

∫∫
Σ
yzdxdy + xzdudz + xydxdz, kus Σ on pindadega

x2 + y2 = R2, x = 0, y = 0, z = 0, z = H esimeses kahesandikus

määratud keha välispinna väline pinnapool. V: R2H

(
2R
3

+
πH

8

)
.

116.
∫∫

Σ
y2zdxdy + xzdydz + x2ydxdz, kus Σ on pindadega

z = x2 + y2, x2 + y2 = 1, x = 0, y = 0, z = 0 esimeses kaheksandikus
määratud keha välispinna sisemine pinnapool. V: −π/8.
117. Kasutades Stokesi valemit, teisendage joonintegraali∮
Γ

(x2 + z2)dx+ (x2 + z2)dy + (x2 + y2)dz.
V: 2

∫∫
Σ

(x− y) dxdy + (y − z) dydz + (z − x) dxdz.
Ülesannetes 118– 121 kasutage Gauss-Ostrogradski valemit:
118. Leidke vektori F = (y, z, x) voog läbi tasanditega x = 0, y = 0, z = 0 ja
x+ y + z = 1 määratud püramiidi välise pinnapoole. V: 0.
119. Arvutage

∫∫
Σ
xyz dxdy, kus Σ on pindadega z = 0 ja z = −

√
R2 − x2 − y2

määratud keha väline pinnapool. V: 0.
120. Arvutage

∫∫
Σ

(y − z) dxdy, kus Σ on pindadega z = 1 ja z =
√
x2 + y2

määratud keha väline pinnapool. V: 0.
121. Arvutage

∫∫
Σ

(
xy2 + yz2

)
dydz+

(
zx2 − yx2

)
dxdy+

(
yz2 + x3z

)
dxdz, kus

Σ on pindade x2 + y2 + z2 = R2 ja z =
√
x2 + y2 määratud keha (z ≥ 0) väline

pinnapool. V: 2πR5
(
1−
√

2/2
)
/5.

Ülesannete 122–126 lahendamisel kasutage Gauss-Ostrogradski valemit:
122. Leidke ülesandes 110 esitatud pindintegraal.
123. Leidke ülesandes 113 esitatud pindintegraal.
124. Leidke ülesandes 114 esitatud pindintegraal.
125. Leidke ülesandes 115 esitatud pindintegraal.
126. Leidke ülesandes 116 esitatud pindintegraal.
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