Besseli vorratus ja Parsevali vordus

Lause 1. Kui 16igul [a, b] integreeruva ruuduga funktsioonid f(z) ja g(z) on
ortogonaalsel sel 1oigul, siis

LF +gl* = 1A1° + Dall.

Toestus. Skalaarkorrutise omaduste ja liidetavate ortogonaalsuse pohjal saame

If+al> = (f+g.f+a) =)+ {f9)+(g.f)+{g9) =
= IF1I7+ llgl*.

Seega Lause 1 véide on toene. [

Jareldus 1. Kui funktsioonid ¢i(z) (k= 1;...;n) on paarikaupa ortogo-
naalsed 16igul [a, b] ja suurused ¢, (k =1;...;n) on konstandid, siis

n 2 n
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> wpr| =Y lel* llenl®
k=1 k=1

Olgu 16igul [a, b] antud integreeruva ruuduga funktsioon f(x) ja integreeruva
ruuduga ortonormeeritud funktsioonide siisteem {py(z)} (k € N). Neil tin-
gimustel saame funktsioonile f(x) seada vastavusse tema Fourier’ rea selle
susteemi jargi

f(x) ~ ) enpnla), (1)

kus kordajad ¢ on leitud valemi

¢ = (fon) = / f (@)@ da

pohjal. Selle Fourier’ rea esimese n liikme summa
Sn(x) = crpr(x)
k=1

on samuti integreeruva ruuduga funktsioon sellel 16igul (miks?) ja Jarelduse

1 pohjal
2 2 2 2
1Sull® = D> leal* llowl® = > leal*. (2)
k=1 k=1



Néitame, et funktsioonid f(z)— S, (x) ja S,(z) on ortogonaalsed 16igul [a, b].
Selleks piisab (miks?) néidata, et f(x) — S, (x) on ortogonaalne iga funkt-
siooniga @, (z) (m = 1;...;n). Néitame:

(f = Sn,om) = (f,0m) = (Sn, Pm) = Cm — <Z Ck@kﬂpm> =

k=1
- Cm_zck<@k7§0m>_cm_zck5km_
k=1 k=1
= n—Cn=0 (m=0;...;n—1).

Seega Lause 1 ja ahela (2) abil saame
LFIZ = 11F = Sall* + 1Sall” = 11f = Sall* + D el
k=1

Seega
LA = 11F = Sall* + D leal?, (3)
k=1
millest iga n € N korral

AP =) el (4)
k=1

Kuna vorratus (4) kehtib iga n € N korral, siis ka
[T (5)
k=1

Vorratus (5) kannab Besseli vorratuse nime. Seos (3) annab voimaluse ot-
sustada, millisel tingimusel funktsiooni f(z) Fourier’ rida koondub keskmiselt
funktsiooniks endaks. Nimelt

If = Sull "0 e 1P =Y el
k=1

Sonastame saadud tulemuse.



Lause 2. Loigul [a, b] integreeruva ruuduga funktsiooni f(z) Fourier’ rida

Z cepn(T)

00
k=1

ortonormeeritud integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi {pg(x)}
(k € N) jargi koondub sel 16igul normi jargi, funktsiooniks endaks parajasti
siis, kui funktsiooni f(z) korral leiab aset Parsevali vordus

(e e

AP = leal” (6)

k=1

Markus 1. Nendime, et

1 = Sall = \// (f(x) = g(2))de "=° 0 #  Su(a) "= f(2).

Miks?
Mairkus 2. Seos (6) voimaldab leida teatud arvridade summasid. Kuidas?

Definitsioon 1. Ldigul [a,b] ortonormeeritud siisteemi {pg(x)} (kK € N),
mille korral Parsevali vordus (6) kehtib iga sel 16igul integreeruva ruuduga
funktsiooni korral, nimetatakse taielikuks siisteemiks sel loigul.

Naide 1. Funktsioonide siisteem

T . 7T nTr . NTT
1, cos —, sin , COS , sin —, ...

! o e I

on taielik igal 16igul, mille pikkus on 2I.

Naide 2. Funktsioonide siisteem

{exp (z#)} (neZ)

on taielik igal 16igul, mille pikkus on 2I.



